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Chapitre 1. Anneaux et idéaux

§ 1. Notions de base

1.1. Définition. = Un anneau A est un ensemble muni de deux opérations + (addition) et -
(multiplication) telles que :

1) (A,+) est un groupe abélien.

2. La multiplication est associative :
Va,b,ce A (a-b)-c=a-(b-c)
et distributif par rapport a ’addition

Va,bce A a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+a-c.

On ne regarde ici que des anneaux commutatifs :
Va,be A a-b=b-a

muni d’une unité 1 :

Remarque. On ne supposera pas que 1 # 0 et donc A = {0} est un anneau. En effet, si 1 =0 on
aVae€ A a=a-1=a-0=0 et donc forcément A = {0}.

1.2. Définition. Un sous-ensemble S d’un anneau A est un sous-anneau, si S est un sous-groupe
pour 'addition, stable par multiplication et 1 € S.

1.3. Définition. Soient A, B deux anneaux. Une application f : A — B est un homomorphisme
d’anneaux, si :

1) Ya,be A f(a+b)= f(a)+ f(b),
2) Va,be A f(a-b) = f(a)- f(b),
3) f(1) =1



1.4. Exemples.
1) Z, Q. De plus Z est un sous-anneau de Q.

2) Un corps k est un anneau (commutatif) # 0 tel que chaque élément non-nul est inversible :
Va €k,a#0,3bcktel queb-a=1. L’élément b est unique et est noté b = a~! (I'inverse
de a). Exemples : Q, R, C, IF,,.

3) Soit A un anneau (commutatif). L’anneau polynomial associé est
AX]:={ag+ a1 X+ apX*; k=0,1,..., a;€A,i=0,...,k}

avec l’addition et la multiplication usuelle. A est un sous-anneau de A[X]. Plus généralement
on a A[X1,...,X,], Panneau a n variables avec coefficients dans A.

4) L’anneau de séries formelles & coefficients dans un anneau A :

A[X] = > arX* ; Yk >0, a), € A}
k=0

avec I’addition et la multiplication usuelle (i.e. la multiplication est donnée par ZZO:O ap X" -
D oneo kX P =300 (ZkH:n abe) X"

5) L’anneau de séries de Laurent a coefficients dans un anneau A :

AQXY =) aX*; L€ ZVE > 1, a), € A}
k=¢

avec I’addition et la multiplication usuelle.

6) L’anneau Z/nZ (entiers modulo n). L’application Z — Z/nZ qui a un entier associe sa classe
modulo n est un homomorphisme d’anneaux.

1.5. Définition. Un sous-ensemble I d’un anneau A est un idéal, si I est stable par I’addition
etsiVae€e A, a-1 C 1.

N.B. Un idéal est stable par addition et multiplication et donc peut étre considéré comme
sous-anneau (sans 1), mais la réciproque est faux.

1.6. Exemples.

1) Soit x € A. L’idéal engendré par x est l'ensemble {a -z ; a € A}. Clest le plus petit
idéal contenant x. Plus généralement, soit S C A. L’idéal engendré par S consiste en les
combinaisons linéaires finies d’éléments de S, donc en les éléments de la forme {Z?:1 aj -
sj; a; € Ays; € S}

2) Soient I et J deux idéaux. Leur somme I 4+ J consiste en les sommes de la forme i + j,
ie€l, 7€ J. Cest aussi un idéal de A. Leur produit I - J consiste en les sommes finies des
produit d’éléments de I et J : {d>°)_; ak -ix - jr ; ar € A;ix € I; ji, € J}. Clest le plus petit
idéal contenant les produits i - j, i € I, j € J. L’intersection I N J est aussi un idéal. On a
I-JcCInJ. Parexemple pour A=7,1=(n),J=(m), [+J = (pged(m,n)), I-J=(n-m),
InJ = (ppcm(n,m)).



Soit I un idéal de A. On regarde le groupe quotient A/I. La multiplication de A persiste en
A/l carsid =a+i, b =b+j,i,j€l,alorsa -V =a-b+a-j+b-i+i-jet donc dans la méme
classe modulo I que a - b car I est un idéal. L’application canonique

p:A—A/l, x—ao+]
est un homomorphisme d’anneaux ayant la propriété suivante :

1.7. Lemme. Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux J de A/I et les idéaux J de
A contenant I donnée par J +— p(J) et J — p~LJ.
Soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux quelconque. Le noyau Ker f := f~1(0) est un

idéal de A et I’image Im f = f(A) est un sous-anneau de B. On a :

1.8. Théoréeme. Soit f : A — B homomorphisme d’anneau. Alors f induit un isomorphisme

f:A/Ker f-= Im f.

§ 2. Diviseurs de zéro, nilpotents

Soit A anneau commutatif avec 1.

2.1. Définition.
i. z € A est un diviseur de zéro si Jy # 0,y € A tel que x -y = 0.
ii. € A est nilpotent si In € N tel que 2™ = 0.

iii. z € A est inversible si 3y € A tel que x -y = 1. L’ensemble d’éléments inversibles de A est
un groupe, appelé groupe des unités de A et noté A*.

iv. On dit que A est intégre si A n’a pas de diviseurs de zéro sauf 0.

2.2. Exemples.

1) Soit Z/pqZ avec p et ¢ nombres premiers. Les classes de p et ¢ sont des diviseurs de zéro, mais

si p # q la classe p de p n’est pas nilpotente : p* = 0 veut dire p” = zpq et donc p"~! = zq,
ce qui est impossible.

2) Les anneaux Z, F,, (p premier), k[X;,...,X,] (k un corps) sont integres.

3) Soit p premier. Les éléments inversibles de ), sont les classes de 1,2,...,p — 1.

Pour déterminer le nombre d’éléments inversibles dans Z/nZ on utilise :

Théoréme des restes Chinois. Soient I et J deux idéaux de A avec I +.J = A (on dit que I et
J sont étrangers). Alors I'application x — (z + I,x + J) induit un isomorphisme :

o AJ(I-J)= A/ x A,



Démonstration.

1. INnJ=1-J. On atoujours INJ D I-J, donc il reste & montrer I'inclusion INJ C I -J. Or,
on a
l=x+y, zecl,yelJ

etdoncVzelnNnJdz=z-1=z-(x4+y)=z-z+z-yel-J.
2. Injectivitité : Ker p =INJ =1-J.

3. Surjectivité : o(x) = (0,1), ¢(y) = (1,0) et donc p(azx + by) = (b, a). [ |
2.3. Application. Soit n € N et soient p1,...,p, les diviseurs premiers de n. L’anneau Z/nZ
possede

-2 (-2)

Démonstration. Sir et s sont étrangers, le théoreme implique que (Z/rsZ)* = (Z/rZ)* x (Z/sZ)*
et donc il suffit de montrer la formule pour n = p™, p premier. Dans ce cas, les éléments non-

éléments inversibles.

inversibles sont les p™~! multiples de p, d’ou1 p™ — p™~1 = p™ (1 — %) éléments inversibles. [ |

§ 3. Idéaux premiers, maximaux

3.1. Définition.
1) Unidéal p C A, p # A est premier si x -y € p implique soit x € p, soit y € p.

2) Unidéal m C A, m # A est maximal si pour un d’idéal I tel que I D m, on a soit I = m, soit
I=A.

Le critere suivant est une traduction immeédiate de la définition :

3.2. Critere. Un idéal I est premier, resp. maximal si et seulement si A/I est intégre, resp. un
corps.

Il existe beaucoup d’idéaux maximaux gréace a :

3.3. Proposition. Tout idéal I # A est contenu dans un idéal maximal.

La preuve dépend du principe de “récurrence transfinie” : si I n’est pas maximal, il y a un idéal
J1 # A qui le contient. Si on continue cette procédure, on tombe finalement sur un idéal maximal.
Ce principe, bien qu’intuitivement clair dépend du fait ce chaque fois on choisit un idéal parmi
un nombre d’idéaux, qui pourrait étre dénombrable ou méme pire. Ce principe est connu comme
“Lemme du choix” et vous trouvez dans [van der Waerden : Algebra I, §69] la preuve que ce lemme
est équivalent au “principe de Zorn” que nous expliciterons. Il s’agit d’un ensemble S non-vide
muni d’'un ordre partiel < (i.e. une relation reflexive et transitive définie sur un sous-ensemble
de S x S). Un sous-ensemble T totalement ordonné est une chaine de S (Vx,y € T, soit = < y,
soit y < x). Une borne supérieure de T' est s € S t.q. t < s, Vt € T' et un sup de T est une borne
supérieure sg t.q. sg < s pour chaque borne supérieure s de 7. Finalement, un élément maximal
s de S est tel que pour s’ € 5, s < s, alors s = 5.

4



Principe de Zorn. Soit S # () un ensemble muni d’un ordre partiel <. Si chaque chaine T de S
admet un sup, alors S admet un élément maximal.

Dans le cas de la Proposition ci-dessus, on prend l'ordre donné par 'inclusion et pour S on
prend I'ensemble d’idéaux J # A contenant I'idéal I.

3.4. Exemple.

1) Un élément = € A non-inversible est irréductible si x = u - v implique soit u est inversible,
soit v est inversible. On dit que A est un anneau factoriel si chaque élément s’écrit de fagon
unique comme produit d’un élément inversible et d’éléments irréductibles. (Unicité dans le
sens suivant : les irréductibles dans la décomposition de x sont déterminés uniquement par z).
Exemples :

- Un anneau euclidien (par exemple Z, Z[i], k[X] avec k un corps).

- (Lemme de Gauss) Si R est factoriel, alors R[X] l'est (par exemple k[X1,...,X;], k un
corps).

Dans un tel anneau un idéal (x) engendré par x est premier si et seulement si x est irréductible.

2) Dans 'anneau Z[/—5], 2 est irréductible, mais (2) n’est pas premier, car (14++/—5)(1—+/=5) =
6 € (2), mais (1 ++/—5) & 2Z[/—5)).

3) Un anneau avec un seul idéal maximal m est appelé anneau local, écrit comme couple (A, m).
Le corps A/m est appelé corps résiduel. Exemples : un corps, ’anneau

m
Ly =1 (n.p) =1}
ou p est premier. L’idéal maximal est p - Z,). Le corps résiduel est F,,.

Les anneaux locaux sont caractérisés par la proposition suivante :

3.5. Proposition.
1) Soit A un anneau et m un idéal tel que A* = A\ m. Alors (A, m) est un anneau local.

2) Soit (A, m) un anneau local, alors les éléments de la forme x = 1 + y, y € m sont inversibles.
Inversement, soit A un anneau et m un idéal maximal tel que 1 +m C A*, alors m est le seul idéal
maximal.

Démonstration.

1) Un idéal I # A ne contient que des éléments non-inversibles (car les éléments inversibles engen-
drent A tout entier). Donc I C m et m est le seul idéal maximal.

2) Siz = 1+y avec y € m, alors x est inversible. Sinon, z doit étre contenu dans un idéal maximal,
forcément m, une contradiction, car 1 ¢ m. Inversement, soit x € A\ m. L’idéal engendré par x et
m est A car m est maximal. Donc 3t € m, 1 =z -y +1¢ ce qui implique z-y=1—-t € 1l+m C A*.
Conclure en appliquant 1). [ |

L’intersection des idéaux premiers et des idéaux maximaux forment eux-mémes d’idéaux. On
verra que le premier est égal au

radical de zéro =0 = {reA; IneN, z" =0}
et le dernier par définition est

le radical de Jacobson = n = m m.

m maximal



On a

3.6. Proposition.
1) Le radical de zéro est un idéal.
2) On a \m = ﬂp premier p.
3) Pour le radical de Jacobson on an={x € A; 1—xz-ye€ A* Vyec A}

Démonstration.

1) Si 2™ = 0, y™ = 0, le binome de Newton montre aussitot que (z + 3)"T™~! = 0 et puisque

a-(nilpotent) est nilpotent, il s’ensuit que v/0, ’ensemble des nilpotents de A forment bien un idéal.

2) Si z € V0, de 2" = 0 € p pour un idéal premier p quelconque, on a 2 € p et donc l'inclusion

\/6 - ﬂp premier p.

Pour I'implication réciproque, soit ¢ /0. Soit S l’ensemble des idéaux J qui ne contiennent
aucune puissance de x. S # () car 0 € S. Par le principe de Zorn, il y a un élément maximal p € S.
A montrer que p est premier (cela impliquera x ¢ p). Soient y,z ¢ p, alors les idéaux p + (y) et
p + (z) contiennent p strictement et donc n’appartiennent pas a S. Il s’ensuit que In, m tels que
" €p+ (y), 2™ € p+ (2) et donc ™™ € p+ (y - z) et aussi p + (y - z) n’appartient pas a S. Par
conséquent y - z € p.

3) Supposons que x € n et soit 1 —xy non-inversible. Il existe un idéal maximal m contenant 1 —zy.
Mais x € n C m, donc zy € m et donc 1 € m. Contradiction.

Inversement, soit z € A tel que Im, idéal maximal avec z ¢ m. Alors (m,z) = (1) = A :
dzemycA z+x-y=1letdoncz=1—2-y €met z ne peut pas étre inversible. [ |

§ 4. Opérations sur les idéaux

On a déja introduit la somme et le produit de deux idéaux. Plus généralement on a pour un
ensemble [, o € 35 :

Z I, = {Z To; To € 1n}, s =0 sauf pour un nombre fini d’indices .
aEX «

Pour ¥ ={1,...,n} finion a:
HIZ = {Z$1,i'x2,i"'xn,i ; Tji Elj,j: 1,...,n, 1 ensemble ﬁm}
i=1 icl

Un cas particulier: I™ = idéal engendré par les produits de n éléments de I.

L’intersection d’un nombre fini d’idéaux est aussi un idéal et on a montré pour deux idéaux I
et J:
INJ>I-J, etonalnJ=1-J lorsque I+ J=A.

Rappel :

4.1. Définition. Soient I et J deux idéaux. On dit que I et J sont étrangers si I + J = A.



On a une généralisation du théoreme des restes Chinois :

Théoréme des restes Chinois. Soient I;, j = 1,...,n des idéaux deux a deux étrangers. Alors
on a un isomorphisme d’anneaux :

H = ] /1)
j=1 j=1
T (z+1hL,...,x+1,) z €A

Démonstration.

1) Surjectivité. Il suffit de montrer que, pour tout j = 1,...,n, 3z; € A tel que z; = 1+ I,
xj = 0+ Iy, k # j. Puisque Ij, et I; sont étrangers, pour k # j existent yi € I;, 2z, € Ij tel que
yr + 2, = 1. Alors z; = Hk# zj convient :

Z; :H(l—yk) :1+Ij
kg
vy € [[ e C I, k #5.
ey
2) Il faut montrer que le noyau Iy N--- N I; est égal & H?Zl I,,. On le voit par récurrence. On 'a
vu pour n = 2. On suppose n > 2 et on pose (en utilisant ’hypothese de récurrence) :
J=Ln---Nl,=10----- L,.

Comme dans la preuve de 1) on a Vk # 1, 3z, € I, yr € I, tel que yp + 2, =l et yo -y, € J
et en méme temps on a yo-- Yy, = 1 + I;. Donc I; +J = A et par récurrence on a : [y ---1, =
L-J=Lnd=I1inNnlhbn---NI,. |

Trois autres opérations sont utilisées :

4.2. Définition. Soient I, .J deux idéaux de A.
1) Le transporteur de J dans T est ([ :J)={z € A; z-J C I},
2) L’annulateur de I est (0:I)={z € A; x-1 =0},
3) La racine (ou le radical) de I est VI = {z € A; 2" € I}.
On vérifie aisément que le transporteur est un idéal. Pour la racine, la preuve déja donné pour
le cas particulier I = 0 marche aussi dans le cas général : VT est un idéal.

4.3. Exemple.

(m,n)

2) Dans Z, si m = Hj p;ﬁj, pj premier, on a \/@ = (H] pj)-

Les propriétés du lemme suivant sont laissées au lecteur :

1) Dans Z, I = (n), J = (m), alors ({ : J) = (L)

4.4. Lemme.

1) Pour deux idéaux I et J on avI-J=+INJ=+INVJ.
2) Pour un idéal premier p on a /p™ = p.
3) On a \ﬁ = ﬂp premier DI b.



On a deux propriétés pour les idéaux premiers qui seront utiles plus tard :

4.5. Proposition.

1) (EVitement des idéaux premiers) Soient p; ..., p, des idéaux premiers tels que I C p1U...Up,,
alors I est contenu dans un des pj,

2) Soient I4,..., I, des idéaux quelconques et p un idéal premier tel que p D Iy N---NI,. Alors
p contient un des I;. De plus sip =1y N---N1,, alors p = I; pour un indice j.

Démonstration.

1) On montre par récurrence que I ¢ p;, j =1,...,n implique I ¢ p; U---Up,. Clest vrai pour
n = 1 et on suppose donc que n > 2. Par hypothese de récurrence, Vi, 3z; € I et x; & p;, j # 1.
S’il existe ig tel que x;, € I et z;, & p;, la preuve se termine. Sinon, z; € p; pour i =1,...,n et
on considere (* signifie qu’il faut omettre *) :

n
Y= E Ty X1 TiTig1 Ty € L.
7j=1

On ne peut pas avoir y € p;, car dans ce cas 1 -+ X;_1Z;Ti+1 -+ Tn, € p; implique qu’au moins un
des z; est dans p;, contrairement a I’hypothese. Donc y & p; U --- U p,, tandis que y € I, ce qui
termine la démonstration.

2) On suppose que p A I;, j =1,...,n. Soit z; € I; tel que z; & p. Alors x;---x,, € p car p est
premier, mais x1---x, € 1 NIy---N1,.

Finalement, si p = Iy N --- N I, alors, si p D I;, forcément p = I;. [ |

8§ 5. Extension et contraction des idéaux

Il s’agit d’étudier comment les idéaux se comportent par d’homomorphismes f: A — B.

L’image f(I) d’un idéal n’est pas toujours un idéal: considérer l'inclusion Z C Q. Il faut donc
considérer :

5.1. Définition. L’extension de I dans B, I ou B-f([I) est I'idéal engendré par f(I), c’est-a-dire
ensemble des combinaisons B-linéaires finies . b; - f(2;), b; € B, z; € I.

Par contre, pour un idéal .J de B 'ensemble f~1(.J) est toujours un idéal de A. Si J est premier,
f~Y(J) reste premier. Les propriétés suivantes sont évidentes, mais énoncées pour référence :
5.2. Lemme. Pour I un idéal de A, J un idéal de B on a :
-IC f_l(IB) et
-JD (filj)B.

Si p est premier dans A, B - f(p) n’est pas forcément premier, méme si f est un inclusion :
considérer Z C Z[v/—5]. On a vu que l'idéal premier (2) de Z ne reste pas premier dans Z[/—5].

§ 6. Complément géométrique : topologie de Zariski



Rappel : une topologie sur un ensemble X est donnée par les ensembles ouverts, ou de fagon
équivalente : par les ensembles fermés. Par définition, I’ensemble des fermés T satisfait les propriétés
suivantes :

T1. 0,X €7,
T2. Si Gi,...,Gr € T, alors J}_, G, €7,
T3. Si Gy € T, alors (), Ga € 7.

On peut munir l'espace vectoriel k™, k un corps, d’'une topologie adaptée a la géométrie
algébrique.

6.1. Définition. Un variété algébrique (ou affine) est le lieu de zéros commun d’un nombre fini
de polynomes f1,..., fm :

V(fi,ooofm) ={x=(z1,...,2) €k™; fj(x)=0,7=1,...,m}.

Un tel ensemble ne dépend que de 'idéal I = (f1,..., fi,) engendré par les f;. On peut alors
écrire V(I) a la place de V(f1,..., fm). Le célebre théoreme de base de Hilbert, & montrer plus
tard (4.2.1) dit que chaque idéal de k[z1,...,x,] est engendré par un nombre fini de polynomes et
la définition suivante est donc équivalente :

Définition. Un variété algébrique (ou affine) est un ensemble de la forme
V() ={z = (z1,...,2.) € K" ; fx) =0 Vfel}
pour I un idéal de k[X1,...,X,].

Les ensembles algébriques sont les fermés d’une topologie, la topologie de Zariski. On le
montre directement grace a :

6.2. Lemme. On a

1) N VUa) =V (4 1a),

2) VIHuV()y=vInJ)=V{-J).
Démonstration.

1) V(> 1) est I'ensemble des zéros commun de toutes les combinaisons linéaires finis ) | fa, en
particulier on a V(> Io) C (), V({a). L’autre inclusion est évidente.

2) Rappelons que k[zq,...,x,]| est un anneau factoriel. I N J est engendré par les ppem(f,g),
fel,ge J,tandis que I - J est engendré par les produits f-g, f € I, g€ J. Donc V(INJ) =
{z € k™ ; pged(f,9)(x) =0, fel, geJy={z €k™; f(x)-g(x) =0, fel,geJ} =V -J)=
{z € k™ ; soit f(x) =0, soit g(x) =0, fel,ge J} =V{I)UV(J). [

§ 7. Corps de fractions d’un anneau integre

Dans ce paragraphe A est un anneau intégre. Le but est de généraliser la construction du
corps des fractions rationnelles.



On considere la relation d’équivalence pour les couples (a,b) € A x A\ {0} donnée par
(a,b) = (a', V) < ab =bd'.

a
Il faut noter que la vérification de transitivité utilise que A est integre. On note 3 la classe

d’équivalence de (a,b). L’ensemble Q(A) de ces classes a la structure d’un corps, le corps de
fractions de A sous les opérations suivantes :

a ¢ _a-c
b d b-d

a ¢ a-d+b-c
b Ta b-d

Il y a une généralisation immédiate en remplagant A\ {0} par un ensemble S multiplicativement
stable: 1 € Seta,be S=a-be§. Ici, il faut supposer de plus que 0 € S et on obtient ’anneau
des fractions de A par rapport & S, un sous-anneau integre de Q(A) :

S~14 ::{% Lac A seSCQA).

Les fractions $,s,t € S deviennent inversibles dans S 1A,

7.1. Exemples.
1) S = A\ {0} est un ensemble multiplicativement stable et S™1A est le corps de fractions.

2) Pour p idéal premier de A, l’ensemble S = A\ p est multiplicativement stable. L’anneau
S—1A est appelé la localisation de A en p et sera noté A,. C’est un anneau local avec idéal
maximal p- A,. Cas spécial : p = {0} donne Q(A) (& noter : A intgre est équivalent a dire que
{0} est un idéal premier).

3) Pour f € A, I'ensemble de puissances non-négatives est un ensemble multiplicativement stable.
On dénote I'anneau des fractions correspondant par Ay.
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Chapitre 2. Modules

§ 1. Notions de base

Soit A un anneau (commutatif avec 1). Un groupe abélien (M,+) est un A-module, si
Ya € A,m € M un produit a - m € M est défini tel que :

1) Le produit est distributif :

Vae A,z,ye M,a-(x+y)=a-z+a-y
Va,be A,x € M, (a+b)-z=a-z+b-x

2 Le produit définit une action multiplicative :

(a-b)-x=a-(b-x)

=x.

1.1. Exemples.
1) Unidéal I de A est un A-module.
2

) Pour A = k, un corps, la notion de k-module est la méme chose que celle de k-espace vectoriel.
3) Un k[z]-module est la donnée d’un k-espace vectoriel avec une transformation linéaire.
)

4) Un groupe abélien est un Z-module.

1.2. Définition. Une application f : M — N entre A-modules est une application A-linéaire
ou homomorphisme de A-modules si

Vo,y € M, f(x+y) = f(x)+ fy)
Vae A,z e M, f(a-x)=a- f(x)

1.3. Exemples.

1) Dans le cas d’un corps A = k, un corps, la définition ci-dessus est la méme que celle donnée
dans 'algebre linéaire.

2) La composition de deux applications linéaires est une application linéaire.
3) L’ensemble Hom4 (M, N) des applications A-linéaires M — N est lui-méme un A-module pour

les opérations suivantes :
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1) Addition :

Vf,g € Homa(M,N), z € M, (f +9)(z) = f(z) + g(x).
2) Action par A :

Va € A, f € Homa(M,N),z € M, (a- f)(x) =a- f(x).

Dans le cas M = N, la composition de deux endomorphismes de M sert comme pro-
duit : on obtient un anneau (non-commutative, mais avec 1). On dit que End4 (M) :=
Homa (M, M) est un algébre, notion qu’on étudiera plus tard (§7). Si on fixe ¢ €
End4 (M) le sous-anneau A[p] engendré par ¢ est commutatif. On l'utilisera pour 'astuce
du déterminant.

4) Si f: M — N est injective, on dit que M est un sous-module de N. Le groupe quotient
N/M hérite de action de A sur M la structure d’'un A-module, le module quotient. Comme
pour les anneaux et leurs idéaux on a :

L’image Im (f) d’un application A-linéaire f : M — N est un sous-module de N, son noyau Ker (f)
est un sous-module de M. Le module Im (f) est isomorphe a M/ Ker (f)) :

M/Ker (f) = Im (f)
z + Ker (f) — f(z)

§ 2. Sommes et produits

Pour une collection M;,i € I de sous-modules de M, I'intersection (), M; est un sous-module
de M ainsi que leur somme

Z M; = {sommes finies d’éléments dans M, }.

icl
Pour I un idéal on définit :

I-M:{Zk:ai-xi ;a; €1, x; € M}
i=1
qui est un sous-module de M.
Finalement, pour N, P deux A-modules le transporteur de P dans N est
(N:P)={a€A; a-PCN}

qui est un idéal de A. Cas spécial : Ann(P) = (0 : P), 'annullateur de P.

2.1. Proposition.

1) Soient L > M D N trois A-modules. Alors
(L/N)/(M/N) >~ L/M.

2) Soient My, My deux sous-modules de M. Alors,
(My + Ms) /My = My /(M N Ms).

3) Soient My, Ms deux sous-modules de M, alors,
Ann(M; + M3) = Ann(M;) N Ann(Ms).

12



Démonstration.

1) Puisque N C M, l'application A-linéaire L/N — L/M donnée par = + N +— x + M est bien-
définie. Elle est surjective avec noyau M /N et on peut appliquer I'exemple 1.3.4 ci-dessus.

2) La composition des applications naturelles
My C My + My — (Ml +M2)/M1

est surjective avec noyau M; N Ms.

3) Soit @ € Ann(M; + Ms). Donc a - m = 0 quel que soit m € M, My ce qui implique a €
AnnM; U AnnMs. Pour a € AnnM; UAnnM; on a a-(mq+ms) =a-mq+a-mg =0 et alors
a € Ann(M; + Ms). [ |

Maintenant on introduit la somme directe d’un nombre quelconque d’A-modules M;, i € I :

@Mi = {(x;), z; € M; ; ; =0 sauf pour un nombre fini d’entre eux}
il

et le produit direct

el
2.2. Exemples.
1) Soient Ii,..., I, des idéaux quelconques d’un anneau A. La somme directe Iy & --- & I,
est un A-module. Supposons que I’application qui envoie (z1,...,%,,) vers >, x; € A est un

isomorphisme

Lo e, =A

Dans ce cas les idéaux I; sont deux & deux différents et > I; = A est une somme directe. Cela
implique :
l=e1+...4em, e €l,i=1...,m

et I'idéal I; peut étre considéré comme anneau avec e; € I; comme 'unité : dea =1-a =
e1-a+---+e,-aontire queVa € I;, ¢;-a = a. Avec J; = @#i I; la composition I; C A — A/J;
est un isomorphisme d’anneaux, d’ou :

A= H A/J; en tant qu'anneau.
i

2) Un A-module libre est un A-module de la forme @, M; avec Vi, M; = A.

3) Un A-module M est de type fini si 3z1,29,...,2, € M telsque M = A-21+---A-x,,. De
fagon équivalente : il y a une surjection @™ A — M.

§ 3. Lemme de Nakayama

Ce lemme est un des outils les plus utiles de I'algebre commutative. Souvent on 1'utilise sous
la forme suivante

Soit (A, m)un anneau localet M un A-module de type fini tel que m - M = M alors M = 0.

D’abord on va montrer :
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3.1. Propostion (’astuce du déterminant). Soit M un A-module de type fini, I un idéal de
A et ¢ : M — M une application A-linéaire telle que (M) C I - M. Alors

Ja; €It i=1,...,n, tels que " +a10" 1 4+ - ay,

est zéro en tant qu’endomorphisme de M.

Démonstration. M étant de type fini, on écrit M = A-z1+ -+ A-x, et p(z;) = Zj fijzj, fij € 1.
Avec B = ¢ -1 —(f;;) cela s’écrit aussi BZ = 0, ol & est le vecteur colonne a coefficients z;. On a :

"2 fll —f12
(%) B = (B;;) = _{21 ‘P._f22

© — fan

Les coefficients de B sont dans 'anneau commutatif £ = Afp] C End4 (M) (voir exemple 2.1.3).
On considere la matrice B* des co-facteurs, c.a.d. la matrice a coeflicients

B = (=1)""7 det(Bri)1<k,i<n, koti, i
Comme dans 'algebre linéaire on a
’B*oB=detB- 1.

Donc det B - & = (B* o B)# = B*(B(¥)) = 0 implique que det B annule les z; et donc M tout
entier. Utilisant (*) on trouve

1

det B=¢" +a10" '+ 4a,, a; €l

3.2. Corollaire. Soit I un idéal et M de type fini tel que I - M = M. Alors dz € 1+ I tel que
xz-M=0.

Démonstration. Prenons ¢ = idy; dans 'astuce du déterminant. Alorsx = 1+a1+---+a, € 1+1
agit trivialement sur M. [ |

3.3. Corollaire ("Lemme de Nakayama”). Soit I un idéal de A tel que Vx € I, 1 + x est
inversible de A. Alors si pour un A-module M de type finional-M = M, alors M = 0.

Démonstration. Si I - M = M, alors 3x € 14+ I tel que x - M = 0. Un tel x étant inversible, il
s’ensuit que M = 0. [ |

Cas particuliers.
1) (A, m) anneau local et I = m,

2) A quelconque, mais I C ) ym (c.a.d. I est contenu dans le radical de Jacobson).

midéal maxima
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Démonstration.
1) On a vu (1.3.5) qu'un élément de la forme 1+ x, x € m est inversible.

2) Plus généralement, on a vu que pour chaque élément = du radical de Jacobson (intersection
des idéaux maximaux) I’élément 1 + x est inversible. [ |

3.4. Corollaire. Soit I un idéal de A tel que Vx € I, 1 + x est inversible dans A. Soit N un
sous-module d’un A-module M de type fini tel que M =1-M + N, alors M = N.

Démonstration. Appliquer le corollaire précédent a M/N. [ |

Soit (A, m) un anneau local et M un A-module de type fini. M/(m - M) est annulé par les
éléments de m et est donc un k£ = A/(m - A)-module, avec k le corps résiduel de A. C’est-a-dire
M/(m - M) est un k-espace vectoriel.

3.5. Corollaire. Dans la situation ci-dessus, soient 1, ..., x, € M tels que leurs classes engendrent
le k-espace vectoriel M /m - M. Alors les x; engendrent M.

Démonstration. Soit N le sous-module de M engendré par les x;. La composition
NCM-—M/m-M

est une surjection (par hypothese). Cela implique N +m - M = M et on applique le corollaire
précédent. [ |

8 4. Suites exactes

Soit
M.:{...—>Mi,1£> MZ—dH Mi+1—>...}

une suite d’applications A-linéaires. On dit que M, est un complexe (de chaines) si Vi, d;od;_1 =
0, c’est-a-dire Ker d; D Im d;_1. Si, pour un indice 4, on a I’égalité Ker d; = Im d;_1, on dit que
M, est exacte en M,;. Si M, est exacte en M; quel que soit 7, on dit que M, est exacte.
4.1. Exemples.

1) 0 — N L5 M est exacte veut dire que f est injective.

2) N -L M — 0 est exacte veut dire que f est surjective.

3) 0 = M'-L M -4 M” — 0 est exacte <= f est injective, ¢ est surjective et g induit un
isomorphisme M /M’ = M". Une telle suite est appelée une suite exacte courte.

Rappel : Pour une application A-linéaire f: M — N, Coker f = N/Im (f).

4.2. Lemme du serpent. Soit
o - M L M & M - 0

la, la la,,
0o - N L N 4L N 0
un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes. Alors il y a une suite exacte

0 — Ker o/ -5 Ker a % Ker o’ -5 Coker o/ - Coker a <L+ Coker o/ — 0,

ol f, g sont les restrictions de f, g et f', g’ sont induites par f', ¢'.
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Démonstration.

)

2)

8)

Il s’agit de voir que f et g sont bien-définis. Or, de ao f = f' o o/ il s’en suit que f envoie
Ker o/ dans Ker a. De fagon analogue, g envoie Ker o dans Ker o”.

Puisque f, g sont les restrictions de f, g, pour I'éxactitude de
0 — Ker o L5 Ker a4 Ker o’

il suffit de remarquer que si g(z) = 0 pour x € Ker «, alors z = f(y), y € M’ implique que
y € Ker o/. Cest évident : ao f(y) = f od/(y) =0 = a/(y) =0 car f’ est injectif.

Il faut définir d. Le diagramme suivant montre comment le faire

X —

M N MI/

Lo

z

|

i

|
N — N SN
N

y +— az) — 0

Explication : Soit z € M" tel que o”(z) = 0. Puisque g est surjectif, il existe x € M tel
que g(z) = z. La commutativité du diagramme entraine que 0 = o” o g(x) = ¢’ o a(z). Par
I'exactitude de la deuxieme ligne Jy € N’ tel que f/'(y) = a(x). On pose d(z) = y + Im (o).
Pour un autre choix de z € M, disons 2’ € M on a, par I'exactitude de la premiere ligne :
x — ' € Im(f), disons x — 2’ = f(t). Alors par commutativité [’ o a/(t) = ao f(t) =
fly+a(t) =alr+ f(t)) = a(z’) et donc y +Im (o) =y + o' (t) + Im (o).

Im g = Ker d. Regarder le diagramme suivant :

t fyz—f@)  —  z=glx—f1))
: M M M :
ol L |
PN — N |
N N
Yy — a(z); 0 — 0

Explication : y € Ker d si et seulement si 3t € M’ tel que o/(t) = y € Ker d. Dans ce cas
z =gz — f(t)) avec a(x — f(t)) = 0 et donc z = g(x — f(t)). Inversement, si z = g(x) avec
a(r) =0, alors y = 0.

f" et g’ sont bien définis. Laissé aux lecteurs.
Im d = Ker f'. Ici argument est analogue & celle du point précédent et on 1’'omet.

Ker ¢ = Im f'. Or, 2’ + Im o € Ker ¢’ si et seulement si 3z, ¢’(z') = o’(2). Soit x € M
tel que g(z) = z, alors a(z) — 2’ € Ker ¢’ = Im f’, disons a(z) — 2z’ = f'(y'), c’est-a-dire
f'(y) = ' +Im a et donc 2’ + Im o € Im f'. Inversement, si a(z) —z' = f/(3'), on a
g(@)=¢g oa(zr)=a"(g(x)) et 2’ +Im « € ker g'.

g’ est surjectif. Cela découle directement du fait que ¢’ est surjectif. [ |
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8§ 5. Produit tensoriel

5.1. Définition. Soient M, N, P trois A-modules.

1) Une application f : M x N — P est A-bilinéaire si Vz € M et Yy € N les applications
z, x+— f(x,—) et y— f(—,y) sont A-linbaires.

2) Les applications bilinéaires de M x N dans P forment un A-module Bil(M x N, P).

3) Un produit tensoriel est un couple (7, g) avec T un A-module,
g:MxN-—-T

une application A-linéaire, telle que pour toute application A-bilinéaire f: M x N — P,ily
a une unique application A-linéaire f’: T — P qui fait commuter le diagramme :

MxN — 9

N

VP, Bil(M x N, P) = Homy(T, P).

Autrement dit

5.2. Proposition.

1. Un produit tensoriel existe et est unique dans le sens suivant : si (T', g') est un produit tensoriel,
il existe un unique isomorphisme ¢ : T — T" tel que le diagramme suivant est commutatif :

T ——~F T

N A

M x N

On Pappelle désormais le produit tensoriel 7' = M ® N et on dénote Vx € M,y € N,
9(z,y) =2 ®y.
2. Soit ), x; ®y; =0 dans M @ N. Il y a un A-module M’ de type fini contenant les x; et un
A-module de type fini N’ contenant les y; tel que Y, z; @ y; = 0 dans M' @ N’

Démonstration.

a. Unicité. Sion aun couple (77, ¢') comme dans la proposition, la définition du produit tensoriel
appliquée a ¢’ : M x N — T’ montre 'existence d’une une application A-linéaire ¢ : T — T’
telle que p o ¢’ = ¢g. De méme fagon on a ¢ : T — T telle que ¥ o g = ¢g’. Par unicité
poy =1ory=1et et ¢ sont donc des isomorphismes inverses.
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b. Existence. Soit C' le A-module libre engendré par M x N :

C:{Zai(xiayi) s a; €A, xpe M, y; € N}

et soit D le sous-module engendré par les éléments de la forme (x + 2/, y) — (z,y) — (2/,y),
(x7y+y/) - (.I‘,y) - (l‘,y/), (a;v, y) - a(x7y)7 (J?, ay) - a(x7y)> ou x7$/ € M7 y»l// € NetacA
On pose T'=C/D et x @y = (z,y) + D. Le module T est le plus grand quotient de C' telle
lapplication “quotient” g : C — T = C/D devient A-bilinéaire. Le couple (T, g) convient
comme on le vérifie immédiatement.

c. Supposons que »_; z; ®y; = 0 dans M @ N. Donc z := 3, (z;,y;) € D. Soit 2 = >, A;(&;,n;)
Pécriture de z en tant qu’élément de D et soit M’ le sous-module de M engendré par les x; et
les &;, N’ le sous-module de N engendré par les y; et les n;. Alors, dans M’ @ N’ on a aussi
z=0. |

5.3. Exemples.

1. M =A" N = A". On apour P un A-module quelconque : Bil(A™ x A™, P) = Homy4(A™™, P)
(une application bilinéaire ¢ : A™ x A™ — P donne I’application linéaire f, : A"™ — P définiee
par fp(aij) = >;; aijp(ei,e;)) donc A™ @ A" = A",

2. Si(n,m)=1onaZ/mZL®,Z/nZ=0:siam+yn=1onal(@®b)=(zm+yn)(ax®b) =
(xma ® b) + (a ® ynb) = 0.

5.4. Regles. On a des isomorphismes canoniques :

I. M@N = N®M (donné par t @y — y @ x).

2 M@N)®@P-= M®(N®P) (donnépar (zQy)®z—z8 (y® z2)).

3. (M&N)@P= M@P®N®P) (donnépar (z+y)@z—2Q2z+y® z).
4. A9 M =5 M (donné par a @ x — a - x).

Démonstration. Les preuves sont toutes de la méme nature. Prouvons par exemple 3. L’application
(r+y)z — r®z+y® 2z induit Papplication f: (M @ N)x P —- M ® P® N ® P linéaire en M & N
et P et donc f induit une application linéaire g : (M ®N)®@ P — M ® P® N ® P. Une inverse est
construite en partant de xz + yz — (z +y) ® z. |

5.5. Remarque. De facon analogue, on peut introduire les produits multi-tensoriels M; ®- - -® M,.
et on a par exemple (M @ N)@ P= M ® N® P=> M ® (N ® P) qui étend le regle 5.4.(2)
ci-dessus.

On aura besoin du lemme suivant :

5.6. Lemme. Soient A et B deux anneaux, M un A-module, P un B-module et N un (A, B)-bi-
module (i.e. N est simultanément un A-module et un B-module etVa € A, b€ B, z € N, a-(z-b) =
(a-x)-b). Alors M ®4 N est un (A, B)-bi-module, N @ g P est un (A, B)-bi-module, et on a (en
tant que (A, B)-bi-modules)

(M®aN)@pP=M®s(N®pP).
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Démonstration. Une structure de (A, B)-bi-module de M ®4 N et de N ®p P est donnée par la
régle évidente : pour z € M,y € N,z € Peta € A,jbe Bonaa-(z®y) b= ar®ybet
a-(y®z)-b=(ay® zb). L'application M x N X P > (z,y,2) — 2® (y®z) € M ®4 (N ®p P)
étant A-linéaire en M et N définit d’abord une application (M @4 N) x P — M ®4 (N ®p P) et
ensuite, puisqu’elle est B-linéaire en M ®4 N et P, une application (A, B)-linéaire (M ®4 N) ®p
P — M ®4 (N ®p P). L’inverse de cette application est trouvée en partant de 'application
MXxNxP3(z,y,2)—2®(y®z) e M (N ®p P). [

Finalement, il faut souvent changer d’anneau utilisant un homomorphisme d’anneaux f: A —
B. Un B-module N hérite de f la structure d’'une A-module : Va € A,z € N,a-z = f(a)-x
(restriction des scalaires). En particulier B est un A-module et pour un A-module M quelconque
on introduit ’extension Mp des scalaires de A & B :

Mp=B®s M.

Le module Mp est un B-module : Vb0 € Bz € M b-(V @) = (b-b) ® z. On montre
facilement :

5.7. Lemme.

1) Supposons que N est de type fini sur B est B est de type fini sur A, alors N est de type fini
sur A,

2) Si M est de type fini sur A, alors Mp est de type fini sur B.

5.8. Exemple. Soit (A, m) un anneau local avec corps résiduel £ = A/m. L’application naturelle
A — k munit k£ d’une structure de A-module et pour chaque A-module M, I’extension des scalaires
M), donne le k-espace vectoriel M = k ®4 M.

§ 6. Produit tensoriel et suites exactes

Il s’agit d’étudier le comportement du produit tensoriel sous les suites exactes. D’abord, pour
f:M—N, g:P—-Q
deux applications A-linéaires, on introduit les applications

fRg- M®P — N®Q
m®p— f(m)® g(p)

et Hom(f, g) : Hom(N, P) — Hom(M, Q)

h+— gohof

6.1. Lemme.

1. Soit
M L M2 M -0

une suite de A-modules. Alors, pour () un A-module quelconque, on a la suites induite

0 — Hom(M", Q) Homa:-L), Hom(M, Q) Hemlll), Hom (M, Q).
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Cette suite est exacte pour ) quelconque si et seulement la suite précédente est exacte.

2. Pour
0— M -Ls M -2 M

on a la suite induite
0 — Hom(Q, M") HemlLf), Hom(Q, M) -Hemla), Hom(Q, M").
Cette suite est exacte pour (Q quelconque, si et seulement la suite précédente est exacte.

Démonstration. C’est une vérification complétement standard. [ |

Si on veut considerer le comportement des suites exactes sous tensorisation, I’outil de traduction
est le lemme suivant :

6.2. Lemme. Soient M, N, P trois A-modules. Il y un isomorphisme

Homa (M ®4 N), P) =5 Homyu (M,Homa (N, P))

Démonstration. Soit f : M x N — P une application A-bilinéaire. Elle induit une applica-
tion A-linéaire M — Hom (N, P) donnée par x — (y — f(x,y)). La réciproque est aussi vrai :
une application A-linéaire g : M — Homu (N, P) induit une application bilinéaire M x N — P
donnée par (z,y) — g(z)(y). D’olu une correspondance biunivoque entre Bila(M x N,P) =
Homa (M ®4 N), P) et Homa (M, Homu4 (N, P)). [ |

6.3. Corollaire. Soit
M L M2 M -0

une suite exacte, alors pour n’importe quel A-module N la suite induite
M @N-18 MeN-2®L M @N -0
est exacte.

Démonstration. Soit (1) la premiere suite exacte et soit P n’importe quel A-module. Alors par
2.6.1 Hom((1), Hom(V, P) est exacte. Le lemme implique que Hom((1) ® N, P)) est exacte. De
nouveau, par 2.6.1 on déduit que (1) ® N est exacte. [ |

6.4. Danger. Une application injective ne reste pas forcément injective apres tensorisation. Par
exemple multiplication par m est un injection Z — Z, mais devient nul apres tensorisation avec
Z/mZ.

6.5. Définition. On dit que N est A-plat si pour n’importe quelle application A-linéaire et
injective f : M’ — M, I'application f ® 1: M ® N — M’ ® N est injective.

6.6. Proposition. Les énoncés suivants sont équivalents:
1. N est plat,
2. ®N préserve les suites exactes courtes,

3. Pour n’importe quelle application A-linéaire injective f : M' — M entre A-modules de type
fini f1: M®@N — M'® N est injective.
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Démonstration.
1.= 2. Appliquer le Corollaire précédent.
2.= 3. Clair.

3.= 1. Supposons que f : M’ — M soit injective et soit u = >, x; ® y; € M’ ® N est dans le
noyau de f® 1, ca.d. f®@1(u)=3_; f(z;) ®y; = 0. Soit M le sous-module de M’ engendré par
les z; € M’, un module de type fini. On dénote k : M — M Dinclusion et donc ug = > z; @y, €
M} ® N est tel que k ® 1(up) = u. Par 2.5.2 on peut trouver un sous-module My de M de type
fini contenant f(Mj) et tel que >, f(x;) ® y; = 0 dansMo ® N. Si fo = f|Mj — Mo, U'hypothese
3. implique que fy ® 1 est injectif et donc fo ® 1(ug) = f ® 1(u) = 0 entraine que ug = 0 et donc
u=k® 1(up) = 0. [

§ 7. Algebres

Soient A et B anneaux. Un homomorphisme f : A — B munit B d’une structure de A-module :
Vae A,be B a-b= f(a)b. On dit que B est un A-algébre. Si en particulier A =k un corps et
B # 0, f est injectif car ker f est un idéal de k et donc 0 car f(1) = 1 # 0 entraine que f # 0. Une
k-algebre est donc un anneau contenant k comme sous-anneau, par exemple A = k[Xq,..., X,],
I’anneau des polynomes a coefficients dans k.

Soient f : A — B et g: A — C deux homomorphismes d’anneaux. Donc B et C sont des
A-algebres. Un homomorphisme d’A-algébres h : B — C est un homomorphisme d’anneaux
qui est en méme temps un A-homomorphisme. Donc Va € A, b € B on a h(f(a)b) = h(a-b) =
a- h(b) = g(a)h(b). En particulier, en prenant b = 1 on a ho f(a) = g(a). Inversement, pour un
homomorphisme d’anneaux h : B — C tel que ho f =g on a h(f(a)b) = g(a)h(b).

Dans ce cas le produit tensoriel D = B ® 4 C existe en tant que A-module. Nous définissons
une multiplication sur D comme suit. Il s’agit de montrer qu’il existe une application A-bilinéaire
w:DxD — D telle que u(b® c,b’ ® ¢) = b/ @ ec’. Or. Tapplication B x C x B x C — D
donnée par (b, c,b’,c") — bb ® cc’ étant A-linéaire dans chaque facteur, elle induit une application
A-linéaire (B ® C') x (B ® C) — D Le lecteur vérifiera que p donne a D la structure d’un anneau
commutatif avec unité 1 x 1. Finalement c’est une A-algebre car a — f(a) ® 1 = 1 ® g(a) est un
homomorphisme d’anneaux A — D comme on vérifie immédiatement. Conclusion : D = B® C
est une A-algebre.

On a aussi une propriété universelle. Pour ’énoncer introduisons les deux applications u : B —
BRC,b—bxletv:C — BRC, ¢c— 1®ec Considérons pour n’importe quelle A-algebre D
I’application

F :Hom(B, D) x Hom(C, D) — Hom(B ®4 C, D)

(h,k) — h® k.

Ici Hom sont les homomorphismes de A-algebres et h ® k est application b ® ¢ +— h(b)k(c),
b € B, c e C. Cette application admet un inverse donné par h +— (howu,hov) et F est donc un
bijection. Cette propriété caractérise le produit tensoriel :

Hom _a15(B, D) x Homa_a14(C, D) = Homa_a15(B ®a C, D).

7.1. Exemple.  On peut utiliser la propriété universelle pour montrer que A[Ti] ®4 A[Ts] =
ATy, Ty].
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On aura besoin aussi de quelques algebres non-commutatives: ’algebre des tenseurs et
I’algebre extérieure. Une A-algébre non-commutative est un A-module qui est en méme temps un
anneau non-commutatif avec les compatibilités évidentes entre la multiplication et ’action par A.

7.2. Lemme. Soit M un A-module. On pose

TSM=A, TX\M=M, T'M=M®®---®M.
N ——
n
L’algebre tensorielle
TAM =P TiM
n=0

est une algébre (non-commutative) avec la multiplication (1 ® -+ @ xy) - (Y1 @+ Q@ Ym) = T1 @

Elle a la propriété suivante :

Homy_a1g(TaM, B) = Homs (M, B) B une A-algebre non-commutative quelconque.

(L’identification est donnée par la restriction & M = T5M ).

7.3. Exemple. Soit M = A™, un A-module libre. Soit {e1,..., e} la base canonique. Alors
{e;, ®---®e;,. ; 1 <iq,...,9 < m} est une base de T} M. Si A =k on trouve dim; T"M =m".

On dit que # € TH M est de degré k. Cela rend TM une A-algebre graduée : ’addition préserve
T* tandis que le produit d'un élément de degré k et d'un élément de degré [ est d’un élément de
degré k + 1.

On peut fabriquer une A-algebre commutative a partir de TM en divisant par I'idéal bi-latere
I engendré par les éléments r @ y —y®x, x,ye M :

SaM =TsM/I, 1algébre symétrique.
SaM est aussi une algebre graduée, la graduation provient de T4 M.

7.4. Exemple. Pour M = k™, k un corps, on trouve que SM = k[Ty,...,T,,] : soit {e1,...,em}
la base canonique, alors T; = e; modulo l'idéal I et un monéme en les e; de “degré” totale k (e.g.
ei, ® -+ ®e;, ) correspond au méme monoéme en les T; (donc T, --- T3, ).

En divisant par I’idéal bilatere J engendré par les éléments x ® x, x € M on obtient ’algebre
extérieure :

AAM =TaM/)J = @AM, A M =T5M/J.
k=0
C’est une algebre graduée avec graduation provenant de celle de T'M. La multiplication est “anti-

commutative” . Pour expliquer cela, notons 1 A -+ Axp = 1 ® --- ® 2, modulo J. Anti-
commutativité veut dire que pour = de degré s et y de degré t on a x Ay = (—1)"%y A x.

7.5. Exemple. Pour M = k™, {e;,...,e,} la base canonique, une base de A¥ M est donnée par
{ei, Ao Neiy, ; 1<y <...<i}. En particulier dim A*M = (") et est donc nulle pour k > m.
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On a les deux morphismes d’A-modules “symétrisation” et “anti-symétrisation” qui sont
donnés par

s:TFM — TFM

210 @ap = Y ey @ O T
TeES,
a:TFM — TFM

1R Qxp — Z sgn(ﬂ)xﬁ(l) & & Tr(k).
€S,

Visiblement s factorise par S*M et a factorise par AFM :

ThM =  ThM ThM o TEM
[T P R [
SEM <kl kM AR M =S ARM

et si k! est inversible (par exemple si anneau A contient Q) on peut diviser par k! et l'image de
s (resp. a) peut s'identifier avec SKM (resp. A M). Donc, dans ce cas, SKM et A% M se voient

comme des sous-anneaux de T% M et si A contient Q, on peut considerer S4M et A4 M comme des
sous-algebres de T4 M.
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Chapitre 3. Anneaux et modules de fractions

§ 1. Fractions : anneaux

On généralise ici la construction du Chap. 187 au cas que A est un anneau arbitraire. Soit A
un anneau (commutatif avec 1) et S C A un ensemble multiplicativement stable (donc 1 € S et
a,b € S implique ab € S. On n’exlut pas la possibilité que 0 € S. On pose

ST'A=AxS/~, ot(a,s)~(d,s)—3FHtecS tlas—a's)=0.

La classe d’équivalence de (a,s) sera notée a/s comme avant. Aussi, comme avant, les classes
d’équivalence forment un anneau avec ’addition et multiplication usuelle des fractions. L’applica-
tion

f:A—=STTA, aw—a/l
est un homomorphisme mais pas forcément injectif. Par exemple, si 0 € S, S™'A est 'anneau 0 et
la réciproque est aussi vrai.

On a la propriété universelle suivante de (S71A4, f) :

1.1. Proposition. Soit g : A — B un homomorphisme d’anneaux tel que g(s) est inversible dans
B quel que soit s € S. Alors il existe un unique homomorphisme h : S™*A — B tel que ho f = g.

Démonstration.

- Unicité. On a h(a/1) = h(f(a)) = g(a),Va E a et donc Vs € S, h(1/s) = h((s/1)71) = g(s)™1
et aussi h(a/s) = h(a/1)h(1/s) = g(a)g(s)~! ce qui détermine h completement.

- Existence. On pose h(a/s) = g(a)g(s)~'. C’est bien défini, car si a/s = a’/s" alors 3t €
S, t(as’ —a’s) = 0 et donc g(t)[g(a)g(s’) — g(a’)g(s)] = 0. Mais g(t) est inversible et donc
g(a)g(s') — gla’)g(s) = 0 = g(a)g(s)~" = g(a')g(s") " l

Aussi, il y a une caractérisation du couple (S7'A4, f) :

1.2. Proposition. Les propriétés suivantes caractérisent (S™1A, f) :
1. Les éléments de f(S) sont inversibles.
2. f(a) =0 si et seulement si 3s € S, as = 0.
3. ST'A={f(a)f(s)™'; ac A, se S}

Précisément : si g : A — B satisfait ces trois propriétés, alors il y a un unique isomorphisme
h:S'A— B avec g = hf.
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Démonstration. Les propriétés 1-3 sont claires. Inversement, si g : A — B les possede, alors on
définit h par h(a/s) = g(a)g(s)~1. Par 3. h est surjectif et I'injectivité utilise 2. : si h(a/s) = 0 =
dt € S, ta =0 et donc a/s = 0. [

Considérons maintenant le comportement des idéaux pour la formation de quotients. D’abord,
si I C A est un idéal, I'idéal engendré par I dans I'anneau S~ 'A est égal & S~'I car on peut
toujours écrire :

n
Zij/sj =1/(s1-*Sp) - élément de I.

j=1

On a ensuite :

1.3. Proposition. Soit f : A — S~'A I’application naturelle, alors :

1. Chaque idéal de S~'A provient d’un idéal de A.

2. I = f~Y, iidéal de S~ A, si et seulement si aucun s € S est diviseur de zéro dans A/I.

3. Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux premiers de S~' A et les idéaux premiers
de A disjoints de S.
Démonstration.

1. Soit i un idéal de S~ A et soit I = f~1i. Des régles généraux 1.5.2 disent
i DS f ) =571

D’autre part, si x/s €4 alors /1 €i et doncx € f~1i =TI et x/s € S~'I et on a I'égalité.

2. On va montrer que I = f~1i si et seulement si
(%) Vse S,z e A tel que sx € I, alors = € I.

L’assertion (*) revient a dire que aucun s € S est diviseur de zéro de A/I.
= Soient s € S,z € Atelsquey =xs€ I = f~li. Alors,z/1 =y/s€ietdoncz € f~li=1

< On pose i = S7'I. On regarde f~'i = f~1S~'I O I et il faut montrer I'inclusion inverse
f~lticI. Soitdoncz € Atelquex/l ci=S"'T=3ycl, scS telquex/l=y/setdonc
s’ € tel que 0 = s'(zs —y) = s'sz — s’y = s'sx € I et (*) implique que z € I.

3. Si q est un idéal premier de S~!A alors p = f~!q est premier. D’autre part, si p est un idéal
premier de A, alors A/p est sans diviseurs de zéro et donc p = f~'q par 2. Soit T' C A/p
I'image de S dans A/p. Alors S~1A/S~tp =2 T~1(A/p) est soit 0, soit contenu dans le corps de
fractions de A/p et donc sans diviseurs de zéro : on a 0 € T si et seulement si T-1(A/p) = 0 si
et seulement si S™'p = (1) si et seulement si pN S # () comme on le voit facilement. Il s’ensuit
que si p est premier d'un part ¢ = S~!'p ne peut pas étre 0 et donc q est premier. D’autre
part, q et S~1q étant premier, ST1A/S71q # 0 et donc pN S = (). [ |

1.4. Corollaire. Les idéaux premiers de A, sont en correspondance biunivoque avec les idéaux
premiers de A contenus dans p.
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Comparons cela avec le procédé de passage a 'anneau quotient A/p : il y a une correspondance
biunivoque entre les idéaux de A/p et ceux de A qui contiennent p. Donc, si on ne considére que des
idéaux premiers de A contenus dans un idéal premier q et qui contiennent un autre idéal premier
p C q il faut passer a Aq/pAq = (A/p)y out g est Iidéal q- (A/p). Pour I'isomorphisme (“passage
aux quotients commute au passage aux fractions”) voir le paragraphe ci-dessous). Le cas spécial
p = q est particulierement intéressant : B = A/p est un anneau intégre avec corps de fractions
k = Q(B) qui lui-méme est isomorphe au corps résiduel de I’anneau local A, :

A — Ap

! l

B=A/p — k=0Q(B)=A4,/pAp.

La démonstration du critere suivant utilise la technique de localisation bien que 1’énoncé elle-
meéme n’a rien a voir avec la localisation.

1.5. Critere. Soit g : A — B un homomorphisme d’anneaux et soit p un idéal premier de A.
Alors il existe un idéal premier q de B tel que p = g~1q si et seulement si p = g~ (g(p)B).

Démonstration.

= On a g(p)B = g(g7'q)B D q et donc, en utilisant de nouveau les régles générales d’inclusions
1.5.2 on trouve p O g~ (g(p)B) D g 1q = p.

< Onpose S = g(A\p). L’idéal g = g(p)B a la propriété que p = g~ 1q’ donc q’ est disjoint de S,
engendre un idéal propre dans S~!B qui doit étre contenu dans un idéal maximal m de S~!B.
Soit q I'idéal de B correspondant. Alors q est premier et contient I'idéal q’ par construction.

Donc g~ 'q contient g='q’ = p. D’autre part qN .S = () et donc g~'q est contenu dans p par

définition de S. Combinant cela avec I’autre inclusion on trouve bien 1'égalité p = g 1q. ]

Ensuite donnons les réglés suivants sans donner les démonstrations (faciles, bien str) :

1.6. Regles. Pour deux idéaux quelconques I,.J de A on a
1. S7Y I+ J)=S"+ 571,
2.8 H1-J)=8"11-571J,
3. 87 InJ)y=8"1Ins 1y,

4. STV V1) =VS-1I.

§ 2. Fractions : modules

Pour M un A-module et S un systeme multiplicativement stable de A on peut recopier la
définition S~1A. On trouve que S™'M est un S~!A-module sous I’action naturelle :

(a/s) - (m/s) = (am/ss").

On peut aussi passer aux fractions au niveau des homomorphismes : si v : M — N est un A-
homomorphisme, alors m/s +— u(m)/s définit un homomorphisme S~'u : S™*M — S™IN qui est
S~ A-linéaire. De plus, si v: N — P est A-linéaire on a S~ !(vou) =S 1vo S~ tu.
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2.1. Proposition. L’opération S~! transforme une suite exacte en une suite exacte. Par consé-
quent S~ transforme sous-modules en sous-modules et modules quotients en modules quotients :
si N C M, alors STIN ¢ S™'M et S~'(M/N)=S~*M/S'N.

Démonstration. Soit M’ -Ls M -2 M” une suite exacte.
1. Dego f=0on tire ST'go S71f =0 et donc ker (S~1g) D im (S~1f.

2. Soit m/s € Ker (S71g). Alors g(m)/s =0=3s' € S, 0 = s'g(m) = g(s'm) et donc Im’ € M’
tel que f(m') = s'm et donc m/s = f(m')/(s's) = (S~1f)(m'/(ss") et donc Ker (S~1g) C
Im (S™Lf). [ |

2.2. Proposition. Il y a un unique isomorphisme f : ST'A®4 M =5 S™'M de S~ A-modules.
tel queVs € S,a € A,me M, f((a/s) ®@m) = (am)/s.

Démonstration. L’application (a/s, m) — (am)/s est un homomorphisme A-bilinéaire S~™1Ax M —
S~!M et donc il y a un unique homomorphisme f avec la propriété souhaitée. Cet homomorphisme
est clairement S~!A-linéaire et surjectif. Pour Iinjectivité remarquons d’abord que S™'A ®4 M
consiste en les éléments de la forme 1/s ® m avec s € S;m € M : une combinaison linéaire
Z?Zl(aj/sj) ® my; s’écrit Z?Zl(l/t)sl -85 8y ®a;m avec t = s1 -+ s, et donc équivaut (1/t)

1 m
fois un élément de M. Maintenant I'injectivité est clair : si f(—®@m) = — = 0alors 35’ € S,s'm =0
S S

1 1
et donc — @ m = — ® (s'm) = 0. [
s s's

2.3. Corollaire. S~ A est A-plat.

2.4. Proposition. Soient M et N deux A-modules. Il y a un isomorphisme unique f : ST'M®g-1 4
STIN = S™Y (M ®4 N) tel queVs,t € S,me M,n € N, f(m/s@n/t)=(1/st)(m@n).

En particulier pour un idéal premier p de A quelconque on a un isomorphisme “canonique”
My @4, Ny = (M @4 N),

Démonstration. ST'M ®g-14 S7IN = (M ®a S_lA) ®g-14 971N est un (A, S~1A)-bi-module et
donc par 2.5.6 ce module équivaut

M®a (ST'A®s-14 ST'N) =M @4 S7'N
2 M@a(STTARAN) X(M®aN)©a STTAZ S (M @4 N).

On vérifie que I'isomorphisme f obtenue en composant tous les isomorphises ci-dessus satisfait le
regle souhaité. [ |

§ 3. Principe local-global

On dit que une propriété (P) est une propriété locale si (P) est vraie pour un A-module
M si et seulement elle est vraie pour tous les localisations M. M = 0 est une propriété locale,
précisément :
3.1. Lemme. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. M =0,
2. M, = 0 pour n’importe quel idéal premier p de A,

3. My, = 0 pour n’importe quel idéal maximal m de A.
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Démonstration. Seulement I'implication 3 = 1 nécessite une preuve. On suppose que My = 0
pour n’importe quel idéal maximal m de A. On suppose aussi que M # 0 et que I = Ann(x), x #
0, z € M. C’est un idéal propre de A et il est donc contenu dans un idéal maximal m. Puisque
My, =0, dans My, on a /1 = 0, c.a.d. da € A\ m tel que ax = 0. C’est une contradiction, car
Ann(z) =1 C m. [ |

3.2. Lemme. Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules. Alors les énoncés suivantes
sont équivalentes :

1. f est injectif,
2. f, est injectif pour n’importe quel idéal premier p de A,
3. fm est injectif pour n’importe quel idéal maximal m de A.

On peut remplacer le mot “injectif” par “surjectif” ou “isomorphe” dans cet énoncé.

Démonstration. Par 3.2.1 on sait que localiser préserve les suites exactes et donc ker (f,) = (ker f),
et il suffit d’appliquer le lemme précédent. [ |

La platitude est aussi une propriété locale :

3.3. Lemme. soit M un A-module, alors les énoncés suivantes sont équivalentes :
1. M est plat,
2. M, est plat pour n’importe quel idéal premier p de A,

3. My, est plat pour n’importe quel idéal maximal m de A.

Démonstration.

1 =-2. On a plus généralement que si f : A — B est un homomorphisme d’anneaux, alors si M est
A-plat, Mp = M ® 4 B est B-plat. Pour le montrer, supposons que i : Ny — N> est un injection
de B-modules. Platitude de M dit que t ® 1 : N1 ®4 M — Ny ® 4 M est injective. On a pour
i=1,2: N;j@a M= M@y N,= M®s(N; @ B)=> M ®4 (B®p N;) et en appliquant le
lemme 2.5.6 ce module est isomorphe & (M ®4 B)®@p N; = Mp®pN; = N;®p Mp. On conclut
que i ®1: Ny ®p Mp — Ny ®p Mp est injective.

2 = 3. Clair.

3 = 1 Soit ¢ : Ny — N» un injection de A-modules. alors iy : (N1)m — (N2)m est injective et si
M., est plat, 'application (1 @ 1)y 1 (N1 @ M)m = (N1)m ® My — (N2)m ® My, est injective et
donc, par le Lemme 3.3.21®1: Ny ® M — Ny ® M est injective. [ |

§ 4. Spectre d’un anneau, support d’un module

Le spectre SpecA d’un anneau A est ensemble de ses idéaux premiers. Sur SpecA on définit
une topologie en déclarant que les fermés V(E), E C A quelconque sont :

V(E) = {p premier C A; p D E}.

On note que si I est I'idéal de A engendré par E, alors V(E) = V(I ) et il suffit donc de considérer
les idéaux.
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. Proposition. on a

V( 0) = SpecA, V((1)) =0,
V(Uier B1) = Nier VI(E),
VINJ)=V({I-J)=V{I)UV(J),I,J idéaux.
V(1) = V().

Démonstration. Les énoncés 1. et 2. sont clairs. Pour 3. on note que si p est un idéal premier
contenant [ - J, alors par lemme 1.4.5 soit p contient I, soit J. Finalement 4. est une traduction
du lemme 1.4.4. [ |

~

1
1.
2.
3.
4.

Par conséquent, les V/(I), I idéal de A définissent une topologie, la topologie de Zariski.

Pour mieux comprendre cette topologie, notons les points de SpecA par x,y.. et leurs idéaux
correspondants par pg, Py, ... La cloture {z} d’un point x € SpecA est Iintersection des fermés
contenant x, c..d. intersection des V(I) tels que = € V(I), i.e. I C p,. on a donc {z} = {z} si
et seulement si p, est maximal.

Aussi, p, D p, entraine que y est dans la cléture de x et vice-versa.

Si A est integre, 0 est premier et sa cloture est x = SpecA. On dit que 0 est le point générique
de x.

4.2. Exemples.
1. Soit k un corps. Speck = {0}, un seul point fermé.

2. Le spectre de Z consiste en les nombres premiers (les points fermés) et 0, le point générique
de Z.

3. Soit k un corps algébriquement clos. Alors Speck|x] consiste en les idéaux maximaux (z —
a), a € k et le point générique.

Soit M un A-module. On pose

4.3. Définition. Le support de M est I'ensemble {p € SpecA ; M, # 0}.

4.4. Proposition.
1. M # 0 si et seulement si SuppM # (),
2. Supp(A/I)={p € SpecA ; pD I} = V(I)

3. Soit 0 — M' — M — M" — 0 une suite exacte de A-modules, alors SuppM = SuppM’ U
SuppM”,

4. Supp(}; M;) = U; SuppM,
5. Soit M de type fini. Alors SuppM = V(AnnM),
Démonstration.
1. = : On utilise le Lemme 3.1.
<= : Soit M, # 0, alors M # 0.
2. On a A, # 0 et donc SuppA = {p premier C A}. Cela implique 2.

3. La localisation préserve les suites exactes (3.2.1).
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4. Laissé au lecteur.

5. Soit M = 1A+ .-+ x,A. Par 4), SuppM = |J, Supp(z;A4). On a ;A = A/I; o I; = Annx;.
Par 2) Supp(z;A) = {p € SpecA ; p D I;}. Alors SuppM consiste en les idéaux premiers qui
contiennent au moins un des I; et donc (), I;. Pour l'inclusion opposée, le lemme 1.4.5 dit que si p
contient l'intersection Iy N--- I, = Ann(M), p contient un des I;. Cela montre 5. [ |
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Chapitre 4. Anneaux et modules ncethériens et artiniens

§ 1. Conditions de chaine : anneaux

1.1. Définition. Soit ¥ un ensemble partiellement ordonné par <. On dit que ¥ possede la
condition de chaine croissante (ccc), resp. décroissante (cdc) si chaque chaine croissante
51 < s9 < -+, resp. décroissante --- < s9 < 51, avec s; € X, se stabilise, c.a.d. s, = sy,Vn > N.

Remarque. On vérifie sans peine que X possede la ccc si et seulement si chaque sous-ensemble
non-vide de ¥ admet un élément maximal.

Le lemme suivante est facile & montrer :
1.2. Lemme. Soit A un anneau commutatif avec 1 ordonné par I'inclusion. Les énoncés suivants
sont équivalents:
1. L’ensemble des idéaux posséde la ccc,
2. Un ensemble non-vide d’idéaux admet un élément maximal.

3. Les idéaux sont engendrés par un nombre fini d’éléments.

1.3. Définition. Un anneau ncethérien est un anneau vérifiant une des trois propriétés ci-
dessus.

1.4. Exemples.
1. Un corps est naethérien.
2. Un anneau principal est ncethérien.
3. k[X1, Xs,...] (nombre infini de variables) n’est pas nocethérien.
4

. Si A est ncethérien, alors S~!A Dest.
1.5. Définition. Un anneau vérifiant la condition cdc pour les idéaux est un anneau artinien.

1.6. Exemples. Un corps k est artinien, un anneau de la forme k[X]|/(X™), k un corps, est
artinien. 7 n’est pas artinien.

§ 2. Théoreme de base de Hilbert

Voici I’énoncé de ce théoréme :
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2.1. Théoréme. Si A est ncethérien, alors A[X] 'est aussi.

Démonstration. On propose de montrer que chaque idéal de I est engendré par un nombre fini
d’éléments. On introduit :

Jn={a€A; fel, [f=aX"+ termesde degré < n}.

On vérifie facilement que J,, est un idéal de A et que J; C Jo---. Puisque A est ncethérien, cette
chaine se stabilise, disons J,, = J,41 = ---. Supposons que Jj, soit engendré par ay.1,..., 0k r,,
k=1,...,n. Soient fj; = ak,ij + - -+ les polynémes correspondants. Je prétends que les f ;

engendrent I. Or, soit f € I et soit deg f = m avec a le coefficient de X™. Si m > n, alors a € J,
et a =Y, bian,. Ladifférence f — (>, b; frn,:) X™ ™ est de degré < m et on conclut par récurrence.
Sim<n,a€Jy,eta=),bian,; et maintenant f — > . b;fr,; ale degré < m et on conclut aussi
par récurrence. ]

2.2. Corollaire. Chaque algébre de type fini sur un corps est ncethérienne. Cas particulier : soit
V C k™ une variété affine et k[V] := k[X1,...,X,,]/I(V), anneau de V est ncethérien.

Si k est algébriquement clos, on verra plus tard (le théoréme des zéros de Hilbert 6.4.5) que
les variétés affines sont en correspondance biunivoque avec les idéaux de k[X7,..., X,] mais les
inclusion sont renversés. Puisque k[X7,. .., X, est noethérien, ensemble des variétés affines de k™
possede donc la cdc et chaque collection non-vide de telles variétés admet un élément minimal. On
utilise cette remarque pour montrer :

2.3. Lemme. Chaque variété afline admet une décomposition X = X; U --- U X, avec X
irréductible, c.a.d. si X; =Y U Z, avec Y, Z variétés affines, alors, soit X; =Y, soit X; = Z.

Démonstration. Soit ¥ ’ensemble des variétés affines de k™ qui ne se décomposent pas en variétés
irréductibles. Si ¥ # ) alors il y a un élément minimal Xy € X. Cet élément ne peut pas étre
irréductible, car Xy € X, donc Xg = Y U Z. Puisque Xg est minimal Y, 7 € ¥ et Y et Z admettent
donc une décomposition en variétés irréductibles et donc aussi Xg. Cette contradiction montre bien
que X = 0. [ ]

2.4. Remarque. On peut montrer que cette décomposition est essentiellement unique, c.a.d si on
normalise la décomposition de telle sorte que Vi # j, X; ¢ X, alors la décomposition est unique a
numérotation pres.

8§ 3. Conditions de chaine : modules

3.1. Définition. Soit M un A-module. On dit que M est noethérien si I’ensemble des sous-
modules de M possede la ccc.

Puisque A est un A-module avec pour sous-modules les idéaux, cette définition étend celle des
anneaux.

On vérifie sans peine :

3.2. Lemme. Soit
0O—-M —-M-—-M"—0

une suite exacte de A-modules. Alors M est ncethérien si et seulement si M' et M" le sont.
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3.3. Corollaire.
1. Une somme directe d’un nombre fini de modules noethériens est ncethérien.
2. Si A est neoethérien et I un idéal de A, alors A/I est naethérien.

3. Soit A un anneau ncethérien. Un A-module est ncethérien si et seulement si il est de type fini.
Dans ce cas chaque sous-module est de type fini.

4. Soit A un anneau ncethérien, f : A — B un homomorphisme d’anneaux telle que B est un
A-module de type fini sur A, alors B est noethérien.

Démonstration.
1. Se déduit du Lemme précédent par récurrence :

0— M, — &, M; — &' 'M; — 0.

2. On a la suite exacte 0 - I — A — A/I — 0.
3. Si M est un A-module noethérien, une chaine
Axy C Az 4+ Az C -+ -, JI1€M,IL’2€M\AIL’1,...

doit se stabiliser pour n = N et donc M est engendré par zi1,...,xy. Le méme argument
montre que tout sous-module est engendré par un nombre fini d’éléments. Pour la réciproque,
si M est de type fini M = Axy; + Axo + --- + Az, il y a une suite exacte évidente

0-?—-AYN 5 M -0
avec AN ncethérien par 1. et M est donc noethérien.

4. C’est un cas particulier de 3. [ |

3.4. Définition. On dit que M est de présentation finie s’il y a une suite exacte
AS L A" 95 M — 0.

cela veut dire que M est de type fini et que les relations entre les générateurs {g(e;)}, i =1,...,7
sont conséquences d’un nombre fini d’entre elles : {f(e;)}, j=1,...,s.

Si A est neethérien, un module de type fini est toujours de présentation finie car Ker g est
engendré par un nombre fini d’élements définissant une surjection g : A° — ker f. On peut en effet
itérer cette procédure pour construire une résolution libre (peut-étre pas de longueur finie) :

.__Ank_>Ank—l_>...An2—)An1%M—>O.

8§ 4. Modules et anneaux de longueur finie

4.1. Définition. Soit M un A-module. On dit qu’une chaine de sous-modules
() 0=MyC M, C---CM,=M inclusions strictes

est une chaine de décomposition (de longueur n) si 'on ne peut pas insérer un sous-module
entre M; et M;y1. On dit qu'un module M est simple si les seul sous-modules de M sont 0 et M.
On a donc une définition équivalente : une chaine (*) est chaine de décomposition si et seulement
si les modules M;41/M;, i =0,...,n — 1 sont simples.

33



4.2. Lemme. Si M admet une chaine de décomposition de longueur n, alors toute chaine de
décomposition de M est de méme longueur n. Toute chaine de sous-modules de M peut se raffiner
en une chaine de décomposition.

Remarque. La longueur de M, [(M) est la plus petite longueur d’une chaine de décomposition
(= 00 8'il n’y a pas de telle chaine).

Démonstration.

1) On montre d’abord qu’un sous-module N # M a une longueur < [(M). Soit
O=MyCcMyC---CM,=M

une chaine de décomposition de longueur n = [(M). Regardons N; = NN M; C NN M;11 = Nit1.
Puisque N;11/N; est un sous-module de M;1/M; soit N;y1/N; = 0, soit N;y1/N; = M;1/M;.
Dans le premier cas N; = N;;1 et on pourra enlever N;. Dans le deuxieme cas N; 1 /N; est simple.
Apres suppression des répétitions, on arrive a une chaine de décomposition de N de longueur
< n =1(M) avec égalité si et seulement s’il n’y a aucun répétition et si les facteurs consécutifs sont
les mémes que pour la chaine originale. Dans ce cas on a donc M = N.

2) Chaque chaine (sans répétition) est de longueur < (M), car pour chaque cran M; C M;;1 on a
I(M;) < l(M;y1). Sila longueur est [(M), la chaine est une chaine de décomposition, car dans ce
cas [(M;41) = l(M;) + 1 implique que M;;1/M; est simple.

3) Considérons une chaine de décomposition de longueur k de M. Alors, 2) implique que k < [(M)
et donc k = [(M) par minimalité de {(M).

4) Considérons une chaine arbitraire de longueur k. Si k = [(M) c’est une chaine de décomposition
par 2). Si k <I(M) on peut insérer des sous-modules jusqu’ & atteindre une chaine de décomposi-
tion. |

4.3. Lemme. [(M) est finie si et seulement si M est noethérien et artinien.

Démonstration.
= Chaque chaine a une longueur finie et donc la ccc et la cdc sont valables.

< On construit une chaine de décomposition comme suit. Par la ccc, les sous-modules propres de
M admettent un élément maximal M_;. Alors M/M_; est simple. De fagon similaire, M_; admet
un sous-module propre M_s tel que M_1/M_5 est simple. Par la cdc ce procédé se termine apres
un nombre fini n d’itérations : M_,, = 0.

4.4. Exemples.

1. Soit
0—-M —M-—->M'"—0

une suite exacte de A-modules. Alors, si M est de longueur finie, on voit facilement que les
modules M’ et M” le sont aussi et [(M) = I(M') + I[(M"). Inversement, si [(M') < oo et
I(M") < oo, alors (M) =1(M")+1(M") < o.

2. Soit V' un k-espace vectoriel. Alors [(V') < oo si et seulement si une des conditions suivantes
est vraie :

- dimg V < o0,
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- V ala ccc,
- V ala cdc.

Dans ce cas on a [(V) = dim V.

4.5. Proposition. Soit M un A-module de longueur finie et soit
O=MyCcM;---CM, 1CM,=M

une chaine de décomposition. Alors les m; = Ann(M;11/M;) sont des idéaux maximaux de A et la
somme des localisations en les m; différents :

f=@ifi: M — &; My,
est un isomorphisme.

Démonstration.

On va d’abord regarder plus en détail les A-modules simples S. Il sont de la forme A/m, m
idéal maximal, car S doit étre engendré par un seul élément s et Ann(s) = Ann(.S) est un idéal de
A, forcément maximal, car S est simple. Considérons S, pour n un idéal maximal de A. Puisque
A/m est un corps, Sm = (A/m)p =S et S, = 0 si n # m. En particulier, (Sy)n = 0 si m et n sont
d’idéaux maximaux différents.

Les quotients S; = M;11/M; de notre chaine sont simples et AnnS; = m; sont des idéaux
maximaux. On a vu que (S;)m = S; si m = m; et = 0 sinon. Donc pour un idéal maximal m
quelconque

0= (MO)m - (Ml)m e C (Mn—l)m - (Mn)m = My

donne une chaine de décomposition de My, si on garde les localisations telles que AnnS; = m.
Appliquant la discussion ci-dessus, il s’en suit que (M), = 0 si n # m.

Considérons la somme des localisations :
f=&ifi : M - ®M,, Somme sur les idéaux maximaux de A.

Dans cette somme, on peut omettre les termes avec n différent d’un des m;, car ceux-ci sont nuls
et donc la somme est en réalité une somme finie.

Je dis que f est un isomorphisme. Par 3.3.2 il suffit de montrer cela pour les localisation en
tous les idéaux maximaux n :
fa: My — &(Mp)n.

Puisque (My)n = M, et (My)n = 0 si n # m le homomorphisme est I'identité et donc un isomor-
phisme. ]

4.6. Corollaire. Soit A anneau artinien. Alors A est ncethérien et n’a qu’un nombre fini d’idéaux
premiers qui sont tous maximaux.

Démonstration. On considere les idéaux qui sont produit d’un nombre fini d’ idéaux maximaux.
Puisque A est artinien il y a un idéal J = my -ms - - - my, minimal avec cette propriété. Donc Jm = J
pour m maximal. On montre d’abord que J = 0.

On sait que J - J = J et dong, si J # 0 il y a un idéal I minimal parmi les idéaux I tel que
IJ#0. Ona (IJ)J =1J%=1J # 0et IJ C I minimalité implique que IJ = I. Soit f € I tel
que fJ # 0 et par minimalité de I il faut avoir I = (f). De IJ = I on tire qu'il y a g € J tel que
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f=fg,cad (1—g)f =0. Mais g est dans chaque idéal maximal et donc 1 — g est un unité et
f =0, une contradiction et J = 0.

Ensuite montrons que [(A) est finie. Considérons les quotients Vs = my ---mg/my -+ - my4q1, une
ks = A/mgsy1-espace vectoriel. Une chaine descendante de sous-espaces correspond & une chaine
descandente d’idéaux de A et donc se termine. Il s’ensuit que dim j_ Vs est de dimension finie et donc
Vs adment une chaine de décomposition. Parce que m;-ms - - - my = 0 on peut rassembler les chaines
d’idéaux de A correspondantes pour s = 1,...,k — 1 afin d’obtenir une chaine de décomposition
pour A. Donc I(A) est finie et A est ncethérien.

Finalement, pour p premier quelconque p D 0 = my - mo---my et par 1.4.5 p contient un des
m; et p = m;. Donc les seules idéaux premiers sont les m;. |

4.7. Corollaire. Un anneau artinien est un produit direct d’'un nombre fini d’anneaux artinien
locaux.

Démonstration. Un anneau artinien est de longueur finie et il y a donc un nombre fini d’idéaux
maximaux m tel que la somme des localisations (en tant que modules)

A— DAn

est un isomorphisme. Mais @A, en tant qu’anneaux est un produit direct. [ |
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Chapitre 5. Décomposition primaire

§ 1. Idéaux primaires

On a vu que chaque variété affine est une réunion finie de variétés irréductibles. Ici on veut
regarder la situation “duale” pour les idéaux. D’abord on introduit :

1.1. Définition. On dit qu’un idéal I est indécomposable si I = I; N I implique I = I; ou
I=1.

1.2. Lemme. Un idéal I dans un anneau noethérien s’écrit
avec q; indécomposable, j = 1,...,m.

La démonstration est la méme que pour ’existence d’une décomposition d’une variété en parties
irréductibles. Pour identifier les idéaux indécomposables on introduit :

1.3. Définition. Un idéal q dans un anneau A (pas forcément noethérien) est primaire si q # A
et a-b € qimplique a € q ou b € q pour n € Zs( convenable (c’est-a-dire b € \/q). Sip = ,/q on
dit que q est p-primaire.

Le critére suivant est immeédiate :

1.4. Critére. q C A est primaire si et seulement si B := A/q # 0 et chaque diviseur de zéro de B
est nilpotent.

1.5. Exemples.
1) Les idéaux premiers sont primaires.
2) Dans Z, les idéaux (p™), p nombre premier, sont primaires.

3) Dans A = k[z,y], k corps, q = (x,y?) est primaire avec racine p = /q = (z,y). On a des
inclusions strictes :
p*CaChy.

On a A/q = k[z,y]/(z,y?) = kly]/(y?) avec diviseurs de zéro a -y, a € k. Ils sont nilpotents. On
voit facilement que p? est primaire. Donc il existent des idéaux primaires comme q qui ne sont pas
puissance d’un idéal premier.

On a par contre :

1.6. Lemme. Sim est un idéal maximal, alors m™ est primaire. Plus généralement, un idéal I est
primaire si VT est maximal.
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Démonstration. On pose m = V1. Soit :
qg: A— A/l

I'application canonique. Soit m l'idéal engendré par ¢(m). On a m = /0 car la classe de z est dans
V0 si et seulement si In € Z tel que 2™ € I si et seulement si z € /I = m. D’autre part, v/0 est
l'intersection des tous les idéaux premiers p de A/I. Pour p premier on a ¢~ 'p D m et donc (car m
est maximal) ¢~'p = m. Conclusion : p = m est le seul idéal premier de A/I et chaque élément de
A/I est ou bien inversible ou bien nilpotent. Donc chaque diviseur de zéro est bien nilpotent et [
est primaire par le critére ci-dessus. [ |

1.7. Exemple. A = k[z,y, z]/(zy—2?). Les images de z,y, z sont notées Z, , z. L’idéal p := (z, 2)
est premier, car A/p = k[y] est intégre. Mais p? n’est pas primaire : Z§ = 22 € p? tandis que T & p?

et § & p=/p%

1.8. Proposition. Soit A un anneau ncethérien. Un idéal indécomposable est primaire. Chaque
idéal est intersection d’idéaux primaires.

Démonstration. Si I est un idéal indécomposable de A, alors 0 est indécomposable dans A/I. On
peut donc supposer que I = 0. Soient z,y € A tels que x -y = 0. Donc y € Ann(z) C Ann(z?) C
-+ Ann(z™) C ---. Cette chaine se stabilise : Ann(z™) = Ann(z™*!) = .... Soit a € (y) N (™).
Alors a-z =0 et a = bx™. Donc 0 = ax = bx™*! et b € Ann(z™H1) = Ann(z™). Il en résulte que
a=>bx™ =0 et donc 0 = (y) N (™). Mais 0 est indécomposable et donc soit y = 0, soit ™ = 0,
et 0 est alors primaire.

La derniere assertion est une conséquence immédiate du Lemme 5.1.2. [ |

2. Application : spectre d’un anneau noethérien
8 PP P

Pour un anneau noethérien A quelconque, on peut regarder SpecA avec sa topologie de Zariski.
Comme dans le cas d’une variété affine, un sous-ensemble X de SpecA est appelé irréductible
si X = X; U X5 implique X = X; ou X = X, et on montre que pour chaque idéal I C A
ensemble X = V(I) admet une décomposition X = X; U--- U X,.. Puisque V(J) = V(v/J) (voir
3.4.1), on peut supposer que X; = X (I;) avec I; radical. Alors X; irréductible implique que I;
est indécomposable et donc primaire par la proposition 5.1.8. Il s’ensuit que I; = p; est premier :
X,; = V(p;) avec p; D I idéal premier, minimal parmi les idéaux premiers contenant I. On a donc

\ﬁ:ﬂp:ﬂpi
poI i=1

V() =V = V).

En particulier, pour I = (0) on trouve :

2.1. Lemme. Un anneau ncethérien n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux. Leur
intersection est le radical de zéro de A.

On a un complément utile :

2.2. Complément. Un élément d’un idéal premier minimal est un diviseur de zéro.
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Démonstration. S’il n’y a qu’un seul idéal premier minimal, c’est le radical de zéro et rien n’est a
montrer. Si pi,...,ps sont les idéaux premiers minimaux, on peut donc supposer que s > 2. Soit
zepr. Nyaye(N;5op), ¥y &p1. Sinon, [);5,p; C p1 et par la Proposition 1.4.5, p1 contient un
des p;, ce qui contredit la minimalité de p;. Puisque zy € ﬂ‘;:l p; = V0, ’élément zy est nilpotent,
disons (zy)” = 0. On a y & po et donc y* # 0 et il y a donc un entier [ > 0 tel que z'y* # 0 mais
2zt lyF = 0 et 2 est donc diviseur de zéro. [ |

Regardons maintenant ce qui arrive quand on passe a la localisation S~'A. Soiti: A — S~1A
I’homomorphisme canonique. Une traduction du Corollaire 3.1.4 est

2.3. Lemme. Spec(S~'A) peut étre identifie avec I’ensemble des idéaux premiers de A disjoints
de S et sous cette identification la topologie de Zariski de A induit celle de S™'A. L’application
i* : SpecS™'A — SpecA défini par cette identification est donc continue.

2.4. Exemple. Soit V' C k™ variété affine irréductible. Alors anneau k[V] est integre. Le
corps k(V') des fonctions rationnelles sur V' est le corps de fractions de 'anneau k[V] de V. Soit
W =V (p) C V une sous-variété irréductible définie par un idéal premier p C k[V]. On pose

Ow (V) = k[V], C k(V).

Dans cet exemple, SpecOyy s’identifie aux idéaux premiers de k[V] contenue dans p.

Cas particulier : W = {z} un point de V. Donc SpecO, (V) s’identifie aux idéaux premiers
contenus dans 'idéal premier associé a ce point. Si k est algébriquement clos, on verra que le
Nullstellensatz (théoréeme 6.4.5) implique que cet ensemble coincide avec ’ensemble des sous-variétés
irréductibles de V' qui passent par x.

§ 3. Unicité des décompositions primaires

Pour avoir 'unicité d’une décomposition primaire il faut d’abord se restreindre aux décompo-
sitions minimales

(DP) I'=gq1Nqgz---Ndm

c’est-a-dire telles que

1) Vi#j, /8 # /45,
2) G AqNge G N G

Il est clair que si q; D g1 N g2 --q; N ---q,, on pourrait omettre q; dans la décomposition

(DP) : I = (q1Ng2--di N Q) N g = qr N g2+ i N - . Aussi, si disons p := \/q1 = /92
alors q := g1 N gqg est p-primaire : soit z -y € q,x &€ q, disons x & gy ; puisque = -y € qq,

dJneN,y"€ep=yq1=/q2=va1Naq2= 1.
Ces deux remarques montrent qu’on peut toujours supposer quun décomposition (DP) est
minimale. Le but est de montrer le théoreme d’unicité suivant :

3.1. Théoréme. Soit A anneau quelconque et I C A un idéal. Dans une décomposition minimale
I =q1Ng2N---Nqm en idéaux primaires, les racines p; = ,/q; sont déterminées par I : On
considere I'ensemble des racines \/(I : x), x € A. Les p; sont précisément les idéaux parmi eux qui
sont premiers.
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Avant de montrer ce théoréme on a besoin du :

3.2. Lemme. Soit q un idéal p-primaire dans un anneau A. Alors :
1) Sixz € q, alors (q : x) = A.
2) Six & q, alors (q : x) est p-primaire.

Démonstration. 1) (q:z) ={a € A; ar € q} = A car x € q.

2) Dea-x €q, x &qon tire que a € p et donc

qC (q:z) Cp.

En prenant les racines on trouve bien que \/(q : ) = p. Aussi, (q : =) est p-primaire : sia-b € (q:
x),a ¢ p,dea-(b-x) € qon tire que b- x € q, c’est-a-dire b € (q: x). [

Démonstration du Théoréme. Soit x € A. On a ([ : ) = (ﬂ;n:l q; :x) =N":(q; : =) et donc

7j=1
VI i) =L, /(a; : @) = Nj=, pj. Par le lemme il suffit de prendre I'intersection parmi les p;
tels que z ¢ q;, j = 1,...,m. Puisque la décomposition est minimale, J3z; € g1 N ---q; - N g,

xj € q; et donc /(I : z;) = p;.

Pour la réciproque, si /(I : ) = p1 N--- N p,, est premier, il existe j € N tel que /(I : ) =
(q; : ) = p; (car un idéal premier qui est I'intersection d’un nombre fini d’idéaux est égal & un
de ces idéaux; voir Chap 1,84, Prop. 5 ). ]

Considérons ensuite les anneaux noethériens.

3.3. Lemme. Soit A un anneau ncethérien. Soit q un idéal p-primaire. Alors, il existe n € N tel
que p" C q et donc :
prCacy.

Démonstration. Soit p = (f1,---, fm) et soit ¢; € N t.q. f&% € g, i = 1,...,m. Alors n :=
(>2;(a; — 1)) + 1 convient. .

Ce lemme permet de remplacer /(I : z) par (I : ) dans le théoreme :

3.4. Théoréme. Soit I un idéal dans un anneau ncethérien. Dans une décomposition minimale
I'=qiN-q, les idéaux p; = ,/q; sont ceux parmi les idéaux (I : x) qui sont premiers.

Démonstration. Si (I : x) est premier, aussi sa racine 1’est. Pour montrer la réciproque, il suffit
de considérer le cas I = 0. Donc, soit 0 = g1 N --- N g, une décomposition minimale. On pose
Li=qi0...q4;--Ngm. OnavuqueVz € I;, z# 0 on a /Ann(z) = \/(0: z) = p; et donc

(%) Ann(z) C \/Ann(z) = p;.

Le lemme implique qu’on peut trouver m tel que p* C q; et donc

Ij-p?CIjﬂp?CIjﬂquO.

On peut supposer que m soit minimale avec cette propriété et donc dy # 0, y € I jp;”_l. Puisque
p; -y =0on a aussi Ann(y) D p; et donc vu (*) on a I'égalité Ann(y) = p;. [ |
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§ 4. Assassin et support

Soit I un idéal d’'un anneau A. Alors (I :z)={yec A; y-x€l}={ye A; y-2=0¢€ A/I}.
Ici Z est la classe de « dans A/ et on a considéré A/I comme A-module : (I : z) = Ann(z). Dans
la section précédente on a considéré les (I : ) tels que (I : x) est premier. Plus généralement on
a:

4.1. Définition. Soit M un A-module. Un idéal premier p de A tel que Im € M, p = Ann(m)
s’appelle un assassin de M (ou idéal premier associé a M).

L’ensemble des assassins est ’assassin de M, noté Ass(M) C Spec(A).
on ap € Ass(M) <= 3L sous-module de M tel que L = A/p.

Dans ce langage les éléments de Ass(A/I) sont précisément les idéaux premiers p tels que
p = ( : z). donc on pourra reformuler le théoréme 2.4 :

4.2. Théoreme. Soit I un idéal dans un anneau ncethérien. Dans une décomposition minimale
I'=q10---N g, avec pj = /q; on a Ass(A/I) = {p1,...,Pm}.

Rappelons 3.4.3 que pour un A-module M, le support sup M est 'ensemble d’idéaux premiers
p tels que M, # 0. Rappelons aussi qu’on a introduit la topologie de Zariski sur SpecA de telle

facon que les ensembles fermés sont donnés par V(S) = {p € SpecA ; p D S}, S C SpecA un
sous-ensemble quelconque.

Le but est de montrer le théoreme suivant :

4.3. Théoréme. Soit A un anneau ncethérien, alors
1) p e AssM = V(p) C SuppM,

2) Soit p € SuppM un idéal minimal (si M est de type fini, cela équivaut a dire que V(p) est une
composante irréductible maximale de SuppM ), alors p € AssM.

Avant de donner la démonstration, nous avons besoin du :

4.4. Lemme.

Soit A ncethérien, alors AssM # (), plus précisément : un élément maximal p de I’ensemble
{Ann(z) ; z € M \ {0}} est un idéal premier et donc p € AssM.

Démonstration. Supposons que I est un élément maximal de ’ensemble
Y ={Ann(z); x € M\ {0}}.

Soient a,b € A tels que a-b € I = Ann(z), donc a-b-x = 0. Danslecasou b-z = 0 on a
b € Ann(z) = I. Sinon, avec y = b-z on a y # 0 et Ann(y) D Ann(z) et donc on a égalité vu la
maximalité de I € . Donc de a-y = 0 il s’ensuit que a -z = 0, c’est-a-dire a € Ann(x) = I. Il suit
que I est premier. ]

Démonstration du théoréme.

a) Ass(M) # (), supposons p € Ass(M). Donc M contient un sous-module L isomorphe & A/p.
Les idéaux premiers de A/p correspondent aux idéaux premiers ¢ D p de A. Pour tous les
idéaux premiers q D p la localisation de A/p dans g est non-nulle. Donc M, contient un
sous-module non-nulle et donc q € Supp(M).
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b) Soit p € Supp(M) minimal et soit B = A,. Minimalité veut dire que My =0siq C p,q#p
et donc Suppz(M,) = {pB}. On sait que Assp(M,) # 0, donc Assg(M,) = Supp(M,) = pB.
Donc m m m

3—, —#0, Anng(—) =pB.
s’ s s

Il faut revenir a A. Je dis que

Jte A tel que Ann(t-m) = p.
En fait, on écrit p = (f1,...,fm). Ona f;-(m/s) =0= 3, € A\ p tel que t;- f;-m = 0.
L’élément ¢ = tq - --t,, convient : D’un part p- (t-m) = 0 = p C Ann(t-m). D’autre part

t,s € A\ p et dans A, on a

t-
LA =0, VYa € Ann(tm).
s t-s

a .
Donc Anna(tm) C Anny(m/s) = p. [

Maintenant regardons le cas d’'un A-module de type fini. Rappelons (3.4.4) que dans ce cas

N

Supp(M) = V(AnnM).
4.5. Corollaire. Pour M de type fini on a

Supp(M) = | V(p).
peEAssM

Démonstration. SuppM = V(AnnM) = V(p1) U V(p2)--- U V(pm), ol les V(p;) sont les com-
posantes irréductibles maximales de SuppM. Dans cette réunion on peut supposer que les V(pj)
soient maximales et donc, par le théoreme p; € AssM. [ |
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§ 1.

Chapitre 6. Extensions finies

Extensions entieres ou de type fini

. Définitions. Soit A un anneau et B une A-algebre.

B est une A-algebre finie si B est de type fini en tant que A-module.

B est une A-algébre de type fini si B est engendré comme A-algébre par un nombre fini
d’éléments.

y € B est entier sur A si 3P € A[X], unitaire (c’est-a-dire P = X" +a; X" '+ -a,_1 X +ay)
tel que P(y) = 0. On dit que P = 0 est une relation de dépendance intégrale pour y.

B est une A-algébre entiére si chaque y € B est A-entier.

Soit I un idéal de A. On dit que y € B est [-entier si y admet une relation de dépendance
intégrale avec a; € I.

. Exemples.

A[Xq,...,X,] est une A-algebre de type fini.

Si V C k™ est une k-variété, Panneau de coordonnées k[V] est de type fini sur k.

L’élément X est entier sur k[X?] car X satisfait 'équation Y2 — X2 = 0.

L’élément (1 + v/5) est entier sur Z (I'équation de (1 +/5) est X? — X — 1 =0).

Soit B une A-algébre finie, Iz = B - I I'extension d’un idéal I C A. Alors y € Ip est I-entier :
appliquer I'astuce du déterminant [Chap II, 3.1] a la multiplication p, par y dans 'algebre B
(y-BCcIp=1-B):

(by +arpy ' +an-1p)lp=y"+ a1y '+ +a, =0, ai,...,an €L

Plus généralement si ¥ = y € Ip on voit que =¥ et donc aussi x est I-entier : les éléments de /I
sont des I-entiers.

Si on applique 'exemple 2.5 & I = (1), on trouve qu'une A-algebre de type fini est finie si et

seulement si elle est entiere. Plus généralement on a :

1.3. Lemme. Soit B une A-algébre. Les énoncés suivants sont équivalents :

i) y est A-entier,

ii) Le sous-anneau Aly| de B engendré par y est une A-algébre finie,

iii) Il y a une A-sous-algébre C de B, finie sur A, telle que C' D Aly].
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Démonstration.

Pour simplicifier on suppose que A C B. i) = ii) : Supposons que y™ + a1y" ' + -+ +a, = 0.
Cette relation implique que Afy] = A -1+ A-y+---+ A-y" 1, cest-a-dire A[y] est un A-module
de type fini.

ii) = iii) On peut prendre C' = Aly].

iii) = i) Par ’exemple 2.5 on sait que y est entier. ]

Remarque. Si C' est un B-module fini, qui & son tour est un A-module fini, alors C' est un A-
module fini : si C est engendré comme B-module par yi,...,4, et si B est engendré sur A par
T1,...,%y, alors C est engendré sur A par les produits x;y,,i=1,...,n,7=1,...,m.

1.4. Corollaire. Soit B une A-algébre.
a) Soient yi,...,ym € B tous A-entiers, alors Aly1,...,Ym]| est finie sur A.

b) Si C est un anneau qui est B-module entier, qui a son tour est un A-module entier, alors C
est un A-module entier,

Démonstration.

a) Récurrence sur m. Pour m = 1, c’est le lemme précédent. Par récurrence, I'algebre Afyq, ...
..y Ym—1]) est un A-module de type fini et par le lemme précédent Afy1, ..., Ym] est un Afy, ...
.+ s Ym—1]-module de type fini. La remarque précédente donne la conclusion.

b) Soit z € C'et 2" +b12" "1 +---b,, b; € B une relation unitaire pour z. Soit A’ = A[by,...,b,_1],
alors 'algebre A’[z] est finie sur A’, qui est elle-méme une algebre finie sur A. Par la remarque
précédente, A’[z] est fini sur A et donc, par le lemme, z est entier sur A. [ |

Le corollaire (b) entraine que I’ensemble A’ = {y € B ; yest A-entier} est un sous-anneau de
B : siz,y € B sont A-entiers, alors A[z, y] est A-entier et donc z+y et z-y sont A-entiers. De plus,
si y € B est entier sur A’, alors y est entier sur A et donc y € A’. Cela explique la terminologie
suivante :

1.5. Définition.
i) L’anneau A’ = {y € B ; y est A-entier} est la cléture intégrale de A dans B.

ii) Un anneau A est normal si A est un anneau inteégre égal a sa cloture intégrale dans le corps
de fractions Q(A) de A.

1.6. Exemples.

1) Un anneau factoriel A est normal. Soit y"+a1y" 2+---a,z" = 0, une relation de dépendance
intégrale pour y/z € Q(A). Si on suppose que y et z sont étrangers, du fait que z divise y™ on
tire que z € A doit étre inversible et y/z € A.

2) Soit n un entier sans facteurs carrés. La cloture intégrale de Z dans Q(y/n) est Z[y/n] si
n # 1 mod 4 et Z[1(1++/n)] sin = 1 mod 4. Les éléments 1 et \/n sont entier et sin = 1 mod 4,

a+byn
c

I’élément %(1 + 4/n) est entier. Inversement, si & = , a,b,c € 7 est entier, alors le

a—by/n
c

Z étant normal cela implique que 2a/c € Z et (a® — b*n)/c? € Z et donc c|2a et c?|a® — b?n.

conjugué est entier et donc la somme 2a/c et le produit (a? — b?n)/c? le sont. Mais
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On peut supposer que 0 < a/c<1let0<b/c<1,doncsoita=0=bsoitc=2,a=1,b=1
et dans ce cas n = 1 mod 4.

3) Soit A =Fk[X,Y]/(Y? — X3), k corps. Soient z et y les classes de X et Y modulo (Y? — X?3).
Le corps de fractions est k(t), t := y/x. En effet, on a 2° = y? = 2 = y?/2? = 2 et
y=a23/y =22 (1/t) = t3, donc k(t) est le plus petit corps qui contient A. Aussi, t est entier
sur A mais t ¢ A et A n’est donc pas normal.

Plus généralement, si I C A est un idéal, on définit :

1.7. Définition. La cloture intégrale d’un idéal I C A dans B est

Iy ={y € B; y est I-entier}.

Si x € I, alors I'équation de dépendance intégrale pour z montre que y = 2" € A" - [ = I4.
Inversement, si y = 2" € A" - I,y = > a;z; avec x; € I et a; € A’. Puisque y € Alay, ..., an],
une A-algebre finie, on peut appliquer 'exemple 1.2 (5) ci-dessus pour voir que y est I-entier. On
a donc démontré le :

1.8. Lemme. Soit A’ la cloture intégrale de A dans B. Alors
{y € B ; y est I-entier} = /I
et en particulier ¢’est un ensemble stable par addition et multiplication.

La proposition suivante montre que la dépendance entiere passe aux quotients et aux fractions :

1.9. Proposition. Soient A C B deux anneaux. Supposons que B est entier sur A.

1. Soit J un idéal de B et I = AN J. Alors B/J est A/I-entier.

2. Soit S un sous-ensemble multiplicativement stable de A. Alors S™'B est S~—!A-entier.
Démonstration.

1. Si z € B satisfait & 2" + a;2™ ' 4+ --- 4+ a, = 0 avec a; € A, la classe x + J satisfait a
2" 4+ a "+ 4+a, =000 a; € A+ I sont les classes de a; dans A/l

2. Si z satisfait a ’équation ci-dessus, Vs € S on a :

(5 (@)@ e ()

ce qui montre que z/s est S~ A-entier. [ |

8§ 2. “Going-up”

On a vu que si A C B et si p est un idéal premier dans A, son extension p - B n’est pas
forcément premier dans B. On veut montrer :

2.1. Proposition. Soient A C B deux anneaux tels que B est A-entier. Soit p un idéal premier

de A. Alors il y a un idéal premier q C B qui reléve p, c.a.d. tel que qN A = p. De plus, q est
maximal si et seulement si p I’est.
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Démonstration. L’idée est localiser en p (c.a.d. on pose S = A\ p multiplicativement stable dans
A ainsi que dans B). On dénote comme d’habitude A, = S™'A mais aussi B, = S™'B. Avec
i:A— Ay et j: B — By les homomorphismes canoniques, on a le diagramme commutatif :

A — B
I E
A, — DBy

La proposition 6.1.9 montre que B, est Ay-entier. On sait que A, est un anneau local, mais ce
n’est pas forcément vrai pour By. Soit n un idéal maximal de B,. On va montrer que m =nn A4,
est maximal. Il s’ensuit que m est 1'unique idéal maximal de A,. Alors ¢ = j~'n est premier dans
B et du fait que que m est I'idéal maximal de A, on tire que gN A =i 'm = p.

Il suffit maintenant de montrer :

Critere Soient A C B deux anneaux avec B entier sur A. Soit q un idéal premier de B. Alors
p =qN A est maximal si et seulement si q ’est.

Preuve du critére. Puisque A’ = A/p C B’ = B/q sont des anneaux integres c’est équivalent de
montrer que B’ est un corps si et seulement si A’ I’est. Supposons que A’ est un corps et supposons
qu’une équation de dépendance intégrale pour B’ 5 y # 0 est

(%) YUt ay" et a, =0, a; €A

avec a, # 0 (c’est possible car B est integre). Alors y=! = —a,' (y" '+ a1y" 2+ -+ ap_1) €
B’ et B’ est donc un corps. Pour I'implication réciproque on note que a € A’ posséde un inverse y €
B’ avec une relation de dépendance intégrale (*). On ay = y(ya)" ! = y"a" !t = —a" L(a1y" 1 +
st ay) =—(a; +aza+ - +aa”t) e AL [

2.2. Corollaire (”Incompatibilité”). Soient A C B deux anneaux avec B entier sur A. Soient
q1 C qo deux idéaux premiers de B avec g1 N A =q2 N A =p, alors q1 = qs.

Démonstration. On sait (Proposition 6.1.9) que B, est Ay-entier. Soit m = pA, et n; = q;B,,
j=1,2.0nany Cnyet nyNA=nyNA=m. Le critere implique que ny et ny sont maximaux et
donc égaux et donc aussi les idéaux q; et g2 le sont. ]

On a donc vu comment trouver un idéal premier dans B qui étend p. Plus généralement on
on peut étendre une chaine d’idéaux premiers :

2.3. Théoréme de montée (“Going-up”). Soient A C B deux anneaux avec B entier sur A.
Soit p1 C po C --+ C p, dans A une chaine croissante d’idéaux premiers tels que les m premiers
d’entre eux aient étés étendus aux idéaux premiers q1 C 2 - -+ C (., dans B, alors on peut trouver
des idéaux premiers q;, j = m+1,...,n avec q; N A = p; qui étendent la chaine a q; C q2--- C qp.

Démonstration. Par récurrence on est amené au cas m = 1 et n = 2. L’anneau B = B/q; est entier
sur A = A/p; (par la Proposition 6.1.9) et 'argument ci-dessus produit un idéal premier g, dans B
tel que g2 N A = I'image de py dans A. L’image inverse dans B de g, contient ¢, et son intersection
avec A est égale a po. ]

§ 3. Théoréeme de normalisation de Noether

Soit k un corps et A une k-algebre. On dit que y1, y2, - - - , Ym sont algébriquement indépendants
sur k s’il n’y a pas de relation polynomiale entre les y;, c.a.d. si la sous-algebre engendrée par les
y; est isomorphe a I’algebre des polynomes k[X1, ..., Xy,].
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3.1. Théoréeme (Normalisation de Noether). Soit k un corps et A une k-algébre engendrée
par n éléments. Alors,

dz1,..., 2, algébriquement indépendants/k m <n

telle que A est finie sur B = k[z1,...,zp], c.a.d. A est finie sur une algébre de polynémes.

Le théoreme est une conséquence de la proposition suivante :

3.2. Proposition. Soit A = k[y1,...,yn]. Silesy; sont algébriquement dépendants, 3y}, ...,y _;
€ A tels que y, est A’-entier, ou A" = k[yi,...,y,,_1], et A = A'[y,]. Plus précisément, si f €
k[Xi,...,X,] est un polynéme de dépendance pour les y;, f(y},...,y,_1,X) est un polynéme
unitaire avec racine Yy,.

Proposition = Théoreme : On le fait par récurrence sur n, le cas n = 0 étant clair. On suppose

donc que n > 0. Si y1,...,y, sont algébriquement indépendants on termine. Sinon, il y a une
relation polynémiale entre les y;. La proposition fournit t1,...,¢,—1 € A tel que y,, est A’-entier,
A = Alty,...,th—1] et A = A’ly,]. Par récurrence applique & A’ on trouve z,...,2, € A/,
algébriquement indépendants /k et tels que A’ est finie sur B = k[z1,...,2,]. On a

B=k[z1,...,2m| CA C A'ly,] = A.

Puisque A’ est finie sur B et A est finie sur A’ (car y,, est A’-entier) il s’ensuit que A est finie sur
B. [ |

Démonstration de la proposition

On suppose pour simplifier que le corps k n’est pas fini. Sinon, la proposition reste vraie
mais la démonstration est différente. Voir [Re2,84].

Sous I’hypothese que k& est infini on va construire les y; comme expressions linéaires en y, .. .,
Yn-

Soit f € k[Xi,...,X,] un polynéme de dépendance pour les y;. On va remplacer y; par
Y=Y — QYn, 1 =1,...,n— 1 tel que

g(yL B 'Jy;’L—17yn) = f(ylu LR 7yn) = f(yi + A1Yn,y - - - 7y;z—1 +04n—1yn7yn)

soit unitaire en tant que polynéme en y,. Si deg f = d on écrit f = F + h, ou F' est homogene de
degré d et deg h < d . Alors

9y yn) = Fa, ..., an_1,1)y% + termes de degré < d en y,,.

Il suffit de trouver «; tels que F(aq,...,a,-1,1) # 0. Ici on utilise I'hypothese que k con-
tient un infinité d’éléments. Si par exemple n = 2 il s’agit de choisir «; différent d’un des
zéros du polynome F(X,1). Le cas général se déduit par récurrence sur n : on peut supposer
que F(X1,...,Xn1,1) = G(X1,..., X, 2)X2 | + ... avec G # 0 et par récurrence on trouve
..., tels que G(aq,...,anp_2) #0. Alors H(X) = F(ay,...,0n—2,X,_1,1) est de degré d
en X,_1 et par le cas n = 2 on peut trouver a,,_; tel que F(ay,...,a,_1,1) # 0. [ |

Plus loin on aura besoin de quelques précisions dans ce théoreme.
3.3. Corollaire. On suppose que k soit un corps infini. Soit A = k[x1,...,x,| un k-algébre de
type fini. Alors il y a m < n combinaisons linéaires z1,.. ., 2z, des x; et f € A telles que
1. Les z;j sont algébriquement indépendants,
2. A est une algebre k|z1,. .., zy,]-finie,

3. Si A est intégre, le corps de fractions de A est k(z1,...,2zm, f).
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Pour la démonstration dans le cas général voir [Rel]. Ici on suppose pour simplicifier que k
est de caractéristique zéro. Dans ce cas on peut utiliser le théoreme de I’élément primitif :

3.4. Théoréme. Soit K un corps de caractéristique 0 et L|K une extension algébrique finie.
Alors il existe z € L t.q. L = K(x).

Démonstration. Supposons que L = K(aq,...,a;) avec m > 2. Par récurrence on se ramene au
cas m = 2. Soit f;(X) le polynéme minimal de a;, j = 1,2. Supposons que les racines de f; sont
&,k =1,...,deg f; (dans une cloture algébrique de K). Supposons que a; = 11 et ag = &21.
On cherche ¢ € K t.q. © = a1 + cag engendre L|K. Le polynéme ¢g(X) = fi(z — cX) € K(z)[X]
admet la racine X = as car 0 = fi(a1) = fi(xz — caz). On calcule que X = &; est aussi racine si
et seulement si

= Sk — a1

dk > 2 t.q. "
J

I1 est & noter que ag # &35 car fo est sans racines multiples (sinon, f; ne serait pas minimal, ici on

ik —

- . . . s 414 1 ai . N
utilise que car (K)=0). Si on choisit ¢ différent des éléments ~————, la seule racine commun a

a2 — G2j
g(X) et fo (dans une cloture algébrique) est az. Donc I'idéal dans K (z)[X] engendré par g(X) et
f2 est (X —ag) et donc az € K(x) et donc aussi a; € K(z) et L = K(z). [ |

La preuve montre qu’on peut dire de plus :

3.5. Précision. Si L = K(z1,...,zx), alors on peut prendre pour x une combinaison linéaire des
Zj.

Démonstration du Corollaire. Les x; engendrent le corps K des fractions de A sur k et donc

aussi sur k(z1,...,2m). La précision montre qu'il y f € K telle que K = k(z1,...,2m)(f) avec
f combinaison linéaire des z; avec coefficients dans k(z1,...,zy,). Apres multiplication avec le
dénominateur commun on peut supposer que ces coefficients sont dans k[z1,. .., z,,] et donc f € A.
|

§ 4. Nullstellensatz

On montre d’abord

4.1. Théoréme (Nullstellensatz faible). Soient K et k deux corps tels que K soit une k-algébre
de type fini. Alors K est une k-extension finie.

Démonstration. Par normalisation de Noether, 3z1,..., 2, € K, algébriquement indépendants,
tels que K soit une klz1, ..., zy]-algeébre finie. Posons A = k[z1,...,2,]. L’algébre K est donc
A-entiere. Puisque K est un corps, le critere 6.2.1 implique que A = k[z1,..., 2,] est un corps
c.a.d. A = k puisque les z; sont algébriquement indépendants. Il s’ensuit que K est une k-extension
finie. |

4.2. Corollaire. Sik est algébriquement clos, un idéal maximal m de k[X1, ..., X, ] est de la forme
m:(Xl—al,...,Xn—an), a; € k.
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Démonstration. K = k[X3,...,X,]/m est en méme temps une k-algebre de type finie et un corps,
donc de degré fini sur k, mais k est algébriquement clos et donc k& = K et donc Ja; € k tel que
Xi—i—m:ai,i:l,...,n. |

Rappelons quelques notations :

1. Pour un sous-ensemble X C k™ on écrit

I(X)={f €k[X1,...,X,]; f(x) =0Vz € X} Tidéal de X dans k[X1,..., X,].

2. Pour un idéal I de k[X1,...,X,,] on écrit
V(I)={Pek™; f(P)=0,Yf eI} Densemble des zéros de I .

Les ensembles V' (I) sont par définition les variétés affines.

4.3. Lemme.

1. XCcY=I1(X)DI(Y),

2. 1cJ=V({I) D>V(J),

3. JcCI(V(J)).

4. On a X C V(I(X)) avec = si et seulement si X est une variété affine.
Démonstration. 1. , 2. et 3. sont triviaux, ainsi que l'inclusion de 4.

Si X = V(J), parmi les fonction qui s’annulent sur X se trouvent les fonctions de J, donc
V(I(X)) Cc V(J) = X et on a égalité.

Si X =V(I(X)), X est une variété algébrique avec I = I(X). [ |
On peut avoir une inclusion stricte J C I(V(J)) :

4.4. Exemples.

1. Si k n’est pas algébriquement clos, f € k[X] non-constante avec ses racines hors de k. Alors
J = (f) #k[X] . Mais V(J) =0 car f n’a pas de racines dans k. Donc I[(V(J)) = k[X] # J.

2. On a toujours V(f™) = V(f) et donc f € I(V(f™)) mais en générale f ¢ (f™), par exemple
f=Xek[X]etn=2.

Le théoreme suivant dit que ces deux possibilités de produire des inclusions strictes sont les
seules :
4.5. Théoréme (Nullstellensatz de Hilbert). On suppose que k est un corps algébriquement
clos. Les trois énoncés suivants sont équivalents :
1. Tout idéal maximal de k[X1,...,X,] est de la forme (X; —ay,..., X, —ay), a; €k,

2. Pour tout I, idéal propre de k[Xy,...,X,], il y a un point P € k™ dans le lieu de zéros de I :
f(P)=0,Vfel.

3. Pour tout J, idéal de k[X1,...,X,] on a
I(V(J])) = VJ.

C’est-a-dire si f(P) = 0 quel que soit P € V(J) alors In € N tel que f™ € J.
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Démonstration.

1 = 2 I est contenu dans un idéal maximal qui doit étre de la forme (X1 —ay, ..., X, —ay), a; € k,
et donc en posant P = (aq,...,a,) on a f(P) =0 quel que soit f € I.

2 = 3 Soit f un polynome tel que f(x) = 0 quel que soit z € V(J). On introduit une nouvelle

variable T et on considere I'idéal Jy = (J, fT —1) € k[X1,...,X,,T]. La variété associée n’a aucun
point. Sinon J(ai,...,a,,b) € k" tel que g(ay,...,a,) =0si g € J et donc (ay,...,a,) € V(J)
et par hypothese f(ai,...,a,) = 0. Mais aussi f(aq,...,a,)b —1 = 0, une contradiction. Donc

V(J1)=0= J1 =k[Xy,...,Xp,T| contient 1, et dans k[X1,...,X,,,T] on a :

J

En substituant 7= 1/f on trouve

-y hi(Xl,f.n.i.,Xn)fi L Ney

%

3 = 1 Soit m maximal. On a I(V(m)) = m et donc V(m) # (. Soit P = (a1,...,a,) un
point de V(m) avec idéal maximal I(P) D I(V(m)) = m. On a Pégalité par maximalité de m et
mz](P)z(Xl—al,...,Xn—an). |

4.6. Corollaire. Sous les hypothéses du Nullstellensatz on a une correspondance biunivoque entre
les idéaux radicaux I, c.a.d. I = /T et les variétés affines. Sous cette correspondance les idéaux
premiers correspondent aux variétés irréductibles.

Plus généralement on a :

4.7. Proposition. Soit k un corps algébriquement clos et A un k-algébre de type fini, disons
A=k[X1,...,X,]/J. Alors SpecA ={ variétés irréductibles contenues dans V' (J)}.

4.8. Normalisation de Noether : version géométrique. Soit V C k" variété algébrique
irréductible (k corps algébriquement clos). Il y a une projection linéaire k™ — k™ telle que la
restriction a V' donne une surjection V' — k™ a fibres finies.

Démonstration. Soit I = I(V) I'idéal de V. L’anneau k[V]| = k[X1,...,X,]/] = k[z1,..., 2]
est un k-algebre de type fini et on peut appliquer le Corollaire du théoreme de normalisation de
Noether. Les z; sont des combinaisons linéaire en les zj. Les mémes combinaisons linéaires en X},
définissent une projection 7 : k™ — k™. La restriction p de m & V' est une application p : V. — k™
qui reflete 'extension entiere A’ = k[z1,...,2zm] C k[z1,...,2,] = A.

A montrer :
1. 7 est surjectif,
2. Les fibres de 7 sont finies.

Pour montrer 1. on fixe Q = (b1,...,by) € k™ et soit m’ € A’ I'idéal maximal correspondant.
Alors, par 6.2.1 il y a un idéal maximal m € A tel que mN A’ = m’. Par le “Nullstellensatz” 1'idéal
m est I'idéal d’un point P € V' qui, par construction, s’applique a Q.

Pour montrer 2. il suffit de remarquer que les x; € A étant entiers sur A’ satisfont une équation
polynémiale avec coefficients dans A’. Si dans une de ces équations on substitue z; = b; on ne
trouve qu’un nombre fini de solutions pour la coordonnée x; d’un point qui est envoyé sur P. Donc
il n’y a qu'un nombre fini de points dans la fibre de P. [ ]
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Chapitre 7. Anneaux de valuations discrete

§ 1. Notions de base

On commence avec un corps K muni d’une valuation discrete :

1.1. Définition.

1. Une application surjective
v: K \ {0} — 7

est une valuation discrete si
a. Ya,b € K\ {0}, v(ab) = v(a) + v(b)
b. Va,b € K\ {0}, v(a £b) > min{v(a),v(b)}.

2. L’anneau associé A =0U{z € K ; v(z) > 0} est 'anneau de valuation discréte associé.

Remarques. Les propriétés de v garantissent que A est un anneau avec 1. En effet, v(1) = v(1-1) =
v(1) + v(1) implique que v(1) = 0 et donc 1 € A. Plus généralement, si u est inversible dans A,
alors v(u) +v(u~t) = v(1) = 0 entraine que v(u) = 0. Inversement, si v(u) = 0, u~* € A et donc u
est inversible dans A.

Puisque v(ab) = v(a) + v(b), I'image v(K \ {0}) est un sous-groupe de Z et donc engendré
par disons vy € N avec v(t) = vg. Six € A avec v(z) = nvg, pour I'élément u = xt™" € k on a
v(u) = v(x) —nvg = 0 et donc u est inversible dans A :

Tz = ut"

et c’est une écriture unique. Donc A est un anneau factoriel et donc intégralement clos. De plus, les
éléments non-inversibles forment 'idéal m = (¢) qui est forcément maximal : (A, m) est un anneau
local. Puisqu’un idéal non-nul de A est engendré par ¢V, ’'anneau est aussi noethérien.

1.2. Exemples.

1. Soit p un nombre premier. L’application v, : Q — Z est donnée par la méthode suivante : on
écrit une fraction a/b = p™(a’/V’), ot @’ et I’ sont sans diviseurs p®. Alors v,(a/b) = n et on
vérifie que c’est une valuation discrete. L’anneau correspondant est I'anneau Z,) (Z localisé

en (p)).

2. On vérifie que d : k(X) — Z, d(f/g) = deg(f) — deg(g) n’est PAS une valuation discrete.
Mais si on fixe F' € k[X] irréductible on peut définir une valuation discrete vp : k(X) — Z
comme dans ’exemple précédent.

3. Soit k((T)) le corps des séries de Laurent formelles apT* + aj 1 T*+! + -+ ou k peut étre
négatif. On pose v(aT* + ag 1T +---4) = k. L’anneau correspondant est k[77.
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§ 2. Caractérisation

2.1. Lemme.  Soit (A,m) un anneau local intégre ncethérien tel que m est principal, disons
m = (t). Alors A est un anneau de valuation discréte.

Démonstration. Un élément © € A est inversible si et seulement si z € A\ m. Si z € m on écrit
x =tx, = t?x5 = ... et on note que cela doit terminer :

1. Supposons que (y) = (ty), y # 0. Donc Ja € A tel que y = aty = (at — 1)y = 0 et donc at = 1
car A est integre, contradiction.

2. Il résulte une chaine stricte () C (1) C (x2)--- qui se termine car A est ncethérien.

Conclusion : chaque z € m s’écrit de maniere unique x = ut™, avec u inversible et donc chaque
élément non-nulle  du corps de fractions K de A s’écrit {unité de A} -t*, k € Z avec k déterminé
par z et on pose v(x) = k. Clairement v(x) > 0 si et seulement si z € A et v(zy) = v(z) + v(y).
Supposons maintenant que y € K, y # 0, et que # € K est tel que v(z) > v(y). Alors v(zy~?!) =
v(z) —v(y) > 0 et donc zy~ ! € A. Donc (x £y)y ! =2y td+1€ A= v((xE£yy ') >0et
v(z £y) > v(y) ce qui montre autre propriété souhaitée pour une valuation discrete. [ |

2.2. Caractérisation. Soit A un anneau intégre. Alors A est un anneau de valuation discréte si
et seulement si A est normal, ncethérien et il n’y a qu’un seul idéal premier m différent de O.

Démonstration. On a déja vu qu’'un anneau de valuation discréte est normal, noethérien et local
avec idéal maximal non-nul. Pour la réciproque, grace au lemme précédent, il suffit de montrer que
m est principal.

Montrons d’abord que m # m?. Sinon, on aurait un idéal I # 0 avec Im = m, mais I est un
A-module de type fini car A est ncethérien et donc [ serait 0 a cause du lemme de Nakayama 2.3.3.

Ensuite, montrons que x € m\m? engendre m. Sinon, le A-module M := m/(x) serait non-nulle
et aurait des assassins. L’assassin 0 est exclu car M ne contient pas de sous-module isomorphe &
A. Donc assassin de M est metily ay € m\ (z) tel que ym C ().

Soit K le corps de fractions de A. L’élément z = y/x € K n’appartient pas a A puisque
y € m\ (z). D’autre part, ym C (x) implique que I = (y/z)m est un idéal de A. Si I = A, alors
Jy’ € m tel que (yy')/x =1 et donc z = yy’ € m2. Ce n’étant pas le cason a I # A et I C m. Mais
dans ce cas, la multiplication avec z = y/x envoie m, un A-module de type fini en m et ’astuce du
déterminant 2.3.1 implique qu’il y a un polynéme unitaire P[T] € A[T] tel que P(z)m = 0 et donc
P(z) =0 car A est intégre. A étant intégralement clos, z = (y/x) € A et donc y € (x), contraire a
Ihypothese que y € m\ (z).

Finalement on a arrivé a une contradiction et donc M = 0, c.a.d. m = (z). ]

§ 3. Applications

Soit A un anneau integre et K = @Q(A) son corps de fractions, x € K quelconque.

3.1. Définition. L’idéal des dénominateurs de z est
d(x)={be A; bx € A}
={becA; Jac A, z=a/b}U{0}.
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Voici un énoncé utile :

3.2. Lemme. L’idéal O(z) est un idéal propre si et seulement si x € K \ A. Soit m un idéal
maximal contenant 0(x). Alors x & An,.

Démonstration. On a : x ¢ Ay si et seulement si pour tout écriture z = a/b on a b € m, c.a.d.
d(z) C m. [

On a d’abord besoin du fait que A est 'intersection dans K des localisations en tous les idéaux
premiers (ou en tous les idéaux maximaux) :

3.3. Lemme. Pour A intégre A = ﬂp Ay =y Am (p, resp. m parcourt les idéaux premiers, resp.
maximaux).

Démonstration. Par le lemme ci-dessus, I'idéal d(x) des dénominateurs de x est un idéal propre si
et seulement si z € K \ A. C’est le cas si et seulement si 9(x) est contenu dans un idéal maximal
m de A. On a aussi que € Ay,. Donc 2 € K \ A si et seulement s’il y a un idéal maximal m de A
tel que z & Ay,. [ |

Ensuite on verra que la normalité est une propriété locale :

3.4. Proposition. Pour un anneau intégre A, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est normal,
2. A, est normal pour un idéal premier p quelconque de A,

3. Ay est normal pour un idéal maximal m quelconque de A,

Démonstration.

1. = 2. On montre que plus généralement que S~!A est normale pour S C A multiplicativement
stable. Soit z € K = Q(A), le corps des fractions de A entier sur S™1A et soit

b,
" +az" t+a, =0, aizﬁeK, ci €S
(2

une équation de dépendance intégrale. On la multiplie avec (¢ - - ¢,)™ pour obtenir une relation
de dépendance intégrale sur A de (c;-+-¢,)r =y. Doncy € Aet x € STLA.
2. = 3. Clair

3. = 1. Si x € K est A-entier, du fait que A C A,, il s’ensuit que x est A -entier et donc x € Ay,.
Par le lemme précédent, = € A. [ |

3.5. Lemme technique. Soit A un anneau intégre, normal et ncethérien et © € A non-nul. Un
assassin non-nul de A/(x) est un idéal premier, minimal parmi les idéaux non-nuls de A.

Démonstration.

Soit p un assassin de A/I ou I = (). On localise en p. Avec J = (z)- Ay ona B = A,/J =
(A/(z))p. Sip € Ass(A) est Pannullateur de la classe de a dans A/I, on vérifie tout de suite que
I'annullateur de la classe de a/1 dans B est pA, et donc m = pA, est un assassin de A,/J. Il suffit
alors de montrer que m est minimal.
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Donc on peut supposer que (A, m) est local, ncethérien et normal et que m est assassin non-nul
de A/(z). I'yadoncy e A\ (z) tel que ym C (x). Soit K le corps de fractions de A. L’élément
z = y/x € K n’appartient pas a A puisque y € A\ (z). D’autre part, ym C (z) implique que
I = (y/z)m est un idéal de A. Si I # A, alors I C m. Dans ce cas, la multiplication avec z = y/z
envoie m, un A-module de type fini en m et I'astuce du déterminant 2.3.1 implique qu’il y a un
polynome unitaire P[T] € A[T] tel que P(z)m = 0 et donc P(z) = 0 car A est integre. A étant
intégralement clos, z = (y/z) € A et donc y € (z), contraire a I'hypothese que y € A\ (z). Donc
I'=Aet1=1t(y/x),t €met donc m=mt(y/z)= It = At.

Par le lemme 7.2.1 A est un anneau de valuation discrete et par 7.2.2 A n’a qu’un idéal premier
outre que 0 et c¢’est m. Forcément m est minimal et non-nul. [ |

Voici le résultat principal :

3.6. Théoreme. Un anneau A intégre, normal et noethérien est I'intersection des anneaux Ay, p
premier, non-nul et minimal. Chacun de tels anneaux est un anneau de valuation discréte.
Démonstration.

1. On sait que A = ﬂp A, ou p parcourt tous les idéaux premiers. Il suffit donc de montrer que
siz=a/be K\ A, alors on peut trouver un idéal premier p minimal, tel que x n’est pas contenu
dans A,. Regardons

Iz)={yeA; yz € A}

={yeA; yac(b)}
= ((b) :a) = Anng(a), a=amodbd
et supposons que x € A, i.e. a # 0.

Dans ce cas d(x) # A. Considérons I’ensemble d’idéaux
Y={JD0(z); J=Ama(y), y#0,yeA/(b)}

Cet ensemble étant non-vide possede un élément maximal p. Par 5.4.4 un tel idéal est premier et
donc p € Ass(A/(b)). Le lemme technique implique que p est un idéal premier minimal non-nul de
A. Puisque p contient d(x), x ¢ A, par 7.3.2.

2. Les idéaux premiers de A, sont en correspondance biunivoque avec les idéaux premiers de A
contenus dans p. Donc, si p est minimal A, n’a que deux idéaux premiers : 0 et I'idéal maximal.
Donc, par 7.2.2 A, est un anneau de valuation discrete. [ |
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Chapitre 8. Dimension

§ 1. Degré de transcendance

Soit L|K une extension de corps. On introduit les notions suivantes :

1.1. Définition.

i. Un ensemble {uq,...,u,} d’éléments de L est algébriquement indépendant s’il n’existe
aucun relation polynomiale entre les u;.

ii. Un ensemble {uq,...,u,} d’éléments de L est générateur si I'extension L|K (u1,...,uy) est
algébrique.

iii. Un tel ensemble est une base de transcendance s’il est a la fois générateur et algébriquement
indépendant.

1.2. Théoréme-Définition. Soit L|K une extension engendrée par un nombre fini d’éléments de
L. Alors il existe une base de transcendance (finie) et chaque base de transcendance a le méme
nombre trdeg L d’éléments. Ce nombre est le degré de transcendance de L/ K.

Démonstration. Si L|K est algébrique I'ensemble vide est une base de transcendance et on peut
donc supposer que L|K n’est pas algébrique. On trouve au moins un élément u; € L transcendante
sur K. Si L|K(uy) est algébrique on a fini. Sinon on peut continuer en rajoutant un élément usg
qui est transcendant sur K (u;). Ce procédé s’arréte aprés un nombre fini de pas et donne la base
de transcendance cherchée.

Pour montrer que trdeg L est bien défini, il suffit de montrer:

1.3. Lemme. Soit {uy,...,u,} algébriquement indépendant et soit {w1, ..., w,} génératrice dans
L. On peut trouver m éléments parmi les w; qu’on peut remplacer par {u,...,un} t.q. le nouvel
ensemble est toujours génératrice dans L. En particulier m < n.

La démonstration se fait comme dans I’algebre linéaire. On utilise une récurrence sur m. Le
cas m = 0 est trivial. Par récurrence on a n > m — 1 et on peut remplacer m — 1 éléments de
{wi,...,w,} par {u1,...,um—1} t.q. on obtienne un ensemble S qui soit générateur. L’extension
L|K(S) est algébrique et donc u,, € L est racine d'un polynoéme a coefficients dans K(S). On
prend le sous-ensemble 7' C S minimal tel que u,, est algébrique sur k(7). Supposons que
F(ui,...,Um,...,wj...) = 0 est la relation de dépendance. Il y a au moins un wy, dans 7', car
les uq,...,u, sont algébriquement indépendantes. On remplace wy par u,,. Soit T le nouveau
systeme. La variable wy, figure effectivement en F' (minimalité de T') et donc wy, est algébriquement
dépendant de T”. Soit S’ le systeme qu’on obtient en remplacant wy par u,, dans S. Alors S’ con-
tient T” et wy, est algébriquement dépendant de S’. Aussi L|K(S’) est donc toujours une extension
algébrique car {S’,wi} = {S,um} et LIK(S,uy,) ainsi que K (S, wy)|K(S’) sont des extensions
algébriques. [ ]
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1.4. Définition. Soit B anneau et M un B-module. Une dérivation est une application d : B —
M qui satisfait la regle de Leibniz :

Vb,b' € B d(bb') = bd(V') + b'd(b).

Si de plus B est une A-algebre et d est linéaire on dit que d est une A-dérivation. L’ensemble de
telles dérivations Der4 (B, M) est un B-module avec multiplication donnée par

Vb e B,d € Derg(B,M), b-d:yw—b-d(y).

1.5. Exemples.

1. Si A=k un corps et B =M = k(X), alors la dérivation par rapport & X est une k-dérivation.
Plus généralement, si B = M = k(X1,...,X,), la dérivation partielle par rapport a X;, disons
0; est une k-dérivation de B. Une k-dérivation d de B est uniquement spécifiée par les valeurs

d(X;) =d; € k(Xy,...,X,) car pour un polynéome P, on a d(P) = >
fonction rationnelle d(P/Q) = 1/Q?*(Pd(Q) — Qd(P)). 1l s’en suit que

; a—Xid(Xi) et pour une

Dery, (k(X1, ..., X0), k(X1,..., X))

est un k(Xy,..., X, )-espace vectoriel engendré par les 9; et donc de dimension n.

2. Pour une A-algebre B, le module Q5,4 des différentielles kihleriennes est le quotient du
B-module libre engendré par les symboles df, f € B modulo les relations suivantes :

Vf,ge€ B d(fg) = fd(g)+ gd(f)(Leibniz)
Va,be A, f,g € B d(af + bg) = adf + bdg(A-linéarité.

L’application d : B — §0g/4, b+ db est une A-dérivation. Chaque A-dérivation e : B — M
est induite par une unique application B-linéaire e’ : Qp/4 — M telle que e =€’ od et on a

Der4 (B, M) = Homp(Qp/a, M).

En particulier Der (B, B) est le dual de Q25,4 en tant que B-module (dualité entre dérivations
et différentielles).

1.6. Théoreme. Soit K un corps de caractéristique 0 et K C L une extension de corps engendrée
par un nombre fini d’éléments. Alors Derg (L, L) est un L-espace de dimension = trdeg L.

Démonstration. 1l 'y a n éléments z1,...,x, € L, algébriquement indépendants /K tels que L' =
K(x1,...,2,) C L est une extension algébrique. Par I’exemple 1.5.1 ci-dessus, Derg (L', L’) est un
L’-espace vectoriel de dimension n. Il suffit donc de montrer que chaque K- dérivation d de L’
s’étend de maniere unique a une K-dérivation de L. Puisque la caractéristique de K est nul, par
le Théoréme 6.3.4 on a L = L'(y). Soit F(X) € L'[X] son polynéme minimal. Puisque F(y) = 0
on a forcément 0 = d(F'(y)) = (dF)(y) + F'(y)d(y) ou (dF')[X] est le polynome obtenu en dérivant
les coefficients de F' par rapport a d. Puisque F(X) est sans racines multiples dans une cléture
algébrique de K, F'(y) # 0 et la formule précédente détermine dy de fagon unique. Finalement on
vérifie que cette détermination donne une dérivation. [ |

1.7. Remarque. En caractéristique quelconque le théoréme n’est pas vrai. Voir [Ma, §26] pour ce
cas.
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§ 2. Dimension d’une variété affine

On suppose que k est un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et que V C k" est
une variété affine irréductible avec idéal premier p. Pour P € k™, et F' € k[Xy,...,X,] soit
dF(P) : k™ — k la forme k-linéaire donnée par dF'(P) = (01 F|p,...,0,F|p). Alors le sous-espace
linéaire de k™ :

U={Qek"; dF(P)(Q) =0VF € p}

définit 'espace tangent en P :

TpV =P+ U =P+ () ker dF(P).
Fep

On montre :

2.1. Théoréme. V contient un ouvert de Zariski non-vide U tel que VP € U, dim TpV est constant
et égal a trdeg,k(V).

Démonstration. Soit p = (f1,..., fm) et soit

ofi

J:(an

) k(V)" — k(V)™

I’application jacobienne associée. On voit que :

Dery,(k(V), k(V)) = Dery(k[V], k(V))
={d € Der(k[X1,...,X,],k(V)) ; dp =0}
=ker{J: k(V)" — k(V)™}
et donc
trdeg,k(V) = dim ker (J) = n — rang.J.
Soit 7 le rang de J sur k(V'). Par I’algebre linéaire il y a deux matrices inversibles a coefficients

dans k(V'), disons A, B tels que AJB = {)T 8) Soit A = A'/a, B = B'/b avec a,b € k[V] et

A’, B" & coefficients dans k[V]. Soit U l'ouvert de Zariski {P € V ; det(A’) det(B’)ab # 0}, alors,
A et B sont définies et inversibles aux points P € U . L’application J(P) : k™ — k™ est de rang
= r sur cet ouvert et dim Tp = n — r est donc constante sur U. [ |

2.2. Définition. La dimension de V est dim V' = trdeg,k(V). Si P € V tel que dim TpV =
dim V', on dit que P est non-singulier.

8§ 3. Dimension de Krull

3.1. Définition. Soit A un anneau commutatif. Alors

1. La dimension de A, dim (A) est la longueur maximale k& d’une chaine d’idéaux premiers
Po Cp1--- C Pk, Vi, Pi 7 Piga.

2. La hauteur ht(p) d’un idéal premier p est la longueur maximale de telles chaines terminant a
p = pi. En particulier, pour un idéal maximal m, on a ht(m) = dim A.
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3.2. Exemples.

1. dim Z =1,

2. dim k[X] =1, k corps,
3. dim k =0, k corps.
4

. Soit k algébriquement clos, V' = V(p) C k™ une variété irréductible associée a un idéal premier
p C k[X1,...,X,]. Alors par 5.2.4 htp est le maximum des longueurs r d’une chaine de
sous-variétés irréductibles

V=VoCVi-CV,=k"

De méme, si W C V est une sous-variété irréductible de V' correspondant a un idéal premier
q C k[V], la hauteur de q est le maximum des longueurs r d’une chaine de variétés irréductibles

W=WycCcWy---CW,.=V.

3.3. Proposition. Pour un corps quelconque dim k[X1,...,X,] = n et chaque chaine maximale
stricte d’idéaux premiers (dans le sens qu’on ne peut ni insérer d’idéaux premiers ni prolonger la
chaine dans une des deux directions) est de longueur n.

Démonstration. Récurrence sur n, le cas n = 1 étant 'exemple 3.2.2.

Soit 0 C py -+ C P,y une chaine maximale d’idéaux premiers distincts. Soit f € p; non-nul.
On peut supposer que f est irréductible (car p; est premier) et que l'idéal premier (f) coincide
avec p; (sinon il y aura une chaine de longueur m + 1). Dans A = k[X4,..., X,,]/(f) les X, sont
algébriquement dépendants et f donne une relation de dépendance. Par le lemme 6.3.2 on peut sup-
poser qu’en remplagant les n—1 premieres variables f est unitaire en X,, et donc donne une relation
de dépendance intégrale pour la classe de X, : X*¥+a1(Xy,..., X 1)+ - an(X1,..., Xn 1) € (f).
cela signifie que X,, est B = k[X1,..., X,,_1, f|-entier et donc k[X7,..., X,] est entier sur B. On
intersecte la chaine avec B. Par 6.2.2 et 6.2.3 la longueur reste la méme et la chaine reste maximale.
Dans B/p1 = B/(f) = k[X1,...,X,—1] la chaine induite est maximale et sa longueur est m — 1.
Par récurrence, m — 1 =n — 1 et donc m = n. [ |

3.4. Corollaire. On a

dim k[X4,..., X,] = trdeg,k(X1,..., X,,) = dim k".

On va étendre ce Corollaire au cas d’une variété quelconque :

3.5. Théoréme. Soit V =V (p) C k™ une variété irréductible. Alors dim V = dim k[V].

Démonstration.

D’abord, si k[V] = k[X1,...,X,]/p, p idéal premier, on peut appliquer le Corollaire 6.3.3. On
sait donc qu’apres un changement des coordonnées k[V] est k[X71, ..., X,,]-entier et que trdegk(V)
= dim k[Xy,...,X,,] = m. Par “Going up” (6.2.3) on a l'inégalité dim k[V] > m. Il suffit de
montrer I'inégalité opposée. Cela découle de I’“Incompatibilité” (6.2.2)

3.6. Corollaire. Soit V =V (p) C k™ une variété irréductible. Alors dim k[V] + ht(p) = n.
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Démonstration. On considere une chaine d’idéaux premiers de k[V] de longueur d = dim k[V]. Cela
donne une chaine d’idéaux de k[X1,..., X,] de longueur d qui commence avec p. On la combine
avec une chaine de longueur ht(p) terminant a p. La chaine qui résulte est une chaine maximal de
k[X1,...,X,] (dans le sans de la proposition 3.3) et donc de longueur n = dim k[V] + ht(p). [ |

3.7. Exemple. soit V = V(p) C k™ une variété algébrique irréductible et W = V(q) C V une
sous-variété irréductible. On a que dim Oy (V) est la hauteur de I'idéal g C k[V], image de q dans
klV] = k[X1,...,X,]/p. Donc dim Ow (V) = htq —htp = dim k[V] —dim k[W] = dim V —dim W.
En particulier, la dimension de ’anneau locale O, (V') est toujours égale a dim V.

8§ 4. Les théoremes de Krull

Rappel. Pour un anneau noethérien et I C A un idéal quelconque, on a une décomposition primaire
I'=q10---N4m et les racines p; = ,/q; sont uniquement déterminés par I : ce sont les assassins
de A/I. Celles qui sont minimales (par rapport a 'inclusion) sont appelés les diviseurs premiers
minimaux de I. Dans le cas géométrique (A = k[X7,..., X,]), ces idéaux donnent les composantes
irréductibles de la variété V(I).

Pour un anneau A ncethérien et normal, et un idéal principal I = (f) de A, le "lemme tech-
nique” 7.3.5 dit que chaque assassin p de A/I est un idéal premier, minimal parmi les idéaux
non-nuls c.a.d. ht(p) = 1. Conclusion ; les diviseurs premiers minimaux de I ont tous hauteur = 1.
Dans le cas général on a :

4.1. Proposition. Soit (A,m) un anneau local et ncethérien. Soit I = (f) un idéal principal de
A, I # A telle que m soit un diviseur premier minimal de I. Pour un idéal premier p # m on a
ht(p) = 0 (et donc ht(m) < 1).

Démonstration. Soit i : A — A, la localisation de A et définissons
p*) = i~1pkA,.

Considérons la chaine
N +pP () +pP D

Puisque m est un diviseur minimal de (f), 'anneau B = A/(f) n’a qu’un seul idéal premier, n,
I'image de m. Il s’ensuit que n = /0, et chaque idéal I # (1) de B étant finiment engendré est donc
nilpotent. Donc la chaine ci-dessus se stabilise donc et In € N avec (f) +p™ = (f) +p™*D. Sion
écrit x € p(™ sous la forme z = af + 1y, a € A, y € p**tD on a af € p™. Puisque p C m et m est
minimal parmi les idéaux premiers contenant f, on a f ¢ p. Par conséquent i(a) = (af)/f € p" A,
et donc a € p(™ d’apres la définition de p(™. Il s’en suit que

et donc p(™ = p(®+1) par Nakayama, car f € m. Dans A, on a p"A, = p"+t1 A, et donc p" 4, = (0)
de nouveau par Nakayama. L’idéal maximal m’ = pA, de A, étant nilpotent, on a bien ht(p) =
dim A, = 0 (si « € m, alors 0 = 2™ implique z est contenu dans chaque idéal premier p’ et en
particulier, si p’ C m’ est non-nul p’ = m’). [ |

4.2. Corollaire. Soit A un anneau noethérien. Soit I = (f) un idéal propre de A avec p un diviseur
premier minimal. Alors ht(p) < 1 et ht(p) = 0 implique que f est diviseur de zéro.
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Démonstration. Le lemme précédent qui implique que pour un anneau local (4, m) tel que m est
un diviseur minimal d’un élément non-inversible de A, on a ht(m) < 1. En général, on localise en p
et on note que 'image de f dans A, est non-inversible et que p et pA, ont méme hauteur. Le cas
local donne donc I'inégalité.

Ensuite traitons le cas ht(p) = 0. Un tel idéal p par définition est un idéal premier minimal.
Rappelons (5.2.2) qu'un élément d’un idéal minimal dans un anneau noethérien est toujours diviseur
de zéro. Dong, si f admet p comme diviseur premier minimal, f doit étre diviseur de zéro. [ ]

4.3. Corollaire. Soit A un ncethérien et soit p; C po une chaine stricte d’idéaux premiers.
On suppose de plus qu’il y a des idéaux premiers q; de A tels que po ¢ q;, @ = 1,...,s. Si
dim Ay, /p1Ap, > 2, il y a un idéal premier p dans une chaine stricte p; C p C po telle que p ¢ q;,
1=1,...,s

Démonstration. Par la Proposition 1.4.5ily az € pytelsque z € q;, i = 1,...,s, ¢ & p;. Un
diviseur premier minimal de zA,, + p1Rp, dans anneau Ay, est de la forme pA,, avec p C A
premier et p; C p C po. Par le Corollaire, ht(p/p1) < 1 et par hypothese dim A, /p1A,, > 2, on
ne peut pas avoir p = po. Aussi, p ¢ q; et p # p; car x € p (par construction), x € q;, x € p1. W

4.4. Théoréme. Soit A un anneau ncethérien. Soit I = (f1,..., fm) un idéal propre de A avec p
un diviseur premier minimal. Alors ht(p) < m.

Démonstration. Par récurrence sur m, le cas m = 1 étant déja montré.

Soient qj, j = 1...,s les diviseurs premiers minimaux de (fi,..., fm—1). Par récurrence
h(gq;) < m — 1. Soit maintenant

(*) p=poDOp1D-- DO

une chaine d’idéaux premiers de longueur [ > 2 (si une telle chaine n’existait pas, on pourrait
terminer). On peut supposer que p n’est pas contenu dans | Jq;. Sinon p serait contenue dans un
des q; et ht(p) <m — 1.

Appliquant le Corollaire précédent plusieurs fois, on peut supposer que la chaine (*) satisfait

Pi—1 §Z Uql Soit
I'=(fi, .. fmo1), B=AJI.

Puisque I'image p’ de p dans B est un diviseur minimal de I'image de f,,, on a ht(p’) < 1.

De p;—1 ¢ q; et (f1,..., fm—1) C q; on déduit que dans B on a: p;_1/I' ¢ q;/I'. Puisque les
seuls diviseurs possibles de p;_1 /I’ contenue dans p’ = p/I sont les q;/I’ il s’en suit que p’ est un

diviseur premier minimal de p;_1 /I’ et donc que p est un diviseur minimal de p;—1 + (f1, ..., frn—1).
Dans A/p;—1 'idéal p/p;_1 est diviseur premier minimal d’un idéal engendré par m — 1 éléments.
Donc ! —1<ht(p/p;—1) <m—11ie. I <metht(p) <m. [ |

8 5. Quelques applications

On a besoin d’une notion :

5.1. Définition. Soient A un anneau et M un A-module.
w(M) = ming {Azq + Axo + -+ + Azy = M }.
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Pour un idéal maximal m d’un anneau A on pose

e(m) = pu(m) (dimension d’immersion de m).

5.2. Remarque. Pour un anneau local (A, m), k = A/m son corps résiduel, le lemme de Nakayama
implique que pour un A-module de type fini on a u(M) = dim (M /mM). En particulier, pour A
noethérien, on a

e(m) = dim g (m/m?).

Une conséquence immédiate du théoreme de Krull :

5.3. Lemme. Soit (A, m) anneau local et ncethérien et q un idéal m-primaire. Alors

p(q) = ht(m) = dim (A).

Nous voulons montrer qu’il y a un idéal m-primaire q avec un systéme de d = dim A généra-
teurs. Un tel systeme s’appelle un systéme de parameétres de A.

Comme préparation nous montrons :

5.4. Lemme. Soit A un anneau ncethérien, J C I deux idéaux tel que V(I) =V (J) et u(I1/J) = m.
Soient donnés des idéaux premiers p1,...,ps tels que I ¢ py U---Upg, Alors, Azq, ..., 2, € I tels
que

1. I =(z1,...,2m) + J,
2., EprU---Ups,i=1,...,m.

3. Pour chaque idéal premier p D (x1,...,%y,) avec p p I, alors ht(p) > m.
Démonstration. On construit par récurrence z1, ..., z, € I'\|J;_, p; tels que leurs images dans I/J
peuvent étre complétés en un systéme minimal générateur pour I/J tel que si p D (z1,...,2,) et

p ¢ I, alors ht(p) > r.

Pour » = 0 c’est clair. Supposons qu’on a déja construit xi,...,z,., 0 < r < m avec les
propriétés souhaitées. D’abord on choisit = € I tel que les classes de z1,. .., z,,x dans I /J peuvent
étre complétés en un systéeme minimal générateur pour I/J. Soient q1, ..., q; les diviseurs premiers
minimaux de (z1,...,x:) tels que q; p I. Soit X Pensemble des éléments maximaux (par rapport
a l'inclusion) de {q1,...,qs, p1,...,Ps} et partageons X = X; U X5, ot X; consiste en les premiers
qui contiennent x et X5 sont les autres.

Les idéaux premiers contenant I sont les mémes que ceux qui contiennent J (car V(I) = V(.J))
et donc J ¢ Upex p. Il existe donc y € J tel que y € p quel que soit p € X. Puisque p € X5 et
p' € X3 sont deux idéaux premiers maximaux distincts, p ¢ p’ et donc (,cx, P & Upex, P et par
la Proposition 1.4.5ily at € (,cx, P avec t & [, cx, p. On pose

Tpp1 =T + ty.
On a alors : x,4+1 € p quel que soit p € X, en particulier :
$r+1¢pj7 j:1,...78.
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Puisque x,41 = 2 mod J, aussi les images de z1,...,x,41 dans I/J peuvent étre complétés en un
systéme minimal générateur pour I/J.

Finalement, si p D (x1,...,241), mais p p I, alors ht(p) > r + 1, car p contient un des gq;
et par hypothese ht(q;) > r, donc il y a une chaine stricte décroissante S de longueur r d’idéaux
premiers qui commence a ¢;. Puisque z,41 € q;, i =1,...,7 et x,_1 € p, on a q # q; et chaine qui
résulte de S en rajoutant p est de longueur r + 1. [ |
5.5. Corollaire. Soit A noethérien et p un idéal premier de hauteur m, alors il existe Ty, ..., Ty, € P
tels que p est un diviseur premier minimal de (1, ..., %),

Démonstration. On peut prendre I = p et J = I2. Localisons en p et observons que u(p/p?) >
pu(pRy/p*Ry) = e(Ry) > dim R, = ht(p) = m. 1l y a, par la démonstration du lemme ci-dessus, m
éléments w1, ...,z € p tels que ht(p’) > m pour chaque idéal premier p’ tel que p D (z1,...,2Zm)
et p’ 2 p. Sip n’était pas un diviseur premier minimal de (x1,...,Z,,), il y aurait un tel p’ C p,
p’ # p et donc une chaine stricte décroissante de longueur m + 1 d’idéaux premiers qui commencait
a p, contradiction et donc p est diviseur premier minimal de (x1, ..., Zm,). ]

5.6. Corollaire. Soit (A, m) un anneau local naethérien. Alors A admet un systéme de parametres.

Démonstration. Soient m = dim A et z1, ...,z € mtels que m est le seul diviseur premier minimal
de q = (z1,...,2y). Clest un idéal m-primaire. [ |

Voici une précision :

5.7. Proposition. Soit (A, m) anneau local ncethérien. Pour z1,....x, € m on a

1. dim A > dim A/(z1,...,2y) > dim A —m,

2. dim A/(z1,...,2y) = dim A —m si et seulement s’il existe x; € m i =m+1,...,d tels que
{z1,..., 24} soit un systéme de paramétres.
Démonstration.
1. Soit e = dim A/(z1,...,2m) €t y1,...,Ye € m tels que leurs images dans A/(z1,...,Tm)
donnent un systéme de parametres pour cet anneau. Alors (z1,...,Tm,Y1,...,Ye) €St m-

primaire et m + e > dim A.

2. Sim+e=dim A, alors (x1,...,Zm,Y1,--.,Ye) est un systéme de parametres pour A. Pour la
réciproque, si (Z1,...,Tm,Y1,-- -, Ye) est un systéme de parametres pour A, alors m—+e = dim A
et les images de 1, . ..,y dans A/(z1, ..., 2,,) engendrent un idéal qui est n-primaire, n, 'idéal
maximal de A/(z1,...,Zm). On a:

e>dim A/(x1,...,2p) >dimA—m=e¢

et donc on a égalité partout. ]

§ 6. Anneaux réguliers

Rappelons que pour un anneau local noethérien (A, m), la dimension d’immersion e(A) =
dim ,, m/m?, ou k est le corps résiduel de A, est estimée par

e(A) > dim (A).

On dit que A est régulier, si on a égalité :
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6.1. Définition. Soit (A, m) un anneau local noethérien avec corps résiduel k. On dit que A est
régulier, si dim A = dim j m/m?.

6.2. Exemple. Supposons que k est algébriquement clos et V' = V(p) C k" une variété
irréductible, P € V et mp, resp. mp(V) l'idéal maximal de k[X1,...,X,], resp. k[V] qui lui
correspond. Montrons d’abord que

Pt mp(V)/mb(V) = (TpV)",

Pour F € k[X1,...,X,] on pose

Soit py = {dF(P) ; F € p}. On a une suite exacte :
0= p1/p1 Nmp — mp/mp — mp(V)/mp(V) — 0,

olt p1/p1 Nm% est isomorphe au k-espace vectoriel engendré par les formes linéaires dF. L’espace
tangent est 'espace affine passant par P parallele au noyau U de cet espace. Aussi, mp/m%
s’identifie au k-espace vectoriel des formes linéaires sur k" et donc mp(V)/m% (V) est I'espace des
formes linéaires sur U.

Conclusion : x € V est régulier si et seulement si dim 7,V = dim O0,(X). Au vue de 8.3.7
c’est équivalent a dire que dim 7,V = dim V, i.e.  un point non-singulier.

On termine en donnant une caractérisation d’un point non-singulier d’une courbe :

6.3. Proposition. Un point x € V' d’une courbe irréductible (c.a.d. dim V = 1) est non-singulier
si et seulement si O,V est un anneau de valuation discréte. Cela est le cas si et seulement si O,V
est normal.

Démonstration. Puisque V est irréductible, O,V est un anneau integre. C’est aussi un anneau
local et noethérien. Il est régulier si et seulement si sa dimension d’immersion est 1, c.a.d. m est
engendré par un seul élément. Par le Lemme 7.2.1 O,V est un anneau de valuation discrete et donc
normal.

Pour la réciproque on note d’abord que 7.2.2 dit qu’un anneau local normal et ncethérien A est
un anneau de valuation discrete et on a e(A) = 1. Donc, si O,V est un tel anneau dim (0,V) =1,
et I’anneau est régulier. [ ]
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§ 1.

Chapitre 9. Algebre homologique

Complexes et leur (co)homologie

. Définition.

. Un complexe de chaines d’A-modules est une suite d’A-modules :

M.:{_> Z+1ML>MZ£L—)MZ_14)}

telle que Vi, d; od; 11 = 0.

Un complexe de co-chaines d’A-modules est une suite d’A-modules :
M® = [ M= g iy
telle que Vi, d*" ' o d’ = 0.

Les groupes d’homologie d’'un complexe de chaines sont

Ker dz
H;(M,) = ——-
( ) Im di+1

et les groupes de cohomologie d'un de co-chaines sont

i re Ker d'
M) = e

On dit qu'un élément de Ker d; est un i-cycle et un élément de Im d; 1 un i-bord, un élément
de Ker d* est un i -cocycle et un élément de Im d*~! un i-cobord

Soient M, et Ny deux complexes. Un homomorphisme de complexes f, : M, — N, est
un famille d’homomorphismes f; : M; — N; tel que les diagrammes

M; s M;,
J/fi J/fifl
N; s Ny

sont commutatifs. De méme pour deux complexes de co-chaines.

Une homotopie h, entre deux homomorphismes de complexes f,o, gs : M, est une collection
d’A-homomorphismes h; : M; — N;1 telle que Vi, d;1q 0 h; + hi—1 od; = f; — g;-
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On vérifie aisément :

1.2. Lemme.

1. Un homomorphisme de complexes fq : My — No induit un homomorphisme H;(fo) : H;(Ms) —
H;(N,), i € Z, tel que Vi, H;(1) = 1, H;(0) = 0. Aussi, si ge : Ne — P, est un autre homomor-
phisme de complexes, (gf)e : Me — Po défini par Vi, (gf); = g; o h; satistait Vi, H;((go f)e) =
Hi(g) o Hi(f)-

2. S’il y a une homotopie entre fo et ge, alors Vi, H;(fe) = H;(ge). On dit que fo et ge sont
homotopes.

On peut maintenant définir la notion d’un isomorphisme et d’un quasi-isomorphisme :

1.3. Définition.

1. Un homomorphisme de complexes f, : My — Nq est un isomorphisme s’il y a un homomor-
phisme go : Ng — M, qui est un inverse : (fog)e = (g0 f)e = 1.

2. Un homomorphisme de complexes f, : My — N, est un quasi-isomorphisme s’il induit un
isomorphisme en homologie :Vi, H;(f,) est un isomorphisme.

3. Sl existe un (quasi)-isomorphisme entre Me et N, on dit que M, et N, sont (quasi)-
isomorphes.

4. Un homomorphisme de complexes f, : My — No est un isotopie, s’il y a un homomorphisme
ge : Ne — M, tel que (f o g)e et (g o f)e sont homotopes a 'identité. En particulier, f est un
quasi-isomorphisme. Deux complexes ont méme type d’homotopie s’il y a un isotopie d’entre
eux.

1.4. Théoréme. Soit
0 — M, Lo M, 2o M —0

une suite exacte de complexes, c.a.d. fe et go sont homomorphismes de complexes et Yi la suite
0 — M| L M; 25 M — 0
est exacte. Alors,

1. Alors
Vi, Hy(M})Zilded, g (n,) Hileed, (M7

est exacte,
2. 1l existe des homomorphismes 0; : H;(M]") — H,;_1(M]) tels que Vi € Z
Hy(M,) Hdgeds i (M7) 20 Hiy(My) Hi=Ueds f; (M)
est exacte.

Un cas spécial est le Lemme du serpent 2.4.2. On prend trois complexes M, = {0 —
M' <% N' — 0}, Mg ={0 — M - N — 0} et M ={0— M" <5 N” — 0}. Convenablement
indexés, les complexes ont les groupes d’homologie H;(M,) = ker o', Ho(M,) = Coker o/, et de
méme pour M, et M]. Donc on voit que le Lemme du serpent est un cas spécial du théoreme
ci-dessous. En fait, la preuve est identique et on la laisse aux lecteurs.

8§ 2. Modules projectifs, injectifs et suites exactes scindées

Rappelons le Lemme 2.6.1 :
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Lemme.

1. Soit
M -L M2 M -0

une suite de A-modules. Alors, pour (Q un A-module quelconque, on a la suites induite
0 — Hom(M", Q) Hemlel), Hom (M, Q) HemlL, Hom(M', Q).
Cette suite est exacte si et seulement la suite précédente est exacte.

2. Pour
0— M -Ls M- M

on a la suite induite
0 — Hom(Q, M') Hom(LL), Hom(Q, M) Homlal, Hom(Q, M").

Cette suite est exacte si et seulement la suite précédente est exacte.

C’est facile de donner des exemples ou cet énoncé est faux pour des suites exactes courtes.
Cela justifie 'introduction des modules "injectifs” et ”projectifs” :

2.1. Définition.

1. Un A-module @ est injectif si pour f : M’ — M injective, Hom(f,1) : Hom(M, Q) —
Hom(M', Q) est surjective.

2. Un A-module @ est projectif si pour g : M — M" surjective, Hom(1, f) : Hom(Q, M) —
Hom(Q, M") est surjective.

En d’autre termes : @ est injectif si dans un diagramme

0O - M — M

.

on peut trouver la fleche cassée qui le rend commutatif, et () est projectif si dans un diagramme

I

|
|
1
M — M = 0

.
Q
Q

on peut trouver la fleche cassée qui le rend commutatif.
On dit qu’une suite exacte de A-modules
(%) 0—-N-L N N" -0
est scindée §’il y a un complément Ny C N a f(N') : N = f(N') @ Na. Si c’est le cas, Ny est

isomorphe & N”. On peut facilement prouver que :

2.2. Lemme. La suite (*) se scinde si et seulement si 3h : N” — N A-lindire, tel que goh =1 si
et seulement si Ik : N — N’ A-lindire, tel que ko f = 1.
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2.3. Corollaire. M est projectif si et seulement si chaque suite exacte (*) avec N = M se scinde.

Démonstration. Si M est projectif 1 : M — M se releve en h : M — N tel que goh =1 et
donc (*) se scinde. Pour la réciproque, soit N le A-module libre engendré par les éléments de M.
L’application naturelle N — M est surjective et doncily a h : M — N tel que go h = 1. Cela
implique que N est facteur direct de M et donc N est projectif. [ |

2.4. Corollaire. Si M est projectif, M est plat.

8§ 3. Ext et Tor

3.1. Définition. Une résolution projective, resp. libre d’'un A-module M est une suite exacte
coo M Gy oo My %o M — 0
avec M; projectif, resp. libre, i =0,1,....

C’est facile a construire une résolution libre de M : on prend pour My le module libre engendré
par les éléments de M, pour M; le noyau de 'application naturelle My — M et cetera. On va voir
que deux résolutions projectives sont quasi-isomorphes. On a besoin du lemme suivant :

3.2. Lemme. Etant donné h: M — N et deux résolutions projectives Mq — M, Ny — N, il y a
un homomorphisme de complexes he : My — N4 qui induit h. Deux de tels homomorphismes sont
homotopes et donc H;(he) est uniquement déterminé par h.

Démonstration.
1. Construction de he.

Par récurrence. On construit d’abord hqg : My — Ny de maniére suivante. L’homomorphisme
do : Ng — N étant surjectif et My projectif, ’homomorphisme h o dy : My — N se factorise a
travers hg : Mo — Np.

Supposons que les h; ont été construits pour ¢ < p—1. On considere le diagramme commutatif
avec les lignes exactes :
M, s M, , %=1 M,

J{hpfl lhp72
d dp—1
Np —L Np—l —= Np_z.

On obtient :
M, — imd, —0

hp_1
N, — imd, —0
et donc, par projectivité de M, on construit h, : M, — N, tel que d, o h, = h,_1 0 d,.
2. Construction d’une homotopie.

Soient he, h, : My — N deux homomorphismes induisant h : M — N. Il faut poser k_; = 0
et il faut avoir fo — gg = dy o kg + k_1 o dy = d;1 o kg. Mais 'existence de kg suit aussitot du fait
que M; est projectif.

La construction de k, pour p > 0 est analogue. [ |

3.3. Corollaire. Deux résolutions projectives de M ont méme type d’homotopie.
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Démonstration. Soient M, — M et Ny — M deux résolutions projectives de M. Alors existent
fo : My — Ng et go : Ng¢ — M, induisant l'identité sur M. Les compositions (f o g)e : Ne — N,
resp. (go f)e : Me — M, sont homotopes a l'identité car 1 : Ng — Ng resp. 1: My — M, induisent
l'identité sur M. [ |

Le lemme précédent et son corollaire impliquent que les définitions ci-dessus sont sans am-
biguité.

3.4. Définition.

1. Soit My — M — 0 une résolution projective de M. On pose

Tor{ (M, N) = H;(M, ® N).

2.8 f: M — N, g: M — N’ sont deux A-homomorphismes et f, : My — Ny un homomor-
phisme qui étend f, alors

Tor;(f,g) = Hi(fe ® g) : Hi(Me @ M") — H;(Ne @ N').

3. De méme fagon :
Ext’(M,N) = H'(Hom(M,, N))

et
Ext’(f,g) = H (Hom(f.,g)) : H*(Hom(M,, M")) — H*(Hom(N,, N")).

3.5. Exemples.

1. Pour un module plat N, tensoriser avec N est exacte (par définition) et donc Vi > 1,
Tor! (M, N) = 0.

2. Si M est projectif, N quelconque, de la résolution projective 0 — M — M — 0 on déduit que
Vi > 1, Ext (M, N) = 0.

3.6. Lemme. Soit
0—-N-L N4 N" -0

une suite exacte et M un A-module quelconque. Alors il y a deux suites exactes longues :

-+~ Tory (M, N") Ferslf), ory (M, N) -Lerna), Tor, (M, N”)
S Me@N 22L Mo N2, Mo N" -0

et
.+~ Tory (N, M) “Lerll:D, ory (N, M) Lerala:-L), Tor, (N7, M)

SN oML, No M2 N9 M —0
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Démonstration. Soit M, une résolution projective de M. La premiere suite est la suite longue en
homologie de la suite exacte (projectif implique plat!) de complexes :

0— M, ® N 28L, — M, ® N84 M, N" — 0.
La deuxieme suite provient de la suite exacte de complexes :
0— N, @M -L2L, N, @ M -92L, N'o M -0

ou N[ resp. N/ sont des résolutions projectives de N’, resp. N”, et N, et fo, go sont construits
de telle fagon que f,, go induisent f, g et que la suite est une suite exacte de complexes. On note
que les N; sont bien déterminés : vu la projectivité des N/ il faut avoir N; = N/ @ N/’ ce qui
détermine f, et go. Il s’agit de définir les applications N; — N;_;. Cela se fait par récurrence.
On ne fait que le début. Puisque N[ est projectif, il y a un homomorphisme NJ — N qui reléeve
N — N". On a aussi 'homomorphisme N) — N’ — N et la combinaison des deux nous donne
do : No — N. Remplagant N”, N, N” par les noyaux de N — N, N — Ny, NJ — N on peut
itérer cet argument.

Finalement on note que tensoriser avec M se comporte bien avec cette construction et donc
apres tensoriser la suite reste une suite de complexes. [ ]

3.7. Corollaire. Soient M et N des A-modules. Les énoncés suivants sont équivalents :
1. M est plat,
2. Vp > 1, Tor (M,N) = 0,
3. Tor{"(M,N) = 0.

Démonstration.

1. = 2. C’est 'exemple 3 ci-dessus.

2. = 3. Clair.

3. = 1. Il faut montrer que tensoriser avec M est exacte. On applique le lemme ci-dessus. [ |

3.8. Corollaire. Pour deux A-modules M et N les modules Tori(M,N) et Tor:'(N, M) sont
isomorphes pour ¢ > 1.

Démonstration. Soit 0 — K -5 P — N — 0 uite suite exacte avec P projectif. Une telle suite
existe toujours (prendre une résolution projective et raccourcir). Les deux suites longues donnent
deux isomorphismes 9;,, : Tor;;1(N, M) — Tor;(K, M) et 9;,, : Tor;y1(M,N) — Tor;(M, K)
(¢ > 1). Pour ¢ = 0 on trouve un diagram commutatif qui définit ¢,

Tor; (N, M) = Ker (f®l: K@M — N®M)
t1 lto
Tory(M,N) = Ker(1®f: M@K — M®N)

ou tg provient des isomorphismes naturels KQ N = NQK et MQN = N®M. Donc par récurrence
sur ¢ on peut définir des isomorphismes ¢; qui rendent le diagramme suivant commutatif :

Torisr (N, M) 250 Tor, (K, M)

tita1 t;

Torisr (M, N) 250 Tor,(M, K)

Il y a aussi des suites longues pour "Ext” :
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3.9. Proposition. Soit
0—N-LL N%& N"—0

une suite exacte d’A-modules. Alors il y a des suites exactes longues :
0 — Hom(M, N') Hom@-H), Hom(M, N)
Hom(L.9), Hom(M, N") -2 Ext' (M, N') 20D, Bt (M, N) — - -
et

0 — Hom(N", M) Hemle:D, Hom(N, M) HomltD, Hom(N', M)
& Ext'(N”, M) B, Hom(N, M) 2D, B! (N, M) — - -

§ 4. Dimension homologique

4.1. Définition. = La dimension homologique d’un A-module M est la longueur minimale
n = dimhM d’une résolution projective :

00— M, —---— My— M — 0.

4.2. Exemple. Pour M projectif dimhM = 0.

4.3. Théoréme. Les énoncés suivants sont équivalents :
1. dimhM < m,
2. Pour un A-module N quelconque EX'EZH_l(M, N)=0,
3. Ext™(M, —) préserve les surjections,

4. Pour chaque suite exacte
0O—-M,, - M,,_1—-—>My—M—0
avec M; projectif, j =0,...,m — 1, aussi M, est projectif.

Démonstration.

1. = 2. Il existe une résolution projective M, de M de longueur < m. Alors H*(Hom(M,, N)) = 0,
1 >m—+ 1.

2. = 3. Soit 0 = N’ — N -4 N — ( une suite exacte et
- — Ext™(M, N) 209, Ext™(M,N") — Ext™ (M, N') — -

la suite longue induite. Alors, Ext™ ! (M, N’) = 0 implique que Ext(1, g) est surjectif.

3. = 4. Pour simplifier on suppose que m = 1. Soit
0—- M — My— M —0
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une suite exacte avec My projectif. Projectivité de My implique que Extl(Mo, N) =0 et donc une
suite exacte

(%) Hom(Mjy, N) — Hom(M;, N) 4> Ext!'(M, N) — 0.

Il faut montrer que M est projectif, donc pour f : M7 — N” une application A-linéaire quelconque
et h: N — N” — 0 une application A-linéaire surjective, il y a g : M; — N linéaire telle que
f = hog. En d’autre termes, il faut montrer que 8 = Hom(1,h) : Hom(M;, N) — Hom(M;, N")
est surjectif. L’hypothese dit qu’on a une surjection :

(%) Ext! (M, N) 200, Bygd (M, N") — 0.

Considérons le diagramme :

Hom(My, N) 2%  Hom(M;,N) - Ext'(M,N) — 0
lﬁ/ lﬁ lExtl(l,h)
Hom(My, N”) 2  Hom(M;,N") -& Ext'(M,N") — 0
La surjectivité de § est une conséquence de (*). On sait par (**) que Ext'(1,h) est une sur-
jection. Aussi, puisque My est projectif, 3’ est surjectif. Chasser le diagramme montre que (3
est surjectif : on prend g € Hom(M;,N”). Alors 3e € Ext'(M, N) tel que Ext'(1,h)e = 6(g).

Ensuite 3¢’ € Hom(Mi, N) tel que 6(¢’) = e. Il faut considérer g — 3(¢’) avec image 0 dans
Ext' (M, N"). Exactitude donne f € Hom(My, N”') avec v(f) = g — ((g’). Surjectivité de 8’ donne

f" € Hom(Mo, N) avec §'(f') = f et B(v'(f')) =g — B(¢'). Finalement g = 3 (9" +~'(f')).

4. = 1. On sait qu'’il y a toujours une résolution projective (peut-étre de longueur infinie) :
dmfl

= My, =5 ... > My — M — 0.

Par hypothese ker (d,,,—1) est projectif et donc une résolution projective de longueur m. [ ]

Le corollaire suivant est immeédiat :

4.4. Corollaire. Les énoncés suivants sont équivalents :
1. M est projectif,
2. ExtP(M,N)=0Vp>1, et N A-module quelconque,
3. Ext'(M,N) =0 pour N A-module quelconque,
4. dimhM < 0.

8§ 5. Théoreme des syzygies de Hilbert

Le but est de montrer :

5.1. Théoréme des syzygies. Soit k un corps. Chaque k[X1, ..., X,]-module de type fini admet
une résolution libre de longueur finie.
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Pour montrer ce théoreme, on considere d’abord le cas gradué.

5.2. Définition.

1. Un anneau gradué A consiste en une décomposition A = $;A; en sous-groupes A;, i € Z
tels que Vi,j, A; - A; C A;4;. Un élément de A; est dit homogene de degré i.

2. Un A-module gradué M, avec A anneau gradué consiste en une décomposition M = @;M;
en sous-groupes M;, ¢ € Z, tels que Vi,j, A;M; C M;;;. Un élément de M; est dit homogene
de degré 1.

3. Soit M un A-module gradué et k € Z. On définit un A-module gradué M (k) par décalage :
M(k); = Mgy,
Donc z € M (k) est homogene de degré i si x € M; 4.
4. Une résolution libre graduée d’'un A-module gradué est une résolution
= M, % M, 1 —...— My-% M —0
avec M, libre et gradué et projective et d,, homogene de degré 0. Une tel résolution existe

toujours.

5.3. Exemple. S = k[Xy,...,X,] est un anneau gradué avec le degré usuel des polynoémes. Un
S-module gradué M admet une résolution libre graduée :

Mz = @S(—nm>—d"—> Mi—l = @S(—ni_m)% e — MO = @S(_RO]) — M —0
J J J

avec les d; homogéne de degré 0. Si on oublie les graduations on peut dire que les d; sont donnés par
des matrices avec coefficients des polynémes homogenes (de degrés variables). Une telle résolution
est une résolution minimale si ces coefficients sont jamais constants, c.a.d. si d;(M;) C mM;_,
avec m = (X1,...,X,,). On peut toujours construire une telle résolution.

On pose S = k[Xo,X1,...,X,]. Le procédé
F(X1, o Xn) = F(Xo, ..., Xp) = X5 f(X1/ X0, ..., X0/ X0)
est appelé "homogeneiser”. Le procédé réciproque est ”déhomogenéiser” :

F(Xo,...,Xn) = f(X1,..., X)) = F(1,X1,..., Xp).

On a S/(1 — Xo) = S comme S-module et
(%) 09 -0=Xd, g .9 .

est une S-résolution de S.
Pour M un S-module de type fini, on obtient un S-module gradué de la facon suivante. Soit

gn iy, gm A

une présentation de M. Soit d = max deg (fi;) et fi;(Xo, ..., Xn) = X&fi;(X1/X0), ..., (Xn/X0)).
On pose o .
M = 5" /Im ((fi;))-
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Puisque fi;(1, X1,..., Xn) = fi(X1,..., Xp),ona fy @ 1= fi;: S" 058 = 5" — Sm @y S =S
et donc M ®@g S = M.
Preuve de 5.1. : étape 1, réduction au cas gradué.
Supposons qu’on a une résolution S-libre de Ker (( ﬁj)) de longueur n + 1 :
0— My — --- — My — Ker ((fi;)) — 0.

Cela donne une résolution libre M. de M de longueur n + 3. Si on tensorise cette suite avec
S on obtient un complexe de longueur n + 3. Nous voulons voir que c’est un complexe exact :

H;(M, ® S) = Tor{ (M, S) et il suffit de voir que Tor? (M, S) = 0. Utilisons la commutativité de
»Tor” (9.3.8). La résolution (*) de S donne immédiatement que Tor? (S, M) = 0 pour i > 2 et le
fait que multiplication avec 1 — X induit une injection 0 — M — M montre que Torf (S, M) =0.

Preuve de 5.1 : étape 2, le complexe de Koszul

Soient V = Se; @ --- @ Se, et

J Jj—1
8]' . /\V — /\ Vv
I’application S-linéaire définie par
8j(eil VANCEIAN €¢j) = Z(_l)kXikeh VANRIERIAN e/z\k VAR €ij-
k
Avec e : S — k Dapplication ”évaluation” e(1) =1, e(X;) =0,i=1,...,n,on a:

5.4. Proposition. La suite

n 2
0 AV oo 5 AV 25 Vo, §ey |0
est une résolution minimale libre de k.

Démonstration. On suppose que la caractéristique de k est nulle. On définit une application
k-linéaire 6 : A"V — A"V par

oP
5k(P€i1/\"‘/\eik):Z%GiAeil/\"'/\eik

et on note que

0kOk + Op—10k_1 = Wi, wk(P N PVANERIVAN eik) = (—d - 1)P ey, N Neg, P e Sq.
Puisque les 9; et les 6; sont homogenes, pour montrer qu’un cycle est un bord, il suffit de considérer
des k-cycles ¢, homogenes de degré d. La formule donne que wy(c) est un bord et puisque w, se
restreint a la multiplication avec —d — 1 sur la partie de degré d, on déduit que pour la suite (*) de
Koszul Vk, Hi(*) = 0 (ici on utilise qu'on peut diviser par —d — 1 et donc que la caractéristique de
k est nul). [ |

Remarque. Pour la démonstration en caractéristique quelconque on verra [Ma,Theorem 16.3].

En fait, 14 on utilise la notion d’'un M-séquence (a1, ...,a,) d’'un A-module quelconque. Cette
notion est définie par récurrence. Un élément a € A est M-régulier si a n’annule aucun élément
non-nul de M. Si ay,...,a, € A on dit que (aq,...,a,) est une M-séquence si

1. ay est M-régulier, as est M /a; M-régulier,....., a,, est M/ ZZ;II apM-régulier,
2. M/ ZZ:I akM 75 0.

Il faut noter que l'ordre importe. Dans notre cas A = M = S et (X1,...,X,,) est clairément
une S-séquence. Le complexe A®V qui termine & S n’est pas exacte : Ho(/A® V) = k. Le théoreme
[Ma,Theorem 16.3] dit que H;(A*V) =0 pour j > 1.
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5.5. Corollaire. Pour un S-module M quelconque on a Toris(k7 M) =0 pouri>n+1.

Preuve de 5.1 : étape 3, le cas gradué.

La notion cruciale est celle d’une résolution libre minimale, qu’on vient d’introduire. Rap-
pelons, que cela veut dire que les coefficients des matrices définissant d,, : M,, = S*¥» — M, _; =
Skn-1 sont des polyndomes homogenes en degré > 1.

Pour une telle résolution d,, ® 1 : M, ®s k — M,_1 ®g k est zéro, car dans M, Qg k =
M,®R/(X1,...,X,)lamultiplication avec X; est zéro. On utilise le Corollaire 9.3.8 : Torf(k, M) =
Tory (M, k). Donc Torf (k, M) = H;(M, ®s k) = M; ®g k et puisque M; est libre, on en déduit

Tor? (k, M) =0 si et seulement si M; = 0.

La suite de Koszul montre que Torf(k, M) =0 pouri>n+1 et donc

5.6. Théoreme. Chaque résolution minimale et libre d’'un S-module gradué M de type fini est de
longueur < n.
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