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Chapitre 1

Quelques rappels

1.1 Modules

Soit R un anneau commutatif avec 1 et soit (M,+) un groupe abélien.

Définition 1.1.1. On dit que M est un R-module, si

1. R opère sur M , c.à.d. pour tout r ∈ R et x ∈ M , un produit rx ∈ M
est défini tel que pour tout r, s ∈ R et x ∈ M on a (rs)x = r(sx) et
1x = x ;

2. soit r ∈ R et soit ϕ(r) : M → M la multiplication par r. Alors ϕ(r)
est un homomorphisme de groupes ;

3. ∀s, r ∈ R on a ϕ(r + s) = ϕ(r) + ϕ(s).

Exemple 1.1.2. 1. Un idéal I d’un anneau R est un R-module.

2. Pour R = k, un corps, la notion de k-module est la même chose que
celle de k-espace vectoriel.

3. Un k[X]-module est la donnée d’un k-espace vectoriel avec une trans-
formation linéaire.

4. Un groupe abélien est un Z-module.

Définition 1.1.3. Une application f : M → N entre R-modules est une
application R-linéaire ou homomorphisme de R-modules si

∀x, y ∈ M, f(x + y) = f(x) + f(y)
∀s ∈ R, x ∈ M, f(s · x) = s · f(x).

Si de plus f est bijectif alors f−1 est un R-homomorphisme, et on dit que f
est un isomorphisme de R-modules.

Exemple 1.1.4. 1. Dans le cas de R = k, un corps, la définition ci-
dessus est la même que celle donnée dans l’algèbre linéaire.

2. La composition de deux applications linéaires est une application linéaire.
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6 CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS

3. Si f : M → N est injective, on dit que M est un sous-module de N .
Le groupe quotient N/M hérite de l’action de R sur M la structure
d’un R-module, le module quotient. Comme pour les anneaux et
leurs idéaux on a :
L’image Im(f) d’un application R-linéaire f : M → N est un sous-
module de N , son noyau Ker(f) est un sous-module de M . Le module
Im(f) est isomorphe à M/Ker(f) :

M/Ker(f) ∼−→ Im(f)

x + Ker(f) 7→ f(x).

1.2 Modules de type fini

Comme pour les k-espace vectoriels on a la notion de somme directe
de R-modules :

Définition 1.2.1. Soit M un R-module et M1,M2 ⊂ M deux sous-modules.
Si M = M1 + M2 et si de plus M1 ∩ M2 = 0 on dit que M est la somme
directe de M1 et M1 :

M = M1 ⊕M2.

Dans la suite on se concentre sur des modules de type fini :

Définition 1.2.2. Un R-module M est de type fini s’il y a x1, . . . , xr ∈ M
tels que M = Rx1 + · · ·+ Rxr. Si cette somme est directe on dit que M est
libre de type fini.

Donc M est libre de type fini si R est isomorphe à

Rn :=
n⊕

R

et de type fini si M est un quotient de Rn.

1.3 Anneaux principaux

Un anneau commutatif R est principal si tout idéal est engendré par
un seul élément.

Exemple 1.3.1. Un norme euclidienne est une fonction

g : R \ {0} → N

telle que ∀s, t ∈ R \ {0} avec rs 6= 0

1. g(st) ≥ max g(s), g(t),
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2. on a “division avec reste” : il y a q, r ∈ R telle que

s = qt + r, r = 0 où bien g(r) < g(t).

C’est facile à voir que R est principal : un idéal I ⊂ R, I 6= (0) est engendré
par r ∈ R telle que g(r) est minimal.

Des exemples concrètes : R = Z, R = k[X], R = Z[i].

On rappelle (sans démonstration) qu’un anneau euclidien R est facto-
riel, c.à.d. que chaque r ∈ R s’écrit de façon essentiellement unique comme

r = εpk1
1 · · · pkr

r , kj ∈ N,

où les pj sont des premiers et ε est une unité.
Un élément premier p n’engendre pas forcément un idéal premier (p) :

par exemple 2 est premier dans Z[
√
−5], mais (2) n’est pas un idéal premier,

car −6 = (
√
−5− 1)(

√
−5 + 1). Mais on a :

Proposition 1.3.2. soit R anneau principal. Soit I = (p) ⊂ R un idéal.
Alors, les énoncés suivantes sont équivalentes :

– I est premier,
– p est premier,
– I est maximal,
– R/I = R/pR est un corps.

La démonstration est laissée comme exercice. Par exemple, si p est pre-
mier et J = (q) ⊂ (p), alors q divise p. Donc si J 6= (p), q est un unité et
engendre R. Donc (p) est un idéal maximal.
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Chapitre 2

Modules sur des anneaux
principaux

2.1 Modules libres

Dans ce paragraphe, R est un anneau principal sans diviseurs de zéro.

Proposition 2.1.1. Soit M un R-module libre de type fini et M ∼= Rn.
Alors n ne dépend pas de l’isomorphisme et s’appelle rang de M .

Démonstration : Soit p ∈ R premier. Alors k = R/pR est un corps et M/pM
est un k-espace vectoriel. Si M ∼= Rn, alors M/pM ∼= kn. Le nombre n est
alors la dimension de M/pM comme k-espace vectoriel.

Une base d’un R module M de rang n est un ensemble {x1, . . . , xn}
d’éléments de M tel que M = Rx1 ⊕ · · ·Rxn.

Définition 2.1.2. – Le sous-module de torsion T (M) de M est le sous-
module des x ∈ M annulé par un élément non-nul de R.

– Si M = T (M) on appelle M un module de torsion.

On verra (Thm. 2.1.5) que le quotient M/T (M) est libre.

Proposition 2.1.3. Soit M un R-module libre de rang fini et M ′ ⊂ M un
sous-module. Alors M ′ est libre.

Démonstration : On suppose que M ∼= Rn. La preuve est par récurrence
par rapport à n. Pour n = 1, M ′ est un idéal de R et donc engendré par
un seul élément. On peut supposer que M = Rn. Pour r ≤ n on regarde
Rr comme sous-module de Rn engendré par les r premières vecteurs de la
base standard. Soit M ′

r = M ∩ Rr. Par récurrence on peut supposer que
M ′

r = Rx1⊕· · ·⊕Rxr. Les (r +1)-ièmes coordonnées des éléments de M ′
r+1

forment un idéal engendré par s. Soit x ∈ M ′
r+1 un élément correspondant.

Alors tout y ∈ M ′
r+1 s’écrit de façon unique comme y = tx + y′, t ∈ R,

y′ ∈ M ′
r. On a donc

M ′
r+1 = Rx⊕Rx1 ⊕ · · · ⊕Rxr.
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10 CHAPITRE 2. MODULES SUR DES ANNEAUX PRINCIPAUX

Proposition 2.1.4. On suppose que R est un anneau euclidien. Soit M
un R-module libre de rang fini n et M ′ ⊂ M un sous-module de rang m.
Alors M admet une base {x1, . . . , xn} telle que M ′ = R(qn−m+1xn−m+1) ⊕
R(qn−m+2xn−m+2) · · · ⊕R(qnxn) et qn−m+1|qn−m+2| · · · |qn.

Démonstration : Soit

(Aij(B,C)) =

A11 . . . A1m
... . . .

...
An1 . . . Anm


la matrice de l’inclusion M ′ ↪→ M par rapport à des bases B de M ′ et C
de M . On suppose les bases choisies de telle façon qu’un de ses coefficients
réalise a := min{Aij(B,C) | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, B,C}. On peut supposer
que a = A11. La minimalité implique que a divise toutes les coefficients Aij

de A. La méthode de Gauss s’applique alors et produit des bases {B′, C ′}
telle que par rapport à elles la matrice de l’inclusion M ′ ↪→ M devient

A′ =


a 0 . . . 0
0 A′

22 . . . A′
2,m

...
...

. . .
...

0 A′
n2 . . . A′

nm.


Soit C ′ = {x2, . . . , xn}. Par récurrence on peut supposer que qkxk, k = n−
m+2, . . . , n est une base de M ′

1 et donc la matrice A′ est diagonale. Puisque
a = A11 = A′

11 divise toutes les coefficients de A′ on a bien A′
11|A′

22| · · · |A′
nn.

Théorème 2.1.5. (Premier théorème de structure : existence, le
cas des modules sur un anneau euclidien) On suppose que R est un
anneau euclidien. Soit M une R-module de type fini, alors

M ∼= Rs ⊕R/q1R⊕ · · · ⊕R/qrR, q1|q2| · · · |qr.

Alors T (M) ∼= R/q1R ⊕ · · · ⊕ R/qrR et M/T (M) est libre de rang s, c’est
le rang de M .

Démonstration : On a une surjection ϕ : F → M , avec F libre. Le noyau
M ′ ⊂ M de ϕ est un sous-module.Une application du théorème donne le
résultat.

Remarque. – On verra plus loin (2.2.3) que les idéaux (qj) sont aussi
uniquement déterminés par M . On les appelle les diviseurs élémen-
taires de M .

– La Prop. 2.1.4 et donc son Corollaire est aussi vrai pour R un anneau
principal. On donnera une démonstration indépendante du Corollaire
(2.2.9).



2.2. THÉORÈME DE STRUCTURE 11

2.2 Théorème de structure

Dans ce paragraphe, R est un anneau principal sans diviseurs de zéro et M
est un R-module de type fini.

Définition 2.2.1. – Soit p ∈ R premier, alors on pose

M(p) = {x ∈ M | ∃n ≥ 1 telle que pnx = 0}

– Si x ∈ T (M) l’idéal (π(x)) = Ker{r 7→ rx} ou bien l’élément π(x) est
appelé la période de x.

– Pour s ∈ R on pose

M (s) = {x ∈ M | sx = 0}.

Exemple 2.2.2. Soit p ∈ R premier et M = R/(pk)R, alors M = M(p)
et M (p`) = pk−`R/pkR. En particulier M (pk) = M(p). Si q est un premier
différent de p, on a M(q) = 0 et M (q) = M .

Ensuite, on peut montre l’unicité :

Théorème 2.2.3. (Premier Théorème de Structure : Unicité) Soit
M un R-module de torsion et supposons que

M ∼=
r⊕

i=1

R/qiR, q1|q2| · · · |qr.

Alors les idéaux (qj), j = 1, . . . , r sont uniquement déterminés par M .

Démonstration : On va déterminer M (p)

– Le cas M = R/psR, p premier. Alors M (p) est le sous-module sR/psR
et puisque le noyau de la composition

R → sR → sR/psR

est égal à pR on en déduit un isomorphisme :

M (p) ∼= R/pR = k.

– Le cas M =
⊕r

i=1 R/qiR. On déduit de ce qui précède :

M (p) = {(x1, · · · , xr) ∈ M | pxi = 0, ∀i = 1, . . . , r}.

Donc, dimk M (p) vaut le nombre des qi divisible par p. En particulier,
si p|q1, p divisant toutes les qi, on a dimk M (p) = r.
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Cela montre que r est déterminé par M , car pour un autre représentation
M =

⊕s
i=1 R/q′iR le nombre p divise r facteurs, donc s ≥ r et, par symétrie,

s = r.
On considère maintenant pM où p est un diviseur premier de q1. Pour

tout s, t ∈ R avec (s, t) = 1 on a tR/stR ∼= R/sR et donc :

pM ∼=
r⊕

i=1

R/sjR, qj = psj .

On effectue une récurrence sur le nombre de facteurs premiers dans la
décomposition de qr. Ci ce nombre est 1, alors q1 = · · · = qr = p avec p
premier. Puisque qM ∼= M si q est un premier différent de p et pM = 0
cela montre l’unicité dans ce cas. On suppose maintenant qu’il y a plu-
sieurs facteurs premiers dans la décomposition de qr. On prend un, di-
sons p et applique la formule ci-dessus. On suppose s1, · · · , sk sont des
unités, mais que sk+1 n’est pas une unité. Par récurrence on sait que les
idéaux (sj), j = k + 1, . . . , r sont uniquement déterminé par M et p. Aussi
k est déterminé par M et p. Donc, si M ∼=

⊕r
i=1 R/q′i est une autre

décomposition, (q′1) = · · · = (q′k) = (p) et (q′j) = (psj) = (qj) pour
j = k + 1, . . . , r.

On va aussi donner une démonstration du théorème 2.1.4 dans le cas où
R est un anneau principal sans diviseurs de zéro. D’abord un lemme clé :

Lemme 2.2.4. Soit M = T (M) un R-module de torsion de type fini. Alors

M =
⊕

p premier

M(p).

Démonstration : Puisque T (M) est de type fini, il y a r ∈ R telle que rM = 0.
Supposons que r = st avec (s, t) = 1. Alors on a

M = M (s) ⊕M (t).

C’est une conséquence immédiat du fait qu’on peut écrire 1 = as + bt.
Ensuite, si r = pa1

1 · · · par
r et qi = pai

i , i = 1, . . . , r, alors

M =
r⊕

i=1

M (qi), M (qi) = M(pi).

On continue avec quelques préparations.

Lemme 2.2.5. On suppose pnM = 0 et soit x ∈ M de période pn. Alors,
si ȳ ∈ M/xM , il y a un représentant de y ayant la même période que ȳ.
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Démonstration : Soit y′ ∈ M un représentant de ȳ′ et supposons que pk est
une période de ȳ′. Alors pky′ ∈ xM et donc pky′ = (p`s)z où (p, s) = 1. Si
` = n alors pky′ = 0 et y′ est aussi de période pk. Sinon, ` > n et p`sy est de
période pn−` et y′ est de période pn−`+k. Puisque n− ` + k ≤ n, on a k ≤ `
et y = y′ − p`−ksz est un représentant de ȳ avec pky = 0.

On a besoin d’une notion auxiliaire :

Définition 2.2.6. Soit M un R-module. On dit que x1 . . . , xr ∈ M forment
un système non-lié si s1x1 + · · · srxr = 0, s1, . . . , sk ∈ R implique s1x1 =
· · · = srxr = 0.

Cette notion diffère de la notion “linéairement indépendant”. Un système
linéairement indépendant est non-lié, mais la réciproque n’est pas toujours
vrai, sauf si R est un corps.

Corollaire 2.2.7. Soit {x̄1, . . . , x̄r} un système non-lié dans M/xM . Alors,
avec xj ∈ M une représentant ayant la même période de x̄j, le système
{x, x1, . . . , xr} est non-lié.

Démonstration : On suppose que sx + s1x1 + · · · srxr = 0. Notre hypothèse
donne que skx̄k = 0 pour k = 1, . . . , r. Si x̄k est de période pak , alors pak |sk

et donc skxk = 0 car xk est aussi de période pak . Finalement on a aussi
sx = 0.

Le point clé de la démonstration est :

Proposition 2.2.8. On suppose que M = M(p). Alors

M ∼=
r⊕

k=1

R/pνkR, 1 ≤ ν1 ≤ · · · ≤ νr.

Démonstration : Soit y ∈ M tel que π(y) = pk soit maximale. Soit k = R/pR.
On considère M (p) ⊂ M et M̄ (p) ⊂ M̄ comme deux k-espaces vectoriels.
Soit {ȳ1, . . . , ȳm} une base de M̄p. Cela implique que {ȳ1, . . . , ȳm} est un
système non-lié. Les ȳk sont tous de période p. On applique le Corr. 2.2.7
avec x = ypk−1. Il y a donc des représentants yk de période p. Puisque
x est aussi de période p, le système {x, y1, . . . , ym} est un système non-
lié dans M (p) et k- indépendant si on voit M (p) comme k-espace vectoriel.
Donc dimk M (p) > dimk M̄ (p). On peut donc effectuer une récurrence sur
dim M (p) et on peut supposer que l’existence de la décomposition est déjà
montré pour M̄ . Il existent donc ȳ2, . . . , ȳr ∈ M̄ telle que ȳk est de période
pνk , k = 2, . . . , r et tel que ν2 ≤ · · · ≤ νr. On applique de nouveau le
Corr. 2.2.7 et on trouve des éléments yk ∈ M de période prk et telle que
{x, y2, . . . , ys} est non-lié. La maximalité de π(x) achève la démonstration.

De cette Proposition et du Lemme. 2.2.4 on déduit :
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Théorème 2.2.9. (Premier Théorème de Structure : Existence)
Soit M = T (M) un R-module de type fini. Alors

M =
r⊕

i=1

R/qiR, q1|q2| · · · |qr.

Une application de 2.1.5 et de 2.2.3 donne :

Lemme 2.2.10. Soit M = M(p) un R-module de type fini. Alors on a une
décomposition

M = M(p) ∼=
r⊕

k=1

R/pνkR, 1 ≤ ν1 ≤ · · · ≤ νr.

La suite des νj est uniquement déterminé par M .

On déduit de ces deux lemmes :

Théorème 2.2.11. (Deuxième Théorème de Structure) Soit M =
T (M) un R-module de torsion de type fini. Alors

M =
⊕

p premier

M(p), M(p) =
r⊕

k=1

R/pνkR, 1 ≤ ν1 ≤ · · · νr.

La suite des νk est uniquement déterminé par M et le nombre premier p.

2.3 Application : forme normal de Jordan

Soit k un corps et R = k[X]. Un R-module de type fini est la même
chose qu’un k-espace V de dimension finie et un endomorphisme A 6= 0.
L’application canonique

Φ : k[X] → End(V )
F (X) 7→ F (A)

donne l’isomorphisme

k(X)/(Q(A)(X)) ∼−→ k[A],

et Q(A)(X) est appelé le polynôme minimal de A. Dans ce cas Q(A) annule
V , V est un R-module de torsion donc, par théorème 2.2.9 une somme directe
de modules de la forme VQ := k[X]/Q(X).

Étudions d’abord de tels modules. Soit deg Q = d. Alors k[X]/Q(X) est
un k-espace vectoriel de dimension d et la multiplication par X définit un
endomorphisme AQ de VQ. Soit v ∈ VQ la classe de 1. Alors VQ = k[X]v. Un
tel module est appelé cyclique. Le polynôme Q est le polynôme minimal de
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AQ car pour tout polynôme R on a R(AQ(v)) = R(X)v. Donc R annule VQ

si et seulement si Q divise R. Si k[X]/Q(X) ∼= V en tant que k[X]-modules
et si v est l’image de la classe de 1, on a bien V = k[X]v. Réciproquement,
si V = k[X]v, et Q est le polynôme minimal de A, l’endomorphisme de
multiplication avec X, on a un isomorphisme explicite :

k[X]/Q(X) ∼−→ V
F (X) 7→ F (A)v

Si
Q(X) = Xd + a1X

d−1 + · · ·+ ad

la matrice de A dans la base {v,Av, . . . , Ad−1v} est égal à :
0 0 · · · · · · −ad

1 0 · · · 0 −ad−1

0 1
. . . . . .

...

0
...

. . . 0 −a2

0 · · · · · · 1 −a1

 .

On en déduit que le polynôme caractéristique de A est égal à (−1)dQ(A).
Appliquant cela ainsi que les théorèmes 2.2.9 et 2.2.3 on trouve :

Théorème 2.3.1. Soit A ∈ End(V ) un endomorphisme d’un k-espace V de
dimension fini n. Alors V est somme directe

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr, Vk
∼= k[X]/Qk(X), k = 1, . . . , r

des k[X]-modules cycliques Vk et Q1| · · · |Qr. La suite (Q1, . . . , Qr) est uni-
quement déterminé par A. Le polynôme Qr est le polynôme minimal Q(A)
et (−1)nQ1 · · ·Qr est le polynôme caractéristique de A.

La seule chose à montrer est que Qr = Q(A). Or, Qr annule Vr et puisque
Qk|Qr, le polynôme Qr annule aussi les Vk. Donc Qr annule tout V et donc
Q(A)|Qr. Un polynôme de degré < deg Qr ne peut pas annuler Vr et donc
ne peut pas annuler V . Donc Qr = Q(A).

Corollaire 2.3.2. (Cayley-Hamilton) A satisfait à son polynôme ca-
ractéristique.

On peut aussi appliquer la deuxième théorème de structure :

Proposition 2.3.3. Soit A ∈ End(V ) un endomorphisme d’un k-espace V
de dimension fini. Soit

Q(A) = P k1
1 · · ·P ks

s
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une décomposition du polynôme minimal en facteurs irréductibles. Alors

V =
s⊕

i=1

V (Pi), V (Pi) ∼=
r⊕

k=1

k[X]/(P ν
(i)
k

i ), 1 ≤ ν
(i)
1 ≤ · · · ≤ ν(i)

r .

La collection des ν
(i)
k est uniquement déterminé par A.

Si en particulier V = k[X]/(X−a)d, v la classe de 1, alors la multiplica-
tion par X définit l’endomorphisme A dont la matrice par rapport à la base
{(A− a)d−1v, (A− a)d−2v, . . . , v} est un bloc de Jordan :

a 1 · · · · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 1

0 · · · · · · 0 a


.

On en déduit la forme normal de Jordan :

Proposition 2.3.4. Soit k algébriquement clos, V un k-espace de dimension
finie, A ∈ End(V ). Alors, il existe une base de V telle que la matrice de A
par rapport à cette base se décompose en blocs de Jordan. En particulier,
A = S + N , où S est diagonalisable et N est nilpotent, et SN = NS. Il y
des polynômes PS(X) et PN (X) telle que S = PS(A) et N = PN (A). Une
telle décomposition est unique.

Démonstration : Soit PA(X) =
∏k

i=1(X − λi)ni . On a une décomposition A-
stable V =

⊕k
i=1 Vi, Vi = Ker(A−I)ni et S|Vi = λiI, N = A−S. Clairement

S et N respectent la décompostion et SN |Vi = λiN |Vi = NS|Vi. Ensuite, on
construit PS(X) comme suit. Puisque les polynômes Pj =

∏
i6=j(X − λi)ni ,

j = 1, . . . k n’ont pas un facteur en commun, on peut trouver Q1, . . . , Qk

telle que P1Q1 + · · ·+ PkQk = 1. On pose

PS(X) =
∑

j

PjQjλj .

On a PS(X) ≡ λi mod (X − λi)ni et donc PS(A)|Vi = λiI = S|Vi. Donc
PS(X) convient. On pose ensuite PN (X) = X−PS(X). Si A = S′+N ′ est un
autre décomposition telle que S′ et N ′ commutent, alors S′ et A commutent
et donc aussi S = PS(A) commute avec S′. Si de plus S′ est diagonalisable,
S et S′ peuvent être diagonalisés simultanément et donc S − S′ = N ′ −N
est diagonalisable. Si de plus N ′ est nilpotent, N ′−N est nilpotent et donc
S − S′ = N ′ −N = 0.
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Si k n’est pas algébriquement clos, on dit que A ∈ End(V ) est semi-
simple si A devient diagonalisable après extension des scalaires de k à une
clôture algébrique K. Un argument utilisant l’action du groupe de Galois de
K|k et l’unicité de la décomposition additive de Jordan montre :

Corollaire 2.3.5. Soit V un k-espace de dimension finie, A ∈ End(V ).
Alors A = S + N , où S est semi-simple et N est nilpotent, et SN = NS.
Une telle décomposition est unique. C’est la décomposition additive de
Jordan.

Un automorphisme U de V est appelé unipotent si U−I est nilpotent.
Si A est un automorphisme et A = S+N sa décomposition de Jordan, alors S
est inversible et en écrivant A = S(I +S−1N) on trouve la décomposition
de Jordan multiplicative.

Corollaire 2.3.6. Soit V un k-espace de dimension finie, A ∈ Gl(V ). Alors
A = SU , où S est semi-simple et U est unipotent, et SU = US. Une telle
décomposition est unique.


