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R�esum�eOn �etudie i
i les d�eg�en�eres
en
es de repr�esentations �d�eles et dis
r�etes d'un groupe de type�ni � dans un groupe de Lie semisimple r�eel G.On donne d'abord des propri�et�es fondamentales des immeubles de Tits aÆnes, les re-lations entre leurs di��erentes d�e�nitions apparaissant dans la litt�erature, et de nouvelles
ara
t�erisations pratiques. On d�emontre une 
lassi�
ation de leurs isom�etries : elles �xentun point ou translatent une g�eod�esique dans le 
ompl�et�e. On donne la 
onstru
tion par lesnormes ultram�etriques de l'immeuble de Bruhat-Tits � du groupe lin�eaire GLn(F) sur un
orps valu�e F quel
onque. On d�emontre qu'un sous-groupe de type �ni de GLn(F), dont tout�el�ement �xe un point dans �, admet un point �xe global dans le 
ompl�et�e de �.On 
onsid�ere ensuite l'espa
e X (�; G) des 
lasses de 
onjugaison de repr�esentations �d�eleset dis
r�etes de � dans G, telles que les a
tions 
orrespondantes de � sur l'espa
e sym�etriqueX = G=K n'admettent pas de point �xe global �a l'in�ni. On d�e�nit le ve
teur de translationd'un �el�ement g de G 
omme l'unique ve
teur de longueur minimale adh�erent �a l'ensembledes proje
tions dans une 
hambre de Weyl ferm�ee �x�ee C de X des segments joignant unpoint de X �a son image par g. On 
onstruit, par des m�ethodes purement g�eom�etriques,une 
ompa
ti�
ation de X (�; G), induite par le spe
tre marqu�e des ve
teurs de translation,g�en�eralisant 
elle de Thurston pour l'espa
e de Tei
hm�uller. On montre que les points dubord sont les spe
tres marqu�es de ve
teurs de translation soit de repr�esentations �d�eles etdis
r�etes de � dans G ayant un point �xe global �a l'in�ni dans X, soit d'a
tions de � surun immeuble aÆne, que l'on expli
ite. Lorsque � est un groupe de surfa
e et G = SL3(R),
e
i donne une 
ompa
ti�
ation de la 
omposante de Hit
hin de l'espa
e des modules deG-�br�es plats sur la surfa
e, dont on 
al
ule expli
itement le spe
tre marqu�e des ve
teurs detranslation de 
ertains points du bord.Mots 
lefs : groupe de Lie semisimple, groupe lin�eaire, sous-groupe dis
ret, d�eformation,d�eg�en�eres
en
e, espa
e de repr�esentations, 
ompa
ti�
ation, espa
e sym�etrique de type non 
om-pa
t, stru
tures proje
tive r�eelle, 
ône asymptotique, immeuble aÆne, norme ultram�etrique, 
orpsvalu�e.



Abstra
tWe hereby study the degenerations of the dis
rete and faithful representations of a �nitelygenerated group � into a semisimple real Lie group G.We �rst give fundamental properties of the aÆne Tits buildings, the relationships betweentheir various de�nitions o

uring in the litterature, and some new pra
ti
al 
hara
terizations.We 
lassify their isometries : they either �x a point or translate a geodesi
 in the metri

ompletion. We give the 
onstru
tion via ultrametri
 norms of the Bruhat-Tits building� of the linear group GLn(F) for any valuated �eld F. We show that a �nitely generatedsubgroup of GLn(F), every element of whi
h �xes a point in �, has a global �xed point inthe metri
 
ompletion of �.We then 
onsider the spa
e X (�; G) of 
onjuga
y 
lasses of dis
rete and faithfulrepresentations of � into G, su
h that the 
orresponding a
tion of � on the symmetri
spa
e X = G=K �xes no point at in�nity. We de�ne the translation ve
tor of an elementg in G as the unique ve
tor of minimal length in the 
losure of the set of proje
tions intoa �xed 
losed Weyl 
hamber C of X of the segments joining a point of X to its image byg. We 
onstru
t, in a purely geometri
 way, a 
ompa
ti�
ation of X (�; G), indu
ed bythe marked translation ve
tor spe
trum, generalizing Thurston's 
ompa
ti�
ation of theTei
hm�uller spa
e. We show that the boundary points are the marked translation ve
torspe
tra of either faithful and dis
rete representations of � into G having a global �xed pointat in�nity of X or of an a
tion of � on an aÆne building, that we determine. When � is asurfa
e group and G = SL3(R), this gives a 
ompa
ti�
ation of the Hit
hin 
omponent ofthe moduli spa
e of 
at G-bundles over the surfa
e, and we 
ompute expli
itely the markedtranslation ve
tor spe
trum of some boundary points.Keywords : semisimple Lie group, linear group, dis
rete subgroup, deformation, degenera-tion, representation spa
e, 
ompa
ti�
ation, symmetri
 spa
e of non
ompa
t type, real proje
tivestru
tures, asymptoti
 
one, aÆne building, ultrametri
 norm, valuated �eld.
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es sym�etriques. 65IV.1 D�e�nition et propri�et�es. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65IV.2 Mod�ele alg�ebrique du 
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Introdu
tion.Soit G un groupe de Lie semisimple r�eel, 
onnexe, sans fa
teur 
ompa
t, de 
entre �ni.L'exemple fondamental est le groupe lin�eaire sp�e
ial G = SLn(R). Soit � un groupe in�ni, detype �ni (muni de la topologie dis
r�ete). On suppose que � n'a pas de sous-groupe d'indi
e �niposs�edant un sous-groupe ab�elien distingu�e in�ni. Cette hypoth�ese est notamment v�eri��eesi � est un sous-groupe dis
ret fortement irr�edu
tible de SLn(R).On peut r�ealiser G, modulo son 
entre, 
omme le groupe des isom�etries d'une vari�et�eriemannienne 
ompl�ete simplement 
onnexe X �a 
ourbure se
tionnelle n�egative ou nulle,qui s'identi�e au quotient G=K de G par un de ses sous-groupes 
ompa
ts maximaux K,appel�ee l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t asso
i�e �a G. Le rang de G est �egal �a ladimension 
ommune des sous-espa
es totalement g�eod�esiques eu
lidiens maximaux, qu'onappelle les plats maximaux de X. Si G est de rang 1, alors X est �a 
ourbure se
tionnellestri
tement n�egative. Les morphismes de � dans G peuvent être interpr�et�es 
omme desa
tions isom�etriques de � sur X. C'est l'angle d'appro
he qui est syst�ematiquement 
hoisidans 
e travail.Une repr�esentation �d�ele et dis
r�ete de � dans G est un morphisme du groupe � dansle groupe G, inje
tif, d'image dis
r�ete. On dit qu'une repr�esentation de � dans G est non-parabolique si l'a
tion de � sur X asso
i�ee n'admet pas de point �xe global dans le bord �al'in�ni deX. Cette notion 
orrespond pourG = SLn(R) �a 
elle de repr�esentation irr�edu
tible.On 
onsid�ere l'espa
e X (�; G) des d�eformations (�d�eles et dis
r�etes, non paraboliques)de � dans G, 
'est-�a-dire des 
lasses d'�equivalen
e de repr�esentations �d�eles et dis
r�etes, nonparaboliques, de � dans G, o�u on identi�e deux repr�esentations qui se d�eduisent l'une del'autre par 
onjugaison par un �el�ement de G. Cet espa
e est muni de la topologie quotientde la topologie 
ompa
te-ouverte sur l'espa
e R(�; G) de toutes les repr�esentations de �dans G (qui 
o��n
ide ave
 la topologie de la 
onvergen
e simple). L'hypoth�ese faite sur �et la restri
tion aux repr�esentations non paraboliques assurent que X (�; G) est lo
alement
ompa
t. On s'int�eresse plus parti
uli�erement aux d�eg�en�eres
en
es possibles de d�eformationsde � dans G \partant �a l'in�ni" dans l'espa
e X (�; G).Si � est le groupe fondamental d'une surfa
e lisse S 
onnexe orient�ee ferm�ee, de genreg � 2, et G = PSL2(R), alors X est le plan hyperbolique H 2 et l'espa
e X (�; G) a deux
omposantes 
onnexes, 
ha
une s'identi�ant naturellement �a l'espa
e de Tei
hm�uller T desstru
tures hyperboliques (marqu�ees) sur la surfa
e S. Cet espa
e T est hom�eomorphe �a une
ellule de dimension 6g � 6.Si � = �1(S) et G = PGL3(R), alors Goldman et Cho�� ont montr�e (voir [ChGo℄) quel'espa
e P des stru
tures proje
tives r�eelles 
onvexes (marqu�ees) sur S est une 
ellule dedimension 16g � 16, �egale �a la 
omposante de Hit
hin de l'espa
e des modules de G-�br�es1



plats sur la surfa
e ([Hit℄). En parti
ulier 
'est une 
omposante 
onnexe de X (�; G).Par 
ontre, si � est un r�eseau irr�edu
tible d'un groupe de Lie H semisimple r�eel, 
onnexe,sans fa
teurs 
ompa
ts, de 
entre �ni, de rang sup�erieur ou �egal �a 2, le th�eor�eme de super-rigidit�e de Margulis (voir [Mar℄) entrâ�ne que pour tout G, l'espa
e X (�; G) est �ni.Les r�eseaux des groupes de Lie r�eels semisimples (
onnexes, sans fa
teurs 
ompa
ts, de
entre �ni) H de rang 1 non lo
alement isomorphes �a PSL2(R), 
omme SO0(n; 1) pour n � 3,s'ils n'ont pas de d�eformations non triviales dans H par les r�esultats de rigidit�e de Mostow(voir [Mos℄), ont dans 
ertains 
as de ri
hes espa
es de d�eformations dans d'autres groupesG, 
orrespondant par exemple aux stru
tures 
onformes (G = SO0(n + 1; 1)) et proje
tivesr�eelles (G = PGLn+1(R)) marqu�ees sur une vari�et�e M de groupe fondamental � (voir parexemple [JoMi℄).Thurston a 
onstruit une 
ompa
ti�
ation de l'espa
e de Tei
hm�uller, fondamentale pourl'�etude du groupe modulaire de la surfa
e (voir par exemple [FLP℄). L'un de ses outilsfondamentaux est le spe
tre marqu�e des longueurs.Le spe
tre marqu�e des longueurs d'une a
tion de � sur un espa
e m�etrique X est lafon
tion de � dans R+ qui �a un �el�ement 
 asso
ie sa longueur de translation `(
), qui est laborne inf�erieure de la distan
e entre un point de X et son image par 
. C'est un invariantde 
onjugaison.Dans le 
as o�u � est le groupe fondamental de S et o�u l'a
tion provient d'une stru
turehyperbolique sur S, la longueur de translation de 
 est �egale �a la longueur de l'uniqueg�eod�esique ferm�ee librement homotope �a 
. On sait que le spe
tre marqu�e des longueursd�etermine uniquement la stru
ture hyperbolique sur S.Plus g�en�eralement, pour G = SO0(n; 1), Morgan et Shalen (
f. [MoSh℄, [Mor℄, [Chi℄)g�en�eralisent la 
ompa
ti�
ation de Thurston, par des m�ethodes alg�ebriques, en interpr�etantles points du bord 
omme les spe
tres marqu�es des longueurs de translation d'a
tions de �sur des arbres r�eels, �a \petits" (i.e. virtuellement 
y
liques) stabilisateurs d'arêtes.Un arbre r�eel est un espa
e m�etrique dont deux points quel
onques peuvent être joints parun unique ar
, isom�etrique �a un intervalle de R. Cette notion g�en�eralise les arbres simpli
iaux(dits aussi dis
rets) usuels.Les arbres r�eels introduits dans [MoSh℄ pour G = SL2(R) sont en fait obtenus 
ommeimmeubles de Bruhat-Tits de SL2(F), o�u F est le 
orps des fon
tions rationnelles invariantespar G sur la vari�et�e alg�ebrique des repr�esentations R(�; G), muni d'une valuation d�ependantdu point du bord 
onsid�er�e.Bestvina [Bes℄ et Paulin [Pau1℄ obtiendront ensuite 
ette 
ompa
ti�
ation de mani�ereplus dire
te, en utilisant des arguments de 
onvergen
e d'espa
es m�etriques. Les a
tions de� sur des arbres r�eels apparaissent alors 
omme des limites, pour la topologie de Gromov�equivariante, d'a
tions de � sur l'espa
e X, dont la m�etrique est divis�ee par une suite de
onstantes tendant vers +1.Le r�esultat prin
ipal de 
e travail est de g�en�eraliser 
ette 
ompa
ti�
ation pour G de rangsup�erieur ou �egal �a 2, et d'en �etudier quelques propri�et�es. La possibilit�e d'une telle 
ompa
ti-�
ation a �et�e envisag�ee par de nombreuses personnes (Gromov, Paulin [Pau2℄, Kleiner-Leeb,Farb...).En rang sup�erieur ou �egal �a 2, il 
onvient de rempla
er les arbres r�eels par une 
at�egorie2



plus g�en�erale d'espa
es m�etriques, les immeubles aÆnes, ou en
ore eu
lidiens. Ce sont desobjets g�eom�etriques introduits par Bruhat et Tits (voir par exemple [Tit℄). L'exemple fonda-teur est l'immeuble de Bruhat-Tits asso
i�e �a un groupe alg�ebrique semi-simple sur un 
orpsvalu�e F (
f. [BrTi1℄). Il joue un rôle analogue pour 
e groupe �a 
elui jou�e pour un groupede Lie semi-simple r�eel sans fa
teur 
ompa
t par l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
tasso
i�e. Les immeubles aÆnes les mieux 
onnus (voir [Bro℄, [Ron℄) sont les immeubles \dis-
rets" ou simpli
iaux (admettant une stru
ture de 
omplexe simpli
ial), qui 
orrespondentau 
as o�u la valuation de F est dis
r�ete.Les immeubles aÆnes et les espa
es sym�etriques de type non 
ompa
ts se ressemblent parde nombreux aspe
ts. Ils appartiennent �a la 
lasse plus large des espa
e m�etriques CAT(0),propri�et�e exprimant leur \
ourbure n�egative ou nulle" par 
omparaison des triangles ave
les triangles eu
lidiens. Le rang d'un immeuble aÆne est la dimension 
ommune de sesappartements, qui sont des sous-espa
es totalement g�eod�esiques eu
lidiens maximaux. Lesimmeubles aÆnes de rang 1 sont les arbres r�eels (sans sommets terminaux).Les a
tions de � sur des immeubles aÆnes apparaissent naturellement dans l'�etude desd�eg�en�eres
en
es de d�eformations de � dans G, par le biais d'un outil fondamental, le 
ôneasymptotique de l'espa
e X.La notion de 
ône asymptotique (
f. [Gro℄) permet de 
onstruire, en utilisant des ultra-�ltres, un espa
e m�etrique qui est la limite (quitte �a extraire) de la suite des espa
es m�etriquesobtenus en divisant la distan
e d'un espa
e m�etrique par une suite de r�eels positifs tendantvers l'in�ni.Le 
ône asymptotique de l'espa
e X est un immeuble aÆne de type (A ;W ) (o�u A est unsous-espa
e de Cartan de l'alg�ebre de Lie de G et W le groupe de Weyl asso
i�e) (Gromov[Gro℄, Kleiner-Leeb [KlLe℄). Le pro
�ed�e de passage au 
ône asymptotique permet don
 de voirles d�eg�en�eres
en
es de d�eformations de � dans G 
omme des a
tions de � sur des immeublesaÆnes, sans point �xe global (voir [Pau3℄, [KaLe℄).Les immeubles aÆnes obtenus par 
es d�eg�en�eres
en
es ne sont ni dis
rets ni lo
alement
ompa
ts, 
e qui repr�esente une diÆ
ult�e majeure dans l'�etude des a
tions obtenues. De plus,beau
oup de propri�et�es, �el�ementaires dans le 
as des arbres, sont tr�es diÆ
iles �a g�en�eraliserpour les immeubles aÆnes de rang sup�erieur. En parti
ulier l'enveloppe 
onvexe d'un nombre�ni de points n'est en g�en�eral pas 
ontenue dans une r�eunion �nie d'appartements.Pour 
ompa
ti�er X (�; G), on introduit (en se
tion V.2) un raÆnement de la notion despe
tre marqu�e des longueurs de translation, le spe
tre marqu�e des ve
teurs de translation.Soit A un sous-espa
e de Cartan de l'alg�ebre de Lie de G et W le groupe de Weylasso
i�e. On se �xe une 
hambre de Weyl ferm�ee C de A . Pour G = SLn(R), on identi�e A �al'hyperplan de Rn form�e par les ve
teurs de somme des 
oordonn�ees nulle, et le groupe Wau groupe des isom�etries de A induites par les permutations des 
oordonn�ees. On peut alorsprendre pour C le 
ône 
onvexe ferm�e de A form�e par les ve
teurs (�1; : : : ; �n) tels que�1 � : : : � �n. A 
haque segment dans X est asso
i�e un unique ve
teur de même longueurde C, appel�e son type. L'a
tion de G pr�eserve le type des segments. Le ve
teur de translationv(g) d'un �el�ement g de G est l'unique ve
teur de C de longueur minimale dans l'adh�eren
edans C de l'ensemble des types des segments joignant un point de X �a son image. PourG = SLn(R), 
et invariant de 
onjugaison est �egal �a la suite d�e
roissante des logarithmes desmodules des valeurs propres de g. Il d�epend 
ontinûment de g. Sous une autre forme, il est3



notamment utilis�e dans [Ben℄ pour �etudier le 
ône limite des sous-groupes dis
rets Zariski-denses de G. On peut d�e�nir de mani�ere analogue le ve
teur de translation d'une isom�etriepr�eservant le type des segments d'un immeuble aÆne.Le spe
tre marqu�e des ve
teurs de translation d'une a
tion � de � sur X est l'appli
ationv Æ � de � dans C. On dira que deux �el�ements de C� sont proje
tivement �egaux s'ils sontmultiples l'un de l'autre par un r�eel positif non nul.On �xe une partie g�en�eratri
e �nie S de �. Pour toute a
tion � de � sur X, on note �(�)la borne inf�erieure pour x dans X du maximum de la distan
e entre x et ses images par les�el�ements de S. On montre (en se
tion V.4) le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 1 L'appli
ation V� de X (�; G) dans C� qui �a [�℄ asso
ie 1�(�)v Æ � est 
ontinueet d'image relativement 
ompa
te. Un point du bord B � C� de X (�; G), pour la 
ompa
ti-�
ation induite par V� , est proje
tivement �egal au spe
tre marqu�e des ve
teurs de translationd'une a
tion de � soit sur X et ayant un point �xe au bord, soit sur un immeuble aÆne detype (A ;W ), sans point �xe global.L'a
tion sur un immeuble aÆne est obtenue par passage �a un 
ône asymptotique 
ommedans [Pau3℄, o�u il est en outre montr�e qu'elle est �a stabilisateurs de germes d'appartementsvirtuellement r�esolubles. L'essentiel de la diÆ
ult�e 
onsiste i
i �a montrer la 
ontinuit�e duve
teur de translation par passage �a un 
ône asymptotique (Prop. V.2.4).On donne (voir la se
tion V.5), dans le 
adre o�u � = �1(S) et G = SL3(R), un exemplede point du bord, en 
al
ulant expli
itement le spe
tre marqu�e des ve
teurs de translationd'une a
tion de � sur un immeuble aÆne de rang 2 obtenue par d�eg�en�eres
en
e d'une suitede stru
tures proje
tives r�eelles 
onvexes (marqu�ees) sur S. On montre que le spe
tre deslongueurs asso
i�e ne provient pas d'une a
tion de � sur un arbre r�eel.Les preuves des r�esultats 
i-dessus utilisent 
ertaines propri�et�es des immeubles asympto-tiques, qui ne sont ni lo
alement 
ompa
ts, ni dis
rets, et qu'il a fallu �etablir. D'autre part,la 
ompr�ehension des a
tions de groupes sur les immeubles aÆnes devrait donner, via leth�eor�eme 1, des informations sur X (�; G) et permettre de tirer des appli
ations int�eressantes.On a don
 entam�e une �etude de fond des immeubles aÆnes et de leurs isom�etries, dans le
adre le plus g�en�eral possible, qui s'av�ere nettement plus diÆ
ile que dans le 
as des arbresr�eels.La notion d'immeuble aÆne (pas n�e
essairement dis
ret) fait l'objet d'un expos�e d�etaill�e(se
tions II.1 et II.2). On �etablit proprement les propri�et�es fondamentales. On donne lesrelations entre les di��erentes d�e�nitions des immeubles aÆnes apparaissant dans la litt�erature(en parti
ulier, on montre que la d�e�nition de Kleiner-Leeb (voir [KlLe℄) (�elargie au 
as non
omplet) est �equivalente �a 
elle de Tits), et des 
ara
t�erisations pratiques.On d�emontre (se
tion II.3) un th�eor�eme de 
lassi�
ation des isom�etries des immeublesaÆnes. Rappelons (voir par exemple [BrHa℄) qu'on 
lasse de fa�
on standard une isom�etried'un espa
e m�etrique CAT(0) dans l'un des trois types suivants : elliptique si elle a un point�xe, axiale si elle translate une g�eod�esique, parabolique si la borne inf�erieure de la distan
eentre un point et son image n'est pas atteinte (voir l'exemple du plan hyperbolique H 2).Th�eor�eme 2 Soit � un immeuble aÆne, dont l'immeuble sph�erique �a l'in�ni est �epais. Soitg une isom�etrie de �, alors g �xe un point ou translate une g�eod�esique du 
ompl�et�e de �.4



Plus pr�e
is�ement on donne (voir Th. II.3.1) une majoration (uniforme en le type del'immeuble) de la distan
e d'un point x �a l'ensemble de d�epla
ement minimal en fon
tion dela distan
e de x �a son image par g (voir [Rou℄ pour des r�esultats apparent�es). Si g pr�eserveles 
hambres de Weyl (par exemple si g est un automorphisme), le r�esultat est valable sansl'hypoth�ese sur l'immeuble �a l'in�ni.En rang 1, pour les arbres dis
rets et r�eels, 
e th�eor�eme est dû �a Serre et Tits (voir aussi[MoSh℄). Dans le 
as dis
ret (voir [Bri℄ pour un r�esultat plus g�en�eral dans 
ette dire
tion) oulo
alement 
ompa
t, la d�emonstration en est tr�es fa
ile. Ce r�esultat (notamment utilis�e dansla preuve du th�eor�eme 1) permet par exemple de montrer le 
orollaire int�eressant suivant.On dit qu'un groupe abstrait � est de g�en�eration born�ee par rapport �a une de ses parties�nies F s'il existe un entier k tel que pour tout �el�ement 
 de �, il existe des �el�ements
1; : : : ; 
k de F et des entiers n1; : : : ; nk tels que 
 = 
n11 � � �
nkk . Par exemple (voir [CaKe℄),pour n � 3, le groupe � = SLn(Z) est de g�en�eration born�ee par rapport �a la partie �nie Fform�ee des matri
es unipotentes �el�ementaires. Ces matri
es sont de plus des �el�ements 
 de� de longueur stable nulle, 
'est-�a-dire que pour une (toute) longueur des mots jj:jj sur �, ona limm�!1 jj
mjj=m = 0 (voir par exemple [LMR℄).Corollaire 3 Soit � un groupe de g�en�eration born�ee par rapport �a une de ses partie �nieF form�ee d'�el�ements de longueur stable nulle de �. Si � agit par automorphismes sur unimmeuble aÆne �, alors � admet un point �xe global dans le 
ompl�et�e de �.Preuve. Le th�eor�eme 2 
i-dessus entrâ�ne qu'un �el�ement 
 de longueur stable nulle de �admet n�e
essairement un point �xe dans le 
ompl�et�e � de �. En e�et, il existe un pointx dans � tel que d(x; 
mx) = md(x; 
x), or d(x; 
mx) � jj
mjjS sups2S d(x; sx) (o�u S estune partie g�en�eratri
e �nie quel
onque de � et jj:jjS la longueur des mots asso
i�ee), dont ond�eduit, en passant �a la limite quand m tend vers l'in�ni, que d(x; 
x) = 0.Les �el�ements de F ont don
 
ha
un un point �xe dans �. Il est alors fa
ile de voir enutilisant la propri�et�e de g�en�eration born�ee que les orbites de � dans l'espa
e m�etrique CAT(0)
omplet � sont born�ees, don
 que � admet un point �xe global.Corollaire 4 Soient F un 
orps valu�e et O son anneau de valuation. Soient n et m deuxentiers non nuls, ave
 n � 3. Soit � une repr�esentation de SLn(Z) dans SLm(F). Alors�(SLn(Z)) est un sous-groupe born�e de SLm(F), et dans le 
as o�u l'immeuble de Bruhat-Titsde SLm(F) est 
omplet, �(SLn(Z)) est 
onjugu�e dans SLm(O).Ce r�esultat est dû �a Margulis dans le 
as o�u le 
orps F est lo
alement 
ompa
t. Il estpar ailleurs bien 
onnu que le groupe SL2(Z) agit sur des arbres sans point �xe global, don
l'hypoth�ese n � 3 est n�e
essaire.Le 
orollaire suivant montre un exemple d'appli
ation du th�eor�eme 1 (dans le 
as o�u� = SLn(Z) ave
 n � 3, on retrouve, en bien plus faible, le r�esultat de super-rigidit�e bien
onnu).Corollaire 5 Soit � un groupe de g�en�eration born�ee par rapport �a une de ses parties �niesF form�ee d'�el�ements de longueur stable nulle de �. On suppose que � n'a pas de sous-grouped'indi
e �ni poss�edant un sous-groupe ab�elien distingu�e non trivial. Soit G un groupe de Liesemisimple r�eel, 
onnexe, sans fa
teur 
ompa
t, de 
entre �ni.5



L'espa
e des repr�esentations �d�eles et dis
r�etes de � dans G, modulo 
onjugaison, est
ompa
t d�es qu'il est s�epar�e.Les a
tions de � sur des immeubles aÆnes impliqu�ees dans le th�eor�eme 1 proviennent enfait, d'apr�es une 
ommuni
ation orale de B. Leeb, de repr�esentations de � dans le groupelin�eaire SLn(K ! ), agissant sur l'immeuble de Bruhat-Tits asso
i�e, o�u K ! est un 
orps valu�ead ho
, 
onstruit en utilisant un ultra�ltre !, qui n'est ni lo
alement 
ompa
t, ni �a valuationdis
r�ete. On montre en e�et, en suivant les indi
ations de B. Leeb, qu'un 
ône asymptotiquede l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t asso
i�e �a SLn(R) est l'immeuble de Bruhat-Titsasso
i�e �a SLn(K ! ) (voir se
tion IV.2). Cette d�emonstration utilise le mod�ele des normesultram�etriques pour l'immeuble de Bruhat-Tits � asso
i�e au groupe GLn(F), o�u F est un
orps valu�e quel
onque, qu'on expose pr�ealablement en d�etail (se
tion III.1).La 
onstru
tion usuelle de l'immeuble de GLn(F) dans le 
as o�u la valuation est dis
r�ete(voir [Ser℄ pour n = 2, et par exemple [Ste℄ pour n > 2) s'appuie fortement sur sa stru
turede 
omplexe simpli
ial, dont les sommets s'identi�ent aux 
lasses d'homoth�etie de r�eseauxde Fn . Elle n'est don
 pas valable pour une valuation non dis
r�ete.L'appro
he par les normes ultram�etriques sur l'espa
e ve
toriel Fn permet d'uni�er les
as o�u la valuation est dis
r�ete, dense, ou surje
tive et de donner un mod�ele 
on
ret pourl'immeuble de Bruhat-Tits de GLn(F). Elle met �egalement en valeur l'analogie ave
 l'espa
esym�etrique de type non 
ompa
t asso
i�e �a SLn(R), qui peut être vu 
omme l'espa
e desnormes eu
lidiennes de volume 1 sur Rn . La 
onstru
tion de 
et espa
e est due dans le 
aslo
alement 
ompa
t �a [GoIw℄ (voir aussi [Ger℄), mais leurs outils ne s'adaptent pas au 
asg�en�eral. Bruhat et Tits ont v�eri��e dans [BrTi2℄, dans le 
as g�en�eral (et pour tous les groupes
lassiques), que 
et espa
e est isomorphe �a l'immeuble de Bruhat-Tits introduit dans [BrTi1℄.I
i, on a tent�e de v�eri�er les axiomes des immeubles aÆnes de la mani�ere la plus dire
te et�el�ementaire possible.Le r�esultat suivant, g�en�eralisant partiellement un th�eor�eme bien 
onnu pour les arbresr�eels (
as o�u n = 2) (dû �a Serre [Ser℄ dans le 
as des arbres dis
rets, et �a Morgan-Shalen([MoSh℄) dans le 
as des arbres r�eels) et d�emontr�e en se
tion III.3, entrâ�ne que, pour unea
tion de � sur l'immeuble aÆne 
lassique de GLn(F), le spe
tre marqu�e des ve
teurs detranslation est nul si et seulement si l'a
tion admet un point �xe global dans le 
ompl�et�e.Th�eor�eme 6 Soit n un entier non nul et F un 
orps valu�e. Soit � l'immeuble de Bruhat-Titsasso
i�e �a G = GLn(F). Soit � un sous-groupe de GLn(F), tel que1. Le groupe � est engendr�e par une partie S telle que S:x � � est born�ee pour un (tout)point x de � (par exemple S �nie ou 
ompa
te).2. La longueur minimale de translation est born�ee sur �.Alors � admet un point �xe global dans le 
ompl�et�e � de �.La 
ondition 2, en apparen
e plus faible, est satisfaite si tout �el�ement de � �xe un pointde �, et seulement dans 
e 
as par le th�eor�eme 2 
i-dessus.Par le biais des relations entre la norme d'endomorphisme d'un �el�ement g de GLn(F) etla distan
e dans � entre un point et son image par g, on peut traduire 
et �enon
�e en termes,plus alg�ebriques, de sous-groupes de GLn(F) born�es (modulo le 
entre de GLn(F)).6



Pour n quel
onque, des 
as parti
uliers de 
et �enon
�e (sous forme alg�ebrique) �etaient d�ej�a
onnus (voir [Bass℄ si � est absolument irr�edu
tible et [Ben℄ si l'adh�eren
e de Zariski de �est r�edu
tive).La d�emonstration utilise un m�elange des te
hniques alg�ebriques 
lassiques, reposant surle lemme de Burnside (voir par exemple [Bass℄), et des propri�et�es CAT(0) qui relient sous-groupes born�es et stabilisateurs des normes ultram�etriques sur Fn .En parti
ulier, si � est 
omplet (par exemple si la valuation est dis
r�ete), on a alors (ennotant O l'anneau de valuation de F) : un sous-groupe de type �ni de GLn(F) dont 
haque�el�ement est 
onjugu�e �a un �el�ement de GLn(O) est 
onjugu�e �a un sous-groupe de GLn(O).Dans le 
as o�u F = Q p , H. Gl�o
kner et G. A. Willis ont montr�e (
f. [GW, Conje
ture1.1 et Theorem 3.5℄) que 
e r�esultat entrâ�ne le 
orollaire suivant. Un groupe topologiquetotalement dis
ontinu, lo
alement 
ompa
t, est unis
alaire si tout �el�ement normalise un sous-groupe 
ompa
t ouvert, et pro-dis
ret si tout voisinage de l'identit�e 
ontient un sous-groupe
ompa
t ouvert distingu�e.Corollaire 7 Tout groupe de Lie p-adique unis
alaire engendr�e par un 
ompa
t est pro-dis
ret.Une partie des r�esultats 
i-dessus (les fondements sur les immeubles aÆnes, le th�eor�eme2 de semi-simpli
it�e des isom�etries d'un immeuble aÆne, le th�eor�eme 6 sur les sous-groupespurement elliptiques des groupes lin�eaires sur un 
orps valu�e) a fait l'objet de pr�epubli
ations[Par1℄, [Par2℄.
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Chapitre IPr�eliminaires.
I.1 Espa
es m�etriques CAT(0).On trouvera par exemple dans [BrHa℄ les d�emonstrations des quelques d�e�nitions etr�esultats relatifs �a la notion d'espa
e m�etrique CAT(0) rappel�es 
i-dessous.Soient X un espa
e m�etrique g�eod�esique et x; y; z trois points de X. Un triangle de
omparaison eu
lidien est un triplet x; y; z de points du plan eu
lidien tel que d(x; y) = d(x; y)et de même par permutations de x; y; z. L'angle de 
omparaison êx(y; z) en x entre y et zest par d�e�nition l'angle eu
lidien ^x(y; z) en x entre y et z.D�e�nition I.1.1 Un espa
e m�etrique g�eod�esique X est dit CAT(0) si ses triangles sont plus�ns que les triangles eu
lidiens 
orrespondants dans le sens pr�e
is suivant. Soient x; y; ztrois points de X, et x; y; z un triangle de 
omparaison. Alors, pour tout point p de touteg�eod�esique entre x et y, on a d(p; z) � d(p; z) o�u p est le point du segment [x; y℄ tel qued(x; p) = d(x; p). R2

x p y p y
z

x
z X

Fig. I.1 { Comparaison des triangles dans X et R2 .Par exemple, les vari�et�es riemanniennes 
ompl�etes �a 
ourbure se
tionnelle n�egativeou nulle sont des espa
e m�etriques CAT(0). Celles-
i poss�edent la propri�et�e parti
uli�eresuppl�ementaire que deux g�eod�esiques qui 
o��n
ident sur un segment non trivial sont �egales.On verra au 
hapitre II une autre 
at�egorie d'espa
e m�etriques CAT(0), les immeubles aÆnes,pour lesquels 
ette propri�et�e n'est pas v�eri��ee.9



Soit X un espa
e m�etrique CAT(0). Pour tous x; y dans X, il existe un unique segmentg�eod�esique allant de x �a y dans X, qu'on notera [x; y℄. Une partie C de X est 
onvexe sitout segment g�eod�esique joignant deux points de C est in
lus dans C. La distan
e d est unefon
tion 
onvexe, 
'est-�a-dire que si � et �0 sont deux g�eod�esiques de X alors d(�(t); �0(t))est une fon
tion 
onvexe de t. Les boules pour la distan
e d sont des parties 
onvexes de X.Soit x; y; z trois points de X. Si y0 et z0 sont deux points respe
tifs des segments [x; y℄ et[x; z℄, alors l'angle de 
omparaison êx(y0; z0) est inf�erieur ou �egal �a l'angle de 
omparaisonêx(y; z). Sa limite quand y0 et z0 tendent vers x est appel�e angle en x entre y et z et not�ee^x(y; z). On a ^x(y; z) � êx(y; z);et, dans le 
as d'�egalit�e, les trois points bordent un triangle plat, i.e. il existe une isom�etrie del'int�erieur dans R2 du triangle de 
omparaison, �a valeurs dans X, envoyant 
haque sommetsur le point 
orrespondant. Pour tous x; y; z; p dans X, on a^x(y; z) � ^x(y; p) + ^x(p; z):L'espa
e des 
lasses d'�equivalen
e de segments g�eod�esiques issus de x formant un anglenul en x est appel�e l'espa
e des dire
tions en x de X et not�e ÆxX. Il est muni de la distan
eangulaire induite par l'angle en x.Soit g une isom�etrie de X. On appelle longueur (minimale) de translation de g et on note`(g) le r�eel positif ou nul `(g) = infx2X d(x; gx):La fon
tion de d�epla
ement dg : x 2 � 7! d(x; gx) est 
onvexe. On appelle ensemble ded�epla
ement minimal de g et on note Min(g) le 
onvexe ferm�e (�eventuellement vide) form�edes points x de X tels que d(x; gx) = `(g). On dit que g est semi-simple si Min(g) est nonvide, parabolique sinon. Dans le premier 
as, g �xe un point (est elliptique) si `(g) = 0 outranslate une g�eod�esique (est axiale) si `(g) > 0. Dans 
e dernier 
as, Min(g) est la r�euniondes g�eod�esiques translat�ees par g, et est isom�etrique �a un produit C�R, o�u C est un 
onvexeferm�e de X et g agit sur C � R 
omme (id; s 7! s+ `(g)).Le groupe des isom�etries de X est muni de la topologie 
ompa
te-ouverte. La longueur detranslation est semi
ontinue, i.e. si (gk)k est une suite 
onvergente dans Isom(X), de limiteg, alors lim supk `(gk) � `(g).L'espa
e des 
lasses d'�equivalen
e de rayons g�eod�esiques asymptotes (i.e. �a distan
e deHaussdor� �nie) est appel�e le bord (�a l'in�ni) de X et not�e �1X. On le munit de la topologiequotient de la topologie 
ompa
te-ouverte. L'espa
e X = X [ �1X est muni de la topologiedes 
ônes, qui �etend 
elle de X. SiX est lo
alement 
ompa
t, alors �1X et X sont 
ompa
ts.On notera r(1) le point du bord d�e�ni par un rayon g�eod�esique r, qu'on appeleral'extr�emit�e de r.L'a
tion du groupe des isom�etries de X s'�etend 
ontinûment en une a
tion 
ontinue surle bord �a l'in�ni de X. Si G est un groupe agissant par isom�etries sur X, on appellerale stabilisateur dans G d'un point du bord �a l'in�ni de X un sous-groupe parabolique de10



G. Si r et r0 sont deux rayons g�eod�esiques asymptotes, alors d(r(t); r0(t)) est une fon
tiond�e
roissante de t.On suppose d�esormais que X est 
omplet.Pour tout point � dans le bord de X et tout point x dans X, il existe alors un uniquerayon g�eod�esique r issu de x tel que r(1) = �. L'angle ^x(�; �0) en x 2 X entre deux point� et �0 de �1X est par d�e�nition l'angle en x entre les deux rayons g�eod�esiques issus de xd'extr�emit�es respe
tives � et �0. Si x, y sont dans X et z est dans X [ �1X, alors la sommedes angles du triangle x; y; z est inf�erieur ou �egale �a � (en notant ^z(x; y) = 0 si z 2 �1X).Dans le 
as d'�egalit�e, les trois points bordent une r�egion isom�etrique �a un triangle eu
lidien(qui devient une bande plate si z 2 �1X).Soient x dans X et r, r0 deux rayons g�eod�esiques issus de X. L'angle de 
omparaisonêx(r(t); r0(t)) est une fon
tion 
roissante de t, et sa limite quand t tend vers l'in�ni ne d�ependque des points � = r(1) et �0 = r0(1) de �1X. On l'appelle l'angle de Tits entre � et �0 eton la note ^T (�; �0). On a ^T (�; �0) = limt!+1^r(t)(�; �0)pour tout rayon r repr�esentant � (ou �0), et^T (�; �0) = supx2X ^x(�; �0):Si 
et angle est �egal �a �, on dit que les points � et �0 sont oppos�es.Proposition I.1.2 (Semi
ontinuit�e de l'angle de 
omparaison) Soit x un point de X,et (yk), (zk) deux suites dans X 
onvergeant respe
tivement (pour la topologie des 
ônes) vers� et �0 dans le bord de X. Alorslim inf êx(yk; zk) � ^T (�; �0)(voir par exemple [BrHa℄, ou en
ore [KlLe, Lemma 2.3.1℄).Si g est une isom�etrie de X qui �xe deux points du bord oppos�es �+ et ��, alors gpr�eserve le 
onvexe ferm�e F = F���+ form�e par la r�eunion des g�eod�esiques de �� �a �+, quiest isom�etrique au produit C � R, o�u C est un 
onvexe ferm�e de X. En restri
tion �a C � R,on a g = (g0; t) (o�u t d�esigne la translation s 7! s+ t de R). On a alors `(g) = infx2F dg(x) =p`(g0)2 + t2.Proposition I.1.3 (Points �xes �a l'in�ni d'une isom�etrie axiale) Soit g une isom�etriede X translatant une g�eod�esique r. Notons �� et �+ les extr�emit�es respe
tives de r en �1et +1. Si g �xe un point z du bord de X, alors ^T (��; z) + ^T (z; �+) = �. En parti
ulier,si z est oppos�e �a ��, alors z = �+.Preuve. L'angle de Tits entre �� et z est �egal �a la limite de l'angle ^r(t)(��; z) quand t tendvers �1. Or ^r(t�n`(g))(��; z) = ^r(t)(��; z) pour tout r�eel t et entier n (
ar gn �xe �� et zet envoie r(t) sur r(t� n`(g))), don
 ^T (��; z) = ^r(t)(��; z) pour tout t 2 R. De même, ona ^T (z; �+) = ^r(t)(z; �+) pour tout t 2 R. Pour tout r�eel t, on a ^r(t)(��; z)+^r(t)(z; �+) �11



^r(t)(��; �+) = � d'une part, et ^r(t)(z; r(t+ `(g))) +^r(t+`(g))(r(t); z) � � d'autre part (
arles trois points r(t), r(t+ `(g)) et z forment un triangle ave
 le sommet z �a l'in�ni). Comme^r(t)(z; r(t+ `(g))) = ^r(t)(z; �+) et ^r(t+`(g))(r(t); z) = ^r(t+`(g))(��; z) = ^r(t)(��; z), on en
on
lut que ^T (��; z) + ^T (z; �+) = �.Soit C un 
onvexe ferm�e non vide de X. Pour tout point x dans X, il existe un uniquepoint pC(x) de C �a distan
e minimale de x, appel�e proje
tion orthogonale de x sur C.C'est �egalement l'unique point de C tel que pour tout y de C di��erent de pC(x), on a^pC(x)(x; y) � �2 . La proje
tion orthogonale pC sur C diminue la distan
e. On utilisera dansla partie II.3 le fait bien 
onnu suivant.Proposition I.1.4 Dans un espa
e CAT(0) 
omplet, une interse
tion d�e
roissante de 
on-vexes ferm�es born�es non vides est non vide.Preuve. Soit (Bn)n2N une suite d�e
roissante de parties 
onvexes ferm�ees born�ees non videsde X. Soient x un point de X et yn sa proje
tion orthogonale sur Bn pour tout entier n. Onva montrer que la suite (yn)n�1 est de Cau
hy, don
 
onvergente 
ar X est suppos�e 
omplet,
e qui 
on
lut, 
ar sa limite est dans 
haque Bn, don
 dans leur interse
tion.La distan
e de x �a yn est 
roissante, major�ee, don
 
onvergente de limite R, qu'on peutsupposer non nulle 
ar sinon x 2 Bn pour tout n et on a �ni. Soient " non nul, inf�erieur �aR et N un entier tel que pour n � N , la distan
e d(x; yn) est 
omprise entre R � " et R.Soient p � n � N , alors d(yn; yp) �pR2 � (R� ")2, 
ar sinon il existe un point du segment[yn; yp℄ plus pro
he de x que yn (
omme on le voit sur un triangle de 
omparaison), 
e quiest impossible 
ar le segment [yn; yp℄ est in
lus dans le 
onvexe ferm�e Bn et yn est le pointde Bn �a distan
e minimale de x. La suite (yn) est don
 une suite de Cau
hy.I.2 Espa
es sym�etriquesOn renvoie �a [Hel℄ et [Ebe℄ pour la d�e�nition des espa
es sym�etriques de type non-
ompa
tet les propri�et�es rappel�ees 
i-dessous (voir aussi [Rag℄, [Mar℄, [BGS℄).On 
onsid�ere un groupe de Lie G semisimple r�eel, 
onnexe, de 
entre �ni, sans fa
teur
ompa
t. On note g l'alg�ebre de Lie de G, qui est munie d'une forme bilin�eaire 
anoniquesym�etrique non d�eg�en�er�ee (la forme de Killing). On note exp l'appli
ation exponentielle deg dans G.Soit X l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t asso
i�e �a G, et x0 un point de X. Rappe-lons que X est une vari�et�e riemannienne (dont la m�etrique est bien d�e�nie modulo multipli-
ation par une 
onstante non nulle) 
ompl�ete simplement 
onnexe, �a 
ourbure se
tionnellen�egative ou nulle, don
 en parti
ulier un espa
e m�etrique CAT(0), munie d'une a
tion tran-sitive de G par isom�etries. Le 
entre de G agit trivialement.Le stabilisateur K de x0 dans G est un sous-groupe 
ompa
t maximal de G. L'espa
e Xs'identi�e au quotient G=K, muni d'une m�etrique riemannienne invariante �a gau
he par G.On note k l'alg�ebre de Lie de K.Soit g = k + p la d�e
omposition de Cartan de l'alg�ebre de Lie de G relative au pointx0. Les g�eod�esiques de X d'origine x0 sont de la forme t 7! exp(tv):x0, ave
 v 2 p. Le sous-espa
e ve
toriel p de g est ainsi isomorphe �a l'espa
e tangent �a X en x0, et la restri
tion de12



la forme bilin�eaire sym�etrique de g �a p est d�e�nie positive et induit le produit s
alaire deTx0X.On notera En l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t asso
i�e �a G = SLn(R), et on
hoisira alors x0 tel que son stabilisateur K soit le sous-groupe 
ompa
t maximal SO(n) desmatri
es orthogonales de SLn(R). Les alg�ebres de Lie respe
tives sln(R) et so(n) de SLn(R)et SO(n) sont respe
tivement form�ees par les matri
es de tra
e nulle et les matri
es anti-sym�etriques. Le sous-espa
e ve
toriel p ' Tx0X est �egal au sous-espa
e ve
toriel symn desmatri
es sym�etriques de tra
e nulle, muni du produit s
alaire 
anonique (bien d�e�ni modulomultipli
ation par une 
onstante) X; Y 7! nTra
e(XY ). L'espa
e En s'identi�e via l'appli-
ation exponentielle �a l'ensemble des matri
es sym�etriques d�e�nies positives de d�eterminant1, sur lequel G agit par g:M = gM tg pour g 2 G et M sym�etrique d�e�nie positive, ded�eterminant 1 (on a alors x0 = I).Un plat de X est un sous-espa
e totalement g�eod�esique eu
lidien. Le groupe G agittransitivement sur les plats maximaux (pour l'in
lusion) point�es, qui sont en parti
ulier tousde même dimension, appel�ee le rang de X.Un rayon g�eod�esique issu de x0 est dit r�egulier s'il est 
ontenu dans un unique platmaximal, singulier sinon.Soit A un sous-espa
e de Cartan de g, relativement au point x0, 
'est-�a-dire une sous-alg�ebre ab�elienne maximale in
luse dans p. Pour G = SLn(R) on prendra pour A le sous-espa
e d des matri
es diagonales de tra
e nulle, qu'on identi�era souvent �a l'hyperplan deRn form�e par les ve
teurs de somme des 
oordonn�ees nulle.La repr�esentation adjointe permet de se ramener, modulo le 
entre de G, au 
as o�uG est un sous-groupe ferm�e auto-adjoint de SLn(R). L'espa
e X s'identi�e alors (quitte �amultiplier �eventuellement la m�etrique par une 
onstante sur 
haque fa
teur de de Rham deX) �a l'orbite du point x0 = I par G, qui est un sous-espa
e totalement g�eod�esique de En.On a alors K = SO(n) \G. L'alg�ebre de Lie g de G est alors une sous-alg�ebre autoadjointede sln(R), l'alg�ebre de Lie k de K est �egale �a so(n) \ g, et p est �egal �a symn \ g. On peutde plus supposer que A = d \ g.Un plat maximal marqu�e de X est une appli
ation de A dans X de la forme v 7!g exp(v):x0, ave
 g dans G �x�e. C'est une isom�etrie de A (pour le produit s
alaire induitpar 
elui de p ' Tx0X) sur un plat maximal de X.Un ve
teur v non nul de A est dit r�egulier (resp. singulier) si, pour un (tout) plat maximalmarqu�e f , la g�eod�esique t 7! f(tv) l'est. Le ve
teur nul est singulier par 
onvention.Les ve
teurs singuliers de A forment une r�eunion �nie d'hyperplans, appel�es murs. Les
omposantes 
onnexes du 
ompl�ementaire (l'ensemble des ve
teurs r�eguliers) sont des 
ônespoly�edraux 
onvexes appel�ees 
hambres de Weyl (ouvertes) de A . Les 
hambres de Weyl(ouvertes) de X sont les images des 
hambres de Weyl de A par les plats maximaux marqu�es(de sommet l'image de 0). Les 
hambres de Weyl ferm�ees sont les adh�eren
es des 
hambresde Weyl ouvertes.Le groupe de Weyl W asso
i�e �a A est le groupe d'isom�etries ve
torielles de A induit parle stabilisateur dans G du plat point�e (f(A ); f(0)) pour un (tout) plat maximal marqu�e f .C'est le groupe engendr�e par les r�e
exions par rapport aux murs de A . Il agit simplementtransitivement sur l'ensemble des 
hambres de Weyl de A . Pour G = SLn(R), les ve
teurs13



r�eguliers sont les ve
teurs de 
oordonn�ees deux �a deux distin
tes, les murs sont les hyperplansdonn�es par les 
onditions �i = �j pour i; j 2 f1; : : : ; ng distin
ts, et le groupe W s'identi�eau groupe des isom�etries de A induites par les permutations des 
oordonn�ees de Rn .On �xe dor�enavant une 
hambre de Weyl ferm�ee C de A , dite fondamentale. C'est un do-maine fondamental stri
t pour l'a
tion du groupe de Weyl W sur A . On note � la proje
tionde A dans C 
orrespondante, qui �a un ve
teur dans A asso
ie son type dans C. L'isom�etriede C dans elle-même qui �a un ve
teur v asso
ie le type oppos�e vopp = �(�v) est appel�eel'involution d'opposition de C.Pour G = SLn(R), on prendra pour 
hambre de Weyl ferm�ee fondamentale C l'ensembled+ des ve
teurs (�1; : : : ; �n) de A tels que �1 � : : : � �n. On a alors (�1; : : : ; �n)opp =(��n; : : : ;��1) pour tout (�1; : : : ; �n) dans d+.
�=3 �1 � �2 � �3�1 = �2�1 = �3

�2 = �3
Murs et 
hambres dans le plan �1 + �2 + �3 = 0.

v vopp R(1; 1;�2)R(1; 0;�1)R(2;�1;�1)
L'involution d'opposition.Fig. I.2 { Cas o�u G = SL3(R).Si p et q sont deux points de X, il existe un unique ve
teur de C, appel�e le type dusegment [p; q℄ et not�e �(p; q) tel qu'il existe un plat maximal marqu�e f ave
 f(0) = pet f(�(p; q)) = q. Notons que, pour g dans G, le ve
teur �(x0; gx0) est le logarithme dela proje
tion de Cartan de g. L'a
tion du groupe G pr�eserve le type des segments, et esttransitive sur les segments de type donn�e. L'appli
ation � de X �X dans C est 
ontinue.Notons �C l'ensemble des ve
teurs unitaires de C, qu'on identi�era �a l'ensemble desdemi-droites de C (
'est l'ensemble not�e �mod dans [KlLe℄), et � : C �! �C la proje
tion
orrespondante. C'est un simplexe sph�erique, muni de la distan
e angulaire.Pour deux points Æ, Æ0 dans �C, on note D(Æ; Æ0) l'ensemble �ni des angles possibles entredeux ve
teurs unitaires v et v0 de A de types respe
tifs Æ et Æ0.Le type (de dire
tion) d'une g�eod�esique (ou d'un rayon) r est �egal �a ��(r(0); r(1)). Deuxg�eod�esiques parall�eles ont même type. L'a
tion du groupe G pr�eserve le type des g�eod�esiques.Le stabilisateur dans G d'un point deX agit transitivement sur les g�eod�esiques de type donn�eissues de 
e point.Deux rayons g�eod�esiques asymptotes ont même type dans �C. On peut don
 d�e�nir letype (not�e �egalement ��) dans �C des points du bord �a l'in�ni de X. L'a
tion de G surle bord �a l'in�ni pr�eserve le type des points, et est transitive sur les points de type donn�e.L'orbite G� d'un point du bord � de X par G, qui est don
 �egale �a l'ensemble des points14



du bord de type donn�e ���, s'identi�e �a la vari�et�e alg�ebrique G=P , o�u P est le sous-groupeparabolique asso
i�e �a �.Le bord �a l'in�ni de X, muni de la distan
e donn�ee par l'angle de Tits, est isom�etrique�a la r�ealisation g�eom�etrique d'un immeuble sph�erique, dont les 
hambres sont les bords des
hambres de Weyl de X, et les appartements les bords des plats maximaux de X.Pour G = SLn(R), 
et immeuble s'identi�e �a l'immeuble des drapeaux de Rn . Un �el�ementg de SLn(R) �xe un point �a l'in�ni si et seulement s'il pr�eserve un sous-espa
e ve
torielpropre non trivial de Rn .Si � et �0 sont deux points de �1X, il existe par 
ons�equent un plat maximal de Xles 
ontenant dans son bord �a l'in�ni. Pour tout point p de 
e plat, on a don
 ^T (�; �0) =^p(�; �0), qui est n�e
essairement dans l'ensemble �ni D(��(�); ��(�0)). En parti
ulier si^T (�; �0) = �, alors il existe une g�eod�esique dans X allant de � �a �0. Le groupe G agit don
transitivement sur les 
ouples de points du bord oppos�es, de types donn�es.Fait I.2.1 Soit Æ 2 �C et Æopp le type oppos�e. Pour tout M , il existe � > 0 tel que pour tout
ouple de points (��; �+) de �1X ave
 ��(�+) = Æ et ��(��) = Æopp, pour tout p de X telque ^p(��; �+) � � � � la distan
e de p �a la r�eunion F���+ des g�eod�esiques de �� �a �+ estinf�erieure ou �egale �a M .Preuve. L'angle de Tits entre un point du bord de type Æ et un point du bord de type Æoppne peut prendre qu'un ensemble �ni de valeurs D(Æ; Æopp), 
omprenant �. Soit �(Æ) tel que� � �(Æ) = max(D(Æ; Æopp) � f�g). Alors pour tous �+ de type Æ et �� de type oppos�e, s'ilexiste x 2 X tel que ^x(��; �+) > �� �(Æ), on a ^T (��; �+) = � et don
 F���+ est non vide.Supposons que la propri�et�e est fausse. Alors il existe M > 0, une suite de points pi dansX, et deux suites de points �+i de type Æ et ��i de type Æopp dans �1X tels que ^pi(��i ; �+i )! �et d(pi; F��i �+i ) �M . Pour i assez grand, F��i �+i est non vide. Soit qi la proje
tion orthogonalede pi sur F��i �+i . Quitte �a appliquer des isom�etries, on peut supposer que qi est une suite
onstante �egale �a q, ainsi que ��i � �� et �+i � �+. Si pn reste �a distan
e born�ee de q, quitte�a extraire pn ! p �a distan
e � M de F���+, ave
 ^p(��; �+) = �, 
e qui n'est pas possible.Sinon, 
omme on a ^pn(q; ��) � �2 et ^pn(q; �+) � �2 
es deux angles tendent vers �2 . Commel'angle sous lequel sont vus q et �+ 
rô�t de pn �a q, on 
hoisit p0i sur 
e segment, restant �adistan
e born�ee sup�erieure �a M de q et on aura ^p0i(q; �+) ! �2 . Quitte �a extraire, p0i ! p0�a distan
e sup�erieure �a M de sa proje
tion q sur F���+ ave
 ^p0(�+; q) = �2 , 
e qui n'est paspossible.Soit � un point dans le bord de X. Pour tout point p dans X, et pour tout r�eel positif D,on notera O�(p;D) l'ombre vue du point � de la boule de 
entre p et de rayon D, 
'est-�a-direl'ensemble des extr�emit�es dans le bord de X des g�eod�esiques issues de � et passant �a distan
einf�erieure ou �egale �a D de p.Fait I.2.2 Soit � un point du bord de X et r une g�eod�esique telle que r(+1) est �egal �a �.Les ombres O�(t; D) = Or(�1)(r(t); D), ave
 t 2 R et D > 0, forment une base de voisinagesde � dans son orbite G�.Les �el�ements g de G de la forme exp v, ave
 v 2 g 
onjugu�e dans A , sont appel�es destransve
tions (de type �v). Pour v non nul, 
e sont des isom�etries axiales translatant une15



g�eod�esique r de type ��v, ave
 la propri�et�e parti
uli�ere suivante. L'ensemble de d�epla
ementminimal Min(g) de g est �egal �a la r�eunion de toutes les g�eod�esiques parall�eles �a r (qui sonttranslat�ees par g). De plus, le 
entralisateur Z(g) de g dans G agit transitivement sur Min(g)(voir par exemple [Ebe, Prop. 4.1.4℄).Un �el�ement g de G est semisimple (resp. elliptique) si et seulement si son image par la re-pr�esentation adjointe (de G dans SLn(g)) est diagonalisable sur C (resp. diagonalisable sur C ,�a valeurs propres de module 1). On dit qu'un �el�ement g deG est unipotent (resp. hyperbolique)si son image par la repr�esentation adjointe a toutes ses valeurs propres �egales �a 1 (resp. estdiagonalisable sur C et �a valeurs propres r�eelles positives). Les �el�ements hyperboliques de Gsont exa
tement les transve
tions.Soit g un �el�ement de G. Il existe un unique triplet e, h, u dans G, appel�e la d�e
ompositionde Jordan de g, tel que e, h et u sont respe
tivement elliptique, hyperbolique et unipotent,
ommutent deux �a deux, et g = hue. On a alors`(g) = `(h):Proposition I.2.3 Soit g dans G de longueur de translation `(g) stri
tement positive. Ilexiste deux point oppos�es �� et �+ dans le bord �a l'in�ni de X, �x�es par g, tels que1. Le sous-espa
e totalement g�eod�esique F���+ de X form�e par la r�eunion des g�eod�esiquesallant de �� �a �+ se d�e
ompose en un produit dire
t C � R, o�u C est un sous-espa
etotalement g�eod�esique de X, et g agit sur C � R 
omme (�; `(g)), o�u `(g) d�esigne latranslation s 7! s+ `(g) de R, et � 2 Isom(C) est telle que `(�) = 0.2. Pour tout point p dans X, on a gmp tend vers �+ et g�mp tend vers �� quand m tendvers l'in�ni.3. Pour tout point p dans F���+ et tout D > 0, pour tout voisinage V de �+ dans G�+, ilexiste un entier N > 0 tel que, pour tout n � N , on agn(O�(p;D)) � VEn parti
ulier, �+ est le seul point �xe de g oppos�e �a �� dans le bord de X.Preuve. Soit h la 
omposante hyperbolique dans la d�e
omposition de Jordan de g, et �le produit des 
omposantes elliptique e et unipotente u. On a `(�) = 0, et h n'est pasl'identit�e. Soit �+ = r(+1) et �� = r(�1) pour une (toute) g�eod�esique r translat�ee parh (ave
 h Æ r : s 7! r(s + `(h))). La r�eunion F = F���+ des g�eod�esiques allant de �� �a �+est �egal �a l'ensemble minimal de d�epla
ement Min(h) de h, qui est stabilis�e par e et u. Il sed�e
ompose 
anoniquement en un produit C � R, o�u C est un sous-espa
e sym�etrique sansfa
teur 
ompa
t de X, ave
 h = (id; `(h)) et � = (�0; t) en restri
tion �a F (
ar � 
ommuteave
 h, don
 pr�eserve la d�e
omposition). On a `(�) =p`(�0)2 + t2 = 0 don
 t = 0 et �0 = �sur C. On a g = (�; `(h)) sur F .La deuxi�eme aÆrmation est vraie pour tout p si et seulement si elle est v�eri��ee pour unpoint de X. On 
hoisit p dans F \ Min(e), qui est non vide (
ar 
omme e stabilise F , laproje
tion sur F d'un point �xe de e est en
ore un point �xe de e). Soit r la g�eod�esiquetranslat�ee par h d'origine p. 16



Comme u est unipotente, la distan
e d(hmp; gmp) = d(p; ump) est de l'ordre de logm (voirpar exemple [LMR℄). Or hmp = r(m`(h)), don
 la suite gmp tend vers �+, 
ar d(gmp; r(m`(h)))m`(h)tend vers 0.Montrons maintenant la derni�ere aÆrmation. Soit p 2 F���+ et D > 0. Soit V un voisi-nage de �+ dans son orbite G�+. Supposons par l'absurde qu'il existe une suite (zm)m dansO�(p;D) et une suite 
roissante (nm)m d'entiers ave
 z0m = gnmzm =2 V pour tout k. Soit qmdans F��zm tel que d(p; qm) � D.
�� p

zm z0m = gnmzmqm � D �+gnmqm
D'apr�es l'assertion 2, la suite gnmp tend vers �+. Comme d(gnmqm; gnmp) � D, la suitegnmqm tend �egalement vers �+, et don
 l'angle ^p(�+; gnmqm) tend vers 0.Comme la suite gnmqm tend vers �+, l'angle ^p(��; gnmqm) tend vers �.Par les propri�et�es des angles dans un espa
e CAT(0), on en d�eduit que l'angle^gnmqm(p; ��)tend vers 0, puis que l'angle ^gnmqm(p; z0m) tend vers � (
ar ^gnmqm(��; z0m) = �), puis quel'angle ^p(gnmqm; z0m) tend vers 0.Comme, par l'in�egalit�e triangulaire, l'angle ^p(�+; z0m) est inf�erieur �a la somme des deuxangles ^p(�+; gnmqm) et ^p(gnmqm; z0m), qui tendent vers 0 par 
e qui pr�e
�ede, le point z0mtend vers �+, 
e qui 
ontredit l'hypoth�ese.I.3 Mod�ele des normes eu
lidiennes pour En.Une norme � sur Rn est dite eu
lidienne si elle est de la forme v 7! pq(v), o�u q estune forme quadratique d�e�nie positive sur Rn . Rappelons qu'une base (e1; : : : ; en) de Rnest orthogonale pour � si on a �(Pni=1 xiei) = pPni=1 x2i pour tous x1; : : : ; xn dans R. Ondit que � est de volume 1 si pour toute base (e1; : : : ; en) de Rn orthogonale pour �, ded�eterminant 1, on a Qni=1 �(ei) = 1.Soit En l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t asso
i�e �a G = SLn(R). On identi�e En�a l'espa
e des normes eu
lidiennes de volume 1 sur Rn , par la bije
tion qui �a une matri
eA sym�etrique d�e�nie positive dans Mn(R), de d�eterminant 1, asso
ie la norme eu
lidiennev 7! ptvAv sur Rn 
orrespondant �a la forme quadratique d�e�nie positive de matri
e A dansla base 
anonique.La distan
e d et l'a
tion de G 
orrespondantes sur l'espa
e des normes eu
lidiennes de vo-lume 1 sont les suivantes. Si � et � 0 sont deux telles normes, alors d(�; � 0) =qPni=1 ��log �0� (ei)��2,17



o�u (e1; : : : ; en) est une base de Rn orthogonale pour � et � 0 (qui existe 
ar deux formes qua-dratiques d�e�nies positives sur Rn admettent toujours une base orthogonale 
ommune). Legroupe G agit par g:� = � Æ g�1 pour g 2 G et � une norme eu
lidienne de volume 1 sur Rn .Ce mod�ele de En est moins standard, mais pratique, et parti
uli�erement bien adapt�e aupassage au 
ône asymptotique (voir se
tion IV.2).Notons d1 la distan
e sur En donn�ee par d1(�; � 0) = supv2Rn� ��log �0� (v)�� pour tous �; � 0dans En.On voit fa
ilement que pour �; � 0 dans X et (e1; : : : ; en) une base de Rn orthogonale
ommune, on a supv2Rn� � 0� (v) = supi=1���n � 0� (ei) (I.1)et d1(�; � 0) = supi=1���n ����log � 0� (ei)���� (I.2)Remarquons qu'en parti
ulier, on ad1(�; � 0) � (n� 1) supv2Rn� log � 0(v)�(v) (I.3)
ar, 
omme les normes sont de volume 1, on aPni=1 log �0� (ei) = 0, et don
 supi=1���n ��log �0� (ei)�� �(n� 1) supi=1���n log �0� (ei).On d�eduit de la formule I.2 qued1 � d � pn d1 sur En (I.4)Les deux distan
es d et d1 sont don
 �equivalentes.Le point base x0 est la norme eu
lidienne 
anonique �0 de Rn . Soit N la norme 
anoniquesur les endomorphismes de Rn asso
i�ee �a �0. Pour tout g 2 G, on a supv2Rn� g:�0�0 (v) = N(g�1)et don
 d1(�0; g:�0) = max�logN(g); logN(g�1)	 � (n� 1) logN(g) (I.5)Le lemme suivant sera utilis�e dans la d�emonstration du th�eor�eme IV.2.2.Lemme I.3.1 Soit � une norme eu
lidienne de volume 1 sur Rn et E = (e1; : : : ; en) unebase de Rn orthonorm�ee pour �. Alorssupi=1���n log �0(ei) � d(�0; �) � pn(n� 1)� supi=1���n log �0(ei) + logn�Preuve. Pour i = 1 � � �n, on a log �0(ei) = log �0� (ei) � d1(�0; �) � d(�0; �). Pour tousx1; : : : ; xn dans R on a, en notant v =Pni=1 xiei�0 (v) � nXi=1 jxij �0(ei) � n supi=1���n jxij supi=1���n �0(ei) � n � (v) supi=1���n �0(ei)18



don
 supv2Rn� log �0(v)�(v) � sup log �0(ei) + logn. Or on a d1(�0; �) � (n� 1) supv2Rn� log �0(v)�(v)(par la formule I.3), 
e qui 
on
lut (
ar d � pn d1 sur En par la formule I.4).Rappelons que A est identi��e �a l'hyperplan de Rn form�e par les ve
teurs de somme des
oordonn�ees nulle. Le plat maximal marqu�e fE de En asso
i�e �a une base E = (e1; : : : ; en)de Rn est l'appli
ation de A dans En qui �a (�1; : : : ; �n) asso
ie la (seule) norme eu
lidiennesur Rn admettant E pour base orthogonale et valant e��i sur ei (qui est bien de volume 1).Pour toute base E de d�eterminant 1 de Rn et tout g dans G, on a g Æ fE = fgE . Tous les platsmaximaux marqu�es de En sont don
 de 
ette forme, par transitivit�e de l'a
tion de G sur lesplats maximaux marqu�es.
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Chapitre IIImmeubles aÆnes
II.1 D�e�nitions et 
ara
t�erisations.Dans 
ette se
tion, nous allons tout d'abord d�e�nir les immeubles aÆnes, puis �etablir un
ertain nombre de leurs propri�et�es fondamentales, qu'on peut utiliser pour les 
ara
t�eriser.Cette se
tion est organis�ee dans le but de d�emontrer le th�eor�eme II.1.22, qui donne di��erentes
ara
t�erisations des immeubles aÆnes, qui seront utilis�ees dans la suite. On utilisera sansd�emonstration les propri�et�es 
lassiques des groupes de r�e
exions �nis et syst�emes de Coxeter(voir par exemple [Bou3℄), ainsi que des immeubles sph�eriques (voir par exemple [Bro℄,[Ron℄).II.1.1 La stru
ture mod�ele.On renvoie par exemple �a [Bro, Chapter 1℄ pour les d�e�nitions et r�esultats �enon
�es 
i-dessous.Soit A un espa
e ve
toriel eu
lidien de dimension �nie. Un groupe de r�e
exions �niest un sous-groupe �ni W d'isom�etries ve
torielles de A , engendr�e par des r�e
exions. Onappellera parfois �egalement la paire (A ;W ) un groupe de r�e
exions �ni, quand il est n�e
essaired'expli
iter l'espa
e ve
toriel eu
lidien A sous-ja
ent, et on dira qu'il est trivial si le groupeW est r�eduit �a l'identit�e.Soient (A 1 ;W 1) et (A 2 ;W 2) des groupes de r�e
exions �nis. Le produit dire
t W 1 �W 2agissant 
anoniquement sur la somme dire
te orthogonale A 1�A 2 est un groupe de r�e
exions�ni. On dit qu'un groupe de r�e
exions �ni est irr�edu
tible s'il n'est pas trivial et ne sed�e
ompose pas en produit de groupes de r�e
exions �nis 
omme 
i-dessus. Un groupe der�e
exions �ni (A ;W ) admet une d�e
omposition 
anonique en un produit (A ; W ) = (A 0 �� � �� A m ;W 0� : : :�Wm) de groupes de r�e
exions �nis o�u (A i ;W i) est trivial pour i = 0 etirr�edu
tible pour i > 0.On se �xe d�esormais un espa
e ve
toriel eu
lidien A de dimension �nie n et un groupede r�e
exions �ni W agissant sur A .Un hyperplan de A qui est l'ensemble des points �xes d'une r�e
exion de W est appel�e unmur (ve
toriel) de A . Les murs ve
toriels de A sont don
 en nombre �ni. Une 
omposante
onnexe du 
ompl�ementaire dans A de la r�eunion des murs (respe
tivement son adh�eren
e)21



est appel�ee une 
hambre de Weyl (ve
torielle) (respe
tivement 
hambre de Weyl ferm�ee)de A . C'est un 
ône poly�edral 
onvexe. Les fa
ettes (ve
torielles) (respe
tivement fa
ettesferm�ees) de A sont les fa
ettes ouvertes (resp. ferm�ees) de 
es 
ônes poly�edraux. Elles formentune partition de A . Le groupe W op�ere simplement transitivement sur les 
hambres deWeyl ve
torielles de A . On se �xe dor�enavant une 
hambre de Weyl ferm�ee C de A ditefondamentale. C'est un domaine fondamental stri
t pour l'a
tion de W sur A .On appelle murs, 
hambres de Weyl, fa
ettes,. . . aÆnes de A les translat�es des murs,
hambres de Weyl, fa
ettes,. . . ve
toriels de A (nos 
hambres de Weyl et fa
ettes 
orres-pondent respe
tivement aux quartiers et fa
ettes de quartiers de [Tit℄).Soit W un sous-groupe d'isom�etries aÆnes de A , de proje
tion ve
torielle W , tel qu'ilexiste a dans A tel que W = TWa, o�u Wa �xe a et T est un sous-groupe de translations deA (ou, de mani�ere �equivalente, engendr�e par des r�e
exions aÆnes).II.1.2 D�e�nition des immeubles aÆnes.D�e�nition II.1.1 Soient � un ensemble et A une famille d'inje
tions de A dans �, qu'onappelle appartements marqu�es. On appelle appartement l'image d'un appartement marqu�e.On dit que � muni du syst�eme d'appartements (marqu�es) A est un immeuble aÆnemodel�e sur (A ;W ) si les axiomes (A1)-(A5') suivants sont v�eri��es.(A1) Le syst�eme d'appartements marqu�es est invariant par pr�e
omposition par W .(A2) Soient f et f 0 deux appartements marqu�es. L'ensemble I = f 0�1(f(A )) est un 
onvexeferm�e de A et en restri
tion �a I, le 
hangement d'appartement f�1Æf 0 est la restri
tiond'un �el�ement de W .(A3) Par deux points de � passe au moins un appartement.Les axiomes (A2) et (A3) permettent de d�e�nir une fon
tion d de ��� dans R+ , telleque, pour tout appartement marqu�e f et tous points a et b de A , on a que d(f(a); f(b)) est�egal �a la distan
e eu
lidienne de a �a b dans A . On appelle 
hambre de Weyl de � l'imagepar un appartement marqu�e d'une 
hambre de Weyl aÆne de A .(A4) Deux 
hambres de Weyl 
ontiennent des 
hambres de Weyl 
ontenues dans un mêmeappartement.(A5') Pour tout point x de � et tout appartement A passant par x, il existe une r�etra
tionr de � sur A (
'est-�a-dire une appli
ation de � dans A �egale �a l'identit�e en restri
tion�a A ), diminuant d, et telle que r�1(x) = fxg.Remarques. Cette d�e�nition est extraite de [Ron, Appendix 3℄, o�u on trouvera un historiquede l'axiome (A5'). On notera que dans [Ron, Appendix 3℄ et [Tit℄, le seul groupe W autoris�eest le groupe fW de toutes les isom�etries aÆnes de A de partie ve
torielle dans W . Pourtoutes les propri�et�es �etudi�ees i
i, 
ela revient au même, 
omme on le remarquera 
i-dessous.Notons simplement que la d�e�nition donn�ee i
i permet de 
ara
t�eriser les immeubles aÆnesdis
rets de la mani�ere naturelle suivante.La paire (�;A) est la r�ealisation g�eom�etrique d'un immeuble 
ombinatoire de type aÆne(voir par exemple [Tit℄, [Ron℄ pour la d�e�nition) si et seulement si 
'est un immeuble aÆnemodel�e sur (A ;W ), au sens 
i-dessus, ave
 W dis
ret, et W irr�edu
tible.22



Remarquons que, si (�;A) est un immeuble aÆne model�e sur (A ;W ), alors (�; eA) esten
ore un immeuble aÆne model�e sur (A ;fW ), ave
 eA = ff Æ ew; f 2 A; ew 2 fWg. Toutes lesnotions (appartements, 
hambres de Weyl et fa
ettes, distan
e, . . . ) et propri�et�es �etudi�eesdans la suite ne d�ependent que de eA, aussi supposera-t-on d�esormais, pour simpli�er lesnotations, que W est le sous-groupe de toutes les isom�etries aÆnes de A de partie ve
torielledans W . On dira alors que (�;A) est un immeuble aÆne de type (ve
toriel) (A ;W ).�A partir de maintenant et dans tout le reste de la se
tion II.1, on suppose donn�e unensemble � muni d'une famille A d'inje
tions de A dans � v�eri�ant les axiomes (A1), (A2)et (A3).Remarque. Pour que la fon
tion d d�e�nie 
i-dessus soit une distan
e sur �, il faut et il suÆtque l'in�egalit�e triangulaire soit v�eri��ee. On verra que 
'est bien le 
as si � est un immeubleaÆne (
f. Prop. II.1.3).II.1.3 Premi�eres d�e�nitions.Type d'un segment.Le segment [x; y℄ d'un point x �a un point y de � est par d�e�nition le segment eu
lidiende x �a y dans un (tout) appartement les 
ontenant. A 
haque segment [x; y℄ dans � onasso
ie le type �[x; y℄ de 
e segment, qui est l'unique ve
teur de la 
hambre de Weyl ferm�eefondamentale C de A tel que dans un appartement marqu�e f 
ontenant x et y, on aitx = f(a) et y = f(a+�[x; y℄) ave
 a 2 A . Cette notion est bien d�e�nie 
ar C est un domainefondamental stri
t pour l'a
tion du groupe de Weyl ve
torielW sur l'espa
e ve
toriel A (voirparagraphe II.1.1).Fa
ettes de �.Un 
omplexe simpli
ial est un ensemble D partiellement ordonn�e tel que1. Deux �el�ements ayant un minorant 
ommun ont une borne inf�erieure.2. Le sous-ensemble des minorants, appel�es fa
ettes, d'un �el�ement donn�e F est isomorphe�a l'ensemble, partiellement ordonn�e par l'in
lusion, des parties non vides d'un ensemble�ni f1; : : : ; rg. L'entier r � 1 est appel�e la dimension de F .On dit qu'un 
omplexe simpli
ial D est marqu�e si on a un morphisme de D dans l'en-semble, partiellement ordonn�e par l'in
lusion, des parties non vides d'un ensemble �ni �x�e,qui est inje
tif en restri
tion au sous-ensemble des minorants de 
haque �el�ement F de D.Un 
omplexe de 
hambres est un 
omplexe simpli
ial dont les �el�ements maximaux, appel�es
hambres, sont de même dimension et dont deux 
hambres quel
onques peuvent être jointespar une galerie, 
'est-�a-dire une suite de 
hambres telle que deux 
hambres 
ons�e
utives sontadja
entes, i.e. ont une fa
ette de 
odimension 1 
ommune.L'ensemble � des fa
ettes ve
torielles de A , muni de la relation \être une fa
ette de",
'est-�a-dire par la relation d'in
lusion sur les fa
ettes ferm�ees (voir par exemple [Bro, Chapter1℄), est un 
omplexe simpli
ial.On appelle bord de A et on note �A la sph�ere unit�e de A , munie de la distan
e angulaire.On note � l'appli
ation 
anonique de l'espa
e ve
toriel A priv�e du ve
teur nul dans �A .23



Le groupe de r�e
exions �ni W induit une partition de la sph�ere �A par l'ensemble �1des bords �F des fa
ettes ve
torielles F non r�eduites �a f0g de A , qui, muni de la relationd'ordre induite par l'in
lusion sur les adh�eren
es, est un 
omplexe simpli
ial (isomorphe �a �priv�e de f0g dans le 
as o�u W est essentiel, �a � sinon).Notons ��C (resp. �1�C) le sous-ensemble de � (resp. de �1) form�e par les fa
ettes deC (resp. par les bords des fa
ettes non r�eduites �a f0g de C).On appelle fa
ette (ouverte) (resp. fa
ette ferm�ee) de � l'image F par un appartementmarqu�e f d'une fa
ette aÆne ouverte (resp. ferm�ee) a + F de A , o�u a 2 A et F est unefa
ette ve
torielle de A . Cette fa
ette est dite de sommet x si f(a) = x. La fa
ette ferm�ee Fasso
i�ee est alors l'image par l'appartement marqu�e de la fa
ette aÆne ferm�ee a+F asso
i�ee(
ela ne d�epend pas du 
hoix de l'appartement). Quitte �a pr�e
omposer f par un �el�ement deW , on peut supposer que F est dans l'ensemble ��C des fa
ettes de la 
hambre de Weylve
torielle fondamentale C. Alors F, qu'on appellera le type de F et qu'on notera �(F ), etla restri
tion �a F de f(a+ �), ne d�ependent que de F .On dit qu'une fa
ette F 0 de � est domin�ee par ou est une fa
ette d'une fa
ette F de �si F et F 0 ont même sommet et F 0 est in
luse dans la fa
ette ferm�ee F asso
i�ee �a F .L'ensemble des fa
ettes de � de sommet un point x donn�e est un 
omplexe simpli
ialmarqu�e (par le type).Germes de fa
ettes en un point.Soient x un point de � et F , F 0 deux fa
ettes de � de sommet x. On dit que F et F 0ont même germe en x si leur interse
tion est un voisinage de x dans F et dans F 0. C'est unerelation d'�equivalen
e sur les fa
ettes de sommet x. La 
lasse des fa
ettes ayant même germeen x qu'une fa
ette F donn�ee est appel�ee le germe de F en x et not�e �xF . On dit que legerme en x de F domine 
elui de F 0 si F 
ontient un voisinage de x dans F 0. L'axiome (A2)permet d'�etablir la proposition suivante.Proposition II.1.2 Soient F et F 0 deux fa
ettes de sommet x de � telles que F 
ontientun voisinage de x dans F 0. Alors il existe une fa
ette de F ayant même germe en x que F 0.Si F et F 0 ont même germe en x, alors elles ont même type F. Soient f , f 0 deux appar-tements marqu�es et a, a0 dans A tels que F = f(a+F), F 0 = f 0(a0+F) et f(a) = f 0(a0) = x.Les restri
tions �a F de f(a+ �) et de f 0(a0 + �) sont alors �egales sur un voisinage de 0.On peut don
 d�e�nir le type d'un germe en x de fa
ette (non r�eduit �a la seule fa
ettefxg) 
omme le bord �F 2 �1�C du type F d'un de ses �el�ements. On note �x� l'ensembledes germes en x des fa
ettes de sommet x de �, non r�eduites �a fxg, partiellement ordonn�epar la relation de domination. C'est un 
omplexe simpli
ial marqu�e (par le type).Soit A un appartement de � passant par x. Le germe en x de A est le sous-
omplexe de�x� form�e par les germes en x des fa
ettes de sommet x, non r�eduites �a fxg, de A.Pour que le 
omplexe simpli
ial �x� soit un immeuble sph�erique model�e sur �1, ave
les germes d'appartements pour appartements, il faut et il suÆt que l'axiome (B1) de [Bro,IV,1 p. 76℄ soit v�eri��e (l'axiome (B2) de [Bro℄ d�e
oulant dire
tement de l'axiome (A2)),
'est-�a-dire qu'on ait la propri�et�e suivante.(GG) Deux germes de 
hambres de Weyl de même sommet sont dans un même appartement.24



On verra que 
'est bien le 
as si � est un immeuble aÆne (
f. Corollaire II.1.11).II.1.4 Deux 
ons�equen
es de l'axiome (A5').Rappelons que � d�esigne un ensemble muni d'une famille A d'inje
tions de A dans �v�eri�ant les axiomes (A1), (A2) et (A3) de la se
tion II.1.2.Proposition II.1.3 Si l'axiome (A5') est v�eri��e, alors la fon
tion d v�eri�e l'in�egalit�e tri-angulaire et est don
 bien une distan
e.Preuve. Soient x, y et z trois points de �. D'apr�es l'axiome (A3), il existe un appartementA 
ontenant x et y. D'apr�es l'axiome (A5'), il existe une r�etra
tion r de � sur A, diminuantd. On a don
 d(x; r(z)) � d(x; z) et d(r(z); y) � d(z; y). Or, 
omme la restri
tion de d �aA est une distan
e, on a d(x; y) � d(x; r(z)) + d(r(z); y). On a don
 bien que d(x; y) �d(x; z) + d(z; y).On appelle ra
ine (resp. ve
torielle, aÆne) un demi-espa
e (resp. ve
toriel, aÆne) ferm�ede A bord�e par un mur. On appelle demi-appartement l'image par un appartement marqu�ed'une ra
ine ve
torielle A . Dans [Ron℄, on trouve l'axiome suivant 
omme alternative �al'axiome (A5') :(A5) Trois appartements tels que leurs interse
tions deux �a deux sont des demi-appartementsont un point 
ommun.Proposition II.1.4 Si l'axiome (A5') est v�eri��e, alors l'axiome (A5) est �egalement v�eri��e.Preuve. On peut se ramener �a �etudier la situation suivante (les autres 
as �etant �evidents),illustr�ee par la �gure II.1. SoitM un mur ve
toriel de A , d�elimitant deux demi-espa
es D+ etD�. Consid�erons trois appartements marqu�es f1, f2 et f3 dans A tels que f2(D+) = f3(D�),f1(a+D�) = f2(a+D�), et f3(b+D+) = f1(
+D+) ave
 a 2 D�, b 2 D+ et 
 2 a+D+.A2 A3A1
f2(D+)=f3(D�)f1(a+D�)=f2(a+D�) f3(b+D+)=f1(
+D+) M

D D+-

A
a

c

b

Fig. II.1 { Preuve de l'axiome (A5).Soit x 2 f1(A ). D'apr�es l'axiome (A5'), il existe une r�etra
tion r de � sur f1(A ), dimi-nuant la distan
e d, et telle que r�1(x) = fxg.Soit g l'appli
ation de A dans � �egale �a f2 sur D� et �egale �a f3 sur D+ (bien d�e�nie
ar f2 et f3 
o��n
ident sur M). D'apr�es 
e qui a �et�e fait 
i-dessus, l'axiome (A5') entrâ�nel'in�egalit�e triangulaire pour d, don
 g diminue la distan
e.On 
onsid�ere la 
ompa
ti�
ation 
anonique de l'espa
e eu
lidien de dimension �nie A parla sph�ere des dire
tions �A , en une boule ferm�ee.25



L'appli
ation f�11 Æ r Æ g, de A dans lui-même, �xe le demi-espa
e a+D� point par point(
ar r est l'identit�e sur l'image de f1, et g = f2 
o��n
ide ave
 f1 sur a + D�) et 
'est latranslation de ve
teur 
 � b en restri
tion au demi-espa
e b + D+ (
ar f�11 Æ f3 est alorsla restri
tion d'un �el�ement de W qui envoie b + D+ sur 
 + D+). De plus, elle diminuela distan
e eu
lidienne. On peut la prolonger 
ontinûment en une appli
ation de la bouleferm�ee A [ �A dans elle-même, �egale �a l'identit�e sur �A . Elle est don
 surje
tive. On a don
x 2 r (f2(A ) [ f3(A )), don
 x 2 f2(A ) [ f3(A ). On en d�eduit que f1(A ) � f2(A ) [ f3(A ).II.1.5 L'immeuble �a l'in�ni et les propri�et�es (GG) et (CO).Dans 
ette se
tion, on suppose que (�;A) v�eri�e, en plus des axiomes (A1), (A2) et(A3), les axiomes (A4) et (A5), et que la fon
tion d v�eri�e l'in�egalit�e triangulaire (
'estnotamment le 
as pour les immeubles aÆnes d'apr�es 
e qui pr�e
�ede). On montrera par lasuite en II.1.7 que 
es hypoth�eses, a priori plus faibles, entrâ�nent l'axiome (A5'), don
 que� est un immeuble aÆne.L'immeuble sph�erique �a l'in�ni.On dit que deux fa
ettes de � sont asymptotes si elles sont �a distan
e de Haussdor� �niepour d. C'est une relation d'�equivalen
e 
ar d v�eri�e l'in�egalit�e triangulaire. Une 
lasse defa
ettes asymptotes non r�eduites �a un point est appel�ee une fa
ette �a l'in�ni de �. La fa
ette�a l'in�ni d�e�nie par une fa
ette F (non r�eduite �a un point) est appel�ee bord de F et not�eeF (1).Soient b et b0 deux fa
ettes �a l'in�ni de �. On dit que b domine b0 ou que b0 est une fa
ettede b et on note b0 � b si pour tout F 2 b et F 0 2 b0 on a supx2F 0 d(x; F ) <1. L'axiome (A4)permet d'�etablir la proposition suivante.Proposition II.1.5 Soient F et F 0 deux fa
ettes de � telles que supx2F 0 d(x; F ) est �ni.Alors il existe une fa
ette de F asymptote �a F 0.Si F et F 0 sont asymptotes, non r�eduites �a un point, alors il existe une unique fa
etteF de la 
hambre de Weyl fondamentale C et deux appartements marqu�es f et f 0 tels queF = f(a + F), F 0 = f 0(a0 + F) ave
 a, a0 dans A . Les restri
tions �a F de f(a + �) et def 0(a0 + �) sont alors �a distan
e born�ee. Le bord �F 2 �1�C de F est alors appel�e le type deF (1) et not�ee �(F (1)).On appelle sous-
hambre de Weyl d'une 
hambre de Weyl C de � une 
hambre de Weylde � 
ontenue dans C.Corollaire II.1.6 Deux 
hambres de Weyl de � sont asymptotes si et seulement si ellesont une sous-
hambre de Weyl 
ommune.L'ensemble �1 des fa
ettes �a l'in�ni de �, muni de la relation de domination, est un
omplexe simpli
ial marqu�e (par le type).�A 
haque appartement A de � on asso
ie son bord A(1), i.e. le sous-
omplexe, isomorphe�a �1, de �1 form�e des bords des fa
ettes (non r�eduites �a un point) in
luses dans A.Propri�et�e II.1.7 Le 
omplexe simpli
ial �1 est un immeuble sph�erique model�e sur �1,appel�e immeuble �a l'in�ni de �. Ses appartements sont les bords des appartements de �.26



Preuve. L'axiome (B1) de [Bro℄ d�e
oule imm�ediatement de (A4), il suÆt de v�eri�er (B2").Si une 
hambre �a l'in�ni 
 est dans le bord �a l'in�ni de deux appartements A et A0, alors ilexiste deux 
hambres de Weyl C dans A et C 0 dans A0 de même bord 
. Les 
hambres deWeyl C et C 0 ont don
 une sous-
hambre de Weyl 
ommune C 00. Il existe deux appartementsmarqu�es f et f 0 d'images respe
tives A et A0 tels que le 
hangement d'appartement f 0 Æ f�1est �egal �a l'identit�e sur leur interse
tion, qui 
ontient C 00. L'appli
ation induite du bord �al'in�ni de A dans le bord �a l'in�ni de A0 est un isomorphisme �xant leur interse
tion.Soient A1 et A2 deux appartements de �. S'ils ont même bord �a l'in�ni, ils sont �egaux.Si leurs bords s'interse
tent suivant un demi-appartement de �1, alors A1 \ A2 est undemi-appartement de � (prendre deux 
hambres de Weyl C1 et C2 
ommunes �a A1 et A2dont les bords sont dans A1(1) \ A2(1), oppos�ees dans le premier 
as, ayant deux fa
esde 
odimension 1 oppos�ees dans le se
ond. L'interse
tion des deux appartements 
ontientl'enveloppe 
onvexe de C1 [C2, qui est l'appartement tout entier dans le premier 
as, et undemi-appartement dans le se
ond).La propri�et�e (GG)Proposition II.1.8 Soient 
0 2 �1 une 
hambre �a l'in�ni et C une 
hambre de Weyl desommet x 2 �. Alors il existe un appartement 
ontenant un germe en x de C et dont le bord
ontient 
0.Preuve. Soit A un appartement 
ontenant C. Par indu
tion sur la longueur d'une galerieallant de C(1) �a 
0, il suÆt de d�emontrer la proposition pour 
0 adja
ente �a A(1) (et n'y�etant pas in
luse). Le mur m de A(1) 
ontenant une fa
e de 
odimension 1 de 
0 partageA(1) en deux demi-appartements h1 et h2. Comme �1 est un immeuble sph�erique, il existeun demi-appartement h de �1 de bord m et 
ontenant 
0, et ai = hi [h est un appartement�a l'in�ni pour i = 1; 2.Soit Ai l'appartement de � de bord ai. Les trois appartements A, A1 et A2 s'interse
tentdeux �a deux suivant des demi-appartements. D'apr�es l'axiome (A5), ils ont don
 un point
ommun. L'appartement A est don
 la r�eunion des deux demi-appartements A\A1 et A\A2.L'un des deux appartements A1; A2 
ontient un germe en x de C, don
 
onvient.Corollaire II.1.9 Soit x un point de �. Pour toute fa
ette F de �, il existe une uniquefa
ette F 0 de sommet x asymptote �a F .Corollaire II.1.10 Soient F une fa
ette de � de sommet x et b un germe en x de fa
ettedominant le germe �xF de F en x. Alors il existe une fa
ette F 0 de sommet x ayant F pourfa
ette et b pour germe en x.Corollaire II.1.11 On a la propri�et�e(GG) Deux germes de 
hambres de Weyl de même sommet sont 
ontenus dans un mêmeappartement. 27



La propri�et�e (CO) pour les 
hambres de Weyl oppos�ees en un point.Remarquons que deux fa
ettes de même sommet x sont oppos�ees en x (i.e. de germesen x oppos�es dans un appartement les 
ontenant) si et seulement si elles 
ontiennent res-pe
tivement dans leur int�erieur deux points y et z tels que x 2 [y; z℄. La notion de fa
ettesoppos�ees en leur sommet ne d�epend don
 que des trois premiers axiomes.Proposition II.1.12 On a la propri�et�e(CO) Il existe un unique appartement 
ontenant deux 
hambres de Weyl donn�ees de sommetx 2 �, oppos�ees en x.Preuve. L'uni
it�e est une 
ons�equen
e dire
te de l'axiome (A2), montrons l'existen
e.Soient C et D deux 
hambres de Weyl de même sommet x, oppos�ees en x. D'apr�esl'axiome (A4), il existe un appartement A 
ontenant deux sous-
hambres de Weyl respe
tivesC 0 et D0 de C et D. Soit [y; z℄ un segment non trivial 
ontenant x ave
 y 2 C et z 2 D.Soit r : R �! � tel que la restri
tion �a R+ (resp. �a R�) de r est le rayon g�eod�esiquede C (resp. de D) issu de x passant par y (resp. par z), qui ren
ontre n�e
essairement lasous-
hambre de Weyl C 0 (resp. D0) en y0 (resp. z0).Montrons que le point x est sur le segment [z0; y0℄, don
 dans A (par l'axiome (A2)), 
equi 
on
lut.Soit I l'ensemble des r�eels t n�egatifs ou nuls tels que la 
hambre de Weyl ferm�ee de � desommet r(t) asymptote �a C, not�ee C(t), 
ontient r([t;+1[). C'est un intervalle 
ontenant0. Soit t 2 I. D'apr�es la proposition II.1.8, il existe un appartement A0 
ontenant un germeen r(t) de la sous-
hambre de Weyl D(t) de D de sommet r(t), don
 
ontenant r([t� "; t℄)ave
 " stri
tement positif, et 
ontenant �egalement C(t), don
 r([t;+1℄ 
ar t 2 I. Commer minimise lo
alement la distan
e, la restri
tion �a [t� ";+1[ de r est un rayon g�eod�esiquedans l'appartement A0, passant par r(t) et y. Don
 son image est 
ontenue dans C(t� ") ett� " 2 I.Don
 I est un intervalle ouvert de la forme ℄s; 0℄ de R� ave
 s < 0. Si s est �ni, alors,en appliquant la proposition II.1.8 �a la 
hambre �a l'in�ni C(1) et au germe de 
hambre enr(s) oppos�e �a 
elui de D(s), il existe " stri
tement positif, qu'on peut supposer inf�erieur �a�s, tel qu'il existe un appartement 
ontenant r(s) et r(s+ ") (don
 r([s; s+ "℄)) et C(s+ "),don
 r([s+ ";+1[) 
ar s+ " 2 I. On a don
 s 2 I, 
e qui est impossible.On aura besoin du 
orollaire suivant en se
tion V.5.3.Corollaire II.1.13 (G�eod�esiques par mor
eaux) Soit � un immeuble aÆne, de syst�emed'appartement maximal. Soit � : R �! � une g�eod�esique par mor
eaux, �a segments lo
a-lement dans des 
hambres oppos�ees, 
'est-�a-dire telle que pour tout t il existe " tel que lessegments �[t; t+ "℄ et �[t� "; t℄ sont dans deux 
hambres de Weyl de sommet �(t) de germesoppos�es en �(t). Alors, pour tout t les images par � des intervalles ℄�1; t℄ et [t;+1[ sontrespe
tivement 
ontenues dans deux 
hambres de Weyl de sommet �(t) oppos�ees en �(t). Enparti
ulier, l'image de � est 
ontenue dans un appartement.Terminons par un lemme (qui sera notamment utilis�e en se
tion II.2.6) qui g�en�eralise lapropri�et�e (CO). 28



Lemme II.1.14 Soient A un appartement de �, et F une fa
ette de� de sommet un point x de A. Soit F 0 une fa
ette de A de sommet xoppos�ee �a F en x, et D la r�eunion des 
hambres de Weyl ferm�ees de Ade sommet x 
ontenant F 0. Il existe un unique appartement 
ontenant Det F . F 0D x FAPreuve. L'uni
it�e est une 
ons�equen
e dire
te de l'axiome (A2), montrons l'existen
e.Soient f 0 2 A d'image A et F une fa
ette de la 
hambre de Weyl fondamentale C de Atelles que f 0(0) = x et f 0(F) = F 0. Soient C 0 = f 0(C) et B0 = f 0(wC) o�u w est le plus long�el�ement du sous-groupe de Coxeter de W engendr�e par les r�e
exions �xant F.La fa
ette F peut se prolonger en une 
hambre de Weyl de sommet x oppos�ee en x �a C 0par le 
orollaire II.1.10, don
 il existe f 2 A tel que f(0) = x, f(C) = C 0 et f(�F) = F .Soit B = f(w(�C)), alors l'enveloppe 
onvexe ferm�ee de F 0 et B 
ontient C 0. Il existe unappartement 
ontenant des germes de B et de B0, don
 un germe de F 0 (par (GG)), don
,par 
onvexit�e, 
et appartement 
ontient un germe de C 0. Les 
hambres de Weyl B et B0 sontdon
 oppos�ees en x, don
 
ontenues dans un même appartement A0 (par (CO)), qui 
ontientl'enveloppe 
onvexe de F 0 et B (par l'axiome (A2)), don
 C 0.Par 
ons�equent A0(1) 
ontient la r�eunion des galeries minimales de C 0(1) �a B0(1), quiest D(1) (
ar 
e sont des 
hambres oppos�ees dans le 
omplexe de Coxeter link(F 0(1)) dontl'ensemble des 
hambres est l'ensemble D(1) des 
hambres de A(1) dominant F 0(1)). Onen 
on
lut que A 
ontient D.II.1.6 L'immeuble des germes en un point et la propri�et�e (A3').Dans 
ette se
tion, on suppose que (�;A) v�eri�e, en plus des axiomes (A1), (A2) et(A3), les propri�et�es suivantes (qui sont notamment v�eri��ees sous les hypoth�eses de la se
tionII.1.5, don
 par les immeubles aÆnes, d'apr�es la se
tion II.1.4).(GG) Deux germes de 
hambres de Weyl de même sommet sont dans un même appartement.(CO) Deux 
hambres de Weyl de sommet x 2 �, oppos�ees en x, sont dans un mêmeappartement.Notons que l'appartement de (CO) est n�e
essairement unique (par l'axiome (A2)). Onmontrera par la suite en se
tions II.1.7 et II.1.8 que les axiomes (A5') et (A4) sont alorsv�eri��es, don
 que � est un immeuble.La propri�et�e (GG) entrâ�ne la proposition suivante.Proposition II.1.15 Le 
omplexe simpli
ial �x� est un immeuble sph�erique model�e sur�1, appel�e l'immeuble des dire
tions en x de �. Ses appartements sont les germes desappartement de � passant par x.Remarque. Dans le 
as o�u (A ;W ) essentiel, la r�ealisation g�eom�etrique de l'immeublesph�erique 
ombinatoire �x� est exa
tement l'espa
e Æx� des dire
tions en x de � 
ommeespa
e m�etrique CAT(0) (voir se
tion I.1).On a un morphisme 
anonique (de 
omplexes de 
hambres marqu�es) de l'immeuble �al'in�ni dans l'immeuble des dire
tions en x�x : �1 �! �x�29



d�e�ni par �x (C(1)) = �xC pour toute 
hambre de Weyl C de sommet x de �.Proposition II.1.16 Soient C et C 0 deux 
hambres de Weyl de � de même sommet x. Ilexiste un appartement 
ontenant C et un germe de C 0 en x.Preuve. Soit A un appartement 
ontenant des germes en x de C et C 0. Soit C 00 la 
hambrede Weyl de A de sommet x, de germe en x oppos�e �a 
elui de C. Soit A0 l'appartement
ontenant les deux 
hambres de Weyl C et C 00 (qui sont oppos�ees en x). Les germes en x deA et de A0 sont deux appartements de l'immeuble sph�erique �x� qui 
ontiennent les deux
hambres oppos�ees �xC et �xC 00. Ils sont don
 
onfondus, et par 
ons�equent A0 
ontient ungerme en x de C 0.Proposition II.1.17 On a la propri�et�e(A3') Soient C et C 0 deux 
hambres de Weyl de � de sommets respe
tifs x et y. Alors ilexiste un appartement 
ontenant un germe en x de C et un germe en y de C 0.Preuve. Soit D une 
hambre de Weyl ferm�ee de � de sommet x 
ontenant y. D'apr�es laproposition II.1.16, il existe un appartement A 
ontenant D et un germe en x de C. Il existeune 
hambre de Weyl ferm�ee D0 de A de sommet y 
ontenant un germe en x de C. Enr�eappliquant la même proposition, on a alors un appartement A0 
ontenant D0 et un germeen y de C 0, qui 
onvient.Remarque. Les germes de fa
ettes jouent un rôle analogue pour � �a 
elui des simplexespour les immeubles 
ombinatoires. De 
e point de vue, la propri�et�e (A3') est la trans
riptionde l'axiome (B1) de [Ron℄.II.1.7 R�etra
tions.Dans 
ette se
tion, on suppose seulement que � v�eri�e les axiomes (A1) et (A2), que Aest 
ouvrante (i.e. que � est la r�eunion de ses appartements), et que � poss�ede la propri�et�e(A3'), qui est alors un renfor
ement de l'axiome (A3). Ce
i est en parti
ulier le 
as sous leshypoth�eses de la se
tion II.1.6, don
 quand � est un immeuble aÆne. On �etablit, suivant[BrTi1℄, l'existen
e de r�etra
tions 
anoniques et en parti
ulier que l'axiome (A5') est alorsv�eri��e.Proposition II.1.18 Soient A un appartement, x un point de A et C une 
hambre de Ade sommet x. Il existe une unique r�etra
tion r de � sur A, appel�ee r�etra
tion 
anoniquede � sur A de 
entre C, telle que r 
onserve la distan
e en restri
tion �a tout appartement
ontenant un germe en x de C. Alors r envoie une fa
ette de sommet x isom�etriquementsur une fa
ette de sommet x, et le morphisme de l'immeuble �x� des dire
tions en x induitpar r est la r�etra
tion � de �x� sur �xA 
entr�ee en �xC. De plus r diminue la distan
e, et
onserve la distan
e �a x (en parti
ulier l'axiome (A5') est v�eri��e).Preuve. Pour tout appartement A0 
ontenant un germe de C, il existe (par l'axiome (A2))une unique isom�etrie �A0 de A0 sur A �xant leur interse
tion A \ A0.30



Soit y 2 �. D'apr�es la propri�et�e (A3') et puisque A est 
ouvrante, il existe un apparte-ment A0 
ontenant y et un germe en x de C. Alors on pose r(y) = �A0(y), qui ne d�epend pasdu 
hoix de A0 (
ontenant y et un germe en x de C).L'appli
ation r 
onserve bien la distan
e �a x, et envoie un germe de 
haque 
hambre deWeyl de sommet x isom�etriquement sur un germe de 
hambre de Weyl de A, don
 envoiela 
hambre de Weyl toute enti�ere isom�etriquement sur la 
hambre de Weyl de A 
orrespon-dante. L'appli
ation induite sur l'immeuble des dire
tions en x est 
lairement la r�etra
tion
anonique.Il reste �a voir que r diminue la distan
e. On utilise pour 
ela le lemme suivant de [BrTi1℄,dont la d�emonstration, in
luse par sou
i de 
ompl�etude, n'utilise que la propri�et�e (A3').Lemme II.1.19 [BrTi1, Lemme 7.4.21℄ Soient C une 
hambre de Weyl de sommet x 2 �et y; z deux points de �. Le segment [y; z℄ est in
lus dans une r�eunion �nie d'appartements
ontenant un germe en x de C.Preuve. Pour p 2 [y; z[ (resp. dans ℄y; z℄), on 
onsid�ere une 
hambre de Weyl C+p (resp.C�p ) de sommet p 
ontenant le segment [p; z℄ (resp. [p; y℄) dans son adh�eren
e. D'apr�es lapropri�et�e (A3'), il existe un appartement A+p (resp. A�p ) 
ontenant un germe en x de C etun germe en p de C+p (resp. de C�p ), don
 un point p+ (resp. p�) du segment ℄p; z℄ (resp.℄p; y℄). Soit [y; y+[; ℄p�1 ; p+1 [; : : : ; ℄p�k ; p+k [; ℄z�; z℄ un re
ouvrement �ni du segment [y; z℄extrait du re
ouvrement de 
e segment par les segments ouverts [y; y+[, ℄z�; z℄, et ℄p�; p+[pour p 2℄y; z[. Alors le segment [y; z℄ est in
lus dans la r�eunion (�nie) des appartements A+y ,A�p1; A+p1; : : : ; A�pk ; A+pk , A�z , qui 
ontiennent 
ha
un un germe en x de C.Soient y et z deux points de �. D'apr�es le lemme, la r�etra
tion r est une isom�etrie enrestri
tion �a 
haque sous-segment d'une subdivision �nie du segment [y; z℄. Son image estdon
 un 
hemin dans A de r(y) �a r(z), de même longueur d(y; z). La distan
e d(r(y); r(z)) estla distan
e dans A entre r(y) et r(z), don
 inf�erieure �a la longueur des 
hemins les joignant,don
 �a d(y; z).II.1.8 V�eri�
ation de l'axiome (A4).On reprend les hypoth�eses de la se
tion II.1.6. On va montrer que l'axiome (A4) est alorsv�eri��e. Commen�
ons par �etablir la propri�et�e suivante (d�ej�a obtenue pour les immeublesaÆnes en Prop. II.1.8).Proposition II.1.20 Par tout germe de 
hambre de Weyl passe au moins un appartement
ontenant une sous-
hambre de Weyl d'une 
hambre de Weyl donn�ee.Preuve. Soient C une 
hambre de Weyl de � de sommet x et 
0 un germe de 
hambre deWeyl de sommet y. Soit A un appartement 
ontenant C. Soient z un point de C et C+ lasous-
hambre de Weyl de C de sommet z. Consid�erons la r�etra
tion 
anonique r de � sur A,
entr�ee sur C+ (voir Prop. II.1.18). Comme r diminue la distan
e, l'image r(y) de y par r estdans la boule B de 
entre x et de rayon d(x; y) dans A. On peut 
hoisir z de telle mani�ereque la boule B soit in
luse dans la 
hambre de Weyl ouverte C� de A, de sommet z, oppos�ee�a C+. 31



Soient A0 un appartement 
ontenant 
0 et un germe de C+ en z (qui existe par la propri�et�e(A3')), et C 0� la 
hambre de Weyl de A0 de sommet z oppos�ee �a �zC+. Alors r envoie C 0�sur C�. Comme r(y) 2 C�, on a que la 
hambre de Weyl ouverte C 0� 
ontient y, don
 legerme 
0 (
ar elle 
ontient un voisinage de y dans A). Les 
hambres de Weyl C 0� et C+ sontoppos�ees en z, don
 
ontenues dans un même appartement (par la propri�et�e (CO)).Notons que 
ette propri�et�e permet de d�e�nir un autre type de r�etra
tions 
anoniques.Par d�e�nition, le germe �a l'in�ni d'une 
hambre de Weyl C de � est la 
lasse des 
hambresde Weyl ayant même germe �a l'in�ni que C, 
'est-�a-dire une sous-
hambre de Weyl 
ommuneave
 C.La proposition suivante se d�emontre de mani�ere exa
tement analogue �a 
e qui est fait ense
tion II.1.7.Proposition II.1.21 Soient A un appartement et C une 
hambre de Weyl de A. Il existeune unique r�etra
tion r de � sur A, appel�ee r�etra
tion 
anonique de � sur A 
entr�ee surle germe �a l'in�ni de C, telle que r 
onserve la distan
e en restri
tion �a tout appartement
ontenant une sous-
hambre de Weyl de C. De plus r diminue la distan
e.Les r�etra
tions 
anoniques d�e�nies dans les propositions II.1.18 et II.1.21 sont di��erentes,
omme le montre par exemple le 
as des arbres (voir �gure II.2).xA CR�etra
tion 
entr�ee en �xC. A CR�etra
tion 
entr�ee en C(1).Fig. II.2 { Cas des arbres.V�eri�ons maintenant l'axiome (A4). Soient C et C 0 deux 
hambres de Weyl de �. Mon-trons que, quitte �a passer �a deux sous-
hambres de Weyl, elles sont dans un même apparte-ment.Pour z 2 C 0, notons Cz, C 0z les 
hambres de Weyl de sommet z 
ontenant des sous-
hambres de Weyl respe
tives de C et de C 0 (dont l'existen
e est assur�ee par la propositionII.1.20, et l'uni
it�e par l'axiome (A2)). Notons Æ(z) la longueur d'une galerie minimale allantdu germe en z de Cz �a 
elui de C 0z dans l'immeuble sph�erique �z� des dire
tions en z.Quitte �a rempla
er C par une 
hambre de Weyl de même germe �a l'in�ni et C 0 parune sous-
hambre de Weyl, on peut supposer qu'elles ont même sommet x et que Æ(x) estmaximal (
ar Æ ne prend qu'un nombre �ni de valeurs).Soient (par la proposition II.1.16) A un appartement 
ontenant C 0 et un germe en x de C,et C 00 la 
hambre de Weyl de sommet x de A oppos�ee �a �xC. Par (CO), soit A0 l'appartement
ontenant les deux 
hambres de Weyl C et C 00 (qui sont oppos�ees en x). L'interse
tion de A0et de C 0 est un 
onvexe ferm�e de C 0.Soit z un point de 
ette interse
tion. Alors les 
hambres de Weyl Cz et C 00z de sommet z
ontenant des sous-
hambres de Weyl respe
tives de C et C 00 sont dans A0 par l'axiome (A2).Par hypoth�ese, il existe une galerie dans l'immeuble sph�erique �z� des dire
tions en z allant32



du germe en z de Cz �a 
elui de C 0z, de longueur inf�erieure ou �egale �a Æ(x). Par ailleurs, 
ommeC 0 et C 00 sont dans un même appartement A, on a Æz(C 0z; C 00z ) = Æx(C 0; C 00) = d� Æx(C;C 0) =d� Æ(x) o�u d est le diam�etre 
ombinatoire du 
omplexe de Coxeter mod�ele �1. Don
 �zC 0zest sur une galerie de longueur minimale de �z� joignant les 
hambres oppos�ees �zCz et�zC 00z , don
 dans l'unique appartement de �z� les 
ontenant, qui est �zA0. Don
 A0 \ C 0
ontient un germe de C 0z.On en d�eduit que A0 \ C 0 est un 
onvexe ferm�e de C 0 
ontenant x, qui est ouvert dansC 0, don
 que la 
hambre de Weyl C 0 est in
luse dans A0, 
e qui 
on
lut.La proposition suivante r�esume les di��erentes 
ara
t�erisations des immeubles aÆnes qu'ona obtenu (la 
ara
t�erisation par la propri�et�e (A3') sera utilis�ee dans la partie III.1).Th�eor�eme II.1.22 Soit � un ensemble muni d'une famille A d'inje
tions de A dans �v�eri�ant les axiomes (A1), (A2) et (A3) de la se
tion II.1.2. Les 
onditions suivantes sont�equivalentes.{ � est un immeuble aÆne, i.e. les axiomes (A4) et (A5') sont v�eri��es.{ les axiomes (A4) et (A5) sont v�eri��es et d v�eri�e l'in�egalit�e triangulaire.{ L'axiome (A4) est v�eri��e et � v�eri�e la propri�et�e suivante.(A3') Deux germes de 
hambres de Weyl sont 
ontenus dans un même appartement.{ � poss�ede les propri�et�es suivantes.(GG) Deux germes de 
hambres de Weyl de même sommet sont 
ontenus dans unmême appartement.(CO) Deux 
hambres de Weyl de sommet x 2 �, oppos�ees en x, sont 
ontenues dansun même appartement.Remarque. Si A est 
ouvrante, la propri�et�e (A3') entrâ�ne l'axiome (A3).II.2 D�e
omposition et propri�et�es g�eom�etriques.II.2.1 Produits et d�e
omposition.On dit qu'un immeuble aÆne (�;A) de type (A ;W ) est trivial si le groupe de r�e
exions�ni (A ;W ) est trivial, 
'est-�a-dire si le groupe W est r�eduit �a l'identit�e. Dans 
e 
as A n'aqu'une seule 
hambre de Weyl ve
torielle, qui est l'espa
e entier, et l'axiome (A4) entrâ�neimm�ediatement que � = A et que A = W .Soit (�1;A1) et (�2;A2) deux immeubles aÆnes de types respe
tifs (A 1 ;W 1) et (A 2 ;W 2).Le produit �1 � �2 est naturellement muni d'une stru
ture d'immeuble aÆne model�e sur(A 1 � A 2 ;W 1 �W 2) de syst�eme d'appartements A1 �A2 = f(f1; f2); fi 2 Aig. La distan
e
anonique de � est alors le produit eu
lidien des distan
es 
anoniques des deux fa
teurs.On dit qu'un immeuble est irr�edu
tible s'il n'est pas trivial et ne se d�e
ompose pas enproduit de deux immeubles 
omme 
i-dessus.Proposition II.2.1 Soient (A 1 ;W 1) et (A 2 ;W 2) deux groupes de r�e
exions �nis et (�;A)un immeuble aÆne de type (A ;W ) = (A 1�A 2 ;W 1�W 2). Il existe une unique d�e
omposition33



de (�;A) en produit de deux immeubles aÆnes (�1;A1) et (�2;A2) de type respe
tifs(A 1 ;W 1) et (A 2 ;W 2).Preuve. Soit i 2 f1; 2g. On dit que deux points x et y de � ont même i-�eme 
oordonn�eesi, dans un (don
 tout, 
ar W pr�eserve le sous-espa
e ve
toriel A i) appartement marqu�e
ontenant x et y, le ve
teur de x �a y est orthogonal �a A i . On note alors x �i y. Montronsque �i est une relation d'�equivalen
e. Soient x, y et z trois points de � tels que x �i y ety �i z. Si 
es trois points sont dans un même appartement, il est 
lair que x �i z. Dansle 
as g�en�eral, par indu
tion sur la longueur d'une subdivision �nie du segment [y; z℄ dont
haque sous-segment est dans un appartement 
ontenant x (
f. lemme II.1.19), on obtientque x �i z.Notons xi la 
lasse d'�equivalen
e de x pour �i. Soit �i l'ensemble quotient �=�i etpi : x 7! xi la proje
tion 
anonique de � sur �i. Soit  l'appli
ation 
anonique x 7! (x1; x2)de � sur �1 ��2. Si x et y ont mêmes 
oordonn�ees, 
'est-�a-dire si x �1 y et x �2 y, alorsle ve
teur de x �a y dans un appartement les 
ontenant est orthogonal �a A 1 et �a A 2 , don
nul, don
 x = y. L'appli
ation  est don
 inje
tive. Soient x et y deux points de � et f unappartement passant par x et y. Soient a = a1 + a2 et b = b1 + b2 dans A tels que f(a) = xet f(b) = y. Alors  (f(a1 + b2)) = (x1; y2). L'appli
ation  est don
 surje
tive. On identi�edor�enavant les ensembles � et �1 ��2 par la bije
tion  .Si f est un appartement marqu�e de �, on note fi l'appli
ation inje
tive de A i dans �itelle que fi = pi Æ fjA i . On a alors  Æ f = (f1; f2).Montrons que l'ensemble �i muni du syst�eme d'appartements marqu�es (
lairement 
ou-vrant) Ai = ffi; f 2 Ag est bien un immeuble aÆne de type (A i ;W i). D'apr�es le th�eor�emeII.1.22, il suÆt de v�eri�er les axiomes (A1), (A2), (A4) et la propri�et�e (A3').SoitWi le sous-groupe des isom�etries aÆnes de A i de partie ve
torielle dans W i. Le sous-groupe W des isom�etries aÆnes de A = A 1 � A 2 de partie ve
torielle dans W = W 1 �W 2s'identi�e au produit W1 �W2.L'axiome (A1) est v�eri��e 
ar A est invariant par pr�e
omposition par le sous-groupeWi � fIdg de W , et on a (f Æ w)i = fi Æ wi pour tout f dans A et w = (w1; w2) dans W .On �xe une 
hambre de Weyl ve
torielle C de A et les 
hambres de Weyl ve
toriellesrespe
tives C1, C2 de A 1 et A 2 telles que C = fa1 + a2; ai 2 Ci pour i = 1; 2g.Montrons que (�1;A1) v�eri�e l'axiome (A2). On montre tout d'abord une partie seule-ment des propri�et�es demand�ees, 
'est-�a-dire que pour tous f et f 0 dans A, le sous-ensembleI1 = f�11 (f1(A 1) \ f 01(A 1)) est une partie 
onvexe de A 1 et l'appli
ation f 0�11 Æ f1jI1 est uneisom�etrie de I1 dans A 1 . Soient a; b 2 I1. Soient a0 et b0 les deux points de A 1 tels quef(a) �1 f 0(a0) et f(b) �1 f 0(b0). Soit f 00 un appartement marqu�e dont l'image 
ontient lesdeux points x = f(a) = f 00(a) et y0 = f 0(b0) = f 00(
) ave
 
 2 A . Alors le point f 00(
1 + a2)a mêmes 
oordonn�ees (y01; x2) que le point y = f(b), don
 ils sont 
onfondus, et de mêmef 00(a1+
2) = f 0(a0) = x0. Il est alors 
lair que les segments [x; y℄ et [x0; y0℄ ont même longueuret même proje
tion sur �1, 
e qui 
on
lut.Apr�es 
e pr�eliminaire, nous pouvons montrer la propri�et�e importante suivante.Lemme II.2.2 Si f et f 0 sont deux appartements marqu�es quel
onques de �, alors il existeun appartement f 00 tel que  Æ f 00 = (f1; f 02). 34



On aura don
 bien  A = A1 �A2.Preuve. Les deux 
hambres de Weyl f(C) et f 0(C) de � ont, par l'axiome (A4), deuxsous-
hambres f(a + C) et f 0(a + C) (ave
 a 2 C) dans l'image d'un même appartementmarqu�e f 00+. En utilisant l'axiome (A2), on peut 
hoisir f 00+ tel que (f 00+)1 = f1 en restri
tion�a a1 +C1 et (f 00+)2 = f 02 en restri
tion �a a2+C2. On applique le même pro
�ed�e �a la 
hambrede Weyl �C oppos�ee �a C et on obtient un autre appartement marqu�e f 00� tel que (f 00�)1 = f1en restri
tion �a �a1 � C1 et (f 00�)2 = (f 0)2 en restri
tion �a �a2 � C2. En appliquant unederni�ere fois l'axiome (A4) aux deux 
hambres de Weyl f 00+(a+C) et f 00�(�a�C), on obtientun appartement marqu�e f 00 
ontenant deux de leurs sous-
hambres de Weyl f 00+(a0 + C) etf 00�(�a0 � C) (ave
 a0 2 a + C) et on peut supposer que f 00 = f 00+ sur a0 + C. L'ensembleI1 = f�11 (f1(A 1) \ f 001 (A 1)), dont on a vu pr�e
�edemment que 
'est une partie 
onvexe de A 1 ,
ontient les deux 
hambres de Weyl aÆnes de dire
tion oppos�ees �a01 � C1 et a01 + C1 deA 1 , don
 
'est A 1 tout entier. On a de plus que l'appli
ation f 001 
o��n
ide ave
 l'appli
ationf1 sur la 
hambre de Weyl aÆne a01 + C1 de A 1 don
 l'appli
ation f 00�11 Æ f1, dont on a vupr�e
�edemment que 
'est une isom�etrie, la �xe point par point, don
 
'est l'identit�e. On en
on
lut que f 001 = f1 et, par le même raisonnement, que f 002 = f 02, 
omme demand�e.On peut maintenant terminer la v�eri�
ation de l'axiome (A2). Soient f1; f 01 2 A1, d'apr�es
e qu'on vient de faire, on peut 
hoisir des repr�esentants f et f 0 dans A tels que f 02 = f2.Pour a; a0 2 A 1 , on a alors f1(a) = f 01(a0) si et seulement si f(a) = f 0(a0). Il est alors fa
ilede d�eduire les propri�et�es requises des propri�et�es 
orrespondantes pour f et f 0.La propri�et�e (A3') et l'axiome (A4) sont ais�ement v�eri��es. Soient Ci = fi(Ci) et C 0i =f 0i(Ci), ave
 f; f 0 2 A, deux 
hambres de Weyl de �i. Alors par la propri�et�e (A3') pour �, ilexiste " > 0 et un appartement A00 
ontenant f(C\B(0; ")) et f 0(C\B(0; ")). L'appartementpi(A00) de �i 
ontient don
 deux germes respe
tifs fi(Ci \B(0; ")) et f 0i(Ci \B(0; ")) de Ciet C 0i, 
e qui 
on
lut la v�eri�
ation de la propri�et�e (A3') pour �i. Par ailleurs, par l'axiome(A4) pour �, il existe a 2 C et un appartement A00 
ontenant les sous-
hambres de Weylf(a + C) et f 0(a + C). L'appartement pi(A00) de �i 
ontient don
 les deux sous-
hambresde Weyl respe
tives pi(f(a +C)) = fi(ai +Ci) et f 0i(ai +Ci) de Ci et C 0i, 
e qui 
on
lut lav�eri�
ation de l'axiome (A4) pour �i.On a don
 montr�e l'existen
e de la d�e
omposition souhait�ee. L'uni
it�e d�e
oule de laremarque suivante. Supposons que (�;A) soit le produit de deux immeubles aÆnes (�1;A1),(�2;A2). Soient x = (x1; x2) et y = (y1; y2) deux points de � = �1��2. Alors, pour i = 1; 2,pour la relation d'�equivalen
e �i d�e�nie au d�ebut de la preuve, on a x �i y si et seulementsi xi = yi. En e�et, en prenant par exemple i = 1, si on prend un appartement marqu�ef = (f1; f2) 2 A = A1 � A2 
ontenant x et y dans son image, et un point a = a1 + a2 deA = A 1 � A 2 , tels que x = f(a), alors x �1 y si et seulement si y appartient �a f(a+ A 2) =ff1(a1)g � f2(a2 + A 2) = f(A ) \ fx1g ��2. Il est alors 
lair que la d�e
omposition de � enproduit de deux immeubles aÆnes 
onstruite dans 
ette preuve est �egale �a la d�e
ompositioninitiale.Corollaire II.2.3 Un immeuble aÆne � de type (A ;W ) est irr�edu
tible si et seulement sile groupe de r�e
exions �ni (A ;W ) l'est. 35



Corollaire II.2.4 Pour tout immeuble aÆne �, il existe une unique (�a automorphisme pr�eset modulo permutation des indi
es f1; : : : ; mg) d�e
omposition � = �0 �Qmi=1�i de � enproduit d'immeubles aÆnes �i, o�u �0 est trivial et �i irr�edu
tible pour i > 1.II.2.2 Automorphismes et isom�etries.D�e�nition II.2.5 Un automorphisme d'un immeuble aÆne � est une bije
tion g : � �! �tel que le syst�eme A des appartements marqu�es est invariant par 
omposition par g, i.e. pourtout appartement marqu�e f 2 A, les appli
ations g Æ f et g�1 Æ f sont dans A.Les di��erentes propri�et�es �enon
�ees dans les propositions suivantes sont imm�ediates.Proposition II.2.6 Soit g un automorphisme d'immeuble de �. Alors g est une isom�etriede � et g 
onserve le type des segments. L'isom�etrie de �1 induite par g est un automor-phisme d'immeuble sph�erique. Si g �xe un point x 2 �, l'isom�etrie de �x� induite par g estun automorphisme d'immeuble sph�erique.Proposition II.2.7 Soit g une isom�etrie de � 
onservant le type des segments. Si � est unimmeuble trivial, alors � = A et g est une translation de A . Si � se d�e
ompose en produitQki=0�i d'immeubles aÆnes, alors g est de la forme (g0; : : : ; gk) o�u gi est une isom�etrie de�i 
onservant le type des segments pour tout i. Si g est un automorphisme d'immeuble de�, alors gi est un automorphisme d'immeuble de �i pour tout i.Nous aurons besoin en se
tion II.3 de la propri�et�e suivante.Proposition II.2.8 Soit g une isom�etrie de � pr�eservant les 
hambres de Weyl. Si � =�0 ��0 est la d�e
omposition 
anonique de � en produit d'un immeuble aÆne trivial �0 etd'un immeuble aÆne sans fa
teur trivial �0, alors g est de la forme (g0; g0) o�u g0 est uneisom�etrie de �0, et g0 est une isom�etrie de �0 pr�eservant les 
hambres de Weyl.Preuve. Une 
hambre de Weyl de � de sommet x = (x0; x0) est de la forme C = �0 � C 0o�u C 0 est une 
hambre de Weyl de �0 de sommet x0. Le fa
teur trivial �0 � fx0g est �egal �al'interse
tion des fa
es de 
odimension 1 de C, et fx0g � C 0 est son orthogonal en x, don

ette d�e
omposition est pr�eserv�e par g. On en d�eduit le r�esultat souhait�e.II.2.3 G�eom�etrie CAT(0).Proposition II.2.9 (F. Bruhat-J.Tits) Un immeuble aÆne� est un espa
e m�etrique CAT(0)(voir par exemple [Pau2, Prop. 3.3℄).Preuve. Soient x; y; z trois points de �. Soit x; y; z un triangle de 
omparaison. Soient pun point d'une g�eod�esique entre x et y, et p le point du segment [x; y℄ tel que d(x; p) =d(x; p). Soit A un appartement 
ontenant x et y. Soit p0 le point du segment [x; y℄ tel qued(x; p0) = d(x; p) et d(y; p0) = d(y; p). Soit r une r�etra
tion de � sur A, diminuant la distan
e,
onservant la distan
e �a p0 (
f. Prop. II.1.18).Montrons dans un premier temps que p = p0. On a d(x; p) + d(p; y) = d(x; y) don
d(x; r(p)) + d(r(p); y) est inf�erieur ou �egal �a d(x; y), don
 r(p) = p0. Par 
ons�equent on ap = p0 
ar r 
onserve la distan
e �a p0. 36



Les trois points x, y, r(z) forment un triangle eu
lidien dans A ave
 d(x; y) = d(x; y),d(x; r(z)) � d(x; z) et d(y; r(z)) � d(y; z). On en d�eduit que d(p; r(z)) � d(p; z). Commed(p; z) est �egal �a d(p; r(z)), on a bien l'in�egalit�e d(p; z) � d(p; z).L'�enon
�e suivant est un 
orollaire de la proposition II.1.5 et des propri�et�es des espa
esm�etriques CAT(0) (voir se
tion I.1).Corollaire II.2.10 Soient C de sommet q et C 0 de sommet q0 deux 
hambres de Weylferm�ees asymptotes, alors pour tous x 2 C et x0 2 C 0 tels que les segments [q; x℄ et [q0; x0℄sont de même type, la distan
e d(x; x0) est inf�erieure ou �egale �a la distan
e d(q; q0) entre lessommets des deux 
hambres de Weyl.II.2.4 Enveloppe 
onvexe de Weyl de deux points.D�e�nition II.2.11 On appelle poly�edre de Weyl de A une interse
tion de ra
ines aÆnesde A . L'enveloppe 
onvexe de Weyl d'une partie B de A , not�ee �(B) est le poly�edre de Weylform�e par l'interse
tion des ra
ines aÆnes de A 
ontenant B.Remarque. Dans [BrTi1℄, les interse
tions de ra
ines aÆnes sont appel�ees des parties 
loses,et �(B) est appel�e en
los de B et not�e 
l(B).Proposition II.2.12 Soient x et y deux points de � et A un appartement les 
ontenant.L'enveloppe 
onvexe de Weyl �(x; y) de fx; yg dans A ne d�epend pas du 
hoix de l'appar-tement A 
ontenant x et y. On l'appelle l'enveloppe 
onvexe de Weyl de fx; yg. Elle est
ontenue dans tout appartement 
ontenant x et y.Preuve. Soient f un appartement marqu�e et a; b 2 A tels que f(a) = x, f(b) = y et b�a 2 C.Soit F la fa
ette ve
torielle ouverte de A 
ontenant b�a. Alors on a �(a; b) = (a+F)\(b�F).Soit f 0 un autre appartement marqu�e tel que f 0(a) = x et f 0(b) = y. Alors les fa
ettes f(b�F)et f 0(b+F) sont de germes oppos�es en y 
ar elles 
ontiennent respe
tivement les extr�emit�esx = f 0(a) et z = f 0(2b � a) d'un segment 
ontenant y. Elles sont don
 
ontenues dans unmême appartement f 00 par le lemme II.1.14, ave
 f 00(a) = x et f 00(b) = y. L'appartementmarqu�e f 00 
o��n
ide ave
 f 0 en a et sur b+F, don
 sur a+F et ave
 f sur b�F. Don
 f etf 0 
o��n
ident sur �(a; b) = (a+ F) \ (b� F).II.2.5 Isom�etries pr�eservant le type des segments.Lemme II.2.13 Soit g une appli
ation d'une partie B de A dans � isom�etrique, pr�eservantle type des segments. Alors pour tous points a, b dans B, l'appli
ation g 
o��n
ide sur (l'in-terse
tion ave
 B de) l'enveloppe 
onvexe de Weyl de fa; bg ave
 tout appartement marqu�ef tel que f(a) = g(a) et f(b) = g(b).Preuve. Supposons pour simpli�er que le ve
teur b� a est dans la 
hambre de Weyl ferm�eefondamentale C et soit F la fa
ette ve
torielle ouverte de C le 
ontenant. Soit 
 un point deB dans �(a; b), 
'est-�a-dire tel que les ve
teurs 
�a et b� 
 sont dans F. Notons x, y et z lesimages de a, b et 
 par g. D'apr�es le lemme II.1.19, le segment [y; z℄ admet une subdivision37



�nie y0 = y, y1; : : :, ym = z dont 
haque sous-segment est in
lus dans un appartement
ontenant x. On suppose m minimal.Soit f un appartement marqu�e tel que x = f(a), y = f(b) et y1 = f(b1) ave
 b1 2 A .On a �[y; y1℄ = ��[y; z℄ ave
 � 2℄0; 1℄, don
 le segment [b; b1℄ est de type ��[b; 
℄. De plus^b(a; b1) = ^y(x; z) � êy(x; z) = ^b(a; 
).Or pour tous ve
teurs u; v de F, il n'est pas diÆ
ile de voir que v est l'unique ve
teur deWv tel que ^(u; v) est minimal.On a don
 n�e
essairement que b1� b = �(
� b) et don
 que b1 est le point 
orrespondant�a y1 sur le triangle de 
omparaison a; b; 
 pour le triangle x; y; z de �.Si m > 1, en appliquant 
e même raisonnement �a un appartement marqu�e f 0 tel quex = f 0(a), y1 = f 0(b) et y2 = f 0(b2) ave
 b2 2 A , on obtient que b2 � b1 = �2(
 � b1)ave
 �2 2℄0; 1℄, don
 que b2 2 �(a; b1). Don
, 
omme f et f 0 
o��n
ident sur �(a; b1), on af(b2) = y2, 
e qui 
ontredit la minimalit�e de m. On a don
 m = 1, y1 = z, � = 1 et b1 = 
,d'o�u f(
) = z, 
e qui 
on
lut.Corollaire II.2.14 Une appli
ation g de A dans � est une isom�etrie pr�eservant le type dessegments si et seulement si g est une limite indu
tive d'appartements marqu�es, 
'est-�a-direqu'elle 
o��n
ide ave
 un appartement marqu�e sur toute partie born�ee de A .Preuve. Soit B une partie born�ee de A . Il existe a et b dans A tels que leur enveloppe
onvexe de Weyl �(a; b) 
ontient B. Si g est une isom�etrie pr�eservant le type des segments,elle 
o��n
ide ave
 un appartement marqu�e sur �(a; b) par la proposition 
i-dessus, don
 surB.Corollaire II.2.15 L'image d'une 
hambre de Weyl de � par une isom�etrie de � pr�eservantle type des segments 
o��n
ide ave
 une 
hambre de Weyl de � dans toute partie born�ee.II.2.6 Le syst�eme maximal d'appartements.Proposition II.2.16 Soit (�;A) un immeuble aÆne model�e sur (A ;W ). Il existe un uniquesyst�eme d'appartements A 
ontenant A et maximal pour l'in
lusion. Il est form�e de toutesles appli
ations g de A dans � qui sont des isom�etries pr�eservant le type des segments, ou,de mani�ere �equivalente, des limites indu
tives d'�el�ements de A.Preuve. Il est 
lair que tout syst�eme d'appartements 
ontenant A est form�e d'isom�etries deA dans � pr�eservant le type des segments, don
 in
lus dans A. Montrons que (�;A) est bienun immeuble aÆne. Les axiomes (A1), (A2) et (A3), et les propri�et�es (A3') et (GG) sontais�ement v�eri��es, 
ar les �el�ements de A sont des limites indu
tives d'�el�ements de A, don
par d�e�nition 
o��n
ident ave
 un �el�ement de A dans tout born�e de �. Montrons la propri�et�e(CO), 
e qui 
on
lut d'apr�es le th�eor�eme II.1.22.Soient C et C 0 deux 
hambres de Weyl de (�;A), de même sommet x, oppos�ees en x.Soient f et f 0 dans A tels que C = f(a + C), C 0 = f 0(a � C) et f(a) = f 0(a) = x ave
a 2 A . Soient b dans C et n un entier. Soit gn dans A tel que gn(a + nb) = f(a + nb) = ynet gn(a� nb) = f 0(a� nb) = y0n. Comme C et C 0 sont oppos�ees en x, le point x est le milieudu segment joignant yn �a y0n, don
, par l'axiome (A2), gn(a) = x. Comme f et f 0 sont desisom�etries pr�eservant le type des segments, par le lemme II.2.13, on a que gn 
o��n
ide ave
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f sur �(a; a+nb) et ave
 f 0 sur �(a� nb; a). De plus, pour tout p � n, on a que gn 
o��n
ideave
 gp sur Bn = �(a � nb; a + nb). Toute partie born�ee de A est in
luse dans Bn pour nassez grand, don
 la suite (gn) admet une limite indu
tive g 2 A qui 
o��n
ide ave
 f sura+C et ave
 f 0 sur a�C, 
e qui 
on
lut.Proposition II.2.17 Le syst�eme d'appartement est maximal si et seulement si tout rayong�eod�esique et toute g�eod�esique est 
ontenu dans un appartement.Preuve. Soit A0 un syst�eme d'appartements 
ontenant A et f 2 A0. Soit v 2 C. Si lag�eod�esique t 7! f(tv) est 
ontenue dans l'image d'un appartement marqu�e g de A, qu'onpeut 
hoisir �egal �a f sur Rv par les axiomes (A1) et (A2) pour A0, alors f et g 
o��n
identsur �(�tv; tv) pour tout t (par la proposition II.2.12), don
 sur A , et f 2 A, 
e qui prouveune des deux impli
ations.Supposons que le syst�eme d'appartements est maximal. Comme deux 
hambres de Weyloppos�ees en un point sont 
ontenues dans un même appartement, il suÆt de le montrerpour un rayon g�eod�esique r : [0;+1[�! �. Notons x = r(0), et pour tout n entier yn =r(n). Soient a dans A et b = �[x; y1℄ dans une fa
ette ouverte F de la 
hambre de Weylfondamentale C. Alors, pour tout n, il existe un appartement marqu�e fn tel que fn(a+nb) =yn et fn(a) = x. Par le lemme II.1.14, on peut même 
hoisir fn 
o��n
idant ave
 f1 sur a�D,o�u D est la r�eunion des 
hambres de Weyl ve
torielles ferm�ees de A 
ontenant la fa
ette �F.Pour tout p � n, on a alors que fp 
o��n
ide ave
 fn sur l'enveloppe 
onvexe Bn de a+nbet a � D dans A . Toute partie born�ee de A est in
luse dans Bn pour n assez grand, don
la suite (fn) admet une limite indu
tive f , qui est un appartement marqu�e 
ar le syst�emed'appartements est 
los par limite indu
tive. L'image de f 
ontient x et yn pour tout n, don
le rayon r.Rappelons que le bord �A de A d�esigne la sph�ere unit�e de A , munie de la distan
eangulaire (qui s'identi�e au bord de A 
omme espa
e m�etrique CAT(0)), et � l'appli
ation
anonique de l'espa
e ve
toriel A priv�e du ve
teur nul dans �A . Rappelons �egalement que le
omplexe simpli
ial �1 est marqu�e par le type � : �1 �! �1�C, o�u �1�C est l'ensemble desbords �F des fa
ettes F non r�eduites �a f0g de la 
hambre de Weyl ve
torielle fondamentaleC. La r�ealisation g�eom�etrique model�ee sur (�A ; W ) de l'immeuble sph�erique 
ombinatoireabstrait �1 est l'ensemble X = f(f; x); f 2 �1; x 2 �(f)g, muni de l'unique distan
e fai-sant des inje
tions 
anoniques �A �! X induites par les appartements de �1 des isom�etries.On notera que 
ette r�ealisation g�eom�etrique est la même que la r�ealisation g�eom�etriquestandard du 
omplexe simpli
ial �1 (voir par exemple [Ron℄) si et seulement si (A ;W )est essentiel (n'a pas de fa
teur trivial). Dans le 
as 
ontraire, on prendra garde que les
hambres de 
ette r�ealisation g�eom�etrique ne sont pas des simplexes sph�eriques, mais leurjoint sph�erique ave
 la sph�ere bordant le fa
teur trivial de A , la r�ealisation g�eom�etrique elle-même �etant alors le joint sph�erique de 
ette sph�ere triviale et de la r�ealisation g�eom�etriquestandard.L'axiome (A4) et la proposition 
i-dessus entrâ�nent le 
orollaire suivant.Corollaire II.2.18 Soit (�;A) un immeuble aÆne model�e sur (A ;W ). Notons �1� le bordde � 
omme espa
e m�etrique CAT(0) (voir paragraphe II.2.3). La r�ealisation g�eom�etrique39



model�ee sur (�A ;W ) de l'immeuble sph�erique �1 �a l'in�ni de � est isom�etrique au sous-espa
e (
onvexe) de �1� , form�e par les extr�emit�es des rayons 
ontenus dans un apparte-ment, muni de la distan
e induite par la distan
e de Tits (voir par exemple [BrHa℄ pour sad�e�nition) sur �1�.Dans le 
as o�u le syst�eme d'appartements est maximal, le bord de � 
omme espa
em�etrique CAT(0) est don
 la r�ealisation g�eom�etrique model�ee sur (�A ;W ) de l'immeublesph�erique �1.II.2.7 La d�e�nition de Kleiner-Leeb.B. Kleiner et B. Leeb ont d�evelopp�e dans [KlLe℄ une d�e�nition g�eom�etrique des immeublesaÆnes 
omplets. On donne 
i-dessous leur d�e�nition, l�eg�erement modi��ee pour englober le
as non 
omplet.D�e�nition II.2.19 Soit � un espa
e m�etrique CAT(0) v�eri�ant la propri�et�e suivante : detout point est issu un rayon g�eod�esique asymptote �a un rayon donn�e. Soit A une 
olle
tioninvariante par pr�e
omposition par W d'isom�etries de A dans � appel�ees 
artes, dont lesimages sont appel�ees appartements. On dit que (�;A) est un immeuble aÆne au sens deKleiner-Leeb model�e sur (A ;W ) si les propri�et�es suivantes sont v�eri��ees.(EB3) Tout segment, rayon g�eod�esique et g�eod�esique est 
ontenu dans un appartement.(EB4) Les 
hangements de 
artes sont induits par des �el�ements de W .En parti
ulier (�;A) v�eri�e don
 les axiomes (A1),(A2) et (A3) de la se
tion II.1.2, etle type � des segment est bien d�e�ni (
f. paragraphe II.1.3). On requiert pour tous x, y, zdans � que(EB2) Rigidit�e des angles. L'angle ^x(y; z) est dans l'ensemble �ni D(�[x; y℄;�[x; z℄)des valeurs prises par l'angle entre un ve
teur de A de même type que le segment [x; y℄et un ve
teur de A de même type que le segment [x; z℄.Proposition II.2.20 La paire (�;A) est un immeuble aÆne au sens de Kleiner-Leeb si etseulement si 
'est un immeuble aÆne au sens de Tits ave
 A maximal.Preuve. Soit (�;A) un immeuble aÆne, ave
 Amaximal. Alors par d�e�nition de la m�etrique
anonique d sur � (voir II.1.2), les appartements marqu�es sont des isom�etries et � est alorsun espa
e m�etrique CAT(0) (
f. Prop. II.2.9). Montrons que de tout point y est issu un rayong�eod�esique asymptote �a un rayon r donn�e. Par la proposition II.2.17, le rayon r est in
lusdans un appartement don
 de la forme t 7! f(a + tv) ave
 f 2 A, a 2 A et v dans unefa
ette F de C. Par le 
orollaire II.1.9, il existe une fa
ette de sommet y asymptote �a lafa
ette f(a+F), don
 (voir Prop. II.1.5) f 0 2 A et a0 2 A tels que la distan
e entre f(a+ �)et f 0(a0+ �) est born�ee sur F. Le rayon t 7! f 0(a0+ tv) est don
 asymptote �a r, don
 
onvient.Comme deux segments issus de x ont des sous-segments issus de x 
ontenus dans unmême appartement (par la propri�et�e (GG)), l'axiome (EB2) est 
lair, et l'axiome (EB3) estv�eri��e d'apr�es l'axiome (A3) et la proposition II.2.17.Don
 � est bien un immeuble aÆne au sens de Kleiner-Leeb.40



Si � est un immeuble aÆne au sens de Kleiner-Leeb, on a les axiomes (A1), (A2) (
arles appartements sont des 
onvexes ferm�es de �) et (A3). Si (�;A) est un immeuble aÆneau sens de Tits, alors A est n�e
essairement maximal d'apr�es la proposition II.2.17.D'apr�es le th�eor�eme II.1.22, il suÆt de voir que les propri�et�es (CO) et (GG) sont v�eri��ees.Cela d�e
oule des lemmes suivants de [KlLe℄, dont les d�emonstrations n'utilisent que lespropri�et�es �enon
�ees dans la d�e�nition 
i-dessus.Lemme II.2.21 Deux segments issus d'un point x ont des sous-segments non triviaux issusde x bordant un triangle plat (dans le 
as o�u 
es deux segments sont oppos�es, 
e triangle estd�eg�en�er�e).L'espa
e Æx� des dire
tions en x de � 
omme espa
e m�etrique CAT(0) (voir se
tion I.1),muni de la distan
e angulaire ^x, est don
 �egal �a l'espa
e des germes de segments issus de x.On a une appli
ation 
anonique Æx : �� fxg �! Æx� qui �a y asso
ie le germe du segmentxy.Lemme II.2.22 [KlLe, Lemmas 3.4.1, 3.4.2℄ Si C est une 
hambre de Weyl ouverte de �de sommet x, alors son image par Æx est un ouvert de Æx�.Deux 
hambres de Weyl C et C 0 de même sommet x ont leurs images par Æx disjointesou �egales.Notons que, 
omme une 
hambre de Weyl est l'enveloppe 
onvexe de ses fa
ettes dedimension 1, qui sont des rayons g�eod�esiques, en nombre �ni, deux 
hambres de Weyl desommet x qui ont même image par Æx ont même germe en x (i.e. 
o��n
ident sur un voisinagede x).Montrons maintenant que la propri�et�e (CO) est v�eri��ee. Soient C et C 0 deux 
hambresde Weyl de sommet x, oppos�ees en x. Soit � une g�eod�esique telle que �(0) = x, �(R+) � Cet �(R�) � C 0. D'apr�es (EB3), il existe un appartement A 
ontenant �. D'apr�es le lemmesuivant, A 
ontient n�e
essairement C et C 0, 
e qui 
on
lut.Lemme II.2.23 Deux 
hambres de Weyl ouvertes C et C 0 de même sommet x, 
ontenantun même rayon g�eod�esique r issu de x, 
o��n
ident.Preuve. L'interse
tion C 0 \C est 
onvexe et ferm�ee dans C et 
ontient r. Pour tout y dans
ette interse
tion, notons Cy et C 0y les sous-
hambres de Weyl respe
tives de C et C 0 desommet y et ry le rayon de C parall�ele �a r issu de y, qui est in
lus dans C\C 0 par 
onvexit�e.D'apr�es le lemme II.2.22 
i-dessus, les 
hambres de Weyl ouvertes Cy et C 0y, qui 
ontiennentry, ont même germe, don
 
o��n
ident sur un voisinage de y. Par 
ons�equent C 0 \C 
ontientun voisinage de y par 
onvexit�e, don
 
'est un ouvert. On en 
on
lut que C = C 0.Montrons en�n que la propri�et�e (GG) est v�eri��ee (on reprend les arguments de la d�emon-stration de [KlLe, Prop. 3.5.1℄). Soient C et C 0 deux 
hambres de Weyl ouvertes de sommetx, et y et z deux points respe
tifs de C et C 0. D'apr�es le lemme II.2.21, on peut supposerque le triangle x, y, z est plat. On peut supposer que ^x(y; z) < � (quitte �a 
hanger z).L'image par Æx du segment [y; z℄ est alors un segment g�eod�esique � de Æx� pour la distan
eangulaire ^x. 41



Comme le germe de 
hambre ÆxC 0 est un ouvert (par le lemme II.2.22), il 
ontient � auvoisinage de Æxz. On peut don
 prolonger � dans un germe d'appartement 
ontenant ÆxC 0 enune g�eod�esique, jusqu'�a un point Æxy0 tel que ^x(y; y0) = �. Soit A un appartement 
ontenantle segment [y; y0℄. D'apr�es le lemme II.2.22 
i-dessus, l'appartement A 
ontient un germe deC. Comme ÆxC est un ouvert de Æx�, il 
ontient Æxz0 pour z0 2 ℄y; z℄ suÆsamment pro
he dey. Don
 ÆxA 
ontient la g�eod�esique Æx([z0; y0℄) qui 
ontient Æxz par uni
it�e de la g�eod�esiqueentre deux points de Æx� �a distan
e angulaire stri
tement inf�erieure �a �.Don
 A 
ontient ÆxC 0 par le lemme II.2.22, 
e qui 
on
lut.On suppose d�esormais que le syst�eme d'appartements de � est maximal. La propositionsuivante et le prin
ipe de sa d�emonstration sont extraits de [KlLe℄.Proposition II.2.24 [KlLe, Prop. 4.6.1, Corollary 4.6.2℄ Tout sous-espa
e E totalementg�eod�esique, eu
lidien, de � est in
lus dans un appartement. Les appartements sont don
 lessous-espa
es totalement g�eod�esiques eu
lidiens de dimension maximale. Une isom�etrie de �envoie don
 un appartement sur un appartement.Preuve. Soient x un point de E et 
 une g�eod�esique de E d'origine x telle que, si u 2 C est letype du segment [
(0); 
(1)℄, la dimension de la fa
ette ve
torielle ouverte F de A 
ontenantu est maximale. Soit " l'angle minimal dans A entre le ve
teur u et la r�eunion des fa
ettesve
torielles ferm�ees de A de dimension inf�erieure ou �egale �a 
elle de F, di��erentes de F. Ona " > 0.Soit A un appartement 
ontenant 
. L'interse
tion de A et de E est un 
onvexe ferm�edans A et dans E. Soit r un rayon de E issu de x tel que l'angle en x entre r et 
 eststri
tement inf�erieur �a ". Montrons que r est in
lus dans A.Supposons qu'au 
ontraire, l'ensemble des r�eels positifs t tels que r(t) est dans A, qui estun intervalle ferm�e de R+ 
ontenant 0, est de la forme [0; s℄ ave
 s �ni (�eventuellement nul).Soit 
0 la g�eod�esique de E parall�ele �a 
, issue de r(s). Comme 
0 est in
luse dans l'enveloppe
onvexe ferm�ee de r(s) et 
 dans l'espa
e eu
lidien E, elle est �egalement in
luse dans A. Onen d�eduit que le type dans C du segment [
0(0); 
0(1)℄ est u. Comme E est eu
lidien, l'angleen r(s) entre r et 
0 est �egal �a l'angle en x entre r et 
, don
 stri
tement inf�erieur �a ". Lesrayons r et 
0 sont initialement 
ontenus dans un appartement. Il existe don
 un appartementmarqu�e f , un ve
teur v unitaire de A et un r�eel stri
tement positif �, tels que f(0) = r(s),f(�u) = 
0(�) et f(�v) = r(s+�). Soit F0 la fa
ette ve
torielle de A 
ontenant v. Comme v estde même type dans C que le segment [r(0); r(1)℄, la dimension de F0 est inf�erieure ou �egale�a 
elle de F d'apr�es l'hypoth�ese faite sur 
. Or l'angle dans A entre u et v est stri
tementinf�erieur �a ". On en d�eduit que F0 = F, par d�e�nition de ", don
 que �v appartient �a F. Orl'enveloppe 
onvexe de Weyl de la droite Ru de A est �egale au sous-espa
e ve
toriel engendr�epar F. Par 
ons�equent l'image de �v par f , qui est r(s+ �), appartient �a tout appartement
ontenant 
0 (par la proposition II.2.12), don
 dans A, 
e qui est impossible.Nous avons don
 obtenu que A 
ontient la g�eod�esique 
 et le 
ône ouvert de E de sommetx, 
entr�e sur le rayon 
(R+) et d'angle " > 0, don
 A 
ontient E par 
onvexit�e.Rappelons qu'un immeuble 
ombinatoire est dit �epais si 
ha
une de ses fa
ettes de 
odi-mension 1 borde au moins 3 
hambres distin
tes.Une g�eod�esique de � est dite r�eguli�ere (resp. singuli�ere) si son type de dire
tion est dansl'int�erieur (resp. dans le bord) de la 
hambre de Weyl ve
torielle ferm�ee fondamentale C de42



A . Une g�eod�esique r�eguli�ere est 
ontenue dans un unique appartement de � (
ela r�esulte de laproposition II.2.12). Si �1 est �epais, la r�e
iproque est vraie, 
omme le montre la propositionsuivante.Proposition II.2.25 L'immeuble sph�erique �a l'in�ni �1 est �epais si et seulement si lesg�eod�esiques r�eguli�eres sont exa
tement 
elles qui sont 
ontenues dans un unique appartementde �.Preuve. Si toute g�eod�esique singuli�ere est 
ontenue dans au moins deux appartements dis-tin
ts de �, alors tout mur de �1 est 
ontenu dans au moins deux appartements distin
tsde �1, don
 borde au moins 3 demi-appartements distin
ts, 
e qui entrâ�ne que �1 est�epais.R�e
iproquement, supposons l'immeuble sph�erique �a l'in�ni �1 �epais. Toute g�eod�esiquesinguli�ere r est 
ontenue dans un mur M de � 
ontenu dans un appartement A. Le bord �al'in�ni M(1) de M est un mur de l'immeuble sph�erique �epais �1, don
 il existe un demi-appartement �a l'in�ni h bord�e par M(1) non in
lus dans l'appartement �a l'in�ni A(1).Soient a1 et a2 les deux demi-appartements de A(1) bord�es par M(1). Pour i = 1; 2,soit Ai l'appartement de � de bord �a l'in�ni l'appartement ai [ h de �1. L'axiome (A5)entrâ�ne que l'un des deux appartements A1, A2 (distin
ts de A) 
ontient le mur M , don
 lag�eod�esique r.Proposition II.2.26 Supposons l'immeuble sph�erique �a l'in�ni �1 �epais. Alors toute iso-m�etrie de � pr�eserve les 
hambres de Weyl.Preuve. Soit g une isom�etrie de �. D'apr�es la proposition II.2.24, l'image d'un appartementpar g est un appartement. Par 
ons�equent, 
omme �1 est �epais, la proposition II.2.25entrâ�ne que g pr�eserve les g�eod�esiques singuli�eres.Soit A un appartement de �. Les 
hambres de Weyl de A de sommet un point x donn�esont les 
omposantes 
onnexes du 
ompl�ementaire dans A de la r�eunion des g�eod�esiquessinguli�eres de A passant par x. On en d�eduit que l'image par g d'une 
hambre de Weyl deA est une 
hambre de Weyl de l'appartement g(A).II.3 Classi�
ation des isom�etries.II.3.1 �Enon
�es.Soit (A ;W ) un groupe de r�e
exions �ni. Soit  une isom�etrie d'une 
hambre de Weylve
torielle ferm�ee C de A dans une autre 
hambre de Weyl ve
torielle de A . Soit J � Cl'ensemble des ve
teurs unitaires de C orthogonaux �a tout ve
teur de C �x�e par  . Onremarquera que si  ne �xe pas de ve
teur non nul, alors J = �C tout entier. Notons quesi W est irr�edu
tible, alors J est non vide si et seulement si  ne �xe pas de ve
teur nonnul, 
ar C est alors un 
ône sur un simplexe sph�erique de diam�etre stri
tement inf�erieur �a�2 (
ela d�e
oule par exemple de [Bou3, Chap. V, x3, Lemme 6 et Prop. 7℄), don
 ne 
ontientpas deux ve
teurs non nuls orthogonaux, et J est alors �egal �a �C tout entier.43



Supposons que J est non vide (
ette hypoth�ese est notamment v�eri��ee, par la remarquepr�e
�edente, pour  = �Id, qui ne �xe pas de ve
teur non nul). L'angle entre un ve
teuru de J et son image par  est une fon
tion 
ontinue sur J 
ompa
t, non nulle, don
 sonminimum �0( ) est non nul. On note �0(W ) le minimum de �0( ) pour  
omme 
i-dessus(ave
 J non vide). Si W est essentiel, les 
hambres de Weyl ve
torielles de A , qui sont ennombre �ni, sont des 
ônes simpli
iaux, don
 il n'y a qu'un nombre �ni d'isom�etries  d'une
hambre de Weyl ve
torielle de A dans une autre 
hambre de Weyl ve
torielle de A , et par
ons�equent �0(W ) est non nul.Par exemple, si A est de dimension 1, etW = fId;�Idg, alors on a 
lairement �0(W ) = �.Si A est de dimension 2, et W est engendr�e par deux r�e
exions par rapport �a deux droitesformant un angle de �p , ave
 p entier au moins �egal �a 2, alors il est fa
ile de voir que�0(W ) = �p .Dans 
ette se
tion, on d�emontre le r�esultat suivant.Th�eor�eme II.3.1 Soit (A ;W ) un groupe de r�e
exions �ni essentiel, et �0 = �0(W ). Soit� un immeuble aÆne de type (A ;W ). Soit g une isom�etrie de � pr�eservant les 
hambres deWeyl. Alors g induit une isom�etrie semi-simple du 
ompl�et�e � de l'espa
e m�etrique �, pluspr�e
is�ement, pour tout point p de �, il existe, �a distan
e inf�erieure ou �egale �a d(p;gp)+`(g)2 sin (�0=2) �1sin (�0=2)d(p; gp) de p, soit un point de � �x�e par g, soit une g�eod�esique de � translat�ee parg.Corollaire II.3.2 Soit � est un immeuble aÆne 
omplet. Alors toute isom�etrie de � pr�e-servant les 
hambres de Weyl est semi-simple, i.e. �xe un point ou translate une g�eod�esique.Remarque II.3.3 Tout automorphisme d'un immeuble aÆne pr�eserve les 
hambres de Weyl,ainsi que (quitte �a prendre le syst�eme d'appartements maximal, 
e qui ne 
hange rien auxr�esultats �etudi�es i
i) toute isom�etrie pr�eservant le type des segments.Si l'immeuble sph�erique �a l'in�ni de � est �epais, alors (pour le syst�eme d'appartementsmaximal) toute isom�etrie de � pr�eserve les 
hambres de Weyl (
f. Prop II.2.26).Preuve de II.3.2. Le groupe de r�e
exions �ni (A ;W ) se d�e
ompose en produit d'un groupede r�e
exions �ni trivial (A 0 ;W 0 = fIdg) et d'un groupe de r�e
exions �ni essentiel (A 0 ;W 0).L'immeuble aÆne 
omplet � se d�e
ompose parall�element (voir le 
orollaire II.2.4) en produitd'un immeuble aÆne �0 trivial et d'un immeuble aÆne 
omplet �0 de type (A 0 ;W 0). Uneisom�etrie g de � pr�eservant les 
hambres de Weyl est alors de forme (g0; g0) o�u g0 est uneisom�etrie de �0, et g0 est une isom�etrie de �0 pr�eservant les 
hambres de Weyl (voir Prop.II.2.8). On a Min�(g) = Min�0(g0)�Min�0(g0). D'apr�es le th�eor�eme II.3.1 appliqu�e �a �0 etg0, l'ensemble minimal Min�0(g0) de g0 est non vide. D'autre part, une isom�etrie d'un espa
eeu
lidien est semisimple, don
 Min�0(g0) est non vide. On en 
on
lut que Min�(g) est nonvide.II.3.2 D�emonstration du th�eor�eme II.3.1.Soit g une isom�etrie � 
onservant les 
hambres de Weyl. Soit p 2 �. Supposons que pn'appartient pas �a Min(g). Soit a un r�eel tel que `(g) < a < d(p; gp). Alors le 
onvexe ferm�enon vide B = fx 2 �= d(x; gx) � ag ne 
ontient pas p.44



Soit A un appartement passant par p, ren
ontrant B. L'interse
tion de B et de A est un
onvexe ferm�e non vide de A. Soit q la proje
tion orthogonale de p sur B \A (dans l'espa
eeu
lidien A). Soit C une 
hambre de Weyl ferm�ee de A de sommet q, 
ontenant p (voir la�gure II.3).
B

pC
A

qFig. II.3 {Notons C 0 l'unique 
hambre de Weyl ferm�ee de sommet gq asymptote �a C et � l'uniqueisom�etrie envoyant C sur C 0 en pr�eservant le type des segments. Soit p0 le point de C 0 telque p0 = �(p). Comme C et C 0 sont asymptotes, on a alors d(p; p0) � d(q; gq) � a d'apr�es le
orollaire II.2.10. D'o�u d(p0; gp) � d(p; gp)+a par in�egalit�e triangulaire. Soit � = ^gq(p0; gp).Alors 2d(q; p) sin �2 � d(p0; gp) par les propri�et�es CAT(0).Si � � �0, 
e que nous allons montrer 
i-dessous, on a sin �2 � sin �02 , 
ar � et �0 sontdans [0; �℄ et la fon
tion sinus est 
roissante sur [0; �2 ℄. Don
 pour tout a > `(g) on a alorsd(p; B) � d(p; gp) + a2 sin (�0=2)
q

B
p C

gq

gp

p’

gC

C’

Montrons que � � �0. Il existe, par la propri�et�e (GG) (voir prop. II.1.11), un appartementA0 passant par gq 
ontenant des des germes en gq des 
hambres de Weyl gC et C 0 (voir la�gure II.4). On identi�e A0 �a A par un appartement marqu�e f ave
 f(0) = gq. Soient ule ve
teur unitaire de A tel que f("u)) est sur le segment joignant gq �a p0, pour " > 0suÆsamment petit, et  l'isom�etrie induite par g Æ ��1 de la 
hambre de Weyl ve
torielle Cde A 
orrespondant au germe de C 0, dans la 
hambre de Weyl ve
torielle de A 
orrespondantau germe de gC. Soit v un ve
teur de A �x�e par  , montrons que v est orthogonal �a u.En e�et, si v est non nul (sinon il est 
lairement orthogonal �a u), quitte �a multiplier v par" > 0 suÆsamment petit, x0 = f(v) est dans C 0 et si x est le point de C tel que �(x) = x0, ona gx = x0. Or, 
omme les 
hambres de Weyl C et C 0 sont asymptotes et les segments [q; x℄ et[gq; x0℄ de même type, on a d(x; x0) � d(q; gq) � a par le 
orollaire II.2.10, don
 d(x; gx) � aet x 2 B. On a don
 ^q(x; p) � �2 par les propri�et�es de la proje
tion orthogonale dans45



gq

C’

gC

p’

α

A’

gpFig. II.4 {l'appartement A. Rappelons que, pour un groupe de r�e
exions �ni essentiel, une 
hambre deWeyl est un 
ône sur un simplexe sph�erique de diam�etre inf�erieur ou �egal �a �2 (voir [Bou3,Chap. V, x3, Lemme 6 et Prop. 7℄). Don
 ^q(x; p) = �2 . On a don
 ^gq(x0; p0) = �2 , don
 vest orthogonal �a u. On en d�eduit que u appartient �a l'ensemble J des ve
teurs unitaires deC orthogonaux �a tout ve
teur de C �x�e par  .L'angle � = ^gq(p0; gp) est �egal �a l'angle dans A entre le ve
teur u et son image par  ,don
 il est sup�erieur ou �egal �a �0 par d�e�nition de �0.Le 
ompl�et�e � de � est CAT(0) pour la m�etrique induite, et g s'�etend naturellement enune isom�etrie de � et on a infx2� d(x; gx) = `(g). Si on note Bg(a) = fx 2 �= d(x; gx) � agpour tout a 2 R+ , la famille fBg(a); a > `(g)g est une famille d�e
roissante de 
onvexesferm�es non vides de �, d'interse
tion l'ensemble Min�(g) = fx 2 �= d(x; gx) = `(g)).Dans un espa
e CAT(0) 
omplet, une interse
tion d�e
roissante de 
onvexes ferm�es born�esnon vides est non vide (voir la proposition I.1.4).Or on vient de montrer que pour tout a > `(g), la distan
e de p �a Bg(a) est inf�erieure �ad(p;gp)+a2 sin (�0=2) (
ar Bg(a) 
ontient B). Qui plus est, 
omme pour a0 � a, on a Bg(a0) � Bg(a), ladistan
e de p �a Bg(a) est inf�erieure �a 
elle de p �a Bg(a0), don
, en prenant la borne inf�erieuresur a0, d(p; Bg(a)) � d(p; gp) + `(g)2 sin (�0=2) :Alors pour tout a > `(g), l'interse
tion de Bg(a) ave
 la boule ferm�ee de 
entre p et derayon d(p;gp)+`(g)2 sin (�0=2) , qui est un 
onvexe ferm�e born�e de �, est non vide. Don
 l'interse
tion de
ette famille d�e
roissante de 
onvexes ferm�es born�es est non vide etd(p;Min�(g)) � d(p; gp) + `(g)2 sin (�0=2) :
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Chapitre IIIImmeubles 
lassiquesDans tout 
e 
hapitre, F d�esigne un 
orps valu�e, i.e. un 
orps 
ommutatif muni d'unevaluation v : F� �! R �a valeurs r�eelles. On dira que v est dis
r�ete (resp. dense) si sonimage, qui est un sous-groupe additif de R, est dis
r�ete (resp. dense). Soit j�j = exp(�v(�)) lavaleur absolue sur F asso
i�ee. Elle est ultram�etrique, 
'est-�a-dire v�eri�e l'in�egalit�e triangulaireultram�etrique jx+ yj � max(jxj; jyj) pour tous x et y de F .Le 
orps F est muni de la topologie induite par la valeur absolue. On note O l'anneaude valuation de F, d�e�ni par O = fa 2 F; jaj � 1g. Soit n un entier non nul. On note V unespa
e ve
toriel sur F de dimension �nie n, muni de la topologie induite par 
elle de F. Onnote PV l'espa
e proje
tif de V . On note �n le groupe des permutations de f1; : : : ; ng.III.1 Constru
tion de l'immeuble de GLn(F)Cette se
tion est 
onsa
r�ee �a la 
onstru
tion de l'immeuble de Bruhat-Tits � de GLn(F)par les normes ultram�etriques sur V , et �a la v�eri�
ation des axiomes des immeubles aÆnespour �.La 
onstru
tion de 
et espa
e est due dans le 
as lo
alement 
ompa
t �a [GoIw℄ (voir aussi[Ger℄). Bruhat et Tits ont v�eri��e dans [BrTi2℄, dans le 
as g�en�eral (et pour tous les groupes
lassiques), que 
et espa
e est isomorphe �a l'immeuble de Bruhat-Tits introduit dans [BrTi1℄.(L'existen
e de [Ger℄ et [BrTi2℄ nous a �et�e signal�ee par F. Chou
roun apr�es qu'une premi�ereversion de [Par1℄ ait �et�e �e
rite.)III.1.1 Normes ultram�etriques.Dans 
ette se
tion, apr�es avoir donn�e les d�e�nitions de base autour des normes ultram�e-triques, nous montrerons quelques r�esultats te
hniques sur 
es normes qui serviront �a v�eri�erles axiomes pour l'immeuble de GLn(F).D�e�nition III.1.1 On dit qu'une appli
ation � : V �! R+ est une norme ultram�etriquesur V si elle v�eri�e{ �(v) = 0 si et seulement si v = 0.{ �(av) = jaj �(v) pour tous a 2 F et v 2 V .47



{ �(u+ v) � max (�(u); �(v)) pour tous u; v 2 V .On note U l'ensemble des normes ultram�etriques sur V . On d�e�nit un ordre partiel sur lesnormes ultram�etriques par� � �0 si et seulement si �(v) � �0(v) pour tous v 2 V:Le groupe G = GL(V ) agit naturellement sur l'ensemble U des normes ultram�etriquespar pr�e
omposition, ave
 g:� = �Æg�1 pour tout g dans G et pour toute norme ultram�etrique�. Soit F = (V1; : : : ; Vm) une d�e
omposition de V , 
'est-�a-dire une suite de sous-espa
esve
toriels non nuls de V telle que V = Lmi=1 Vi. On dit qu'une norme ultram�etrique �est adapt�ee �a la d�e
omposition F de V si �(v1 + � � � + vm) = supi=1:::m �(vi) pour tousv1 2 V1; : : : ; vm 2 Vm. Dans 
e 
as � est bien sûr �egalement adapt�ee �a toute permutation dela d�e
omposition F , et pour toute norme ultram�etrique �0, on a alors �0 � � si et seulementsi �0 � � en restri
tion �a 
haque Vi pour tout entier i 
ompris entre 1 et m. Si �i est unenorme ultram�etrique sur Vi pour i = 1; : : : ; n, alors il existe une unique norme ultram�etrique� sur V adapt�ee �a la d�e
omposition F 
o��n
idant ave
 �i sur Vi pour tout entier i 
omprisentre 1 et m.Si m = n, alors F est un simplexe de PV (n points en position g�en�erale) et on dit queF est une 
roix de V . Soit E = (e1; : : : ; en) une base de V . Si F = (Fe1 ; : : : ; Fen), ondit que E est une base de F et que F est la 
roix asso
i�ee �a E . On dit que la base E estadapt�ee �a une norme ultram�etrique � si la 
roix asso
i�ee �a E l'est, 
'est-�a-dire quand pourtous a1; : : : ; an 2 F on a �( nXi=1 aiei) = supi=1:::n jaij �(ei):Pour toute norme ultram�etrique �0, on a alors �0 � � si et seulement si�0(ei) � �(ei) 8i 2 f1; : : : ; ng:On dit qu'une norme ultram�etrique � est adaptable s'il existe une base de V adapt�ee �a�. Dans le 
as o�u le 
orps F est lo
alement 
ompa
t, toutes les normes ultram�etriques sontadaptables (voir [GoIw℄).Remarque. Le vo
abulaire utilis�e est l�eg�erement di��erent de 
elui de [BrTi2℄. Les normesde [BrTi2℄ 
orrespondent aux logarithmes de nos normes ultram�etriques, et nos termes\adapt�ee", \adaptable" 
orrespondent aux termes \s
ind�ee", \s
indable" de [BrTi2℄.Lemme III.1.2 Soit � une norme ultram�etrique adapt�ee �a une base E = (e1; : : : ; en) de V .Soit g 2 G de matri
e (gij)1�i;j�n dans la base E. Alors on ajgijj � �(gej)�(ei) 8i; j 2 f1; : : : ; ng (III.1)et jdet gj nYi=1 �(ei) � nYj=1 �(gej) (III.2)48



Preuve. Comme � admet e1; : : : ; en pour base adapt�ee, on a�(gej) = �( nXi=1 gijei) = supi=1:::n jgijj �(ei) 8j 2 f1; : : : ; ngd'o�u (III.1). Alors pour toute permutation � 2 �n, on anYj=1 ��g�(j)j�� � Qnj=1 �(gej)Qni=1 �(ei)d'o�u (III.2), 
ar det g = P�2�n �(�) nQj=1 g�(j)j et don
jdet gj � sup�2�n nYj=1 ��g�(j)j�� � Qnj=1 �(gej)Qni=1 �(ei) : (III.3)Corollaire III.1.3 (Changement de base adapt�ee.) Soient E et E 0 deux bases de V etg 2 G tel que gE = E 0. Alors il existe une permutation � dans �n telle que pour toute normeultram�etrique � adapt�ee �a la fois �a E et �a E 0 on anYi=1 �(e0i) = jdet gj nYi=1 �(ei) (III.4)et �(e0j) = ��g�(j)j�� �(e�(j)) 8j 2 f1; : : : ; ng: (III.5)Preuve. Soit � une norme ultram�etrique adapt�ee �a E et �a E 0. On applique le lemme III.1.2�a E et g puis �a E 0 et g�1, et on obtient (III.4). Par 
ons�equent, les in�egalit�es de (III.3) sontdes �egalit�es, en parti
ulier on a jdet gj = sup�2�n ��Qjg�(j)j��, et il existe don
 une permutation �telle que nYj=1 ��g�(j)j�� = jdet gj = nYj=1 �(e0j)�(e�(j)) 8j 2 f1; : : : ; ngOr d'apr�es (III.1), on a ��g�(j)j�� � �(e0j)�(e�(j)) pour tout j, d'o�u l'�egalit�e pour 
haque j, 
'est-�a-dire(III.5).Corollaire III.1.4 (Stabilisateur d'une norme ultram�etrique) Soit � une norme ul-tram�etrique adapt�ee �a une base E de V . Un �el�ement g de G �xe � si et seulement simax�jgijj ; ��gij��	 � �(ej)�(ei) 8i; j 2 f1; : : : ; ngou, de mani�ere �equivalentejdet gj = 1 et jgijj � �(ej)�(ei) 8i; j 2 f1; : : : ; ngo�u (gij) et (gij) sont les matri
es respe
tivement de g et de g�1 dans la base E.49



Preuve. Comme E est adapt�ee �a �, on a � � g:� si et seulement si g�1:� � � si et seulementsi �(gej) � �(ej) pour tout entier j 
ompris entre 1 et n. Or �(gej) = supi=1:::n jgijj �(ei) pourtout entier j 
ompris entre 1 et n, don
 � � g:� si et seulement sijgijj � �(ej)�(ei) 8i; j 2 f1; : : : ; ng:De plus, si g 
onserve �, alors jdet gj = 1 d'apr�es (III.4) appliqu�e �a E 0 = gE . En�n, supposonsque jdet gj = 1 et que pour tous i; j on a jgijj � �(ej )�(ei) . Soient i et j deux entiers 
ompris entre1 et n. Alors, 
omme gij est �egal, au signe pr�es, au d�eterminant de la matri
e extraite de lamatri
e (gij)1�i;j�n obtenue en supprimant la ligne j et la 
olonne i, on a jgijj � Qk 6=i �(ek)Qk 6=j �(ek) =�(ej)�(ei) .III.1.2 D�e�nition de l'immeuble de GL(V ).On dira que deux normes ultram�etriques � et �0 sont homoth�etiques s'il existe un r�eelstri
tement positif r tel que �0 = r�. On appelle 
lasse (d'homoth�etie) de � et on note [�℄l'ensemble des normes ultram�etriques homoth�etiques �a �.Normalisation : On �xe un d�eterminant det sur V n (i.e. une forme n-lin�eaire altern�ee nonnulle sur V ). Remarquons que pour toute base E = (e1; : : : ; en) de V , la base � 1det E e1; : : : ; en�est de d�eterminant 1. Soit � une norme ultram�etrique adaptable. Soit (e1; : : : ; en) une baseadapt�ee �a �, de d�eterminant 1. D'apr�es l'�egalit�e (III.4) du 
orollaire III.1.3, la quantit�evol(�) = Qni=1�(ei)qu'on appellera le volume de �, est ind�ependante du 
hoix de la base (e1; : : : ; en) de d�etermi-nant 1 adapt�ee �a � (
ar la matri
e de passage d'une telle base �a une autre est de d�eterminant1). On a vol(r�) = rnvol(�) pour tout r�eel stri
tement positif r. Don
 pour toute normeultram�etrique adaptable �, il existe une unique norme ultram�etrique homoth�etique �a � devolume 1. On a �egalement vol(g:�) = jdet gj�1 vol(�) pour tout g 2 G.Points et a
tion de G.On 
onsid�ere l'ensemble � des 
lasses d'homoth�etie des normes ultram�etriques adaptablessur V , qu'on peut repr�esenter par l'ensemble des normes ultram�etriques adaptables de volume1. On appelle norme ultram�etrique asso
i�ee �a une base E = (e1; : : : ; en) de V , et on note�E , l'unique norme ultram�etrique sur V adapt�ee �a la base E et valant 1 sur E (i.e. on a�E( nPi=1aiei) = supi=1���n jaij pour tous a1; : : : ; an 2 F). Remarquons que 
es normes ultram�e-triques sont exa
tement les normes ultram�etriques adaptables �a valeurs dans l'ensemble desvaleurs possibles de la valeur absolue sur le 
orps de base F. Les 
lasses d'homoth�eties de
es normes ultram�etriques sont appel�ees sommets de �. Si la valuation n'est pas surje
tive,il existe des points dans � qui ne sont pas des sommets.50



L'a
tion naturelle du groupe G = GL(V ) sur l'ensemble des normes ultram�etriques induitune a
tion de G sur l'ensemble �. Le 
entre Z(G) = faId; a 2 F�g de G agit trivialementsur �, don
 l'a
tion se fa
torise �a travers la proje
tion 
anonique p : G �! PG = PGL(V ) =G=Z(G).On a g:�E = �gE pour tout g dans G. Le groupe G agit don
 transitivement sur l'ensembleS des sommets de � (
ar transitivement sur les bases de V ).Un �el�ement g de G de d�eterminant de valeur absolue 1 �xe un point [�℄ de � si etseulement s'il �xe la norme ultram�etrique � (
ar g 
onserve le volume des normes ultra-m�etriques) ou, de mani�ere �equivalente, si pour tous i; j 2 f1; : : : ; ng on a jgijj � �(ej)�(ei) , o�u(gij)1�i;j�n est la matri
e de g dans la base E (
f. Corollaire III.1.4). En parti
ulier, l'�el�ementg �xe le sommet [�E ℄ asso
i�ee �a la base E si et seulement si sa matri
e dans la base E estdans GLn(O). Si un �el�ement g de G, de d�eterminant quel
onque, �xe le sommet [�E ℄, alorsil existe a dans F� tel que �E Æ g�1 = jaj �E (
ar �E est �a valeurs dans l'ensemble des valeurspossibles de la valeur absolue sur F). On a alors que ag 
onserve �E , don
 ag appartient �aGLn(O). On a don
 que StabPG[�E ℄ = PGLn(O)Appartements.Soit � une norme ultram�etrique adapt�ee �a une 
roix F = (V1; : : : ; Vn). On 
onsid�ere l'ap-pli
ation ��;F de Rn dans l'ensemble des normes ultram�etriques qui �a un n-uplet (�1; : : : ; �n)asso
ie l'unique norme ultram�etrique �0 adapt�ee �a la 
roix F telle que �0 = e��i� sur Vi pouri = 1 : : : n. L'appli
ation ��;F est inje
tive et passe au quotient en une appli
ation inje
tivef[�℄;F de A = Rn=R(1;:::;1) dans �, ne d�ependant que de la 
lasse de �, appel�ee appartementmarqu�e passant par x = [�℄ asso
i�e �a la 
roix F . L'image de f[�℄;F dans � est l'ensemble des
lasses des normes ultram�etriques adapt�ees �a F . Elle est appel�ee appartement asso
i�e �a la
roix F et not�ee AF . On note A l'ensemble des appartements marqu�es.Pour tout �el�ement g de G, on a g:f[�℄;F = f[g:�℄;gF don
 G 
onserve le syst�eme d'ap-partements marqu�es et agit transitivement sur les appartements (non marqu�es) (
ar G agittransitivement sur les 
roix de V ). Si g permute les sous-espa
es ve
toriels d'une 
roix F ,alors g stabilise l'appartement asso
i�e.Si E = (e1; : : : ; en) est une base de V , on note FE = (Fe1 ; : : : ; Fen) la 
roix asso
i�ee �a E .On note �E = ��E ;FE et fE l'appartement marqu�e f�E ;FE induit, dit asso
i�e �a E . Notons quesi a 2 G a pour matri
e dans la base E la matri
e diagonale Diag(a1; : : : ; an), alors a:�E =�E(log ja1j ; : : : ; log janj). On a g:fE = fgE pour tout g dans G, don
 G agit transitivement surles appartements marqu�es asso
i�es aux bases de V (qui sont exa
tement les appartementsmarqu�es passant en l'origine par les sommets de �).Les sommets de � qui sont dans l'appartement asso
i�e �a une 
roix F sont exa
tementles images par l'appartement marqu�e asso
i�e �a une base E de la 
roix F des points deA = Rn=R(1;:::; 1) provenant de �n, o�u � est le sous-groupe additif de R form�e par les valeursprises par la valuation de F. Si la valuation est dis
r�ete (resp. dense), l'ensemble S dessommets est dis
ret dans 
haque appartement (resp. dense). Si elle est surje
tive, alors toutpoint de � est un sommet, et en parti
ulier G agit alors transitivement sur �. Une foisv�eri��es les axiomes des immeubles aÆnes, on aura de plus la propri�et�e suivante (o�u d d�esignela distan
e d'immeuble sur �, qui est �egale �a la distan
e eu
lidienne en restri
tion �a 
haque51



appartement).Proposition III.1.5 Il existe une 
onstante C telle que pour tout x dans �, il existe y dansl'ensemble S des sommets de � tel que d(x; y) � C.Points �xes dans un appartement.Proposition III.1.6 Soit g dans G de d�eterminant de valeur absolue 1. Soit E une base deV . L'ensemble des points �xes de g dans l'appartement asso
i�e �a E est l'image par fE dupoly�edre de Weyl de A suivant.f� 2 A j 8i; j 2 f1; : : : ; ng; �j � �i � v(gij)g (III.6)o�u (gij)1�i;j�n est la matri
e de g dans la base E.Preuve. Soit � 2 A . On a g:fE(�) = fE(�) si et seulement si g:�E(�) = �E(�) (
ar g 
onservele volume des normes ultram�etriques) si et seulement si�j � �i � v(gij) 8i; j 2 f1; : : : ; ngd'apr�es le 
orollaire III.1.4.On peut en d�eduire en parti
ulier qu'un �el�ement g de G de d�eterminant 1 �xe l'apparte-ment asso
i�e �a une 
roix F de V point par point si et seulement si la matri
e de g dans unebase E de F est diagonale.Comme un sous-ensemble non vide de A de la forme f� 2 A j 8i; j 2 f1; : : : ; ng; �j��i ��ijg, ave
 �ij dans � = v(F�) ou �ij = +1, 
ontient n�e
essairement un �el�ement de [�n℄,nous pouvons d�eduire de 
ette proposition qu'un �el�ement (et même un sous-groupe de type�ni) de G de d�eterminant de valeur absolue 1 qui �xe un point �xe n�e
essairement aussi unsommet, et, dans une base de V , sa matri
e appartient don
 �a GLn(O).La stru
ture mod�ele.L'espa
e A = Rn=R(1;:::;1) est muni d'une stru
ture naturelle d'espa
e ve
toriel eu
lidien.On l'identi�era �a l'orthogonal dans Rn de la droite R(1; : : : ; 1), 
'est-�a-dire le sous-espa
eform�e des (�1; : : : ; �n) dans Rn tels que P�i = 0. Les restri
tions �a A des permutationsde la base 
anonique de Rn forment un sous-groupe �ni d'isom�etries ve
torielles de A , quiest engendr�e par des r�e
exions (les restri
tions des transpositions). On le note W , il estirr�edu
tible. Soit W le groupe de toutes les isom�etries aÆnes de A de partie ve
torielle dansW .Nous allons montrer que la paire (�;A) v�eri�e les axiomes (A1), (A2) et (A4) de lase
tion II.1.2 et la propri�et�e (A3') d�e�nie en se
tion II.1.6, ave
 (A ;W ) 
omme 
i-dessus.D'apr�es le th�eor�eme II.1.22, l'ensemble �, muni du syst�eme d'appartements marqu�es A (quiest 
lairement 
ouvrant), est alors un immeuble aÆne model�e sur (A ;W ).Remarque. En se restreignant aux appartements marqu�es asso
i�es �a une base, on peutprendre plus pr�e
is�ement le groupe W engendr�e par W et le sous-groupe des translations deA de ve
teur dans �n=R(1;:::;1). 52



III.1.3 V�eri�
ation de l'axiome (A1).Montrons que le syst�eme d'appartements marqu�es A est invariant par pr�e
ompositionpar W . Ce
i d�e
oule du lemme suivant.Lemme III.1.7 Soit � une norme ultram�etrique sur V adapt�ee �a une 
roix F = (V1; : : : ; Vn).Soit w un �el�ement de W .Si w est une translation de A de ve
teur �, alors l'appli
ation f[�℄;F Æw est l'appartementmarqu�e passant en l'origine par f[�℄;F(�) asso
i�e �a la 
roix F .Si w �xe 0, alors l'appli
ation f[�℄;F Æw est l'appartement marqu�e passant par [�℄ asso
i�e�a la 
roix F 0 = �F = �V�(1); : : : ; V�(n)� obtenue par permutation de la 
roix F , o�u � est lapermutation de f1; : : : ; ng telle que w : (�1; : : : ; �n) 7! (���1(1); : : : ; ���1(n)) .Preuve. Soit � = (�1; : : : ; �n) dans A . On note � la norme ultram�etrique ��;F(w(�)), quiest adapt�ee �a F .Dans le premier 
as w(�) = �+� et on note �0 la norme ��;F(�). Pour tout i, en restri
tion�a Vi on a � = e�(�i+�i)� = e��ie��i� = e��i�0 = ��0;F(�):Don
 les normes ultram�etriques � et ��0;F(�), �egales en restri
tion �a 
haque sous-espa
e Vid'une 
roix adapt�ee 
ommune F , sont �egales.Dans le deuxi�eme 
as, pour tout i, en restri
tion �a V�(i), on a� = e�w(�)�(i)� = e����1(�(i))� = e��i� = ��;F 0(�):La norme ultram�etrique � �etant adapt�ee �a F 0, 
ar adapt�ee �a F , les normes ultram�etriques� et ��;F 0(�), �egales en restri
tion �a 
haque sous-espa
e d'une 
roix adapt�ee 
ommune F 0,sont �egales.III.1.4 V�eri�
ation de l'axiome (A2).Montrons que (�;A) v�eri�e l'axiome (A2). Soient f et f 0 deux appartements marqu�esdont les images ont au moins un point 
ommun. On 
onsid�ere l'ensembleI = f 0�1 (f(A ) \ f 0(A )) :Montrons que I est un poly�edre de Weyl de A , don
 en parti
ulier un 
onvexe ferm�e, et quef�1 Æ f 0jI est la restri
tion d'un �el�ement de W .Quitte �a pr�e
omposer f et f 0 par des �el�ements de W , on peut supposer que f = fE etf 0 = fE 0 o�u E = (e1; : : : ; en) et E 0 = (e01; : : : ; e0n) sont deux bases de V . Soit g 2 G tel quegE = E 0. D'apr�es le 
orollaire III.1.3, il existe une permutation � telle que pour toute normeultram�etrique � adapt�ee �a E et E 0, on a pour tout j�(e0j) = ��g�(j)j�� �(e�(j)):Quitte �a permuter les �el�ements de E 0 et �a diviser ei par gii (
e qui revient �a pr�e
omposer fet f 0 par des �el�ements de W ), on peut supposer que � = Id et que gii = 1 pour tout i. Soit53



� une norme ultram�etrique adapt�ee �a E . Alors � est adapt�ee �a E 0 si et seulement si g:� = �.En e�et, si � est adapt�ee �a E 0, i.e. si g�1:� est adapt�ee �a E , alors 
omme g�1:�(ej) = �(ej)pour tout j, les normes ultram�etriques g�1:� et �, adapt�ees �a une même base et 
o��n
idantsur les ve
teurs de 
ette base, sont �egales.Don
 f(I) = f(A ) \ f 0(A ) est exa
tement l'ensemble des 
lasses des normes ultram�etri-ques adapt�ees �a E et �x�ees par g. En utilisant (III.6) appliqu�e �a f = fE , on en d�eduit queI est un poly�edre de Weyl de A . On a f 0�1 Æ f jI = f�1g�1f jI = Id, 
ar g vaut l'identit�e surf(I).Ce
i 
on
lut la v�eri�
ation de l'axiome (A2).III.1.5 V�eri�
ation de l'axiome (A4).Par d�e�nition, une 
hambre de Weyl de � de sommet x est l'image par un appartementmarqu�e f[�℄;F ave
 [�℄ = x d'une 
hambre de Weyl ve
torielle de A , qu'on peut supposer êtreA + = f(�1; : : : ; �n) 2 A j �1 � � � � � �ng. On notera 
ette 
hambre de Weyl C[�℄;F . Onnotera CE la 
hambre de Weyl fE(A +), dite asso
i�ee �a la base E . On a g(CE) = CgE pourtout g de G, don
 G agit transitivement sur les 
hambres de Weyl de la forme CE , qui sontexa
tement les 
hambres de Weyl de � de sommet un sommet. Il est fa
ile de d�eduire de laproposition III.1.6 la proposition suivante.Proposition III.1.8 (Fixateur d'une 
hambre de Weyl) Un �el�ement g de d�eterminantde valeur absolue 1 de G �xe point par point la 
hambre de Weyl C[�℄;F si et seulement si lamatri
e de g dans une base E de F est triangulaire sup�erieure et v�eri�e de plus jgijj � �(ej )�(ei)pour tous 1 � i � j � n.En parti
ulier, si � = �E , l'�el�ement g �xe point par point la 
hambre de Weyl CE si etseulement si sa matri
e dans la base E est triangulaire sup�erieure, �a 
�Æ
ients de valeurabsolue inf�erieur ou �egale �a 1.Un drapeau de V est une suite 
roissante de sous-espa
es ve
toriels. On note D(F) ledrapeau f0g � V1 � V1 � V2 � � � � � V1 � : : :� Vm = V de V asso
i�e �a une d�e
ompositionF = V1; : : : ; Vm de V .Proposition III.1.9 Deux 
hambres de Weyl Cx;F et Cx0;F 0 de � ont une sous-
hambre deWeyl 
ommune si et seulement si les deux 
roix F et F 0 ont même drapeau asso
i�e.Preuve. Soient F et F 0 deux 
roix de V , et x et x0 deux points dans leurs appartementsasso
i�es respe
tifs. On 
hoisit une base E = (e1; : : : ; en) de F et une base E 0 = (e01; : : : ; e0n)de F 0. Soient g 2 G tel que E 0 = gE et P = (gij) sa matri
e dans la base E .Si F et F 0 ont même drapeau asso
i�e, alors P est triangulaire sup�erieure et, quitte �adiviser e0i par gii, on peut supposer que gii = 1 pour tout i. Soit b = gij un 
�Æ
ient devaleur absolue maximale. On a b�je0j =Xi gijbi�jb�ieiave
 ��gijbi�j�� � jbj jbji�j � 1 pour tout i < j:54



Don
, quitte �a diviser e0j et ej par bj pour tout j, on peut supposer de plus que P est �a
�Æ
ients de valeur absolue inf�erieure ou �egale �a 1. On a alors que g (qui est de d�eterminant1 
ar �a 
�Æ
ients diagonaux �egaux �a 1) �xe la 
hambre de Weyl C[�E ℄;F point par point (voirproposition III.1.8), or gC[�E ℄;F = C[g�E ℄;gF don
 C[�E ℄;F = C[�E ℄;F 0. Les 
hambres de Weyl Cx;Fet Cx0;F 0 
ontiennent respe
tivement les 
hambres de Weyl Cx;F \ C[�E ℄;F et Cx0;F 0 \ C[�E ℄;F 0,qui sont in
luses dans une même 
hambre de Weyl, don
 ont une sous-
hambre de Weyl
ommune.R�e
iproquement, si les 
hambres de Weyl Cx;F et Cx0;F 0 ont une sous-
hambre de Weyl
ommune, montrons que les drapeaux asso
i�es aux 
roix F et F 0 sont �egaux. Quitte �a passer�a une sous-
hambre et �a 
hanger de bases E et E 0, on peut supposer que x = x0 = [�E ℄ etCx;F = Cx;F 0 don
 que fE = fE 0 = g ÆfE en restri
tion �a A + . D'apr�es la proposition III.1.8, lamatri
e de g dans la base E est alors triangulaire sup�erieure, don
 F et F 0 = gF ont mêmedrapeau asso
i�e.Montrons maintenant (A4) : Soient C = C[�℄;F et C 0 = C[�0℄;F 0 deux 
hambres de Weyl.Consid�erons les drapeaux maximaux D et D0 asso
i�es �a F et F 0.Il est bien 
onnu (voir par exemple [Bro, IV.2 exer
ise 2℄) que pour tous drapeaux maxi-maux D et D0 de V , il existe une 
roix F 00 de V et une permutation � (dite permutation deJordan-H�older) telles que D est le drapeau maximal asso
i�e �a la 
roix F 00 et D0 
elui asso
i�e �ala 
roix �F 00. D'apr�es la proposition III.1.9, il en r�esulte que C (resp. C 0) a une sous-
hambrede Weyl 
ommune ave
 Cx00;F 00 (resp. ave
 Cx00;�F 00), ave
 x00 2 AF 00 quel
onque. Ces deuxsous-
hambres de Weyl sont in
luses dans un même appartement, 
ar AF 00 = A�F 00 .III.1.6 V�eri�
ation de la propri�et�e (A3').On notera 
[�℄;F le germe en x de la 
hambre de Weyl C[�℄;F . Le stabilisateur G
 du germe
 en x d'une 
hambre de Weyl C de sommet x est l'ensemble des �el�ements g de G qui envoientC sur une 
hambre de Weyl de même germe en x. Il est in
lus dans le stabilisateur Gx de x.Notons G0� le sous-groupe de GLn(F) form�e des matri
es (gij) telles quejgijj e�j��i � 1 pour i � j et jgijj e�j��i < 1 pour i > j:Lemme III.1.10 (Stabilisateur d'un germe de 
hambre) On 
onsid�ere une norme ul-tram�etrique � adapt�ee �a une 
roix F . Soit E = (e1; : : : ; en) une base de F . Soit �i = log �(ei)pour tout i et � = [�1; : : : ; �n℄ 2 A . Alors un �el�ement g de G de d�eterminant de valeurabsolue 1 stabilise le germe 
[�℄;F si et seulement si sa matri
e dans la base E appartient ausous-groupe G0�.Preuve. Il est fa
ile de voir que C[�℄;F = fE(� + A +). Don
 l'�el�ement g de G stabilise 
[�℄;Fsi et seulement si g �xe les images par fE de � et d'un point � + � ave
 � 2 A + . D'apr�es laproposition III.1.6, l'ensemble des points �xes de g dans AF est l'image par fE du poly�edrede Weyl I = f� 2 A ; 8i; j 2 f1; : : : ; ng; �j � �i � v(gij)g:Celui-
i 
ontient � si et seulement si v(gij) + �i � �j � 0 pour tous i; j. Dans 
e 
as, s'il
ontient �+� ave
 � 2 A + alors v(gij)+�i��j � �j��i > 0 pour i > j, et r�e
iproquement,55



si " = mini>j v(gij) + �i � �j > 0, alors en prenant par exemple � = 1n(n"; : : : ; ") on a bien� + � 2 I.On �etablit maintenant un analogue de la d�e
omposition de Bruhat (voir [BrTi1, Thm.7.3.4℄).Proposition III.1.11 Soient �; � 2 A , alors GLn(F) = G0�TG0�, o�u T est le sous-groupedes matri
es monomiales (ayant un seul 
�Æ
ient non nul par ligne et par 
olonne).Preuve. Soit g = (gij)i;j 2 GLn(F). On veut se ramener �a une matri
e monomiale par desop�erations de pivot sur les lignes et les 
olonnes 
orrespondant �a la multipli
ation �a gau
hepar des �el�ements de G0� et �a droite par des �el�ements de G0�. On peut don
{ ajouter �a la ligne k de g, not�ee Lk, la ligne i multipli�ee par aki, �a 
ondition quejakij � e�k��i, et même que jakij < e�k��i si k > i.{ ajouter �a la 
olonne l de g, not�ee Cl, la 
olonne j multipli�ee par bjl, �a 
ondition quejbjlj � e�j��l, et même que jbjlj < e�j��l si j > l.Posons mij = e�j��i jgijj pour 1 � i; j � n. Soit m = maxk;lmkl. Soit i le plus grand desentiers k tels qu'il existe l ave
 mkl = m et j le plus petit des entiers l tels que mil = m.Pour tout k 6= i, on ajoute la ligne Li multipli�ee par aki = �gkjgij �a la ligne Lk (on a gijnon nul 
ar mij est maximal, don
 non nul). On a bienjakij = jgkjjjgijj � e�k��i;
ar e�j��k jgkjj = mkj � m = mij = e�j��i jgijj ;l'in�egalit�e �etant stri
te si k > i. La nouvelle matri
e a un seul 
�Æ
ient non nul sur la
olonne j qui est gij.De même, pour tout l 6= j, on ajoute la 
olonne Cj multipli�ee par bjl = � gilgij �a la 
olonneCl. On a bien jbjlj = jgiljjgijj � e�j��l;
ar e�l��i jgilj = mil � m = mij = e�j��i jgijj ,l'in�egalit�e �etant stri
te si l < j. La nouvelle matri
e a un seul 
�Æ
ient non nul sur la lignei et sur la 
olonne j (qui n'a pas boug�e), qui est gij.On re
ommen
e toutes 
es op�erations en supprimant la ligne i et la 
olonne j.Corollaire III.1.12 (A3') Deux germes de 
hambre de Weyl sont 
ontenus dans un mêmeappartement.Preuve. Soient C = C[�℄;F et C 0 = C[�0℄;F 0 deux 
hambres de Weyl. Soit g 2 G tel queF 0 = gF . Alors �00 = g�1:�0 est adapt�ee �a F et C 00 = g�1C 0 = C[�00℄;F . Soient E une base deF et �; � 2 A tels que � = fE(�) et �00 = fE(�).56



D'apr�es la proposition III.1.11, on a g = g1tg2 o�u les matri
es deg1, g2 et t dans E sont respe
tivement dans G0�, G0� et T , don
g1 stabilise le germe de la 
hambre de Weyl C, et g2 
elui de C 00,et t stabilise l'appartement A asso
i�e �a F . Alors l'appartementg1A 
ontient la 
hambre de Weyl g1C de même germe que C et,
omme g1A = g1tA = gg�12 A, il 
ontient aussi la 
hambre deWeyl gg�12 C 00 de même germe en g:[�00℄ = [�0℄ que gC 00 = C 0.
g1AC C" tA
C' g1g�1

On a don
 montr�e que (�;A) est un immeuble aÆne. Son immeuble �a l'in�ni est bienl'immeuble sph�erique asso
i�e �a GL(V ), dont l'ensemble des 
hambres est l'ensemble desdrapeaux maximaux de V . En e�et, la proposition III.1.9 permet de v�eri�er que ses 
hambres�a l'in�ni 
orrespondent aux drapeaux maximaux de V , et on v�eri�e fa
ilement (dans unappartement) que les relations d'adja
en
e 
orrespondent.III.2 Sous-groupes born�es de GLn(F).Soit � l'immeuble de Bruhat-Tits de GLn(F). Dans 
ette se
tion, on 
onsid�ere � 
ommel'ensemble des normes ultram�etriques sur V = Fn qui sont adaptables et de volume 1, in
lusdans l'ensemble U de toutes les normes ultram�etriques sur V . Le groupe G = GLn(F) agitalors sur � par g:� = Æ(g)� Æ g�1, o�u Æ d�esigne le morphisme multipli
atif g 7! jdet(g)j 1n deG dans R�+ .Notons d la distan
e dans l'immeuble aÆne � d�e�nie 
omme en se
tion II.1.2.Notons d1 la distan
e uniforme sur U , d�e�nie pard1(�; �0) = supv2V � ����log �0� (v)����pour tous �; �0 2 U (
'est la distan
e 
onsid�er�ee dans [GoIw℄).Proposition III.2.1 La distan
e d est �equivalente �a la distan
e sur � induite par d1. Pluspr�e
is�ement, en restri
tion �a �, on ad1 � d � pn d1Preuve. Soient � et �0 deux normes ultram�etriques dans � et E = (e1; : : : ; en) une baseadapt�ee 
ommune.Pour tous a1; : : : ; an dans le 
orps F, on a �0 (Pni=1 aiei) = supi=1���n jaij �0(ei), qui est inf�erieurou �egal �a � supi=1���n �0(ei)�(ei)�� � supi=1���n jaij �(ei)�. Or supi=1���n jaij �(ei) est �egal �a � (Pni=1 aiei), don
supv2V � �0� (v) = supi=1���n �0� (ei) (III.7)et, en �e
hangeant � et �0, on obtientd1(�; �0) = supi=1���n ����log �0� (ei)���� (III.8)57



Par ailleurs, on a d(�; �0) =  nPi=1 ����log �0� (ei)����2! 12 ; (III.9)don
 supi=1���n ����log �0� (ei)���� � d(�; �0) � pn supi=1���n ����log �0� (ei)���� ;
e qui 
on
lut.Remarque. Comme l'espa
e U des normes ultram�etriques sur V est 
omplet pour la distan
euniforme, l'adh�eren
e � dans U de � est le 
ompl�et�e de �.Soit � 2 U . Notons N� la norme d'endomorphisme sur sur End(V ) asso
i�ee �a la norme�, d�e�nie par N�(g) = supv2V � �(gv)�(v) pour tout g dans End(V ). Elle est ultram�etrique etsous-multipli
ative (
'est-�a-dire N�(gg0) � N�(g)N�(g0) pour tous g et g0 de End(V )). Si �est la norme ultram�etrique asso
i�ee �a une base E de V , alors on note NE = N�E la normed'endomorphisme asso
i�ee �a E , et on a NE(g) = sup1�i;j�n jgijj pour tout g dans G, o�u (gij)1�i;j�nest la matri
e de g dans la base E .Proposition III.2.2 Soit � 2 � et g dans G. Rappelons que Æ(g) = jdet(g)j 1n . On amax�log N�Æ (g); log N�Æ (g�1)� � d(�; g:�) � pn max�log N�Æ (g); log N�Æ (g�1)�Preuve. La distan
e uniforme d1(�; Æ(g)� Æg�1) est �egale �a la borne sup�erieure pour v dansV � de max�log Æ(g)�Æg�1� (v); log 1Æ(g) �Æg� (g�1v)� don
d1(�; g:�) = max�log N�Æ (g�1); log N�Æ (g)� ; (III.10)et l'en
adrement souhait�e se d�eduit alors imm�ediatement de la proposition III.2.1 
i-dessus.Soit �0 la norme ultram�etrique asso
i�ee �a la base 
anonique de V = Fn , d�e�nie par�0(v) = supi jxij pour tout v = (x1; : : : ; xn) de F n. Soit N la norme 
anonique sur End(V ),telle que N(g) = supi;j jgijj, o�u (gij) est la matri
e de g dans la base 
anonique, qui est lanorme d'endomorphisme sur End(V ) asso
i�ee �a �0. Si � est �equivalente �a �0, alors N� est�equivalente �a N .On a Æ(g) � N(g) pour tout g dans G. Notons N = NÆ la norme 
anonique renormalis�ee,qui est invariante par multipli
ation par un s
alaire dans F� . Notons N 0 la fon
tion g 7!N(g)N(g�1) de G dans R�+ , qui est invariante par multipli
ation par un s
alaire.Proposition III.2.3 Notons d�0 la fon
tion g 7! d(�0; g�0) de G dans R+ . On a1n logN 0 � logN � logN 0et logN � d�0 � pn logN 0:58



Preuve. La deuxi�eme assertion d�e
oule imm�ediatement de la proposition III.2.2 appliqu�ee�a � = �0.Montrons la premi�ere. Soit g 2 G. Soit (e1; : : : ; en) une base adapt�ee 
ommune �a �0 etg:�0, de d�eterminant 1. On a N(g) = supV � �0Æg�0 = supi=1���n �0(gei)�0(ei) par la formule (III.7). Soit�i = log �0(gei)�0(ei) pour i = 1 � � �n, et supposons que �1 � � � ��n. On a � = 1nP�i = log Æ(a)d'une part, logN(g) = �1 et logN(g�1) = ��n d'autre part, et on 
on
lut en remarquantque �1 � �nn � �1 � � � �1 � �n:D�e�nition III.2.4 Une partie B de GLn(F) est dite proje
tivement born�ee si N (B) estborn�ee.Corollaire III.2.5 Soit B une partie de G. Les 
onditions suivantes sont �equivalentes.1. La partie B de G est proje
tivement born�ee, i.e. N (B) est born�e.2. La fon
tion N 0 est born�ee sur B.3. Pour un (tout) point x de �, la partie B:x de � est born�ee.Proposition III.2.6 Soit � un sous-groupe de G. Les 
onditions suivantes sont �equivalentes.1. Le groupe � �xe un point du 
ompl�et�e � de �.2. Il existe une norme ultram�etrique � sur V �equivalente �a �0 telle que � Æ g = Æ(g)� pourtout g de �.3. Les orbites de � dans � sont born�ees.4. Le groupe � est proje
tivement born�e, i.e. N (�) est born�e.Preuve. Comme � est CAT(0), le th�eor�eme de Cartan (voir [BrTi1, Th. 8.2.1℄) dit que ��xe un point du 
ompl�et�e si et seulement si l'orbite de �0 sous � est born�ee dans �. Lesautres assertions d�e
oulent imm�ediatement du 
orollaire III.2.5.On peut aussi voir que (4) implique (2) en obtenant dire
tement � de la mani�ere suivante.Soit g 2 G. On a N(g�1)�1�0 � �0 Æ g � N(g)�0 par d�e�nition de N . La norme ul-tram�etrique �g = Æ(g)�1�0 Æ g de End(V ) est don
 �equivalente �a �0 ave
 N (g�1)�1�0 � �g �N (g)�0 sur V .Soit R un r�eel tel que N (h) � R pour tout h de �. Soit � = suph2� �h. On a 1R�0 � � �R�0. On voit fa
ilement que � est alors une norme ultram�etrique sur V , �equivalente �a �0.Pour tout g; h de �, on a �h Æ g = Æ(g)�hg, don
 � Æ g = Æ(g)� pour tout g de �.Remarque III.2.7 Si � est in
lus dans le sous-groupe G0 des �el�ements de G de d�eterminantde valeur absolue 1, alors � est proje
tivement born�e si et seulement s'il est born�e au sensusuel, 
'est �a dire pour la norme 
anonique. De plus on a la propri�et�e suivante. Un sous-groupe de type �ni de G0 qui admet un point �xe dans � �xe un sommet de �, don
 est
onjugu�e dans G �a un sous-groupe de StabG0(�0) = GLn(O).59



Don
, si l'immeuble � est 
omplet (par exemple dans le 
as de la valuation dis
r�ete) unsous-groupe de type �ni, born�e, de G0 est 
onjugu�e �a un sous-groupe de GLn(O).De plus, dans le 
as o�u la valuation est dis
r�ete, on peut même supprimer l'hypoth�ese\de type �ni", 
ar on a la propri�et�e suivante. Si x est un point de �, alors il existe un pointy de S tel que StabG0(x) � StabG0(y):Pour tout h 2 G, notons ih le morphisme g 7! hgh�1 de End(V ). Notons � l'appli
ationde G dans [1;+1[, 
onstante sur les 
lasses de 
onjugaison, d�e�nie par � = infh2GN Æ ih.Proposition III.2.8 Soit C la 
onstante donn�ee par la proposition III.1.5. On a log�(g) �`(g) + 2C pour tout g dans G.Preuve. Soit g dans G et x dans �. Par la proposition III.1.5, il existe y 2 S tel qued(x; y) � C. Soit h 2 G tel que y = h�1�0. On a d�0(hgh�1) = d(y; gy) � d(x; gx) + 2C.Comme logN � d�0 (
f. Prop. III.2.3), on en d�eduit que log�(g) � d(x; gx) + 2C pour toutx de �. D'o�u le r�esultat d�esir�e.Proposition III.2.9 (D�e
omposition polaire) Si P est le sous-groupe des �el�ements deGLn(F) qui stabilisent un sous-espa
e ve
toriel non trivial donn�e de V = Fn et K = GLn(O),on a G = KP .Proposition III.2.10 Pour tout g dans G, on a �(g) = infp2P N (pgp�1)Preuve. D'apr�es la proposition III.2.9, pour tout h dans G, il existe p dans P tel que h = kp.Or, pour tout k dans K, la 
onjugaison ik par k 
onserve N (
ar N est sous-multipli
ativeet vaut 1 sur K, don
 ik et ik�1 diminuent N ). On a alors N Æ ih = N Æ ik Æ ip = N Æ ip. Onen d�eduit que infh2GN Æ ih = infp2P N Æ ip.III.3 Sous-groupes elliptiques de GLn(F).Le but de 
ette se
tion est de d�emontrer le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme III.3.1 Soit � un sous-groupe de GLn(F), tel que1. Le groupe � est engendr�e par une partie S telle que S:x � � est born�ee pour un (tout)point x de l'immeuble de Bruhat-Tits � de GLn(F) (par exemple S �nie ou 
ompa
te).2. La longueur minimale de translation ` est born�ee sur �.Alors � admet un point �xe global dans le 
ompl�et�e � de �.La 
ondition 2 est satisfaite si tout �el�ement de � �xe un point de �, et seulement dans
e 
as par le th�eor�eme II.3.1.Des 
as parti
uliers de 
et �enon
�e �etaient d�ej�a 
onnus (voir [Bass℄ si � est absolumentirr�edu
tible et [Ben℄ si � est Zariski-dense).En parti
ulier, si � est 
omplet (par exemple si la valuation est dis
r�ete), on a alors (ennotant O l'anneau de valuation de F) : un sous-groupe de type �ni de GLn(F) dont 
haque�el�ement est 
onjugu�e �a un �el�ement de GLn(O) est 
onjugu�e �a un sous-groupe de GLn(O).60



D'apr�es le 
orollaire III.2.5 et les propositions III.2.6 et III.2.8, le th�eor�eme III.3.1 d�e
oulede la proposition suivante.Proposition III.3.2 Pour tout entier n non nul, on a la propri�et�e (Pn): Soit F un 
orpsvalu�e. Soit � un sous-groupe de G = GLn(F), tel que1. Le groupe � est engendr�e par une partie S proje
tivement born�ee.2. La fon
tion � : g 7! infh2GN (hgh�1) est born�ee sur �.Alors � est proje
tivement born�e dans �.Preuve. Dans le 
as o�u V = F n est un �-module absolument irr�edu
tible, le lemme deBurnside entrâ�ne que si Tra
e(�) est born�e alors � est born�e (voir par exemple [Bass,se
tion 1, Corollary 1.3℄). En adaptant les arguments de la d�emonstration, nous allons toutd'abord montrer une l�eg�ere g�en�eralisation de 
e r�esultat, adapt�ee �a la situation 
onsid�er�ee.Notons T = jTra
ejÆ .Lemme III.3.3 Soit � un sous-groupe de GLn(F) tel que V = F n est un �-module absolu-ment irr�edu
tible. Si T (�) est born�e, alors � est proje
tivement born�e.Preuve. Le fait suivant est 
lassique.Fait III.3.4 Si V = F n est un �-module absolument irr�edu
tible, alors � engendre l'espa
eve
toriel End(V ) sur F.On 
hoisit une base s1; : : : ; sn2 de End(V ) form�ee d'�el�ements de �. La forme bilin�eairesym�etrique Tr sur End(V ) qui �a (A;B) asso
ie Tra
e(AB) �etant non d�eg�en�er�ee, il existeune base t1; : : : ; tn2 de End(V ) duale de s1; : : : ; sn2 pour Tr, 
'est-�a-dire telle que pour tousi et j, Tra
e(sitj) = Æi;j.Soit 
 dans � et soient x1; : : : ; xn2 2 F les 
oordonn�ees de 
 dans la base t1; : : : ; tn2. Pourtout i, Tra
e(si
) = xi. Comme N est une norme ultram�etrique sur End(V ), on aN(
) � maxi=1���n2 jxijN(ti) � � maxi=1���n2 T (si
)Æ(si)N(ti)� Æ(
):Comme T (�) est born�e, alors la fon
tion N est major�ee sur �, 
e qui 
on
lut.D�emontrons maintenant la proposition III.3.2 par r�e
urren
e sur l'entier n. Pour tout
orps F, l'immeuble aÆne asso
i�e �a GL1(F) est r�eduit �a un point, don
 born�e. Par 
ons�equent(P1) est vraie. Soit n > 1. Supposons la propri�et�e (Pm) vraie pour tout m < n. Soient F et� v�eri�ant les hypoth�eses.Montrons tout d'abord que T (�) est born�e. Pour tout g dans G, on a jTra
e(g)j � N(g),don
 jTra
e(g)j � infh2GN(h�1gh)
ar la tra
e est un invariant de 
onjugaison. Notons T = jTra
ejÆ , alors T � � don
 T (�) estborn�e d'apr�es l'hypoth�ese 2.Si V = F n est un �-module absolument irr�edu
tible, le lemme III.3.3 
i-dessus permetdon
 de 
on
lure. 61



Supposons que F n n'est pas un �-module absolument irr�edu
tible. Alors, par d�e�nition,il existe une extension alg�ebrique E �nie de F telle que � stabilise un sous-espa
e ve
torielnon-trivial de E n.Proposition III.3.5 (Extension de la valuation) Soit F un 
orps muni d'une valuationv �a valeurs r�eelles et E une extension alg�ebrique �nie de F. Alors il existe une valuation v0de E �a valeurs r�eelles telle que v0 = v sur F (voir par exemple [Lan, Chap. XII, x4, Theorem1, 
orollary 2℄).NotonsNE ,NF les normes 
anoniques renormalis�ees sur GLn(E ) et GLn(F) asso
i�ees respe
ti-vement �a v0 et v. Comme NE = NF sur �, il est 
lair que � est un sous-groupe proje
tivementborn�e de GLn(F) si et seulement si 
'est un sous-groupe proje
tivement born�e de GLn(E ).Par ailleurs, il est fa
ile de voir que le sous-groupe � de GLn(E ) v�eri�e l'hypoth�ese 1,
ar NE = NF sur GLn(F) qui 
ontient �, et l'hypoth�ese 2, 
ar, en restri
tion �a GLn(F) qui
ontient �, la fon
tion infg2GLn(E) NE Æ ig est inf�erieure �a la fon
tion infg2GLn(F) NF Æ ig quiest born�ee sur � par l'hypoth�ese 2.On s'est don
 ramen�e, quitte �a rempla
er F par E , au 
as o�u � � End(V ) stabilise unsous-espa
e ve
toriel de V de dimension r, ave
 0 < r < n, 
e qu'on suppose d�esormais.Quitte �a 
onjuguer, on peut supposer que � est in
lus dans le sous-groupe P de GLn(F)suivant (on note r1 = r et r2 = n� r) :� � P = ��A0 BD� ;A 2 GLr1(F); B 2 Mr1;r2(F); D 2 GLr2(F)�On 
onsid�ere alors le morphisme � : P �! G0 = GLr1(F) �GLr2(F) � P tel que � �A0 BD� =�A0 0D�. Pour i = 1; 2, soit �i le morphisme pri Æ � o�u pri est la proje
tion 
anonique de G0dans GLri(F), et notons gi l'image de g par �i pour tout g de P .Lemme III.3.6 Pour i = 1; 2, pour tout 
 dans �, on a Æ(
i) = Æ(
).Preuve. Pour tout p dans P , on a Æ(pi) � N(pi) � N(p) don
 Æ(pi)Æ(p) � N (p): Comme lemembre de gau
he de 
ette in�egalit�e est 
onstant sur la 
lasse de 
onjugaison de p dans P ,on en d�eduit que, pour tout p dans P ,Æ(pi)Æ(p) � infh2P N (hph�1) = �(p)par la proposition III.2.10.Comme � est born�ee sur � (hypoth�ese 2), disons par R, on a don
 Æ(
i)Æ(
) � R pour tout 
dans �.En parti
ulier, pour tout 
 dans �, on a�Æ(
i)Æ(
)�k = Æ(
ki )Æ(
k) � Rpour tout entier k, 
e qui entrâ�ne que Æ(
i)Æ(
) � 1. En rempla�
ant 
 par son inverse, on obtientle r�esultat d�esir�e. 62



Montrons que, pour i = 1; 2, le sous-groupe �i = �i(�) de GLri(F) v�eri�e les hypoth�esesde r�e
urren
e. Le morphisme �i diminue N don
 N 0. Comme N 0 est born�ee sur S, on end�eduit que N 0, don
 N , est born�ee sur �i(S), qui engendre le groupe �i, don
 �i v�eri�el'hypoth�ese 1.Soit R tel que � < R sur � (dont l'existen
e est assur�ee par l'hypoth�ese 2 sur �). Soit
i 2 �i et 
 2 � tel que 
i = �i(
).D'apr�es la proposition III.2.10, il existe p 2 P tel que N (p
p�1) < R. On a N 0(pi
ip�1i ) �N 0(p
p�1) 
ar �i diminue N 0. Don
 N (pi
ip�1i ) � N (p
p�1)n d'apr�es la proposition III.2.3.Par 
ons�equent, on a �(
i) � Rn pour tout 
i dans �i, don
 �i v�eri�e l'hypoth�ese 2.Il s'ensuit que pour i = 1; 2, le sous-groupe �i de GLri(F) v�eri�e les hypoth�eses de (Pri)pour ri qui est stri
tement inf�erieur �a n, don
, par r�e
urren
e, on a que �i est un sous-groupeproje
tivement born�e de GLri(F).D'apr�es la proposition III.2.6, pour i = 1; 2, il existe alors une norme ultram�etrique �i surFri , �equivalente �a la norme 
anonique, telle que �i Æ 
i = Æ(
i)�i pour tout 
i dans �i. Soit �la norme ultram�etrique sur V telle que �(x1; : : : ; xn) = sup(�1(x1; : : : ; xr1); �2(xr1+1; : : : ; xn))pour (x1; : : : ; xn) 2 Fn . Soit N� la norme d'endomorphisme sur End(V ) asso
i�ee �a �, qui estultram�etrique, sous-multipli
ative et �equivalente �a N .Remarque. Si � est �a �el�ements de d�eterminant de valeur absolue 1, et si la valuation estdis
r�ete, par la remarque III.2.7, 
omme �i est un sous-groupe born�e, il est 
onjugu�e �a unsous-groupe de GLri(O). Don
 N� = N 
onvient, quitte �a 
onjuguer �.Le sous-groupe P 0 de P form�e des �el�ements g tels que �i Æ gi = Æ(g)�i pour i = 1; 2
ontient � (par le lemme III.3.6) et poss�ede la propri�et�e suivante. Pour g = �AC BD� 2 End(V )ave
 A 2 Mr1(F), B 2 Mr1;r2(F), C 2 Mr2;r1(F), D 2 Mr2(F), notons Ag = �A0 00�, Bg = �00 B0 �et Dg = �00 0D�. Alors si g et g0 sont dans P 0, on aN�(Bgg0)Æ(gg0) � max�N�(Bg)Æ(g) ; N�(Bg0)Æ(g0) �En e�et, Bgg0 = AgBg0 +BgDg0, et, 
omme N� est une norme ultram�etrique et sous-mul-tipli
ative, on a N�(Bgg0) � max(N�(Ag)N�(Bg0); N�(Bg)N�(Dg0)). Or N�(Ag) = N�1(g1) =Æ(g) et de même N�(Dg0) = Æ(g0), d'o�u le r�esultat souhait�e.Or � est in
lus dans P 0. Comme � est engendr�e par une partie S de G born�ee pourN , don
 �egalement born�ee pour la fon
tion �equivalente N�Æ , il existe une 
onstante M telleque N�(s) � MÆ(s) pour tout s de S. Comme pour tout g de P 0 on a g = �(g) + Bg,et don
 N�(Bg) est inf�erieur ou �egal �a max((N�(�(g)); N�(g)), lui-même inf�erieur ou �egal �amax(Æ(g); N�(g)), on a N�(Bs)Æ(s) � M 0 = max(1;M) pour tout s 2 S. Or, d'apr�es la propri�et�e
i-dessus, N�(B
 )Æ(
) � sups2S N�(Bs)Æ(s) � M 0 pour tout 
 de �. Don
, 
omme pour tout g deP on a N�(g) est inf�erieur ou �egal �a max((N�(�(g)); N�(Bg)), qui est inf�erieur ou �egal �amax(Æ(g); N�(Bg)), on a N�Æ (
) �M 0 pour tout 
 2 �. Le sous-groupe � est don
 born�e pourN�Æ , don
 pour N .
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Chapitre IVCônes asymptotiques des espa
essym�etriques.Dans tout 
e 
hapitre, ! d�esigne un ultra�ltre sur N , plus �n que le �ltre de Fr�e
het (onrenvoie �a [Bou1℄ pour son existen
e et les propri�et�es rappel�ees 
i-dessous), 
'est-�a-dire unensemble de parties de N v�eri�ant1. L'ensemble vide n'est pas dans !;2. Si A et B sont dans !, alors A [B aussi;3. Si A est dans ! et est in
lus dans B, alors B est dans !;4. Pour toute partie A de N , l'ensemble ! 
ontient soit A, soit son 
ompl�ementaire (toutepartition �nie de N a par 
ons�equent un unique �el�ement dans !).5. Au
une partie �nie de N n'est dans !.On peut aussi voir ! 
omme une mesure de probabilit�e �niment additive d�e�nie sur toutesles parties de N , �a valeurs dans f0; 1g, nulle sur les parties �nies, ave
 w(A) = 1, A 2 w.Une suite (xk)k2N dans un espa
e topologique E quel
onque admet x 2 E 
omme limitesuivant l'ultra�ltre ! si pour tout voisinage V de x dans E, on a xk 2 V pour !-presquetout k. Cette limite est l'une des valeurs d'adh�eren
es de la suite (xk), et elle est unique si Eest s�epar�e. On note alors lim! xk = x. On fera un grand usage de la propri�et�e fondamentalesuivante : une suite 
ontenue (!-presque partout) dans un 
ompa
t admet toujours une limite(unique) suivant l'ultra�ltre !.On dit qu'une suite de r�eels (xk) est !-major�ee (resp. !-born�ee) s'il existe un r�eel M telque xk est inf�erieur �a M (resp. �M � xk �M) !-presque partout.IV.1 D�e�nition et propri�et�es.On renvoie par exemple �a [KlLe℄ pour plus de d�etails 
on
ernant les ultralimites de suitesd'espa
es m�etriques point�es et les 
ônes asymptotiques et les preuves des propri�et�es �enon
�eeset non d�emontr�ees 
i-dessous.Soit (Xk; dk; �k)k2N une suite d'espa
es m�etriques point�es. On 
onsid�ere l'ensemble X1 =f(xk)k2N 2Qk2N Xk; dk(�k; xk) est !-born�eg. On d�e�nit une pseudo-distan
e ~d! sur X1 par~d!((xk); (yk)) = lim! dk(xk; yk). L'espa
e m�etrique (X!; d!) quotient de X1 par la relation65



\être �a pseudo-distan
e ~d! nulle", point�e en la 
lasse �! de (�k)k2N, est appel�e l'ultralimitede la suite (Xk; dk; �k)k2N. Pour (xk) 2 X1, on note [xk℄ le point de X! asso
i�e.Fait IV.1.1 L'espa
e m�etrique X! est 
omplet.On se �xe d�esormais un espa
e m�etrique X, une suite (�k)k2N dans X, et une suite (�k)de s
alaires dans R�+ , tendant vers +1. On se donne �egalement un groupe G agissant parisom�etries sur X.Le 
ône asymptotique deX, suivant l'ultra�ltre !, par rapport �a la suite de points d'obser-vation (�k)k2N et �a la suite de s
alaires (�k) est par d�e�nition l'ultralimite (X!; d!; �!) de lasuite d'espa
es m�etriques point�es (Xk; dk = 1�kd; �k)k2N suivant l'ultra�ltre !. On dira qu'unesuite (xk)k2N de points de X est !-born�ee si elle est dans X1 (
'est-�a-dire, si 1�k d(�k; xk) est!-born�e).Remarquons que si X est eu
lidien, alors X! est isom�etrique �a X (
ar il existe desappli
ations de X dans lui-même envoyant un point donn�e sur �k et multipliant la distan
epar �k).Soit ( k) une suite d'appli
ations de X dans lui-même, diminuant la distan
e, telle que k(�k) est une suite !-born�ee dans X. Alors son !-limite  !, not�ee [ k℄, est bien d�e�nie par !([xk℄) = [ k(xk)℄ pour tout suite !-born�ee (xk), et elle diminue la distan
e.On note G1 l'ensemble des suites (gk)k2N d'�el�ements de G telles que dk(�k; gk�k) est!-born�e. Pour (gk) 2 G1, on note [gk℄ l'isom�etrie asso
i�ee de X!, qui �a [xk℄ asso
ie [gkxk℄.On note G! le groupe form�e par les isom�etries de 
e type.On suppose d�esormais que X est un espa
e m�etrique CAT(0).Proposition IV.1.2 1. Le 
ône asymptotique X! est CAT(0).2. Pour tous x! = [xk℄, y! = [yk℄ et z! = [zk℄ dans X!, on aêx!(y!; z!) = lim! êxk(yk; zk) et ^x!(y!; z!) � lim! ^xk(yk; zk):Preuve. Le point 1 est le lemme 2.4.4 de [KlLe℄. La premi�ere assertion du point 2 est fa
ile�a voir, en regardant les triangles de 
omparaison (
ar les angles restent in
hang�es par leshomoth�eties du plan). La deuxi�eme en d�e
oule, 
ar êxk(yk; zk) � ^xk(yk; zk) pour tout k,don
 êx!(y!; z!) est sup�erieur ou �egal �a lim! ^xk(yk; zk), qui reste in
hang�e si on rempla
e yket zk par y0k et z0k respe
tivement dans ℄xk; yk℄ et ℄xk; zk℄ pour tout k. On en d�eduit que pourtous y0! et z0! respe
tivement dans ℄x!; y!℄ et ℄x!; z!℄, on a êx!(y0!; z0!) � lim! ^xk(yk; zk), eton 
on
lut en passant �a la limite pour y0! ! x! et z0! ! x!.Corollaire IV.1.3 Supposons l'espa
eX 
omplet et la suite de points d'observations 
onstante�egale �a �. Soit x dans X et (yk) et (zk) deux suites !-born�ees dans X, tendant respe
tivementvers des points � et �0 du bord de X. Alors^x!(y!; z!) � ^T (�; �0)o�u x! = [x℄, y! = [yk℄ et z! = [zk℄ dans X!. 66



Preuve. Soient y! 0 et z! 0 respe
tivement sur les segments ℄x!; y!℄ et ℄x!; z!℄ et (y0k) et (z0k)pour tout k respe
tivement sur les segments ℄xk; yk℄ et ℄xk; zk℄ tels que y! 0 = [y0k℄ et z! 0 = [z0k℄.Alors y0k tend vers � et z0k tend vers �0.Il r�esulte de la proposition IV.1.2, (2) que êx!(y! 0; z! 0) = lim! êxk(y0k; z0k), qui est sup�erieur�a ^T (�; �0) par la semi
ontinuit�e de l'angle de 
omparaison (
f. proposition I.1.2).En faisant tendre y! 0 et z! 0 vers x!, on obtient le r�esultat d�esir�e.On dit qu'une suite (rk) de g�eod�esiques de X est !-born�ee si la suite (rk(0)) l'est. Onappelle !-limite de la suite (rk) et on note [rk℄ l'appli
ation de R dans X! qui �a t asso
ie[rk(�kt)℄ , dont on voit fa
ilement que 
'est une g�eod�esique de X!.Proposition IV.1.4 Les g�eod�esiques de X! sont les !-limites des g�eod�esiques de X (voirpar exemple [KlLe, 2.4.4℄).Corollaire IV.1.5 Soit rk une suite !-born�ee de g�eod�esiques de !-limite r!. La !-limite dela suite des proje
tions orthogonales pk sur rk (qui �a [xk℄ asso
ie [pk(xk)℄) est la proje
tionorthogonale sur r!.Preuve. Soit (yk) une suite !-born�ee dans X, et xk la proje
tion orthogonale de yk sur rkpour tout k. L'angle en x! = [xk℄ entre y! = [yk℄ et 
ha
un des deux 
ot�es de la g�eod�esiquer! est sup�erieur ou �egal �a �2 par la proposition IV.1.2 (2), don
 x! est bien la proje
tionorthogonale de y! sur r! (par les propri�et�es de la proje
tion orthogonale dans les espa
esCAT(0) 
omplets).Pour tout k, soient rk et r0k deux rayons g�eod�esiques asymptotes de X. Supposons queles suites (rk) et (r0k) sont !-born�ees dans X. Alors les !-limites r! et r0! des suites (rk) et(r0k) sont deux rayons g�eod�esiques asymptotes de X!. L'appli
ation (�X)N �! �X!, qui �ala suite de terme �k = rk(1) asso
ie r!(1), not�e [�k℄, est don
 bien d�e�nie et surje
tive(
ar tout rayon de X! est !-limite de rayons de X).On suppose dor�enavant que G un groupe de Lie semisimple r�eel, 
onnexe, sans fa
teur
ompa
t, de 
entre �ni et X l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t asso
i�e �a G. Soit Aun sous-espa
e de Cartan de l'alg�ebre de Lie de G et W le groupe de Weyl asso
i�e.Une suite (fk) de plats maximaux marqu�es de X est dite !-born�ee si la suite (fk(0)) l'est,et son !-limite est alors l'appli
ation [fk℄ de A dans X! qui �a a asso
ie [fk(�ka)℄. On voitfa
ilement que 
'est une isom�etrie de A dans X!.Th�eor�eme IV.1.6 (Gromov, Kleiner-Leeb) Le 
ône asymptotique X!, muni du syst�emed'appartements form�e par les !-limites des suites !-born�ees de plats maximaux marqu�es deX, est un immeuble aÆne 
omplet, de type (A ;W ). Le groupe G! agit transitivement surX!, par automorphismes d'immeuble, et transitivement sur les appartements marqu�es (voir[KlLe℄).On �xe une 
hambre de Weyl ferm�ee fondamentale C de A . Rappelons que � d�esignel'appli
ation qui �a un segment de l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t X (resp. del'immeuble aÆne X!) asso
ie son type dans C. On a en parti
ulier les propri�et�es suivantes.Proposition IV.1.7 (Continuit�e de �) Pour tout x! = [xk℄ et y! = [yk℄ de X!, on a�(x!; y!) = lim! 1�k�(xk; yk) dans C. 67



Preuve. Soit u 2 C la limite suivant l'ultra�ltre ! de la suite uk = 1�k�(xk; yk) (qui est !-born�ee 
ar 1�kd(xk; yk) l'est). Pour tout k, soit fk un plat maximal marqu�e tel que fk(0) = xket fk(�kuk) = fk(�(xk; yk)) = yk. Alors la suite (fk) est !-born�ee, et son !-limite f est unappartement marqu�e de X! tel que f(0) = [xk℄ = x! et f(u) = [fk(�ku)℄ = y!, 
ar pour toutk on a 1�kd(fk(�kuk); fk(�ku)) = dA (uk; u), qui tend vers 0. Par d�e�nition du type, on a don
u = �(x!; y!).Fait IV.1.8 Soit r! une g�eod�esique de X!. Il existe une suite (rk) !-born�ee de g�eod�esiquesde X de type 
onstant �egal �a ��(r!) telle que [rk℄ = r!. Le groupe G! agit transitivementsur les g�eod�esiques de X! de type donn�e.Preuve. Soit u le type de r!, qui est un ve
teur unitaire de la 
hambre de Weyl C. Soitf! un appartement marqu�e tel que pour tout r�eel t, on a r!(t) = f!(tu). Soit (fk) unesuite !-born�ee de plats maximaux marqu�es de X tels que f! = [fk℄ et soit rk la g�eod�esiquet 7! fk(tu) (de type 
onstant u). On a alors [rk℄ = r! par d�e�nition de la !-limite de la suite(fk).La se
onde assertion d�e
oule imm�ediatement de la transitivit�e des a
tions de G! sur X!et sur les appartements marqu�es.Proposition IV.1.9 Supposons que la suite de points d'observations est 
onstante �egale �a�. Soit x dans X et (Ck) et (C 0k) deux suites de 
hambres de Weyl de X de sommet x,tendant respe
tivement vers des 
hambres de Weyl C et C 0 de X de sommet x. Supposonsque les 
hambres C(1) et C 0(1) sont oppos�ees dans l'immeuble sph�erique �a l'in�ni de X.Alors les deux 
hambres de Weyl C! et C 0! de sommet x! = [x℄ de X! !-limites des suites(Ck) et (C 0k) sont oppos�ees en x!.Preuve. Cela d�e
oule du 
orollaire IV.1.3, en prenant par exemple deux suites de rayonsg�eod�esiques rk et r0k, issus de x, respe
tivement dans Ck et C 0k pour tout k, de types
onstants (r�eguliers), oppos�es. Ces deux suites sont alors 
onvergentes dans X, vers deuxrayons g�eod�esiques r et r0 respe
tivement dans C et C 0, de types oppos�es, don
 v�eri�ant^T (r(1); r0(1)) = �. L'angle en x! entre les !-limites r! = [rk℄ et r0! = [r0k℄ est don
sup�erieur, don
 �egal �a �, 
e qui 
on
lut.IV.2 Mod�ele alg�ebrique du 
ône asymptotique.Cette se
tion est 
onsa
r�ee �a montrer que, pour G = SLn(R), un 
ône asymptotiquede l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t En asso
i�e est l'immeuble de Bruhat-Tits deSLn(K ! ), pour un 
orps valu�e K ! totalement ordonn�e qu'on 
onstruit pr�ealablement. Cer�esultat nous a �et�e 
ommuniqu�e par B. Leeb [Lee℄.On suppose don
 que G = SLn(R). L'espa
e sym�etrique En asso
i�e �a G sera identi��e �al'ensemble des normes eu
lidiennes de volume 1 sur Rn (voir se
tion I.3), ave
 pour point-basex0 la norme 
anonique �0 de Rn , de stabilisateur SO(n) dans G.Soit �k une suite de r�eels positifs non nuls tendant vers l'in�ni. On 
onsid�ere le 
ôneasymptotique (X!; d!) de (En; x0; dk = 1�kd).68



IV.2.1 Le 
orps K ! .Rappelons que ! d�esigne un ultra�ltre sur N plus �n que le �ltre de Fr�e
het.L'ensemble R! des suites de r�eels, modulo �egalit�e !-presque partout, muni de l'additionet de la multipli
ation terme �a terme, est un 
orps (en e�et, une suite de r�eels est soit nulle !-presque partout, soit non nulle !-presque partout). On note (ak)! la 
lasse de la suite (ak)k2Nmodulo �egalit�e !-presque partout. Le 
orps R se plonge dans R! via les suites 
onstantes. Onidenti�era R et son image lorsque 
ela n'engendre pas de 
onfusion. La relation �! d�e�nie,pour tous (ak)k; (bk)k 2 RN , par(ak)! �! (bk)! si et seulement si ak � bk !-presque partoutfait de R! un 
orps totalement ordonn�e. De plus, pour tout a positif dans R! , il existe ununique �el�ement pa positif de R! de 
arr�e a.Soit v l'appli
ation de R! priv�e de 0 dans [�1;+1℄ qui �a (ak)! asso
ie � lim! 1�k log jakj(qui est bien d�e�nie 
ar ak est non nul pour !-presque tout k). Notons j�jv = e�v(�). On a lespropri�et�es suivantes, i.e. v est une pseudo-valuation de R! , triviale sur R, 
ompatible ave
l'ordre, et j�jv est la pseudo-valeur absolue ultram�etrique sur R! asso
i�ee �a v (�a valeurs dansR+ [ +1).Proposition IV.2.1 1. v((t)!) = 0 (ou en
ore j(t)!jv = 1) pour tout r�eel non nul t.2. v(ab) = v(a) + v(b) (ou en
ore jabjv = jajv jbjv) pour tous a; b dans R! tels quev(a); v(b) > �1.3. Pour tous a; b dans R! tels que 0 �! b �! a, on a v(a) � v(b) (ou en
ore jbjv � jajv).4. v(a + b) � min fv(a); v(b)g (ou en
ore ja+ bjv � max(jajv ; jbjv)) pour tous a; b dansR! .5. Pour tous a et b positifs dans R! , on a ja+ bjv = max(jajv ; jbjv).6. Pour tous a1; : : : ; an positifs dans R! , on a ����r nPi=1 a2i ����v = maxi=1���n jaijv.Preuve. Les trois premi�eres aÆrmations sont fa
iles �a d�emontrer. Montrons 4. Soient (ak); (bk)dans RN . On peut supposer que jbkj � jakj !-presque partout. On a alors jak + bkj � 2 jakj!-presque partout, 
'est-�a-dire 0 �! (jak + bkj)! �! 2 (jakj)!, d'o�u v((ak + bk)!) � v((ak)!)par 3, 2 et 1, don
 on a le r�esultat souhait�e. L'aÆrmation 5 d�e
oule de 3 et 4, et 6 d�e
oulede 5 et 2 (qui entrâ�ne que jpa jv =pjajv pour tout �el�ement a positif de R! ).Les �el�ements a de R! tels que jajv < +1 forment un sous-anneau de R! qu'on noteraR! 0. Le quotient K ! de l'anneau R! 0 par l'id�eal form�e par les �el�ements a tels que jajv = 0 estun 
orps totalement ordonn�e. Si (ak) est une suite de r�eels telle que la suite 1�k log jakj est!-major�ee dans R, on note [ak℄ le point de K ! asso
i�e.L'appli
ation de K ! priv�e de 0 dans R induite par v est une valuation de K ! , 
ompatibleave
 l'ordre, qu'on notera �egalement v. L'appli
ation de K ! dans R+ induite par j�jv est lavaleur absolue ultram�etrique sur K ! asso
i�ee �a v. On la notera �egalement j�jv. Toutes lespropri�et�es �enon
�ees dans la proposition IV.2.1 
i-dessus sont en
ore vraies si on rempla
e R!par K ! . 69



IV.2.2 L'espa
e ve
toriel K !n.L'espa
e ve
toriel R!n est 
anoniquement isomorphe �a l'espa
e ve
toriel (Rn)! sur R!des suites de ve
teurs de Rn , modulo �egalit�e !-presque partout (muni des op�erations terme�a terme). On les identi�era dor�enavant. On note (uk)! la 
lasse de la suite (uk) dans R!n.Pour toute famille (u1k)!, . . . , (unk)! de ve
teurs dans R!n, on a det((u1k)! ; : : : ; (unk)!) =(det(u1k; : : : ; unk))! dans R! .Notons �0 l'appli
ation de R!n dans [0;+1℄ qui �a u = (a1; : : : ; an) asso
ie supi=1���n jaijv,qui est �egal �a ����r nPi=1 a2i ����v par la proposition IV.2.1. C'est la pseudo-norme ultram�etrique
anonique sur R!n asso
i�ee �a la pseudo-valuation v de R! . Remarquons que, pour toutu = (uk)! dans R!n, on a �0(u) = j(�0(uk))!jv = lim! �0(uk) 1�kou en
ore log �0(u) = lim! 1�k log �0(uk).L'espa
e ve
toriel K !n sur K ! s'identi�e au quotient du sous-espa
e ve
toriel de R!n form�epar les ve
teurs de pseudo-norme �0 �nie par 
elui form�e par les ve
teurs de pseudo-normenulle. Il est 
anoniquement isomorphe �a l'espa
e ve
toriel sur K ! form�e par les 
lasses [uk℄des suites (uk) de ve
teurs de Rn telles que 1�k log �0(uk) est !-major�e dans R, o�u on identi�edeux telles suites (uk) et (wk) quand 1�k log �0(uk�wk) tend vers �1 suivant l'ultra�ltre !.Pour toute famille [u1k℄,. . . , [unk ℄ de ve
teurs dans K !n, on adet(�u1k� ; : : : ; [unk ℄) = �det(u1k; : : : ; unk)�dans K ! .De même, l'alg�ebre End(K !n) s'identi�e naturellement �a l'espa
e quotient des suites(gk) dans End(Rn) telles que la limite lim! 1�k logN(gk) est �nie, o�u on identi�e deux tellessuites (gk) et (g0k) quand 1�k logN(gk � g0k) tend vers �1 suivant l'ultra�ltre !, muni desop�erations terme �a terme (o�u N d�esigne une norme quel
onque sur End(Rn)). On note alors[gk℄ l'�el�ement de End(K !n) induit. Sa matri
e dans la base 
anonique est (�gijk �)ij, o�u (gijk )ijest la matri
e de gk dans la base 
anonique de Rn , pour tout k. On a det [gk℄ = [det gk℄. Pourtout u = [uk℄ dans K !n, on a [gk℄ [uk℄ = [gkuk℄.IV.2.3 Cône asymptotique et immeuble de SLn(K !).Rappelons que (X!; d!) est le 
ône asymptotique de (En; x0; dk = 1�k d). On note G! legroupe form�e par les automorphismes [gk℄ de X! asso
i�es aux suites !-born�ees dans G. Soit�! l'immeuble de Bruhat-Tits de SLn(K ! ), form�e par les normes ultram�etriques adaptables,de volume 1, sur l'espa
e ve
toriel K !n (voir 
hapitre III).Th�eor�eme IV.2.2 L'appli
ation � de X! dans �! qui �a x! = [�k℄ asso
ie la norme �x!qui �a v = ([x1k℄ ; : : : ; [xnk ℄) 2 K !n asso
ie j[�k(x1k; : : : ; xnk)℄jv = lim! �k(x1k; : : : ; xnk) 1�k , est unisomorphisme d'immeubles. 70



Si (gk) est une suite !-born�ee d'�el�ements de G, ave
 gk de matri
e �gijk �ij, alors l'isom�etrieg! : [�k℄ 7! [gk:�k℄ du 
ône asymptotique X! asso
i�ee �a la suite (gk) est 
onjugu�ee par � �al'automorphisme de �! d�e�ni par la matri
e [gk℄ = ��gijk ��ij de SLn(K ! ).Preuve. Pour toute suite x = (�k) de normes sur Rn , on note �x l'appli
ation de R!ndans R+ [ +1 qui �a u = (uk)! asso
ie j(�k(uk))!jv. On voie fa
ilement que �x est unepseudo-norme ultram�etrique, 
'est-�a-dire qu'elle v�eri�e les propri�et�es �x(au) = jajv �x(u) et�x(u+ w) � max f�x(u); �x(w)gSi x est la suite 
onstante �egale �a la norme eu
lidienne 
anonique �0 sur Rn , alors, 
ommeremarqu�e pr�e
�edemment, �x est la pseudo-norme ultram�etrique 
anonique �0 sur R!n asso
i�ee�a la pseudo-valuation v.Soient x = (�k) et y = (� 0k) deux suites dans En, 
'est-�a-dire deux suites de normeseu
lidiennes de volume 1 sur Rn , telles que l'�e
art d!(x; y) est �ni. On a don
 d!1(x; y) =lim! 1�k d1(�k; � 0k), qui est �ni, 
ar, 
omme d1 � d � pnd1 sur En, on a d!1 � d! � pnd!1sur ENn . Soit u = (uk)! un �el�ement de R!n. Pour tout k, on a0 � e�d1(�k;�0k)� 0k(uk) � �(uk) � ed1(�k;�0k)� 0k(uk)dans R. Par 
ons�equent, on a0 � �e�d1(�k;�0k)�! (� 0k(uk))! � (�(uk))! � �ed1(�k;�0k)�! (� 0k(uk))!dans R! , et, en prenant la pseudo-valeur absolue de 
haque terme, on obtient0 � e�d!1(x;y)�y(u) � �x(u) � ed!1(x;y)�y(u) (IV.1)dans R+ , grâ
e aux propri�et�es de la pseudo-valeur absolue (
f. Prop. IV.2.1). On en d�eduitque si l'�e
art d!(x; y) est nul, alors �x = �y (
ar, 
omme d! et d!1 sont �equivalents, on a alorsd!1(x; y) = 0).Supposons que la suite 1�kd(�0; �k) est !-born�ee. En appliquant (IV.1) �a y = (�0), on aque �x(u) est �ni si et seulement si �0(u) est �ni et �x(u) = 0 si et seulement si �0(u) = 0.Don
 �x passe au quotient en une norme ultram�etrique sur K !n, qui ne d�epend que du pointx! du 
ône asymptotique X! d�e�ni par la suite x = (�k) d'apr�es 
e qu'on vient de faire. Ilest 
lair que 
ette norme ultram�etrique est �egale �a l'appli
ation �x! de l'�enon
�e.Montrons que pour tout appartement f : A �! X! de X!, l'appli
ation � Æ f est unappartement de �! (don
, en parti
ulier, � est inje
tive et �a valeurs dans le sous-ensemble�! des normes ultram�etriques sur K !n adaptables, de volume 1).Soit f un appartement marqu�e de X!. Par le th�eor�eme IV.1.6, f est la !-limite d'unesuite fk de plats maximaux marqu�es de En, restant �a distan
e 1�k d !-born�ee de l'origine,
'est-�a-dire tels que la limite lim! 1�kd(�0; fk(0)) est �nie. Rappelons que f est d�e�ni parf(�) = [fk(�k�)℄ pour tout � de A .Pour tout k, soit Ek = (e1k; : : : ; enk) une base de Rn de d�eterminant 1, telle que fk est leplat maximal marqu�e asso
i�e �a Ek. La limite lim! 1�k log �0(eik) est �nie pour tout i = 1 � � �n,
ar log �0(eik) � d(�0; fk(0)) pour tout i; k, par le lemme I.3.1 appliqu�e �a E = Ek et � = fk(0).71



Le ve
teur ei = [eik℄ de K !n est don
 bien d�e�ni. Le d�eterminant dans K !n de la famillede ve
teurs E = (e1; : : : ; en) est �egal �a [det Ek℄. Or det Ek = 1 pour tout k, don
 E estune base de d�eterminant 1 de K !n. Notons fE l'appartement de �! asso
i�e �a E . Pour tout� = (�1; : : : ; �n) dans A , l'image de � par fE est par d�e�nition la norme ultram�etrique surK !n, de base adapt�ee E , valant e�i sur le ve
teur ei.Montrons que � Æ f = fE . Soit � = (�1; : : : ; �n) un �el�ement de A . Notons �k l'imagepar fk de �k�, qui est l'unique norme eu
lidienne admettant Ek pour base orthogonale etv�eri�ant �k(eik) = e�k�i pour i = 1 � � �n. Par d�e�nition de f , on a l'image de � par f est lepoint x! = [�k℄ de X! asso
i�e �a la suite (�k). Soit �x! = �(x!) la norme ultram�etrique surK !n asso
i�ee �a x!. Pour tous a1 = [a1k℄ ; : : : ; an = [ank ℄ dans K ! , on a�x! ( nPi=1aiei)=������24�k( nPi=1aikeik)35������v=������24vuut nPi=1e�k�i(aik)2 35������v=������vuut nPi=1[e�k�i ℄[aik℄2 ������v= maxi=1���n e�i jaijvPar 
ons�equent �! est l'image de � par l'appartement fE asso
i�e �a la base E de d�eterminant1 de K !n.Montrons maintenant que, pour tout appartement fE de �! asso
i�e �a une base E =(e1; : : : ; en) de d�eterminant 1 de K !n, il existe un appartement f de X! tel que � Æ f = fE(don
, en parti
ulier, � est surje
tive). Pour i = 1 � � �n, soit (eik)k une suite de ve
teurs deRn telle que ei = [eik℄. On a don
 en parti
ulier que lim! 1�k log �0(eik) < +1 pour i = 1 � � �n.Notons Ek la famille (e1k; : : : ; enk) de ve
teurs de Rn . On a [det Ek℄ = det E = 1, don
 det Ekest non nul !-presque partout (en e�et, sinon il est nul !-presque partout et [det Ek℄ = 0).Don
, pour !-presque tout k, la famille de ve
teurs Ek est une base de Rn , qu'on peutsupposer de d�eterminant 1, quitte �a diviser e1k par det Ek, 
e qui ne 
hange pas [e1k℄ = e1, 
ar[ 1det Ek e1k℄ = 1[det Ek ℄ [e1k℄ = [e1k℄. Soit fk le plat maximal marqu�e de En asso
i�e �a la base Ek. Enappliquant le lemme I.3.1 �a E = Ek et � = fk(0), on a quelim! 1�k d(�0; fk(0)) � pn(n� 1) lim! 1�k supi=1���n log �0(eik) < +1:Don
 
ette suite de plats maximaux marqu�es d�e�nit un appartement marqu�e f du 
ôneasymptotique X!. D'apr�es 
e qu'on a fait pr�e
�edemment, on a bien � Æ f = fE .On en 
on
lut que � est bien un automorphisme d'immeubles.Montrons maintenant la deuxi�eme assertion. Soit gk une suite !-born�ee dans G et g! =[gk℄ l'isom�etrie de X! asso
i�ee. Alors, d'apr�es la formule I.5, on alim! 1�k logN(gk) � lim! 1�kd(�0; gk:�0) < +1et de même lim! 1�k logN(g�1k ) < +1. Les suites (gk) et (g�1k ) d�e�nissent don
 bien deux�el�ements g et g0 de SLn(K ! ), et on a gg0 = I don
 g0 = g�1.Montrons que, pour tout x! de X!, on a g:�(x!) = �(g!x!). Notons y! = g!x!, �x! =�(x!) et �y! = �(y!). Soit (�k) une suite de normes eu
lidiennes dans En telle que x! = [�k℄,et � 0k = gk:�k = �k Æ g�1k . On a y! = [� 0k℄. Pour tout ve
teur v = [vk℄ dans K !n, on ag:�x!(v) = �x!(g�1v) = �x!([g�1k vk℄) = lim! �k(g�1k vk) 1�k = lim! � 0k(vk) 1�k = �y!(v)
e qui 
on
lut. 72



Chapitre VCompa
ti�
ation.
V.1 La m�ethode de 
ompa
ti�
ation utilis�ee.Dans 
e paragraphe, on donne la m�ethode de 
ompa
ti�
ation d'un espa
e topologiquequi sera utilis�ee en se
tion V.4.Soit E un espa
e topologique.D�e�nition V.1.1 Une 
ompa
ti�
ation de E est une paire (�; ~E), o�u ~E est un espa
e to-pologique 
ompa
t et � : E �! ~E un hom�eomorphisme sur son image, ave
 �(E) ouvert etdense dans ~E. Le 
ompl�ementaire de �(E) dans ~E est appel�e le bord de E.Remarque. Pour qu'un espa
e topologique admette une 
ompa
ti�
ation, il est n�e
essairequ'il soit lo
alement 
ompa
t.Exemple. Soit E un espa
e topologique lo
alement 
ompa
t. On pose Ê = E[f1g, muni dela topologie �etendant 
elle de E o�u les 
ompl�ementaires des 
ompa
ts de E forment une basede voisinages de 1. Alors (Id; ~E) est une 
ompa
ti�
ation de E , appel�ee 
ompa
ti�
ationd'Alexandro� de E .Soit E un espa
e topologique lo
alement 
ompa
t. Soit C un espa
e topologique s�epar�e etf une appli
ation 
ontinue de E dans C d'image relativement 
ompa
te. Soit Ê = E [ f1gle 
ompa
ti��e d'Alexandro� de E . Soit g l'appli
ation 
ontinue de E dans Ê � C qui �ax asso
ie (x; f(x)), et ~E l'adh�eren
e de son image, qui est 
ompa
te. Alors (g; ~E) est une
ompa
ti�
ation de E , dite asso
i�ee �a f , dont le bord s'identi�e �a une partie de C.V.2 Ve
teur de translation.V.2.1 Ve
teur de translation d'une isom�etried'un espa
e sym�etrique ou d'un immeuble.Soit X un espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t et x0 un point de X. Soit G =Isom(X)0 la 
omposante neutre du groupe des isom�etries de X. Soit A un sous-espa
e de73



Cartan de l'alg�ebre de Lie de G et C une 
hambre de Weyl ferm�ee de A . Le type dans Cd'un segment [x; y℄ de X est not�e �(x; y) (voir se
tion I.2).Proposition V.2.1 Soit g dans G. L'adh�eren
e dans C de f�(x; g:x); x 2 Xg 
ontient ununique segment de longueur minimale (don
 �egale �a la longueur de translation `(g) de g),qu'on note v(g), et qu'on appelle ve
teur de translation de g.Preuve. L'existen
e est 
laire, montrons l'uni
it�e. Pour tout x de X, on a jj�(x; g:x)jj =d(x; g:x) = dg(x), don
 la borne inf�erieure des longueurs de �(x; g:x), pour x 2 X, est �egale�a la distan
e de translation `(g) = infx2X dg(x) de g. L'uni
it�e est �evidente si `(g) = 0.Supposons que `(g) est stri
tement positif. Soit pn une suite de points de X tels que dg(pn)tend vers `(g). Soit g = heu la d�e
omposition de Jordan de g ave
 h hyperbolique, e elliptiqueet u unipotent 
ommutant deux �a deux. Pour tout n, soit qn la proje
tion orthogonale depn sur le 
onvexe ferm�e non vide Min(h). Comme g stabilise Min(h), la proje
tion de gpnsur Min(h) est gqn. Don
 dg(qn) est inf�erieur ou �egal �a dg(pn), et dg(qn) tend �egalement vers`(g). Fixons un point q de Min(h). Comme le 
ommutateur Z(h) de h agit transitivement surMin(h) (voir par exemple [Ebe, Prop. 4.1.4℄), on peut 
hoisir une suite zn 2 Z(h) telle queznqn = q. Soit p0n = znpn et gn = zngz�1n pour tout n. Soit � = gh�1 = eu et �n = zn�z�1n .Comme `(g) > 0, le 
onvexe ferm�e F = Min(h) est isom�etrique �a un produit riemannienC�R ave
 h = (id; `(h)) et � = (�; 0) sur F = C�R (voir prop. I.2.3). On a don
 �egalementp0n
gnqC R
gnp0n

q hq`(g) Min(h)
�n = (�n; 0) sur F = C � R. Don
 dgn(q) est �egal �a p`(h)2 + d(hq; gnq)2. Or dgn(q) tendvers `(g) = `(h), don
 gnq tend vers hq. Si p0n ne tend pas vers q, quitte �a extraire, le rayong�eod�esique issu de q et passant par p0n 
onverge vers un rayon r orthogonal �a Min(h) en q,et son image par g0n 
onverge vers un rayon r0 issu de hq et orthogonal �a Min(h). Pour toutt > 0, la distan
e entre r(t) et r0(t) est stri
tement plus grande que d(q; hq) = `(h) = `(g)(sinon la g�eod�esique passant par 
es deux points est parall�ele �a 
elle passant par les pointsq et hq, don
 r(t) 2 Min(h), 
e qui est impossible). On en d�eduit que p0n tend vers q et quegnp0n tend vers hq. Don
 �(pn; gpn) = �(p0n; gnp0n) tend vers �(q; hq) par 
ontinuit�e de �.On 
on
lut en remarquant que le type du segment joignant un point �a son image par h est
onstant sur Min(h).Remarque. La notion de ve
teur de translation est plus �ne que 
elle de longueur detranslation (
ar v(g) est de norme `(g)). On remarque que v est invariante par 
onjugaison,et qu'on a v(g) = v(h) o�u h est la partie hyperbolique dans la d�e
omposition de Jordan. Si g74



est semisimple, on a v(g) = �(x; gx) pour tout x de Min(g). Pour tout g, on a v(gN) = Nv(g)pour tout N 2 N . C'est don
 en fait, bien que pr�esent�e di��eremment, le même invariantque 
elui not�e log�(g) dans [Ben℄.Exemple. Pour G = SLn(R), on peut 
hoisir C = d+ = f(�1; : : : ; �n) 2 Rn ; �1 � : : : ��n; �ni=1�i = 0g et pour g 2 G, on a alors que v(g) est la suite des logarithmes desmodules des valeurs propres de g, par ordre d�e
roissant (
ar v(g) = v(h) o�u h est la partiehyperbolique dans la d�e
omposition de Jordan, 
'est-�a-dire diagonalisable �a valeurs propresr�eelles positives, et les valeurs propres de h sont les modules des valeurs propres de g d'apr�esla r�edu
tion de Jordan. Il ne reste plus qu'�a 
al
uler v pour une matri
e d diagonale �a
oeÆ
ients positifs, 
e qui est ais�e 
ar x0 = I 2 Min(d)).Cette notion est d�e�nie de mani�ere analogue pour les isom�etries d'un immeuble aÆne
omplet � pr�eservant le type des segments, pour lesquelles la situation est plus simple 
arelles sont toutes semisimples d'apr�es les r�esultats de la se
tion II.3. Soit g une telle isom�etrie,alors par d�e�nition v(g) = �(x; gx) pour un (tout) point x dans l'ensemble minimal detranslation de g (qui est non vide par les r�esultats de la se
tion II.3).Soit X un espa
e sym�etrique sans fa
teur 
ompa
t (resp. un immeuble aÆne), et g uneisom�etrie de X qui �xe deux points du bord oppos�es �+ et ��. Alors g pr�eserve le sous-espa
eF = F���+ de X form�e par la r�eunion des g�eod�esiques de �� �a �+. Cet espa
e se d�e
ompose(voir se
tion I.1) en produit F = C �R et, en restri
tion �a F , g se d�e
ompose parall�elementen (g0; t), o�u g0 est une isom�etrie de C et t une translation de R. Les sous-espa
es F et Cde X sont des espa
es sym�etriques sans fa
teurs 
ompa
ts (resp. des sous-immeubles). SoitCF une 
hambre de Weyl ferm�ee de F et CC la 
hambre de Weyl ferm�ee de C telle queCF = CC �R. Notons p la proje
tion 
anonique de CF dans C, qui est 
ontinue. Notons vF(resp. vC) la fon
tion ve
teur de translation de F (resp. C) �a valeurs dans CF (resp. CC).Fait V.2.2 Dans la situation d�e
rite 
i-dessus, le ve
teur v(g) est l'image par la proje
tionp du ve
teur vF (gjF ) = vC(g0) + vR(t).Revenons maintenant au 
as des espa
es sym�etriques de type non 
ompa
t.Proposition V.2.3 La fon
tion v de G dans C est 
ontinue.Remarque. Ce
i entrâ�ne que la longueur de translation est 
ontinue sur Isom0(X). Cettepropri�et�e n'est pas vraie pour tous les espa
es m�etriques CAT(0). Par exemple, dans le planeu
lidien, les translations non nulles sont limites de rotations.Remarque. PourG = SLn(R), il s'agit de voir que les modules des valeurs propres d�ependent
ontinûment de la matri
e A, 
e qui est bien 
onnu.Dans le 
as g�en�eral, nous allons donner maintenant une d�emonstration purement g�eom�e-trique, reposant sur la dynamique des isom�etries sur le bord �a l'in�ni de X.Preuve. Soit (gk)k2N une suite 
onvergente dans G, de limite g. Montrons que la suitedes ve
teurs de translation v(gk) de gk poss�ede une sous-suite 
onvergeant vers v(g) (
ettepropri�et�e est �equivalente �a la 
ontinuit�e de v en g).75



Si `(g) = 0, alors, par semi-
ontinuit�e sup�erieure de la longueur de translation, la longueurde translation `(gk) de gk tend n�e
essairement vers 0 et don
 v(gk) �! 0 (
ar v(gk) est delongueur `(gk)) 
e qui 
on
lut.Supposons que la longueur de translation `(g) de g est stri
tement positive.Soient �+ et �� 
omme dans la proposition I.2.3, et F = F���+ le sous-espa
e 
onvexeferm�e de X form�e par la r�eunion des g�eod�esiques de �� �a �+.Soit p un point de F . Soit D > 0 et O�(p;D) l'ombre sur le bord de X de la boule ferm�eeB(p;D), vue du point ��, 
'est-�a-dire l'ensemble des extr�emit�es (dans �X) des g�eod�esiquesissues de ��, et passant �a distan
e inf�erieure �a D de p. C'est un voisinage de �+ dans sonorbite G�+, qui est une vari�et�e. Soit B une boule topologique eu
lidienne ferm�ee, 
ontenuedans O�(p;D), 
ontenant �+ dans son int�erieur.D'apr�es la proposition I.2.3, il existe N tel que l'image par gN de O�(p;D) est in
lusedans l'int�erieur de B.Si v(gNk ) tend vers v(gN) quand k tend vers l'in�ni, alors v(gk) tend vers v(g) quand ktend vers l'in�ni 
ar pour tout h 2 G on a v(hN) = Nv(h). Quitte �a rempla
er g par gN etgk par gNk , on don
 peut supposer que g(B) est in
lus dans l'int�erieur de B.Comme l'a
tion de G sur G�+ est 
ontinue, il existe K tel que pour k � K, on agk(B) � B. Comme gk est 
ontinue sur B, elle admet alors un point �xe zk dans B par leth�eor�eme de Brouwer.Quitte �a extraire, la suite zk tend vers un point z de B, qui est �x�e par g. Comme �+ estle seul point �xe de g dans B (
f prop. I.2.3), on a z = �+.Soit hk un �el�ement de G �xant �� et envoyant p sur un point de F��zk �a distan
e inf�erieure�a D de p (qui existe 
ar zk est dans O�(p;D)), don
 envoyant �+ sur �+k . Quitte �a extraire, hktend vers h 2 G. La suite h�1k gkhk tend vers h�1gh, et v(h�1k gkhk) = v(gk) et v(g) = v(h�1gh).On peut don
 supposer, quitte �a rempla
er gk par h�1k gkhk et g par h�1gh, que �+k = �+,
'est-�a-dire que gk �xe �+ pour k suÆsamment grand.On peut aussi supposer (en �e
hangeant les rôles de �+ et ��) que gk �xe le point �� pourk suÆsamment grand.L'espa
e F se d�e
ompose en un produit dire
t C � R, et g agit sur F = C � R 
omme(g0; `(g)), o�u `(g) d�esigne la translation s 7! s+ `(g) de R et g0 est une isom�etrie de C (ave
`(g0) = 0) (voir prop. I.2.3). De même, gk agit sur F 
omme (g0k; tk), o�u g0k est une isom�etriede C et tk la translation de longueur tk de R, et on a `(gk) =p`(g0k)2 + t2k � tk (voir se
tionI.1). Comme gk tend vers g, on a tk �! `(g) (par exemple en 
onsid�erant la proje
tionorthogonale sur fpg�R, qui est 
ontinue), don
 `(gk) tend vers `(g). On en d�eduit que `(g0k)tend vers 0.Les sous-espa
es F et C de X sont des espa
es sym�etriques sans fa
teurs 
ompa
ts. SoitCF une 
hambre de Weyl ferm�ee de F et CC la 
hambre de Weyl ferm�ee de C telle queCF = CC �R. Notons � la proje
tion 
anonique de CF dans C. Notons vF (resp. vC , vR) lafon
tion ve
teur de translation de F (resp. C) �a valeurs dans CF (resp. CC).On a vF (gk) = vC(g0k) + tk et v(gk) = �(vF (gk)) (
f. fait V.2.2).Comme �(tk) tend vers v(g) et vC(g0k) tend vers 0, on en d�eduit que v(gk) tend vers v(g),
ar � est 
ontinue. 76



V.2.2 Continuit�e asymptotique de v.Soit ! un ultra�ltre sur N plus �n que le �ltre de Fr�e
het. Soit (�i) une suite de r�eelspositifs tendant vers +1, et (�i) une suite de points de X. Soit (X!; d!) le 
ône asymptotiquede (X; �i; 1�id) suivant l'ultra�ltre !.Proposition V.2.4 Pour toute suite (gi) dans G telle que la suite 1�id(�i; gi�i) est !-born�ee,si g! est l'isom�etrie de X! asso
i�ee, la suite ( 1�iv(gi)) a pour limite v(g!) suivant l'ultra�ltre!.Preuve. Comme X! est un immeuble aÆne 
omplet et g! un automorphisme de X! (
f.th�eor�eme IV.1.6), on sait que g! �xe un point ou translate une g�eod�esique (
f. Chap. II,Corollaire II.3.2).On voit fa
ilement que lim! `(gi)�i � `(g!). Par 
ons�equent, si g! �xe un point, on alim! `(gi)�i = `(g!) = 0, don
, 
omme v(gi) a pour norme `(gi) pour tout i, on a lim! v(gi)�i = 0,
e qui 
on
lut.On peut don
 supposer dor�enavant que g! translate une g�eod�esique r! de X!. Quitte �a
onjuguer 
haque gi, on peut supposer pour simpli�er les notations que la suite des points-base (�i) est 
onstante �egale �a x0.Soit r une g�eod�esique de X telle que r(0) = x0, de même type que r!. Alors, d'apr�esIV.1.8, il existe une suite (hi) dans G1 telle que h! = [hi℄ envoie [r℄ : t 7! [r(�it)℄ sur r!.Quitte �a 
onjuguer 
haque gi par hi, on peut don
 supposer (toujours pour simpli�er) quer! = [r℄. Notons �+ = r(+1), �� = r(�1) les extr�emit�es de r.Pour tout r�eel t et pour tout r�eel positif D, notons O�(t; D) l'ombre sur le bord de Xde la boule ferm�ee B(r(t); D), vue du point ��, 
'est-�a-dire l'ensemble des extr�emit�es (dans�X) des g�eod�esiques issues de ��, et passant �a distan
e inf�erieure �a D de r(t).Lemme V.2.5 (Contra
tion des ombres) Pour tous r�eels stri
tement positifs D; t; ", l'i-mage par gi de l'ombre O�(0; D) est in
luse dans l'ombre O�(t; �) pour !-presque tout i.Preuve. On raisonne par l'absurde. Sinon, il existe D; t; " > 0 et une suite zi dans �X ave
zi 2 O�(0; D) et gizi =2 O�(t; ") !-presque partout. Soit �i une g�eod�esique de �� �a zi telleque d(r(0); �i(0)) � D. Alors les g�eod�esiques r! et �! = [�i℄ de X! sont 
onfondues sur℄�1; 0℄, 
ar elles sont asymptotes en �1 et d!(r!(0); �!(0)) = lim! 1�id(r(0); �i(0)) = 0 (lasituation est repr�esent�ee sur la �gure V.1).zigi�i� D rr(0)�� g!�!r!�! g!�!
�i �!

Fig. V.1 { Preuve du lemme V.2.5.77



On a don
 ^�!(r!(+1); g!�!(+1)) = 0 (o�u �! est le point-base de X!), don
, 
ommele passage au 
ône asymptotique augmente les angles (voir prop. IV.1.2, (2)), on en d�eduitque ^r(t)(�+; gizi) !! 0 (
ar [r(t)℄ = �!). Par 
ons�equent ^r(t)(��; gizi) !! �, et don
 (parle fait I.2.1), la distan
e du point r(t) �a la r�eunion Fi des g�eod�esiques de �� �a gizi tend vers0 suivant l'ultra�ltre !. Or, par hypoth�ese, on a d(r(t); Fi) � " !-presque partout, 
e qui est
ontradi
toire.Suite de la preuve de la proposition V.2.4. Soit D > 0. L'ombre O�(0; D) est un voisi-nage de �+ dans son orbite G:�+. Comme G:�+ est une vari�et�e, elle 
ontient don
 une bouletopologique eu
lidienne B 
ontenant �+ dans son int�erieur. Comme les ombres (O�(t; "))t;">0forment une base de voisinages de �+ dans G:�+ (
f. Fait I.2.2), il existe t et " stri
tementpositifs tels que l'ombre O�(t; ") est 
ontenue dans B.D'apr�es le lemme V.2.5, on a alors, pour !-presque tout i, que gi 
onserve la boule Bdon
 que gi admet un point �xe �+i dans O�(t; ") par le th�eor�eme de Brouwer (
ar gi est
ontinue sur B).Comme �+! = [�+i ℄ est un point du bord de X! oppos�e �a [��℄ = r!(�1) et �x�e parl'isom�etrie g!, qui translate la g�eod�esique r!, il est n�e
essairement �egal �a r!(+1) = [�+℄(voir I.1.3).On peut don
 supposer, quitte �a 
onjuguer 
haque gi, que �+i = �+, 
'est-�a-dire que gi�xe �+ pour !-presque tout i.On peut aussi supposer (en �e
hangeant les rôles de �+ et ��) que gi �xe le point �� pour!-presque tout i.Pour !-presque tout i, gi pr�eserve le sous-espa
e 
onvexe ferm�e F = F���+ form�e par lar�eunion des g�eod�esiques de �� �a �+. Ce sous-espa
e se d�e
ompose en un produit dire
t C�Ret gi se d�e
ompose parall�element en produit (g0i; ti) en restri
tion �a F = C�R, o�u g0i est uneisom�etrie de C et ti la translation s 7! s+ ti de R (voir se
tion I.1).Soit pi l'image de x0 par gi et qi sa proje
tion orthogonale sur r. Alors qi = tix0. Comme la
x0 gix0qitig0ix0C

r
Fig. V.2 {limite de la suite des proje
tions orthogonales sur r est la proje
tion orthogonale sur r! (voirle 
orollaire IV.1.5), on a que q! = [qi℄ est �egal �a la proje
tion orthogonale de g!�! sur r!. Org!�! 2 r!, don
 on a q! = g!�!. Par 
ons�equent 1�id(x0; g0ix0) tend vers 0 suivant l'ultra�ltre!, et don
 lim! 1�i `(g0i) = 0. On en d�eduit que lim! 1�i�(x0; tix0) = �(�!; g!�!) = v(g!).78



Les sous-espa
es F et C de X sont des espa
es sym�etriques sans fa
teurs 
ompa
ts. SoitCF une 
hambre de Weyl ferm�ee de F et CC la 
hambre de Weyl ferm�ee de C telle queCF = CC � R. Notons p la proje
tion 
anonique de CF dans C. Notons vF (resp. vC) lafon
tion ve
teur de translation de F (resp. C) �a valeurs dans CF (resp. CC). On a (
f. faitV.2.2) vF (gi) = vC(g0i) + ti et v(gi) = p(vF (gi)).Or on vient de voir que lim! 1�i vC(g0i) = 0 et que lim! p( 1�i ti) = v(g!), 
e qui entrâ�ne quev(gi)�i !! v(g!) 
ar p est 
ontinue.V.3 Espa
es de repr�esentations.On se �xe d�esormais un groupe � in�ni, de type �ni et une partie g�en�eratri
e �nie S de�. On munit � de la topologie dis
r�ete.V.3.1 A
tions sur un espa
e CAT(0) propre.Soit X un espa
e m�etrique CAT(0). Soit G un sous-groupe ferm�e du groupe Isom(X)des isom�etries de X, muni de la topologie 
ompa
te-ouverte. Le r�esultat suivant d�e
oule duth�eor�eme d'As
oli.Fait V.3.1 Supposons X propre. Soit x un point de X et M � 0, alors l'ensemble des�el�ements g de G tels que d(x; g:x) � M est un 
ompa
t. Le groupe topologique G est lo
ale-ment 
ompa
t, m�etrisable.Dans tout 
e qui suit, une a
tion de � sur X d�esigne une a
tion par isom�etries dans G,
'est-�a-dire une repr�esentation (morphisme de groupes) de � dans G.D�e�nition V.3.2 On dit qu'une repr�esentation de � dans G est �d�ele et dis
r�ete si elleinje
tive et d'image dis
r�ete. On note Rfd l'espa
e des repr�esentations �d�eles et dis
r�etes de� dans G.Remarquons que, dans le 
as o�u X est propre, une repr�esentation �d�ele et dis
r�ete de� dans G n'a pas de point �xe dans X, 
ar � est in�ni et le stabilisateur d'un point est
ompa
t.Soit R = R(�; G) l'ensemble des repr�esentations de � dans G, muni de la topologie
ompa
te-ouverte, qui est aussi 
elle de la 
onvergen
e simple. L'espa
e R s'identi�e �a unsous-ensemble ferm�e de GS par l'appli
ation qui �a � 2 R asso
ie (�(s))s2S. Si X est propre,alors GS est lo
alement 
ompa
t, m�etrisable, don
 R aussi.Le groupe topologique G agit sur R par 
onjugaison : pour g 2 G et � 2 R, 
 2 � on ag:�(
) = g�(
)g�1. L'espa
e R=G des orbites de G dans R est muni de la topologie quotient.Il n'est pas n�e
essairement s�epar�e. La proje
tion 
anonique � : R �! R=G est ouverte.79



V.3.2 D�epla
ementD�e�nition V.3.3 Soit � : � �! G une a
tion de � sur X un espa
e CAT(0). On appellefon
tion de d�epla
ement de � et on note d� la fon
tion 
onvexe 
ontinued� : X �! R+x 7! sups2S d(x; �(s):x)On appelle minimum de d�epla
ement de � et on note �(�) le nombre r�eel positif�(�) = infx2X d�(x);qui est un invariant de 
onjugaison, et ensemble de d�epla
ement minimal de � le 
onvexeferm�e Min�, �eventuellement vide, form�e des points de X o�u d� atteint son minimum.Notons jj�jjS la longueur des mots sur � asso
i�ee �a la partie g�en�eratri
e �nie S. La propri�et�esuivante permet de majorer la longueur de translation des images des �el�ements de � par unerepr�esentation � en fon
tion de �(�) et de la longueur des mots.Proposition V.3.4 Pour toute repr�esentation � de � dans G, on a ` Æ � � �(�)jj�jjS sur�.Preuve. Soit � une repr�esentation de � dans G et 
 dans �. Pour tout x de X on ad(x; �(
)x) � jj
jjSd�(x). Don
 `(�(
)) � jj
jjSd�(x) pour tout x de X, d'o�u le r�esultatsouhait�e.Proposition V.3.5 Supposons que X est propre.{ Soit x un point de X et M � 0. Alors f� 2 R; d�(x) �Mg est un 
ompa
t de R.{ Soit (�i) une suite de R 
onvergeant vers �. Alors d�i 
onverge vers d� uniform�ementsur tout 
ompa
t de X et lim sup�(�i) � �(�).{ Supposons que l'a
tion de G sur X est 
o
ompa
te. Pour toute repr�esentation � de R,il existe une repr�esentation �0 dans l'adh�eren
e de l'orbite de � sous G telle que Min(�0)n'est pas vide et �(�0) = �(�).Preuve. Les deux premi�eres aÆrmations sont fa
iles �a v�eri�er. Montrons la troisi�eme. Soitx0 un point de X et un r�eel positif D tels que les images par G de la boule de 
entre x0 etde rayon D re
ouvrent X. Pour tout k, soit yk un point de X tel que d�(yk) � �(�) + 1k ,et gk dans G tel que d(x0; gkyk) � D. Notons �k la repr�esentation gk�g�1k . La suite d�k(x0)est inf�erieure �a d�k(gkyk) + 2D, don
 �a �(�) + 2D + 1, don
 born�ee. Don
, quitte �a extraire,la suite �k 
onverge vers une repr�esentation �0, et on peut supposer �egalement que la suitegkyk 
onverge vers un point y. La fon
tion d�0 est la limite de d�k = d� Æ g�1k , don
 partoutsup�erieure ou �egale �a �(�), et �egale �a �(�) en y. On en 
on
lut que �(�0) = �(�).80



V.3.3 A
tions non-paraboliquesOn suppose d�esormais que X est propre.D�e�nition V.3.6 On dit qu'une a
tion de � sur X est non-parabolique si � n'a pas depoint �xe global dans le bord �a l'in�ni de X. On note Rnp l'espa
e des repr�esentations non-paraboliques de � dans G.Remarque. Une repr�esentation est non-parabolique si et seulement si les g�en�erateurs n'ontpas de points �xes 
ommuns au bord. Dans le 
as o�u G = SLn(R), une repr�esentationest non-parabolique si et seulement si elle est irr�edu
tible. Dans le 
as o�u G est un groupealg�ebrique semisimple 
onnexe, sur C , une repr�esentation est non-parabolique si et seulementsi elle est stable (voir par exemple [JoMi℄). Les repr�esentations (d'images) Zariski-denses sontnon-paraboliques.Proposition V.3.7 Une a
tion � de � sur X est non-parabolique si et seulement si fx 2X; d�(x) � Kg est born�e pour tout K, ou en
ore si et seulement si Min� est non vide etborn�e (don
 
ompa
t).Proposition V.3.8 Soit � une a
tion non-parabolique de � sur X. Soit �k une suite d'a
-tions de � sur X 
onvergeant vers �. Alors1) Pour k suÆsamment grand, �k est non-parabolique.2) �(�k) �! �(�) et pour tout ", il existe N tel que Min�k est 
ontenu dans le "-voisinagede Min� pour tout k � N .Preuve. Soit " > 0. Soit � > 0 tel que le 
ompa
t C non vide de X form�e des points xtels que d�(x) � �(�) + 2� est 
ontenu dans le "-voisinage de Min�. Comme d�k 
onvergevers d� uniform�ement sur les 
ompa
ts, il existe un entier N tel que pour tout k � N ona jd�k(x)� d�(x)j � � pour tout x de C. Pour k � N , le sous-ensemble fx 2 X; d�k(x) ��(�) + �g est non vide et born�e, 
ar il 
ontient Min� et est in
lus dans C, don
 �k est non-parabolique et Min�k � C. On a de plus que �(�k) � �(�)� � 
ar d�k � d� � � � �(�)� �sur C, qui 
ontient Min�k , et, de même, �(�) � �(�k)� � 
ar d� � d�k � � � �(�k)� � surC, qui 
ontient Min�.Corollaire V.3.9 L'espa
e Rnp est un ouvert de R et � : R �! R+ est 
ontinue aux pointsde Rnp.Proposition V.3.10 L'espa
e topologique Rnp=G quotient de Rnp par l'a
tion de G est lo-
alement 
ompa
t.Preuve. Montrons en premier lieu que Rnp=G est s�epar�e. Supposons qu'on ait une suite(�k) dans Rnp qui 
onverge vers � 2 Rnp, et une suite gk 2 G telle que gk:�k 
onverge vers�0 2 Rnp. Alors soit " > 0, d'apr�es la proposition V.3.8, il existe N tel que pour k > N ona que Min�k est 
ontenu dans un "-voisinage C de Min� et gk(Min�k) dans le "-voisinage deMin(�0). La suite gk est don
 born�ee, 
ar l'image du born�e C par gk reste dans un born�e, eton peut en extraire une sous-suite 
onvergente vers g. On a don
 �0 = g:�, 
e qui 
on
lut.Le sous-espa
e Rnp des repr�esentations non-paraboliques est un ouvert de R (voir le
orollaire V.3.9) qui est m�etrisable et lo
alement 
ompa
t, don
 il est �egalement m�etrisable81



et lo
alement 
ompa
t. L'image Rnp=G de l'ouvert satur�e Rnp par la proje
tion 
anonique� de R dans le quotient R=G est un ouvert. La proje
tion � est ouverte, 
ontinue et, enrestri
tion �a Rnp, �a valeurs dans un espa
e s�epar�e, don
 l'image d'un voisinage 
ompa
t de xdans Rnp est un voisinage 
ompa
t de �(x) dans Rnp=G. Don
 l'espa
e Rnp=G est lo
alement
ompa
t.V.3.4 Repr�esentations �d�eles et dis
r�etes dans un groupe de Liesemi-simpleOn suppose maintenant que G est un groupe de Lie 
onnexe semisimple r�eel, sans fa
teur
ompa
t, de 
entre �ni, et que X est l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
t asso
i�e �a G.Le morphisme de G dans Isom(X) est de noyau �ni, don
 les r�esultats des se
tions V.3.1 �aV.3.3 restent valables.On dit qu'un groupe abstrait v�eri�e l'hypoth�ese (H) s'il n'admet pas de sous-grouped'indi
e �ni 
ontenant un sous-groupe ab�elien distingu�e in�ni.On dit qu'un sous-groupe d'isom�etries d'un espa
e m�etrique X CAT(0) est non virtuel-lement parabolique s'il n'a pas d'orbite �nie dans le bord �a l'in�ni de X, ou, de mani�ere�equivalente, s'il n'a pas de sous-groupe d'indi
e �ni parabolique (i.e. admettant un point �xeglobal dans le bord �a l'in�ni). Cette propri�et�e est 
lairement h�erit�ee par les sous-groupesd'indi
e �ni. Pour G = SLn(R), 
ette notion 
orrespond �a 
elle de sous-groupe fortementirr�edu
tible, i.e. ne pr�eservant pas de r�eunion �nie de sous-espa
es ve
toriels propres nontriviaux de Rn .Proposition V.3.11 Un sous-groupe dis
ret non virtuellement parabolique de G v�eri�e l'hy-poth�ese (H).Preuve. Soit � un sous-groupe dis
ret non virtuellement parabolique de G. Supposons que� ne v�eri�e pas l'hypoth�ese (H). Quitte �a rempla
er � par un de ses sous-groupes d'indi
e�ni, on peut supposer que � poss�ede un sous groupe ab�elien A distingu�e in�ni.Si A poss�ede un �el�ement parabolique non trivial, alors, d'apr�es [Ebe, Corollary 4.4.5℄, �admet un point �xe global dans le bord �a l'in�ni de X.Dans le 
as 
ontraire, A n'a que des �el�ements semisimples. On montre dans 
e 
as (voirpar exemple [BGS, Lemma 7.1℄), par indu
tion sur la dimension, que le sous-espa
e F =\a2AMin(a) est non vide et se d�e
ompose de mani�ere 
anonique en un produit C�Rk (ave
k � 0 minimal), de telle mani�ere que tous les �el�ements a de A op�erent sur F 
omme (id; a0),o�u a0 est une translation de Rk .En e�et, si a et b sont deux �el�ements semisimples qui 
ommutent, alors b pr�eserve Min(a)et infx2X d(x; bx) = infx2Min(a) d(x; bx), don
 Min(b) \Min(a) est non vide. Dans le 
as o�ua est elliptique, alors Min(a) est de dimension stri
tement inf�erieure �a X, et on 
on
lut parindu
tion. Si a est axiale, alors Min(a) se d�e
ompose 
anoniquement en produitM �R ave
dim(M) < dim(X) et a = (id; a0) sur M �R. Alors b 2 A pr�eserve 
ette d�e
omposition, et sib = (b1; b0) surM �R, on a Min(b)\Min(a) = Min(b1)�R. Par indu
tion F 0 = \b2AMin(b1)est non vide et se d�e
ompose en produit C�Rl de telle sorte que b1 op�ere 
omme (id; b01) surF 0, o�u b01 est une translation de Rm . On en 
on
lut F = F 0� R = C � Rm+1 a les propri�et�esd�esir�ees. 82



Comme A est distingu�e dans �, le groupe � stabilise F et pr�eserve la d�e
ompositionF = C � Rk , don
 pr�eserve le bord de Rk .Comme A 
ontient au moins un �el�ement non elliptique (
ar sinon, A est �ni 
ar il �xe Fnon vide point par point et est dis
ret), alors k 6= 0, don
 le bord de Rk est non vide, et ilest in
lus dans un appartement de l'immeuble de Tits sph�erique �a l'in�ni de X, don
 il neren
ontre qu'un nombre �ni de fa
ettes �a l'in�ni. Le groupe � a don
 une orbite �nie dansle bord �a l'in�ni.On suppose d�esormais que � v�eri�e l'hypoth�ese (H).Th�eor�eme V.3.12 (Goldman-Millson) Soit � un groupe in�ni de type �ni, v�eri�ant (H)et G un groupe de Lie r�eel semi-simple, 
onnexe, de 
entre �ni. Alors l'espa
e Rfd desrepr�esentations �d�eles et dis
r�ete de � dans G est un ferm�e de l'espa
e des repr�esentationsde � dans G.Preuve. Comme � est lin�eaire, il 
ontient un sous-groupe sans torsion �0 d'indi
e �ni,d'apr�es le lemme de Selberg (voir par exemple [Alp℄). Alors �0 n'a pas de sous-groupe ab�eliendistingu�e non trivial (
ar il v�eri�e (H) et n'a pas de sous-groupe �ni non trivial), don
, parGoldman-Millson (voir [GoMi℄), l'espa
e Rfd(�0; G) est ferm�e.Soit �k une suite 
onvergente de repr�esentations �d�eles et dis
r�etes de � dans G, de limite�. La restri
tion de � �a �0 est don
 �d�ele et dis
r�ete.L'interse
tion de ker � et �0 est triviale, don
 ker � est �ni. Or 1 2 G n'est pas limited'�el�ements d'ordre inf�erieur �a une 
onstante donn�ee. La restri
tion de �k �a ker � tend versl'identit�e, don
 est 
onstante �a partir d'un 
ertain rang. Comme �k est �d�ele pour tout k,on en d�eduit que ker � est trivial, autrement dit que � est �d�ele.De plus, on voit fa
ilement qu'un sous-groupe de G 
ontenant un sous-groupe dis
retd'indi
e �ni est dis
ret, don
 � est dis
r�ete.Corollaire V.3.13 La fon
tion \minimum de d�epla
ement" � ne s'annule pas sur Rfd.Preuve. Sinon, soit � 2 Rfd telle que �(�) = 0. D'apr�es 
e qui a �et�e fait en se
tion V.3.2,il existe �0 2 G:� telle que Min(�0) est non vide et �(�0) = �(�) = 0, don
 �0 a un point �xedans X. Or G:� � Rfd qui est ferm�e dans R d'apr�es le th�eor�eme 
i-dessus, don
 �0 est �d�eleet dis
r�ete, ave
 un point �xe int�erieur, 
e qui est impossible.On 
onsid�ere d�esormais l'espa
e X = Rfdnp=G des repr�esentations de � dans G �d�eles,dis
r�etes et non-paraboliques, modulo 
onjugaison par G, 
'est-�a-dire des a
tions �d�eles etdis
r�etes, sans point �xe global �a l'in�ni, de � sur l'espa
e sym�etrique de type non 
ompa
tX asso
i�e �a G, modulo isom�etrie �equivariante dans G.Proposition V.3.14 L'espa
e X est lo
alement 
ompa
t.Preuve. Comme on a suppos�e que � v�eri�e l'hypoth�ese (H), d'apr�es le th�eor�eme V.3.12, lesous-espa
e Rfd est un ferm�e de R, qui est satur�e. Le quotient Rfd=G est par 
ons�equent unferm�e de R=G, don
 X = Rfd=G \ Rnp=G est ferm�e dans Rnp=G lo
alement 
ompa
t (par laproposition V.3.10), don
 il est lo
alement 
ompa
t.83



V.4 Compa
ti�
ation via le spe
tre marqu�e des ve
-teurs de translation.Soit � un groupe in�ni de type �ni, v�eri�ant l'hypoth�ese (H), et S une partie g�en�eratri
e�nie de �. Soit G un groupe de Lie 
onnexe semisimple r�eel, sans fa
teurs 
ompa
ts, de
entre �ni. On �xe un sous-espa
e de Cartan A de l'alg�ebre de Lie de G, de groupe de WeylW , et une 
hambre de Weyl ferm�ee C de A .On 
onsid�ere l'espa
e X des repr�esentations �d�eles et dis
r�etes, non paraboliques de �dans G, modulo 
onjugaison par G, qu'on suppose non vide. On va 
onstruire une 
om-pa
ti�
ation de X reposant sur la notion de ve
teur de translation d�evelopp�ee en se
tionV.2.V.4.1 Spe
tre marqu�e des ve
teurs de translation.Le spe
tre marqu�e des ve
teurs de translation d'une repr�esentation � de � dans G est lafon
tion v Æ � : � �! C. On 
onsid�ere la restri
tion �a X de l'appli
ationV : R=G �! C�[�℄ 7! v Æ �qui est bien d�e�nie 
ar le ve
teur de translation v est 
onstant sur les 
lasses de 
onjugaisondans G, et 
ontinue 
ar v l'est (voir la proposition V.2.3).Remarque. L'espa
e C� est m�etrisable, 
ar � est d�enombrable et C est un 
ône d'un espa
eeu
lidien, don
 m�etrisable.La fon
tion � de R dans R+ est invariante par 
onjugaison, 
ontinue sur Rnp (
f. V.3.9)et ne s'annule pas sur Rfd (d'apr�es le 
orollaire V.3.13). Elle d�e�nit don
 une fon
tion deR(�; G)=G dans R+ , qu'on notera �egalement �, qui est 
ontinue et non nulle sur X .On 
onsid�ere l'appli
ation 
ontinue V� de X dans C� qui �a [�℄ asso
ie 1�(�)v Æ �.Proposition V.4.1 L'appli
ation V� est �a valeurs dans un 
ompa
t.Preuve. D'apr�es la proposition V.3.4, pour toute repr�esentation � de � dans G, pour tout
 dans � on a jjv (�(
))jj�(�) � jj
jjSo�u jj�jjS d�esigne la longueur des mots sur � asso
i�ee �a la partie g�en�eratri
e �nie S. Pour t � 0,notons Ct le 
ompa
t de C form�e des ve
teurs de norme inf�erieure o�u �egale �a t. L'image deV� est don
 in
luse dans le produit Q
2�Cjj
jjS , qui est 
ompa
t par Tikhono�.L'appli
ation 
ontinue V� d�e�nit don
 (voir le paragraphe V.1) une 
ompa
ti�
ation eXde X , dont le bord s'identi�e �a une partie B de C�.84



V.4.2 Interpr�etation des points du bord.On dit que deux �el�ements u et u0 de C� sont proje
tivement �egaux s'il existe un r�eelpositif non nul � tel que u0 = �u.Th�eor�eme V.4.2 Un point du bord de X est proje
tivement �egal au spe
tre marqu�e desve
teurs de translation d'une a
tion de � soit sur X et ayant un point �xe au bord (type P),soit sur un immeuble aÆne de type (A ;W ), sans point �xe global (type I).Preuve. Soit b un point du bord B de X et �i une suite de repr�esentations de � dans G,�d�eles, dis
r�etes et non-paraboliques, telle que la suite [�i℄ 
onverge vers le point b dans eX .En parti
ulier, par d�e�nition de la 
ompa
ti�
ation, la suite [�i℄ sort de tout 
ompa
t de X .Quitte �a 
onjuguer 
haque repr�esentation, on peut supposer que le point base x0 v�eri�ed�i(x0) = �(�i).Supposons en premier lieu que la suite �i = �(�i) est born�ee. Pour tout �el�ement s de lapartie g�en�eratri
e �nie S de �, l'image de x0 par la suite �i(s) reste dans un 
ompa
t. On peutdon
 extraire de �i une suite 
onvergente dans R(�; G) de limite �. Comme les repr�esentations�d�eles et dis
r�etes forment un ferm�e de R(�; G) (voir V.3.12), la repr�esentation � est �d�eleet dis
r�ete (don
 n'a pas de point �xe global). Elle ne peut être dans Rnp, 
ar sinon la suite[�i℄ 
onverge vers [�℄ dans X , 
e qui 
ontredit les hypoth�eses. Don
 elle poss�ede un point �xedans le bord �a l'in�ni de X.Comme V est 
ontinue sur R(�; G), on a V(�i) ! V(�). De plus, d�i 
onverge (uni-form�ement sur les 
ompa
ts de X) vers d�, don
 d�i(x0) = �i 
onverge vers d�(x0), qui estnon nul 
ar � est �d�ele et dis
r�ete. De plus, d�(x0) � �(�) � lim sup�i, don
 lim(�i) =d�(x0) = �(�). La suite V� (�i) 
onverge don
 vers V� (�), don
 b = V� (�).Supposons maintenant que la suite �i = �(�i) n'est pas born�ee. Quitte �a extraire, onpeut supposer qu'elle tend vers +1. Soit ! un ultra�ltre sur N , plus �n que le �ltre deFr�e
het. On 
onsid�ere le 
ône asymptotique X! de (X; x0; 1�id) suivant l'ultra�ltre !. C'estun immeuble aÆne de type (A ; W ). Pour tout 
 de �, la suite 1�id(x0; �i(
):x0) est 
onstante�egale �a 1, don
 born�ee. On 
onsid�ere l'a
tion asymptotique �! de � sur X!, telle que pourtout 
 de �, [xi℄ de X!, on a �!(
):[xi℄ = [�i(
):xi℄.Notons d�! la fon
tion de d�epla
ement de �!. Pour tout x! = [xi℄ 2 X!, on a d�!(x!) =lim! 1�id�i(xi) � 1, ave
 �egalit�e si x! = [x0℄. Il en r�esulte que l'a
tion �! n'a pas de point �xeglobal dans X!.D'apr�es la proposition V.2.4, pour tout 
 de �, on a V� (�i)(
)) ! v(�!(
)) dans C�suivant l'ultra�ltre !. Don
 b = v Æ �! est le spe
tre marqu�e des ve
teurs de translation del'a
tion asymptotique �!.L'a
tion asymptotique a �et�e �etudi�ee par F. Paulin, qui a �etabli le th�eor�eme suivant (nonutilis�e i
i).Th�eor�eme V.4.3 (Paulin) La suite des a
tions �i de � sur les espa
es m�etriques (X; 1�id)
onverge pour la topologie de Gromov �equivariante vers l'a
tion �! de � sur l'immeuble aÆneX!. Cette a
tion est �a stabilisateurs de germes d'appartements virtuellement r�esolubles (voir[Pau3℄). 85



V.4.3 Les points du bord sont non nuls.Proposition V.4.4 Soit b : � �! C un point du bord de X , de type I, alors jjbjj estproje
tivement �egal au spe
tre marqu�e des longueurs de translation d'une a
tion sans point�xe global de � sur un immeuble 
lassique provenant d'une repr�esentation dans SLn(K ! ),ave
 K ! un 
orps valu�e totalement ordonn�e. En parti
ulier, b n'est pas identiquement nul.Preuve. On peut supposer que G est un sous-groupe ferm�e auto-adjoint de SLn(R), et don
que X est un sous-espa
e totalement g�eod�esique passant par x0 de l'espa
e sym�etrique Enasso
i�e �a SLn(R). Le 
ône asymptotique X! de (X; x0; 1�id) suivant l'ultra�ltre ! est don
un sous-immeuble du 
ône asymptotique E! de (En; x0; 1�id) suivant l'ultra�ltre !.D'apr�es 
e qui a �et�e fait dans la se
tion IV.2, l'a
tion asymptotique provient en fait d'unerepr�esentation �! de � dans SLn(K ! ), o�u K ! est un 
orps valu�e totalement ordonn�e.Comme 
ette a
tion n'a pas de point �xe global dans X!, don
 dans E!, le th�eor�emeIII.3.1 du 
hapitre III permet de 
on
lure.V.5 Exemple : stru
tures proje
tives 
onvexes sur unesurfa
e.Soit S une surfa
e ferm�ee (lisse) orient�ee 
onnexe de genre g sup�erieur ou �egal �a 2. Soit� = �1(S) le groupe fondamental de S (pour un 
hoix indi��erent du point-base). On renvoiepar exemple �a [FLP℄ et �a [Bus℄ pour tout 
e qui 
on
erne la g�eom�etrie hyperbolique etl'espa
e de Tei
hm�uller de S.Soit G = SL3(R). Soit E3 l'espa
e sym�etrique asso
i�e �a G, et x0 le point �x�e par SO(3).Soit A le sous-espa
e de Cartan de l'alg�ebre de Lie de G form�e par les matri
es diagonalesde tra
e nulle, et C la 
hambre de Weyl ferm�ee de A form�ee par les matri
es diagonalesDiag(�1; �2; �3) ave
 �1 � �2 � �3.Une stru
ture hyperbolique (marqu�ee) sur S est un 
ouple (M; f) o�u M est une vari�et�ehyperbolique orient�ee et f est un hom�eomorphisme de S sur M pr�eservant l'orientation.Une stru
ture hyperbolique marqu�ee sur S induit une repr�esentation �d�ele et dis
r�ete,non parabolique, de son groupe fondamental � dans PSL2(R), appel�ee holonomie (bien d�e�niemodulo 
onjugaison).On dit que deux stru
tures hyperboliques (M; f) et (M 0; f 0) sont �equivalentes s'il existeune isom�etrie i de M dans M 0 telle que i Æ f est isotope �a f 0.L'espa
e de Tei
hm�uller de S, qu'on notera T , est l'ensemble des 
lasses d'�equivalen
e destru
tures hyperboliques marqu�ees sur S. Il s'identi�e �a une des deux 
omposantes 
onnexesde l'espa
e des 
lasses de 
onjugaison des repr�esentations �d�eles et dis
r�etes de � dansPSL2(R).D�e�nition V.5.1 (Stru
ture proje
tive 
onvexe) Une stru
ture proje
tive (r�eelle) 
on-vexe sur S est la 
lasse de 
onjugaison d'une repr�esentation �d�ele � de � dans G = SL3(R)agissant sur RP2 par transformations proje
tives, telle que l'image �(�) de � agit proprementlibrement sur un 
onvexe 
 d'int�erieur non vide de RP2, ave
 quotient hom�eomorphe �a S.86



On sait qu'alors, pour tout 
 de �, l'image �(
) de 
 par � est un �el�ement diagonalisable,�a valeurs propres positives distin
tes, de SL3(R) (voir par exemple [Gol℄), 
'est-�a-dire unetransve
tion de dire
tion r�eguli�ere.Th�eor�eme V.5.2 (Goldman-Cho��) L'espa
e P des stru
tures proje
tives 
onvexes sur Sest une 
omposante 
onnexe de R(�; G)=G, in
luse dans X (voir [ChGo℄).Rappelons que SO(2; 1) est le sous-groupe auto-adjoint de SL3(R) form�e des �el�ementspr�eservant la forme quadratique q sur R3 donn�ee parq(x1; x2; x3) = x21 + x22 � x23 :On identi�e PSL2(R) �a la 
omposante neutre SO0(2; 1) de SO(2; 1), qui est un sous-groupe ferm�e irr�edu
tible de SL3(R). Le plan hyperbolique s'identi�e parall�element au sous-espa
e totalement g�eod�esique H = SO0(2; 1):x0 de E3, qui est pr�eserv�e par SO0(2; 1). Lesg�eod�esiques de E3 in
luses dans H sont dans une même orbite sous SO0(2; 1), don
 toutes demême type X 2 C. Comme 
e ve
teur est n�e
essairement stable par l'involution d'oppositionZ 7! Zopp = �(�Z) de C, il est �egal �a 1p2Diag(1; 0;�1), qui est l'unique ve
teur unitairede C invariant par l'involution d'opposition. Les �el�ements hyperboliques de PSL2(R) sont
onjugu�es dans exp(R+ X). Ce sont don
 en parti
ulier des transve
tions de SL3(R).Comme une repr�esentation �d�ele et dis
r�ete de � dans PSL2(R) est n�e
essairementZariski-dense, la repr�esentation �d�ele et dis
r�ete de � dans SL3(R) induite est irr�edu
tible.L'espa
e de Tei
hm�uller T des stru
tures hyperboliques sur S est don
 in
lus dans X , vial'identi�
ation de PSL2(R) ave
 SO0(2; 1).Le disque ouvert D de RP2 d'�equation (dans les 
oordonn�ees homog�enes usuelles) x21 +x22 � x23 < 0 est un 
onvexe de RP2 pr�eserv�e par SO0(2; 1). Muni de la distan
e de Hilbertsur D , qui est invariante par l'a
tion de SO0(2; 1), il est isom�etrique au plan hyperbolique.C'est le mod�ele proje
tif, dit de Klein-Beltrami, du plan hyperbolique.Les stru
ture hyperboliques sur S d�e�nissent don
, via le mod�ele proje
tif du plan hy-perbolique, des stru
tures proje
tives 
onvexes sur S. L'espa
e de Tei
hm�uller T est don
in
lus dans P.V.5.1 Courbes ferm�ees simples, nombres d'interse
tions.Soit C une 
ourbe ferm�ee simple, orient�ee, sur S. Soit ~S le revêtement universel de S.Les relev�es de C forment une famille eF de 
ourbes simples orient�ees deux �a deux disjointes.Soit T l'arbre dual �a la partition de ~S d�e�nie par la famille eF , dont les sommets sont les
omposantes 
onnexes de ~S� eF et o�u une arête orient�ee joint les deux 
omposantes 
onnexesbordant un même relev�e � de C, en allant de 
elle de gau
he �a 
elle de droite (voir �gureV.3).Le groupe fondamental � de S agit sur T en pr�eservant l'orientation.D�e�nition V.5.3 (Nombres d'interse
tions positives et n�egatives) Soit 
 2 �. Onappelle nombre d'interse
tions positives (resp. n�egatives) de 
 et C et on note Int+(
; C)(resp. Int�(
; C)) l'entier suivant. Dans le 
as o�u 
 �xe un point de T , on pose Int�(
; C) =0. Sinon, l'�el�ement 
 translate une unique g�eod�esique de T , 
'est-�a-dire qu'il existe un unique87



� ~S

Fig. V.3 { L'arbre dual.entier ` non nul et une unique (�a translation pr�es sur les indi
es) suite sans r�ep�etition (ei)i2Zd'arêtes 
ons�e
utives de T tels que 
ei = ei+` pour tout i 2 Z. Pour tout i 2 Z, soit "i �egal�a +1 si l'arête orient�ee ei pointe vers ei+1, �egal �a �1 dans le 
as 
ontraire.On d�e�nit alors Int+(
; C) = Cardfi 2 f0; : : : ; ` � 1g; "i = +1g (resp. Int�(
; C) =Cardfi 2 f0; : : : ; ` � 1g; "i = �1g). Notons Int(
; C) = Int+(
; C) + Int�(
; C) = ` lenombre d'interse
tions de � et C.Remarque V.5.4 Si C
 est une 
ourbe ferm�ee dont la 
lasse d'homotopie libre est la 
lassede 
onjugaison de 
, alors Int(
; C) est exa
tement le nombre d'interse
tions g�eom�etriquei(C
; C) (voir par exemple [FLP℄), d�e�ni 
omme �etant le nombre minimum d'interse
tionsde deux 
ourbes lisses transverses respe
tivement librement homotopes �a C
 et C.V.5.2 Twist le long d'une 
ourbe ferm�ee simple.Le pro
�ed�e de \pliage" suivant, d�evelopp�e par de nombreuses personnes (Dehn, Thurston,Apanasov, Kourionotis, Johnson-Millson...) (voir par exemple [JoMi℄), permet de 
onstruiredes d�eformations d'une stru
ture hyperbolique marqu�ee dans l'espa
e P des stru
tures pro-je
tives 
onvexes sur S.Soit C une 
ourbe ferm�ee simple orient�ee sur S, et 
 2 � un �el�ement dans la 
lasse de
onjugaison 
orrespondant �a la 
lasse d'homotopie libre de C, qui translate un relev�e eC deC dans ~S. L'arête 
orrespondant �a eC dans l'arbre T d�e�ni en se
tion V.5.1 va d'un sommetA, 
orrespondant �a la 
omposante 
onnexe de ~S � eF bordant eC sur sa gau
he, �a un sommetB, 
orrespondant �a la 
omposante 
onnexe de ~S � eF bordant eC sur sa droite. Soit A lestabilisateur dans � de A.Soit Y un ve
teur dans l'espa
e eu
lidien A . Soit � une repr�esentation de � dans G telleque �(
) est une transve
tion de dire
tion r�eguli�ere Z 2 C, 
'est-�a-dire est 
onjugu�e �a exp(Z).Notons h l'�el�ement g exp(Y )g�1 de G , pour un (tout) g 2 G tel que �(
) = g exp(Z)g�1,qui 
ommute ave
 �(
).Supposons que la 
ourbe ferm�ee simple C n'est pas s�eparante, 
'est-�a-dire que S �C est
onnexe. Alors � agit transitivement sur les sommets de l'arbre T . Soit t un �el�ement de �88



tel que tA = B. Soit 
0 l'�el�ement t�1
t. On a alors (voir par exemple [Ser℄) que � = A �h
i t,o�u A �h
i t d�esigne le groupe de pr�esentation �nie engendr�e par A et t, ayant pour syst�emede relations les relations de A et la relation suppl�ementaire 
0 = t�1
t (extension HNN).Il existe une unique repr�esentation �0, qu'on notera T
;Y (�), telle que �0 = � sur A et�0(t) = h�(t).
C A tAAt



Cas non s�eparant. BB
AA CCas s�eparant.Supposons que la 
ourbe ferm�ee simple C est s�eparante, 
'est-�a-dire qu'elle s�epare lasurfa
e S en deux 
omposante 
onnexes. L'arête joignant A �a B est alors un domaine fonda-mental pour l'a
tion de � sur l'arbre T . Soit B le stabilisateur dans � de B. On a alors (voirpar exemple [Ser℄) que � = A �h
i B, o�u A �h
i B d�esigne le produit amalgam�e de A et de Bau dessus du sous-groupe 
y
lique h
i engendr�e par 
, 
'est-�a-dire le groupe de pr�esentation�nie engendr�e par A et B, ayant pour syst�eme de relations les relations de A et de B et larelation suppl�ementaire iA(
) = iB(
), o�u iA et iB d�esignent les in
lusions naturelles de h
idans A et dans B.Il existe une unique repr�esentation �0, qu'on notera �egalement T
;Y (�) telle que �0 = �sur A et �0 = ih Æ� sur B, o�u ih d�esigne la 
onjugaison par h (qui �a g dans G asso
ie hgh�1).Fait V.5.5 Si la repr�esentation � provient d'une stru
ture proje
tive 
onvexe sur S, alors ilen est de même pour �0 (voir [Gol, Theorem 3.7℄).On suppose maintenant que � provient d'une stru
ture hyperbolique sur S, 
'est-�a-direque 
'est une repr�esentation �d�ele et dis
r�ete de � dans SO0(2; 1) (qu'on a identi��e ave
PSL2(R)).Remarque V.5.6 Si on prend Y 
olin�eaire �a X, on a le twist de Dehn ordinaire (voir parexemple [FLP℄).La g�eod�esique � de H translat�ee par �(
) borde deux 
omposantes 
onnexes de H ��(�)�.On note A� 
elle qui est stabilis�ee par �(A) et B� l'autre. On peut d�e�nir une appli
ation(�, �0)-�equivariante � de H � �(�)� dans E3 par les 
onditions suivantes.{ � = id sur A�; � = h Æ id sur B�;{ � Æ �(
) = �0(
) Æ � pour tout 
 de �.
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�A�
Y h(B�)X

Fig. V.4 { Surfa
e dans E3 invariante par �0.V.5.3 Exemples de points du bord.Soit (�k)k�0 une suite de repr�esentations de � dans SO0(2; 1). Quitte �a 
onjuguer 
haque�k par un �el�ement de SO(2; 1), on peut supposer que l'axe de translation de �k(
) dans Hest une g�eod�esique �x�ee � (param�etr�ee �a vitesse 
onstante 1) de H d'origine x0. Soit �k unesuite de r�eels positifs tendant vers +1. On fait les hypoth�eses suivantes.1. Pour tout 
 dans �, la limite de la suite 1�kd(x0; �k(
)x0) suivant l'ultra�ltre ! est �nie,et non nulle si 
 =2 h
i.2. Pour tout 
 dans �� h
i, la limite de l'angle ^x0(�; �k(
)x0) suivant l'ultra�ltre ! estnon nulle.Exemple V.5.7 On 
hoisit un syst�eme C1 = C;C2; : : : ; C3g�3 de 3g � 3 
ourbes ferm�eessimples essentielles, deux �a deux disjointes sur S, 
ontenant C, induisant une d�e
ompositionde S en 2g � 2 pantalons. Soit p0 = C(0).Rappelons (voir par exemple [Bus℄) que 
ette d�e
omposition induit une param�etrisation(analytique r�eelle) de l'espa
e de Tei
hm�uller de S par les 
ouples(L;A) = (`1; : : : ; `3g�3; �1; : : : ; �3g�3) 2 R3g�3+ � R3g�3appel�es 
oordonn�ees de Fen
hen-Nielsen sur T , ou `i et �i sont respe
tivement la longueuret le param�etre de twist asso
i�es �a Ci.On munit S d'une stru
ture hyperbolique �x�ee standardM0 telle que les 
ourbes Cj sontdes g�eod�esiques ferm�ees de longueur 1 param�etr�ees �a vitesse 
onstante 1 et pour 
haquepaire Cj; Cj0 de 
ourbes bordant un même pantalon de la d�e
omposition, l'unique seg-ment g�eod�esique simple orthogonal 
ommun (param�etr�e proportionnellement �a sa longueur,i.e. �a vitesse 
onstante �egale �a sa longueur) Djj0 a ses extr�emit�es dans fCj(0); Cj(12)g et90



fCj0(0); Cj0(12)g. Les segments g�eod�esiques Cj et Djj0 induisent une d�e
omposition de M0en hexagones hyperboliques droits.Pour tout k 2 N , on 
onsid�ere une stru
ture hyperbolique marqu�ee (Mk; fk) sur S =M0dans la 
lasse d'�equivalen
e de 
oordonn�ees de Fen
hen-Nielsen suivantes : les param�etres detwist sont nuls, la longueur `1k asso
i�ee �a C (
'est-�a-dire la longueur de l'unique g�eod�esiqueferm�ee librement homotope �a C) est 1k et les longueurs `2k,. . . , `3g�3k asso
i�ees �a C2; : : : ; C3g�3sont �egales �a 1 (voir �gure V.5).
C

C2

Fig. V.5 { Exemple V.5.7.On peut supposer que f0 est l'identit�e, et (voir par exemple [Bus℄), 
omme les param�etresde twist sont nuls, que fk : M0 �! Mk pr�eserve la d�e
omposition en hexagones hyperbo-liques droits et le param�etrage (proportionnel �a leur longueur) des segments bordant 
eshexagones, 
'est-�a-dire que les images Cjk des 
ourbes Cj par fk sont des g�eod�esiques ferm�ees(de longueur `jk), param�etr�ees �a vitesse 
onstante �egale �a `jk, et que l'image de Djj0 est lesegment g�eod�esique simple (param�etr�e proportionnellement �a sa longueur) orthogonal auximages Cjk, Cj0k de Cj, Cj0.Notons Ck = C1k . On 
onsid�ere le revêtement universel �k : H �!Mk tel que l'image dupoint-base x0 de H est le point Ck(0) de Mk et l'image de la g�eod�esique � est la 
ourbe Ck.Soit efk : H �! H le relev�e de fk qui �xe x0. On a efk(�(t)) = �( tk) pour tout r�eel t, etefk envoie la g�eod�esique orthogonale �a � en �(m) sur la g�eod�esique orthogonale �a � en �(mk )pour tout m de Z.On prend pour �k la repr�esentation de � dans SO0(2; 1) induite par efk.On prend pour �k la largeur du 
ollier maximal asso
i�e �a Ck, i.e. tel que sinh(�k2 ) =�sinh 12k��1 (voir par exemple [Bus, Th. 4.1.1℄). Alors �k tend vers +1.Nous allons maintenant montrer que les hypoth�eses sont v�eri��ees.V�eri�ons tout d'abord l'hypoth�ese 1. Soit 
 2 �. On repr�esente 
 par un la
et dans M0,issu de x0 et form�e d'une suite �1,. . . , �m de segments g�eod�esiques 
ons�e
utifs du bord deshexagones.La longueur du la
et fkÆ
 (don
 d(x0; �k(
)x0)) est inf�erieure �amsk, o�u sk est le maximumde la longueur des segments (en nombre �ni) bordant les hexagones de la d�e
omposition deMk. 91



Le lemme 
i-dessous assure que, dans tous les 
as, lim! sk�k est �ni, don
 on a bienlim! 1�k d(x0; �k(
)x0) < +1.Lemme V.5.8 La limite lim! sk�k est �egale �a 12 dans le 
as s�eparant, �a 1 dans le 
as nons�eparant.Preuve. En e�et, il suÆt de 
onsid�erer les hexagones de la d�e
omposition de M0 
ontenantune moiti�e de C dans leur bord, 
ar les autres sont 
onstants.Consid�erons un hexagone hyperbolique de 
ot�es 
ons�e
utifs �1; �1; �2; �2; �3; �3 et la per-pendi
ulaire h 
ommune �a �1 et au 
ot�e oppos�e �2, qui d�e
oupe l'hexagone en deux penta-gones hyperboliques droits, le 
ot�e �1 en deux segments �01 et �001 et le 
ot�e �2 en deux seg-ments � 02 et � 002 (voir �gure V.6). Les formules de g�eom�etrie hyperbolique pour les pentagones �aangles droits (voir par exemple [Bus, Th.2.3.4℄) donnent que sinh � 02 sinh�2 = 
osh�01, qui est
ompris entre 1 et 
osh�1. En parti
ulier, � 02 est sup�erieur �a la largeurw(�2) = ar
sinh( 1sinh�2 )du demi-
ollier asso
i�e �a �2. On en d�eduit de plus que, si �1 est born�e alors � 02 � w(�2) estborn�e. En parti
ulier, dans 
e 
as, si �2 est 
onstant non nul, alors � 02 est born�e, et si �2tend vers 0, alors � 02=w(�2) tend vers 1.h �1�002 �2w(�2)�02�01�001�k=2 ��00�0 Cas s�eparant.
�k=2 �0 ��00 �k=2

Cas non s�eparant.Fig. V.6 { d�eg�en�eres
en
es d'hexagones hyperboliques.Prenons un hexagone de la d�e
omposition de M0 
ontenant une moiti�e �, de longueur12k , de C dans son bord, ainsi qu'une moiti�e �0, de longueur 12 , d'une 
ourbe Cj ave
 j 6= 1.Un troisi�eme 
ot�e �00 de l'hexagone est dans une 
ourbe Cj00, ave
 j 00 = 1, don
 de longueur12k , si C n'est pas s�eparante, et j 00 6= 1, don
 de longueur 12 , si C est s�eparante. Ces trois
ot�es sont de longueur born�ee. En appliquant la remarque 
i-dessus pour divers 
hoix de�1, �2 dans f�; �0; �00g, on obtient que d(�; �0)=�k tend vers 12 ; que d(�0; �00)=�k tend vers12 et d(�; �00)=�k tend vers 1 dans le 
as non s�eparant; et que d(�0; �00)=�k tend vers 0 etd(�; �00)=�k tend vers 12 dans le 
as s�eparant.Terminons la v�eri�
ation de l'hypoth�ese 1. Supposons que 
 =2 h
i. Un la
et g�eod�esiquede sommet p0 = �(x0) qui n'est pas une puissan
e de C est de longueur sup�erieure �a�k (
ar il n'est pas in
lus dans le 
ollier de largeur �k2 de part et d'autre de Ck). Don
lim! 1�k d(x0; �k(
)x0) � 1 > 0. 92



V�eri�ons maintenant l'hypoth�ese 2. Soit m 2 Z tel que le segment g�eod�esique de x0�a 
x0 est in
lus dans la bande 
omprise entre la perpendi
ulaire �a � en �(0) = x0 et laperpendi
ulaire �a � en �(m). Comme l'appli
ation efk 
onserve l'orthogonale �a � en �(0) = x0et envoie l'orthogonale �a � en �(m) sur l'orthogonale �a � en �(mk ), la proje
tion orthogonalede �k(
)x0 = efk(
x0) sur � tend vers x0. Comme la distan
e de x0 �a �k(
)x0 ne tend pas vers0 (elle tend au 
ontraire vers +1 par 
e qui pr�e
�ede), on en d�eduit que l'angle ^x0(�; �k(
)x0)tend vers �2 . Ce
i termine la 
onstru
tion de l'exemple V.5.7.H Hefk �(m=k)x0�
�(m)
x0 x0� �k(
)x0

On 
onsid�ere maintenant une suite Yk de ve
teurs de A , tels que la limite Y! de lasuite � 1�k jjYkjj� suivant l'ultra�ltre ! est �nie, non nulle. Soit hk = g exp(Yk)g�1, pour un(tout) g de SL3(R) tel que g�1�g est la g�eod�esique t 7! exp(tX):x0 (rappelons qu'on a alors�k(
) = g exp(`(�k(
))X)g�1).On �etudie la d�eg�en�eres
en
e de la suite �0k = T
;Yk(�k) des d�eformations de �k dans Gasso
i�ees �a Yk.Soit (�!; �!; d!) le 
ône asymptotique de (E3; x0; 1�kd) suivant l'ultra�ltre !, et H ! le
ône asymptotique de (H ; x0 ; 1�k d), qui est in
lus dans �!.Comme pour tout 
, la suite 1�kd(x0; �k(
)x0) est !-born�ee (d'apr�es l'hypoth�ese 1), lasuite de repr�esentations �k d�e�nit une a
tion �! de � sur �!, pr�eservant H ! .Montrons que, pour tout 
 dans �, la suite 1�kd(x0; �0k(
)x0) est !-born�ee. Il suÆt dele v�eri�er pour une partie g�en�eratri
e de �. On a �0k = �k sur A, don
 
'est vrai pour
 2 A. Dans le 
as o�u C n'est pas s�eparante, le groupe � est engendr�e par A [ ftg. Pourtout k, on a d(x0; �0k(t)x0) � d(x0; �k(t)x0) + jjYkjj (par in�egalit�e triangulaire), don
 la suite1�kd(x0; �0k(t)x0) est !-born�ee, 
e qui 
on
lut. Dans le 
as o�u C est s�eparante, le groupe � estengendr�e par A [ B. Pour tout k, et b dans B on a d(x0; �0k(b)x0) � d(x0; �k(b)x0) + 2jjYkjj(par in�egalit�e triangulaire), don
 la suite 1�kd(x0; �0k(b)x0) est !-born�ee, 
e qui 
on
lut.La suite de repr�esentations �0k d�e�nit don
 une a
tion �0! de � sur �!.Notons h! = [hk℄, qui 
ommute ave
 �!(
). Remarquons que �0! est la d�eformation de�! donn�ee par �0! = �! sur A et par, dans le 
as non s�eparant �0!(t) = h!�!(t), dans le 
ass�eparant �0! = ih! Æ �! sur B.La proposition suivante donne le spe
tre marqu�e des ve
teurs de translation de �0! enfon
tion de 
elui de �!. 93



Proposition V.5.9 Pour tout 
 dans �, on av(�0!(
)) = v(�!(
)) + Int+(
; 
)� �(Y!) + Int�(
; 
)� �(�Y!):Preuve. Soit �! = [�℄ et F! = [F ℄ l'unique appartement de �! 
ontenant �!. On montretout d'abord le lemme suivant, qui est une 
ons�equen
e de l'hypoth�ese 2.Lemme V.5.10 Pour tout 
 dans � � h
i, le germe en �! du segment de �! �a �!(
)�!est 
ontenu dans un germe de 
hambre de Weyl en �! oppos�e �a tous les germes en �! des
hambres de Weyl de sommet �! de l'appartement F!. En parti
ulier, d!(�!; �!(
)�!) =d!(�!; �!(
)�!) > 0, et par 
ons�equent �!(
) �xe �!.Preuve. Soit D! une 
hambre de Weyl de F! de sommet �!. Soit D la 
hambre de Weyl deF de sommet x0 telle que D! = [D℄.Soit xk = �k(
):x0. Pour l'ultra�ltre !, le point xk tend vers un point � du bord de E3.Alors � est dans le bord de H et n'est pas �egal �a l'une des deux extr�emit�es de la g�eod�esique� d'apr�es l'hypoth�ese 2.Tout point du bord �a l'in�ni de H est 
ontenu dans une unique 
hambre (P;D) del'immeuble �a l'in�ni de E3, identi��e �a l'immeuble des drapeaux du plan proje
tif RP2. Lepoint P est alors dans le 
er
le �D (d'�equation x21+x22�x23 = 0) et la droite D est la tangenteen P �a �D .Soit (P;D) la 
hambre de �E3 
ontenant �. Le bord de l'appartement F 
ontenant lag�eod�esique � est l'appartement de �E3 donn�e par le triangle P+; P�; D+ \D�, o�u (P+; D+)et (P�; D�) sont les deux 
hambres 
ontenant respe
tivement �(+1) et �(�1).Comme P , P+ et P� sont trois points distin
ts de �D , il est
lair que le point P n'est ni sur la tangente D+ au 
er
le�D en P+, ni sur la tangente D� �a �D en P�, ni sur ladroite joignant P� et P+, et que la tangente D �a �D en Pne passe ni par P+, ni par P�, ni par le point d'interse
tionde D+ et D�. La 
hambre (P;D) est don
 oppos�ee �a toutesles 
hambres du bord �a l'in�ni de F , don
 �a D(1). PD P+
P� D�D+�DSoit Ck l'unique 
hambre de Weyl de sommet x0 
ontenant xk, alors Ck tend vers la
hambre de Weyl de sommet x0 et de bord �a l'in�ni (P;D). Soit C! la limite asymptotiquede la suite de 
hambres de Weyl Ck, qui est une 
hambre de Weyl de �!, de sommet �!,
ontenant �!(
)�!. Alors, d'apr�es la proposition IV.1.9, les germes en �! de D! et C! sontoppos�es dans l'immeuble des dire
tions en �! de �!.Cela entrâ�ne que �! est n�e
essairement la proje
tion orthogonale de �!(
)�! sur l'ap-partement F!, don
 sur la g�eod�esique �!, et r�e
iproquement (en rempla�
ant 
 par 
�1), etdon
 que d!(�!; �!(
)�!) = d!(�!; �!(
)�!) > 0.En�n, �!(
) envoie la proje
tion orthogonale de �!(
)�! sur �!, qui est �!, sur la pro-je
tion orthogonale de �!(

)�! sur �!, qui est �egalement �!.Lemme V.5.11 Soient 
 et 
0 dans � � h
i telles que l'arête e s�epare les arêtes 
e et 
0edans l'arbre T , alors le point �! de �! est sur le segment [�!(
)�!; �!(
0)�!℄.94



Preuve. Comme, pour tout k, la g�eod�esique � s�epare les points xk = �k(
)x0 et yk = �k(
0)x0dans H , on a d(xk; yk) � d(xk; �) + d(�; yk). En passant �a la limite asymptotique, on aque d(�!(
)�!; �!(
0)�!) est sup�erieur ou �egal �a d(�!(
)�!; �!) + d(�!; �!(
0)�!), don
 �ad(�!(
)�!; �!) + d(�!; �!(
0)�!) d'apr�es le lemme V.5.10, 
e qui 
on
lut par le 
as d'�egalit�edans l'in�egalit�e triangulaire.D�emontrons maintenant la proposition V.5.9. Soit 
 2 �. Supposons tout d'abord queInt+(
; 
) et Int�(
; 
) soient nuls. Alors, quitte �a rempla
er 
 par un de ses 
onjugu�es dans� (
e qui ne 
hange pas les ve
teurs de translation), on peut supposer que 
 est dans A ou�eventuellement dans B, suivant le 
as. On a don
 �0!(
) = �!(
) si 
 2 A, ou �eventuellement�0!(
) = h!�!(
)h�1! si 
 2 B, 
e qui 
on
lut.Supposons maintenant que 
 n'est pas 
onjugu�e dans A ni dans B. Alors 
 translateune unique g�eod�esique de l'arbre orient�e T dual �a la partition du revêtement universel deS d�e�nie par les relev�es de la 
ourbe ferm�ee simple C. Il existe par 
ons�equent un uniqueentier ` positif non nul et une unique (�a translation pr�es sur les indi
es) suite sans r�ep�etition(ei)i2Z d'arêtes 
ons�e
utives de T tels que 
ei = ei+` pour tout i 2 Z.Pour tout i 2 Z, soit "i �egal �a +1 si l'arête orient�ee ei pointe vers ei+1, �egal �a �1 dans le
as 
ontraire.Par d�e�nition, on a Int+(
; 
) = Cardfi 2 f0; : : : ; ` � 1g; "i = +1g et Int�(
; 
) =Cardfi 2 f0; : : : ; `� 1g; "i = �1g. eiei�1 ei+1+1 �1�1Pour tout i 2 Z, soit ai dans � tel que ei = aie o�u e est l'arête de T de stabilisateur h
i.On a 
aih
i = ai+`h
i dans �=h
i pour tout i 2 Z.Soit �i;! l'image de la g�eod�esique �! de H ! par �!(ai), et �i = �!(ai)�! = �i;!(0). Alors,
omme �!(
) �xe le point �!, on a �!(
)�i = �i+` pour tout i.Le lemme V.5.11 entrâ�ne que les points �i, i 2 Z, de H ! sont sur une même g�eod�esique,translat�ee par �!(
), 
ar l'arête ei de T s�epare les arêtes ei�1 et ei+1 pour tout i 2 Z. On end�eduit que le ve
teur de translation de �!(
) est �egal �a P`�1i=0 �(�i; �i+1).On d�e�nit deux suites de points (�0i)i2Z et (� 0i)i2Z dans �! de la mani�ere suivante.Soit i 2 Z. Pour tout entier k, soit �i;k dans E3 l'image du point x0 par �k(ai). On a[�i;k℄ = �i. Soit si;k le segment (orient�e) ouvert ℄�i;k; �i+1;k[, qui ne ren
ontre pas la famillede g�eod�esiques eFk = �k(�)�. Soit s0i;k l'image par l'appli
ation �k du segment si;k, et s0i lesegment de �! qui est la limite asymptotique des segments s0i;k. Soient � 0i; �0i+1 les deuxpoints de �! tels que s0i = [� 0i; �0i+1℄.Pour tout i dans Z, on a �0!(
)s0i = s0i+`.Notons qu'on a �(� 0i; �0i+1) = �(�i; �i+1) pour tout i.Soit i 2 Z. Soient 
 = a�1i ai�1 et 
0 = a�1i ai+1. Soient uk et vk les images par �k(a�1i )des segment si�1;k et si;k et u = [uk℄ et v = [vk℄ leurs limites asymptotiques. On a uk =[�k(
)x0; x0℄ et vk = [x0; �k(
0)x0℄, u = [�!(
)�!; �!℄ et v = [�!; �!(
0)�!℄Soient u0k et v0k les images par �k de uk et vk. Soient u0 = [u0k℄ et v0 = [v0k℄ leurs limitesasymptotiques, et u00; u01; v00; v01 les points de �! tels que u0 = [u00; u01℄ et v0 = [v00; v01℄.95



Comme �k est (�k; �0k)-�equivariante, les segments s0i�1;k et s0i;k sont les images par �0k(ai)de u0k et v0k. Les segments s0i�1 et s0i sont les images par �0!(ai) de u0 et v0. Les points � 0i�1,�0i, � 0i, et �0i+1 sont don
 par d�e�nition les images par �0!(ai) des points u00, u01, v00 et v01.

E3hk(Bk)Ak
hkx0uk x0
v0k

Cas "i = +1.
hkx0hk(Bk)Akvk x0 u0k

Cas "i = �1.Si "i = +1, alors uk � Ak et vk � Bk, don
 u0k = uk et v0k = hk(vk). On en d�eduitque u0 = u = [�!(
)�!; �!℄ et que v0 = h!v = [h!�!; h!�!(
0)�!℄. On a don
 �(�0i; � 0i) =�(u01; v00) = �(�!; h!�!) = �(Y!). De plus, d'apr�es le lemme V.5.10, les segments issus deu01 = �! et d'extr�emit�es respe
tives u00 = �!(
)�! et v00 = h!�! ont leurs germes en u01 = �!dans des 
hambres oppos�ees de l'immeuble des dire
tions de �! de �!. De même, les segmentsissus de v00 = h!�! et d'extr�emit�es respe
tives u01 = �! et v01 = h!�!(
0)�! ont leurs germesen v0 � 0 = h!�! dans des 
hambres oppos�ees de l'immeuble des dire
tions de h!�! de �!.Si "i = �1, alors uk � Bk et vk � Ak, don
 u0 = h!u = [h!�!(
)�!; h!℄ et v0 = v =[�!; �!(
0)�!℄ . On en d�eduit que �(�0i; � 0i) = �(u01; v00) = �(h!�!; �!) = �(�Y!). On a demême que les segments [u01; u00℄ et [u01; v00℄ (resp. [v00; v01℄ et [v00; u01℄) sont dans des germes de
hambres oppos�es en u01 (resp. en v00).On a don
 obtenu que �(�0i; � 0i) = �("iY!) pour tout i, et que la suite: : : ; �i0; �i0; �0i+1; � 0i+1; : : :est une g�eod�esique par mor
eaux �a segments lo
alement dans des germes de 
hambres op-pos�ees. Elle est don
 
ontenue dans un appartement F 0 par la propri�et�e des immeubles aÆnes�enon
�ee dans le 
orollaire II.1.13.Pour tout i dans Z, d'apr�es le 
orollaire II.1.13, les points �0i�` et �0i+` sont dans deux
hambres de Weyl de �! de sommet �i0, oppos�ees en �i0. Or le segment [�i0; �0i+`℄ est l'imagepar �0!(
) du segment [�0i�`; �i0℄, en parti
ulier 
es deux segments sont de même type. Lespoints �0i�`, �i0 et �0i+` sont don
 n�e
essairement align�es.Le ve
teur de translation de �0!(
) est don
 �egal au type du segment [�i0; �0i+`℄. Dansl'appartement F 0, le ve
teur de �i0 �a �0i+` est �egal �a la somme des ve
teurs de �j 0 �a �j 0 et desve
teurs de �j 0 �a �0j+1 pour j allant de i �a `� 1. Or tous 
es ve
teurs sont dans une même
hambre de Weyl ve
torielle de F 0, don
 le type de leur somme est la somme de leur types.Par ailleurs, on a �(�j 0; �j 0) = �("jY!) et �(�j 0; �j 0) = �(�j; �j+1) pour tout j 2 Z, don
�(�i0; �0!(
)�i0) = v(�!(
))+ Int+(
; 
)��(Y!)+ Int�(
; 
)�(�Y!) d'apr�es la d�e�nition des96



F 0
�0i+`�0i+1�0i+1�0i�0i�0i�`

nombres d'interse
tions positives et n�egatives de 
 et 
, 
e qui 
on
lut.Remarque V.5.12 Comme v Æ�0! n'est pas identiquement nul sur �, 
'est (�a multipli
ationpar un s
alaire pr�es) une valeur d'adh�eren
e de la suite �0k dans le bord de X .Remarque V.5.13 Remarquons que le spe
tre des longueurs obtenu ne d�epend que du typedans C de Y!. Si 
e type est invariant par l'involution d'opposition Z 7! Zopp = �(�Z)de C, il est 
olin�eaire �a X. Par ailleurs, dans le 
as o�u C est s�eparante, pour tout 
 on aInt+(
; C) = Int�(
; C),et don
 v Æ �0!(
) = v Æ �!(
)+ Int(
; C)(Y! +Y!opp). Dans 
es deux
as, le spe
tre de ve
teurs de translation obtenu est �egal �a 
elui obtenu en twistant �k le longde C dans H par un twist de Dehn hyperbolique ordinaire (voir par exemple [FLP℄).On se repla
e dans le 
adre de l'exemple V.5.7. Le sous-arbre de H ! port�e par l'orbitedu point-base �! sous l'a
tion de �!(�), qui est invariant par �!(�), est alors isom�etrique�a l'arbre T (
ar les hexagones hyperboliques droits ne bordant pas C sont 
onstants, don
leurs relev�es 
onvergent vers des points du 
ône asymptotique, et 
eux bordant C ont leursrelev�es qui 
onvergent vers des segments de longueur 12 , dans le 
as s�eparant, 1 dans le 
asnon-s�eparant, du 
ône asymptotique, d'apr�es le 
hoix de �k).On a don
 v(�!(
)) = Int(
; C)X pour tout 
 de �.La proposition V.5.9 permet don
 de 
al
uler expli
itement le spe
tre de �0!.Proposition V.5.14 Dans l'exemple V.5.7, pour tout 
 dans �, on av(�0!(
)) = Int+(
; C)Z + Int�(
; C)Zoppo�u Z = X +�Y! 2 C.Corollaire V.5.15 Dans l'exemple V.5.7, on suppose que C n'est pas s�eparante et que �Y!n'est pas invariant par l'involution d'opposition de C. Alors le spe
tre des longueurs detranslation de �0! n'est pas le spe
tre des longueurs de translation d'une a
tion de � sur unarbre.Preuve. En e�et, soit g = atat�1 o�u a est un �el�ement de A � h
i. D'apr�es la proposi-tion V.5.14, les ve
teurs de translation de t, g, gt = ata et gt�1 = atat�2 pour l'a
tion�0! sont respe
tivement �egaux �a Z, Z + Zopp, Z et Z + 2Zopp (
ar on voit fa
ilement que97



Int+(t; C) = Int�(g; C) = Int+(gt; C) = Int+(gt�1; C) = 1, Int�(t; C) = Int�(gt; C) = 0, etInt�(gt�1; C) = 2).Comme X est stable par l'involution d'opposition, il r�esulte des hypoth�eses que Z n'estpas �egal, don
 pas 
olin�eaire, �a son oppos�e Zopp. On en d�eduit que les longueurs de translationde gt et gt�1 pour l'a
tion �0! sont toutes deux stri
tement inf�erieures �a la somme deslongueurs de translation de t et g, 
e qui n'est pas possible dans une a
tion sur un arbre. Ene�et, pour une a
tion sur un arbre, si `(gt) < `(g) + `(t), alors `(gt�1) = `(g) + `(t) (voir[CuMo, se
tion 1.11℄).

98



Bibliographie[Alp℄ R. Alperin, An elementary a

ount of Selberg's lemma, L'Ens. Math. 33 (1987), 269-373.[BGS℄ W. Ballmann, M. Gromov, V. S
hroeder,Manifolds of nonpositive 
urvature, Progressin Mathemati
s 61, Birkh�auser 1985.[Bass℄ H. Bass, Groups of integral representation type, Pa
. J. Math. 86 (1980), 15-51.[Ben℄ Y. Benoist, Propri�et�es asymptotiques des groupes lin�eaires, Geom. Fun
t. Anal. 7(1997), 1-47.[Bes℄ M. Bestvina, Degenerations of the hyperboli
 spa
e, Duke Math. J. 56 (1988), 143-161.[Bou1℄ N. Bourbaki, Topologie G�en�erale, 
hap. 1, Hermann, Paris, 1971.[Bou2℄ N. Bourbaki, Alg�ebre 
ommutative, 
hap. 6, Hermann, Paris, 1971.[Bou3℄ N. Bourbaki, Groupes et alg�ebres de Lie, 
hap. 4 �a 6, Hermann, Paris, 1971.[Bri℄ M.R. Bridson, On the semisimpli
ity of polyhedral isometries, Pro
. Amer. Math. So
.127 (1999), 2143-2146.[BrHa℄ M.R. Bridson, A. Hae
iger, Metri
 spa
es with non-positive 
urvature,Grund. math. Wiss. 319, Springer Verlag, 1999.[Bro℄ K. Brown, Buildings, Springer Verlag, 1989.[BrTi1℄ F. Bruhat, J. Tits, Groupes r�edu
tifs sur un 
orps lo
al, I. Donn�ees radi
iellesvalu�ees, Publ. Math. I.H.E.S. 41 (1972), 5-252.[BrTi2℄ F. Bruhat, J. Tits, S
h�emas en groupes et immeubles des groupes 
lassiques sur un
orps lo
al, Bull. So
. Math. Fr. 112 (1984), 259-301.[Bus℄ P. Buser, Geometry and spe
tra of 
ompa
t Riemann surfa
es, Progress in Math. 106,Birkh�auser, 1992.[CaKe℄ D. Carter, G. Keller, Elementary expressions for unimodular matri
es, Comm. Al-gebra 12 (1984) 379-389.[Chi℄ I.M. Chiswell, Non standard analysis and the Morgan-Shalen 
ompa
ti�
ation, Quart.J. Math. Oxford 42 (1991), 257-270.[ChGo℄ S. Choi, W. M. Goldman, Convex real proje
tive stru
tures on 
losed surfa
es are
losed, Pro
. Amer. Math. So
. 118 (1993), 657-661.[CuMo℄ M. Culler, J. Morgan, Groups a
tions on R-trees, Pro
. Lond. Math. So
. 55 (1987),571-604.[CS℄ M. Culler, P.B. Shalen, Varieties of group representations and splittings of 3-manifolds, Ann. of Math. 117 (1983), 109-146.99



[Ebe℄ P. Eberlein, Geometry of non-positively 
urved manifolds, Chi
ago L. N. in Math.,The Univ. of Chi
ago Press, 1996.[FLP℄ A. Fathi, F. Laudenba
h, V. Po�enaru (eds), Travaux de Thurston sur les surfa
es,S�eminaire Orsay, Ast�erisque 66-67, So
. Math. Fran
e (1979).[Ger℄ P. G�erardin, Immeubles des groupes lin�eaires g�en�eraux. Non
ommutative harmoni
analysis and Lie groups (Marseille, 1980), Le
t. Notes in Math. 880, Springer (1981),138{178.[GW℄ H. Gl�o
kner, G. A. Willis, Unis
alar p-adi
 Lie groups, pr�epubli
ation 1999.[Gol℄ W. M. Goldman,Convex real proje
tive stru
tures on 
ompa
t surfa
es, J. Di�. Geom.31 (1990), 791-845.[GoIw℄ O. Goldman, N. Iwahori, The spa
e of p-adi
 norms, A
ta Math. 109 (1963), 137-177.[GoMi℄ W. M. Goldman, J. J. Millson, Lo
al rigidity of dis
rete groups a
ting on 
omplexhyperboli
 spa
e, Invent. Math. 88 (1987) 495-520.[Gro℄ M. Gromov, Asymptoti
 invariants of in�nite groups, Cambridge Univ. Press, 1991.[Hel℄ S. Helgason, Di�erential geometry, Lie groups and symmetri
 spa
es, A
ademi
 Press,1978.[Hit℄ N. J. Hit
hin, Lie groups and Tei
hm�uller spa
e, Topology 31 (1992), 449-473.[JoMi℄ D. Johnson, J. J. Millson, Deformation spa
es asso
iated to 
ompa
t hyperboli
 ma-nifolds, Dis
rete groups in geometry and analysis (New Haven, Conn., 1984), Progr.Math. 67, Birkh�auser, 1987, 48-106.[KaLe℄ M. Kapovi
h, B. Leeb, On asymptoti
 
ones and quasi-isometry 
lasses of funda-mental groups of 3-manifolds, Geom. Fun
t. Anal. 5 (1995), 582-603.[KlLe℄ B. Kleiner, B. Leeb, Rigidity of quasi-isometries for symmetri
 spa
es of higher rank,Publ. Math. I.H.E.S. 86 (1997), 115-197.[Lan℄ S. Lang, Algebra, Addison-Wesley, 1965.[Lee℄ B. Leeb, 
ommuni
ation orale, 1997.[LMR℄ A. Lubotzky, S. Mozes, M.S. Raghunathan, The word and Riemannian metri
 onlatti
es of semisimple Lie groups, preprint.[Mar℄ G. Margulis, Dis
rete subgroups of semi-simple groups, Ergeb. Math. Grenz. 17,Springer Verlag, 1991.[MaSo℄ G. Margulis, G. Soifer, Maximal subgroups of in�nite index in �nitely generatedgroups, J. Alg. 69 (1981) 1-23.[Mor℄ J. Morgan, Group a
tions on trees and the 
ompa
ti�
ation of the spa
e of 
lasses ofSO(n; 1)-representations, Topology 25 (1986) 1-33.[MoSh℄ J. Morgan, P. Shalen, Valuations, trees and degeneration of hyperboli
 stru
tures I,II, III, Ann. Math. 122 (1985), 398-476, et 127 (1988), 403-519.[Mos℄ G.D. Mostow, Strong rigidity of lo
ally symetri
 spa
es Ann. Math. Studies 78, Prin-
eton Univ. Press, 1973.[Par1℄ A. Parreau, Immeubles aÆnes, 
onstru
tion par les normes et �etude des isom�etries,pr�epubli
ation Univ. Orsay, Sep. 1999.100



[Par2℄ A. Parreau, Sous-groupes elliptiques de groupes lin�eaires sur un 
orps valu�e,pr�epubli
ation Univ. Orsay, Sep. 1999.[Pau1℄ F. Paulin, Topologie de Gromov �equivariante, stru
tures hyperboliques et arbres r�eels,Invent. Math. 94 (1988), 53-80.[Pau2℄ F. Paulin, De la g�eom�etrie et la dynamique des groupes dis
rets, M�emoire d'habilita-tion, ENS Lyon (Juin 1995).[Pau3℄ F. Paulin, D�eg�en�eres
en
e de sous-groupes dis
rets des groupes de Lie semi-simples,C. R. A
ad. S
i. Paris S�er. I Math. 324 (1997), no. 11, 1217-1220.[Rag℄ M. Raghunathan, Dis
rete subgroups of Lie groups, Springer Verlag 1972.[Ron℄ M.A. Ronan, Le
tures on buildings, Persp. Math. 7, A
ademi
 Press, 1989.[Rou℄ G. Rousseau, Exer
i
es m�etriques immobiliers, Pr�epubli
ation, Univ. Nan
y (1999).[Ser℄ J.-P. Serre, Arbres, amalgames, SL2, Ast�erisque 46, So
. Math. Fran
e (1983).[Ste℄ T. Steger, Lo
al �elds and buildings, Contemp. Math. 206, Amer. Math. So
. (1997),79-107.[Tit℄ J. Tits, Immeubles de type aÆne, dans \Buildings and the geometry of diagrams",Pro
. CIME Como 1984, L. Rosati ed., Le
t. Notes 1181, Springer Verlag (1986),159-190.
Laboratoire de Math�ematiques, UMR 8628 du CNRS,Bât. 425, Universit�e Paris-Sud,91405 Orsay Cedex, Fran
e.Courrier �ele
tronique : Anne.Parreau�math.u-psud.fr

101


