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Résumé

On étudie ici les dégénérescences de représentations fideles et discretes d’un groupe de type
fini I" dans un groupe de Lie semisimple réel G.

On donne d’abord des propriétés fondamentales des immeubles de Tits affines, les re-
lations entre leurs différentes définitions apparaissant dans la littérature, et de nouvelles
caractérisations pratiques. On démontre une classification de leurs isométries: elles fixent
un point ou translatent une géodésique dans le complété. On donne la construction par les
normes ultramétriques de 'immeuble de Bruhat-Tits A du groupe linéaire GL,(F) sur un
corps valué F quelconque. On démontre qu’un sous-groupe de type fini de GL,(FF), dont tout
élément fixe un point dans A, admet un point fixe global dans le complété de A.

On considere ensuite l'espace X (T', G) des classes de conjugaison de représentations fideles
et discretes de I' dans G, telles que les actions correspondantes de I' sur I'espace symétrique
X = G/K n’admettent pas de point fixe global a I'infini. On définit le vecteur de translation
d’un élément g de G comme l'unique vecteur de longueur minimale adhérent a 1’ensemble
des projections dans une chambre de Weyl fermée fixée C de X des segments joignant un
point de X a son image par g. On construit, par des méthodes purement géométriques,
une compactification de X' (T, G), induite par le spectre marqué des vecteurs de translation,
généralisant celle de Thurston pour I'espace de Teichmiiller. On montre que les points du
bord sont les spectres marqués de vecteurs de translation soit de représentations fideles et
discretes de I' dans G ayant un point fixe global a I'infini dans X, soit d’actions de I' sur
un immeuble affine, que I'on explicite. Lorsque T' est un groupe de surface et G = SL3(R),
ceci donne une compactification de la composante de Hitchin de I’espace des modules de
G-fibrés plats sur la surface, dont on calcule explicitement le spectre marqué des vecteurs de
translation de certains points du bord.

Mots clefs: groupe de Lie semisimple, groupe linéaire, sous-groupe discret, déformation,
dégénérescence, espace de représentations, compactification, espace symétrique de type non com-
pact, structures projective réelle, cone asymptotique, immeuble affine, norme ultramétrique, corps
valué.



Abstract

We hereby study the degenerations of the discrete and faithful representations of a finitely
generated group I into a semisimple real Lie group G.

We first give fundamental properties of the affine Tits buildings, the relationships between
their various definitions occuring in the litterature, and some new practical characterizations.
We classify their isometries : they either fix a point or translate a geodesic in the metric
completion. We give the construction via ultrametric norms of the Bruhat-Tits building
A of the linear group GL,(F) for any valuated field F. We show that a finitely generated
subgroup of GL,(F), every element of which fixes a point in A, has a global fixed point in
the metric completion of A.

We then consider the space X(T',G) of conjugacy classes of discrete and faithful
representations of I into G, such that the corresponding action of I' on the symmetric
space X = G/K fixes no point at infinity. We define the translation vector of an element
g in G as the unique vector of minimal length in the closure of the set of projections into
a fixed closed Weyl chamber C of X of the segments joining a point of X to its image by
g. We construct, in a purely geometric way, a compactification of X (T, G), induced by
the marked translation vector spectrum, generalizing Thurston’s compactification of the
Teichmiiller space. We show that the boundary points are the marked translation vector
spectra of either faithful and discrete representations of I" into GG having a global fixed point
at infinity of X or of an action of ' on an affine building, that we determine. When I' is a
surface group and G = SL3(R), this gives a compactification of the Hitchin component of
the moduli space of flat G-bundles over the surface, and we compute explicitely the marked
translation vector spectrum of some boundary points.

Keywords : semisimple Lie group, linear group, discrete subgroup, deformation, degenera-
tion, representation space, compactification, symmetric space of noncompact type, real projective
structures, asymptotic cone, affine building, ultrametric norm, valuated field.
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Introduction.

Soit G un groupe de Lie semisimple réel, connexe, sans facteur compact, de centre fini.
L’exemple fondamental est le groupe linéaire spécial G = SL, (R). Soit I' un groupe infini, de
type fini (muni de la topologie discrete). On suppose que I' n’a pas de sous-groupe d’indice fini
possédant un sous-groupe abélien distingué infini. Cette hypothese est notamment vérifiée
si I' est un sous-groupe discret fortement irréductible de SL, (R).

On peut réaliser G, modulo son centre, comme le groupe des isométries d’une variété
riemannienne compléte simplement connexe X a courbure sectionnelle négative ou nulle,
qui s’identifie au quotient G/K de G par un de ses sous-groupes compacts maximaux K,
appelée [’espace symétrique de type non compact associé a G. Le rang de G est égal a la
dimension commune des sous-espaces totalement géodésiques euclidiens maximaux, qu’on
appelle les plats maximaux de X. Si G est de rang 1, alors X est a courbure sectionnelle
strictement négative. Les morphismes de I' dans GG peuvent étre interprétés comme des
actions isométriques de I sur X. C’est I'angle d’approche qui est systématiquement choisi
dans ce travail.

Une représentation fidele et discrete de I' dans G est un morphisme du groupe I' dans
le groupe G, injectif, d’image discrete. On dit qu'une représentation de I' dans G est non-
parabolique si 'action de I sur X associée n’admet pas de point fixe global dans le bord a
I'infini de X'. Cette notion correspond pour G = SL,,(R) a celle de représentation irréductible.

On considere l'espace X (T, G) des déformations (fidéles et discrétes, non paraboliques)
de I dans G, c’est-a-dire des classes d’équivalence de représentations fideles et discretes, non
paraboliques, de " dans (G, ol on identifie deux représentations qui se déduisent 'une de
l’autre par conjugaison par un élément de GG. Cet espace est muni de la topologie quotient
de la topologie compacte-ouverte sur 'espace R(I',G) de toutes les représentations de T’
dans G (qui coincide avec la topologie de la convergence simple). L’hypothese faite sur T’
et la restriction aux représentations non paraboliques assurent que X (T, G) est localement
compact. On s’intéresse plus particulierement aux dégénérescences possibles de déformations
de I dans G “partant a l'infini” dans l'espace X' (T, G).

Si ' est le groupe fondamental d’une surface lisse S connexe orientée fermée, de genre
g > 2, et G = PSLy(R), alors X est le plan hyperbolique H? et 'espace X (T',G) a deux
composantes connexes, chacune s’identifiant naturellement a I’espace de Teichmiiller 7 des
structures hyperboliques (marquées) sur la surface S. Cet espace T est homéomorphe a une
cellule de dimension 6g — 6.

Si'=m(S) et G = PGL3(R), alors Goldman et Choi ont montré (voir [ChGo]) que
'espace P des structures projectives réelles convexes (marquées) sur S est une cellule de
dimension 16g — 16, égale a la composante de Hitchin de I'espace des modules de G-fibrés



plats sur la surface ([Hit]). En particulier c’est une composante connexe de X (I", G).

Par contre, si I" est un réseau irréductible d’'un groupe de Lie H semisimple réel, connexe,
sans facteurs compacts, de centre fini, de rang supérieur ou égal a 2, le théoreme de super-
rigidité de Margulis (voir [Mar]) entraine que pour tout G, I'espace X' (T, G) est fini.

Les réseaux des groupes de Lie réels semisimples (connexes, sans facteurs compacts, de
centre fini) H de rang 1 non localement isomorphes & PSLy(R), comme SOg(n, 1) pour n > 3,
s’ils n’ont pas de déformations non triviales dans H par les résultats de rigidité de Mostow
(voir [Mos]), ont dans certains cas de riches espaces de déformations dans d’autres groupes
G, correspondant par exemple aux structures conformes (G = SOq(n + 1,1)) et projectives
réelles (G = PGL,1(R)) marquées sur une variété M de groupe fondamental I (voir par
exemple [JoMi]).

Thurston a construit une compactification de I'espace de Teichmiiller, fondamentale pour
’étude du groupe modulaire de la surface (voir par exemple [FLP]). L'un de ses outils
fondamentaux est le spectre marqué des longueurs.

Le spectre marqué des longueurs d’une action de I' sur un espace métrique X est la
fonction de T' dans R, qui & un élément ~y associe sa longueur de translation £(vy), qui est la
borne inférieure de la distance entre un point de X et son image par . C’est un invariant
de conjugaison.

Dans le cas ou I est le groupe fondamental de S et ol I'action provient d’une structure
hyperbolique sur S, la longueur de translation de v est égale a la longueur de 1'unique
géodésique fermée librement homotope a . On sait que le spectre marqué des longueurs
détermine uniquement la structure hyperbolique sur S.

Plus généralement, pour G = SOg(n, 1), Morgan et Shalen (cf. [MoSh], [Mor], [Chi])
généralisent la compactification de Thurston, par des méthodes algébriques, en interprétant
les points du bord comme les spectres marqués des longueurs de translation d’actions de I'
sur des arbres réels, a “petits” (i.e. virtuellement cycliques) stabilisateurs d’arétes.

Un arbre réel est un espace métrique dont deux points quelconques peuvent étre joints par
un unique arc, isométrique a un intervalle de R. Cette notion généralise les arbres simpliciaux
(dits aussi discrets) usuels.

Les arbres réels introduits dans [MoSh] pour G = SLy(R) sont en fait obtenus comme
immeubles de Bruhat-Tits de SLy(F), ot F est le corps des fonctions rationnelles invariantes
par G sur la variété algébrique des représentations R(I", G), muni d’une valuation dépendant
du point du bord considéré.

Bestvina [Bes| et Paulin [Paul] obtiendront ensuite cette compactification de maniere
plus directe, en utilisant des arguments de convergence d’espaces métriques. Les actions de
[' sur des arbres réels apparaissent alors comme des limites, pour la topologie de Gromov
équivariante, d’actions de I' sur l'espace X, dont la métrique est divisée par une suite de
constantes tendant vers +oo.

Le résultat principal de ce travail est de généraliser cette compactification pour G de rang
supérieur ou égal a 2, et d’en étudier quelques propriétés. La possibilité d'une telle compacti-
fication a été envisagée par de nombreuses personnes (Gromov, Paulin [Pau2], Kleiner-Leeb,
Farb...).

En rang supérieur ou égal a 2, il convient de remplacer les arbres réels par une catégorie



plus générale d’espaces métriques, les immeubles affines, ou encore euclidiens. Ce sont des
objets géométriques introduits par Bruhat et Tits (voir par exemple [Tit]). L’exemple fonda-
teur est 'immeuble de Bruhat-Tits associé a un groupe algébrique semi-simple sur un corps
valué F (cf. [BrTil]). Il joue un réle analogue pour ce groupe & celui joué pour un groupe
de Lie semi-simple réel sans facteur compact par I’espace symétrique de type non compact
associé. Les immeubles affines les mieux connus (voir [Bro], [Ron]) sont les immeubles “dis-
crets” ou simpliciaux (admettant une structure de complexe simplicial), qui correspondent
au cas ot la valuation de F est discrete.

Les immeubles affines et les espaces symétriques de type non compacts se ressemblent par
de nombreux aspects. Ils appartiennent a la classe plus large des espace métriques CAT(0),
propriété exprimant leur “courbure négative ou nulle” par comparaison des triangles avec
les triangles euclidiens. Le rang d’un immeuble affine est la dimension commune de ses
appartements, qui sont des sous-espaces totalement géodésiques euclidiens maximaux. Les
immeubles affines de rang 1 sont les arbres réels (sans sommets terminaux).

Les actions de T" sur des immeubles affines apparaissent naturellement dans 1’étude des
dégénérescences de déformations de I' dans G, par le biais d’un outil fondamental, le cone
asymptotique de I'espace X.

La notion de cdne asymptotique (cf. [Gro]) permet de construire, en utilisant des ultra-
filtres, un espace métrique qui est la limite (quitte & extraire) de la suite des espaces métriques
obtenus en divisant la distance d’un espace métrique par une suite de réels positifs tendant
vers l'infini.

Le cone asymptotique de I'espace X est un immeuble affine de type (A, W) (ot A est un
sous-espace de Cartan de l'algebre de Lie de G et W le groupe de Weyl associé) (Gromov
[Gro], Kleiner-Leeb [KlLe]). Le procédé de passage au cone asymptotique permet donc de voir
les dégénérescences de déformations de I' dans G comme des actions de ' sur des immeubles
affines, sans point fixe global (voir [Pau3], [KaLe]).

Les immeubles affines obtenus par ces dégénérescences ne sont ni discrets ni localement
compacts, ce qui représente une difficulté majeure dans I’étude des actions obtenues. De plus,
beaucoup de propriétés, élémentaires dans le cas des arbres, sont tres difficiles & généraliser
pour les immeubles affines de rang supérieur. En particulier ’enveloppe convexe d’un nombre
fini de points n’est en général pas contenue dans une réunion finie d’appartements.

Pour compactifier X'(I", G), on introduit (en section V.2) un raffinement de la notion de
spectre marqué des longueurs de translation, le spectre marqué des vecteurs de translation.

Soit A un sous-espace de Cartan de l'algebre de Lie de G et W le groupe de Weyl
associé. On se fixe une chambre de Weyl fermée C de A. Pour G = SL,(R), on identifie A &
I’hyperplan de R™ formé par les vecteurs de somme des coordonnées nulle, et le groupe W
au groupe des isométries de A induites par les permutations des coordonnées. On peut alors
prendre pour C le cone convexe fermé de A formé par les vecteurs (aq,..., a,) tels que
a1 > ... > a,. A chaque segment dans X est associé un unique vecteur de méme longueur
de C, appelé son type. L’action de G préserve le type des segments. Le vecteur de translation
v(g) d'un élément g de G est I'unique vecteur de C de longueur minimale dans ’adhérence
dans C de I’ensemble des types des segments joignant un point de X & son image. Pour
G = SL,(R), cet invariant de conjugaison est égal a la suite décroissante des logarithmes des
modules des valeurs propres de g. Il dépend continiment de g. Sous une autre forme, il est



notamment utilisé dans [Ben] pour étudier le cone limite des sous-groupes discrets Zariski-
denses de G. On peut définir de maniere analogue le vecteur de translation d’une isométrie
préservant le type des segments d’'un immeuble affine.

Le spectre marqué des vecteurs de translation d’une action p de I" sur X est 'application
vopdeD dans C. On dira que deux éléments de C' sont projectivement égauz s’ils sont
multiples I'un de "autre par un réel positif non nul.

On fixe une partie génératrice finie S de I'. Pour toute action p de I' sur X, on note A(p)
la borne inférieure pour x dans X du maximum de la distance entre x et ses images par les
éléments de S. On montre (en section V.4) le théoreme suivant.

Théoréme 1 Lapplication ¥ de X(I',G) dans c qui a [p] associe ﬁv o p est continue

et dimage relativement compacte. Un point du bord B C C' de X(T,G), pour la compacti-
fication induite par %, est projectivement éqgal au spectre marqué des vecteurs de translation
d’une action de T' soit sur X et ayant un point fixe au bord, soit sur un immeuble affine de

type (A, W), sans point fize global.

L’action sur un immeuble affine est obtenue par passage a un cone asymptotique comme
dans [Pau3], ot il est en outre montré qu’elle est & stabilisateurs de germes d’appartements
virtuellement résolubles. L’essentiel de la difficulté consiste ici a montrer la continuité du
vecteur de translation par passage & un céne asymptotique (Prop. V.2.4).

On donne (voir la section V.5), dans le cadre ou I' = m1(S) et G = SL3(R), un exemple
de point du bord, en calculant explicitement le spectre marqué des vecteurs de translation
d’une action de ' sur un immeuble affine de rang 2 obtenue par dégénérescence d’une suite
de structures projectives réelles convexes (marquées) sur S. On montre que le spectre des
longueurs associé ne provient pas d’une action de I' sur un arbre réel.

Les preuves des résultats ci-dessus utilisent certaines propriétés des immeubles asympto-
tiques, qui ne sont ni localement compacts, ni discrets, et qu’il a fallu établir. D’autre part,
la compréhension des actions de groupes sur les immeubles affines devrait donner, via le
théoreme 1, des informations sur X' (T', G) et permettre de tirer des applications intéressantes.
On a donc entamé une étude de fond des immeubles affines et de leurs isométries, dans le
cadre le plus général possible, qui s’avere nettement plus difficile que dans le cas des arbres
réels.

La notion d’immeuble affine (pas nécessairement discret) fait 'objet d’un exposé détaillé
(sections IL.1 et II.2). On établit proprement les propriétés fondamentales. On donne les
relations entre les différentes définitions des immeubles affines apparaissant dans la littérature
(en particulier, on montre que la définition de Kleiner-Leeb (voir [KlLe]) (élargie au cas non
complet) est équivalente a celle de Tits), et des caractérisations pratiques.

On démontre (section I1.3) un théoreme de classification des isométries des immeubles
affines. Rappelons (voir par exemple [BrHa]) qu’on classe de fagon standard une isométrie
d’un espace métrique CAT(0) dans I'un des trois types suivants: elliptique si elle a un point
fixe, axiale si elle translate une géodésique, parabolique si la borne inférieure de la distance
entre un point et son image n’est pas atteinte (voir I'exemple du plan hyperbolique H?).

Théoreme 2 Soit A un immeuble affine, dont ['tmmeuble sphérique a l'infini est épais. Soit
g une isométrie de A, alors g fize un point ou translate une géodésique du complété de A.
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Plus précisément on donne (voir Th. I1.3.1) une majoration (uniforme en le type de
I'immeuble) de la distance d’un point 2 a I'ensemble de déplacement minimal en fonction de
la distance de x a son image par g (voir [Rou] pour des résultats apparentés). Si g préserve
les chambres de Weyl (par exemple si g est un automorphisme), le résultat est valable sans
I’hypothese sur 'immeuble a ’infini.

En rang 1, pour les arbres discrets et réels, ce théoreme est du a Serre et Tits (voir aussi
[MoSh]). Dans le cas discret (voir [Bri] pour un résultat plus général dans cette direction) ou
localement compact, la démonstration en est tres facile. Ce résultat (notamment utilisé dans
la preuve du théoreme 1) permet par exemple de montrer le corollaire intéressant suivant.

On dit qu'un groupe abstrait I" est de génération bornée par rapport a une de ses parties
finies F' s’il existe un entier k tel que pour tout élément v de I, il existe des éléments
Vi, ..., Y de F et des entiers ny, ..., ng tels que v = 77" - - - v,*. Par exemple (voir [CaKe]),
pour n > 3, le groupe I' = SL,,(Z) est de génération bornée par rapport a la partie finie F’
formée des matrices unipotentes élémentaires. Ces matrices sont de plus des éléments v de
[ de longueur stable nulle, ¢’est-a-dire que pour une (toute) longueur des mots |.| sur T', on
a lim,,—, [|y™]/m = 0 (voir par exemple [LMR]).

Corollaire 3 Soit I' un groupe de génération bornée par rapport a une de ses partie finie
F formée d’éléments de longueur stable nulle de T'. Si T agit par automorphismes sur un
immeuble affine A, alors T' admet un point fixe global dans le complété de A.

Preuve. Le théoréeme 2 ci-dessus entraine qu’un élément v de longueur stable nulle de T’
admet nécessairement un point fixe dans le complété A de A. En effet, il existe un point
z dans A tel que d(z,y™x) = md(x,vyz), or d(z,y"x) < |v™|gsup,esd(z, sz) (ot S est
une partie génératrice finie quelconque de T et |.|4 la longueur des mots associée), dont on
déduit, en passant a la limite quand m tend vers I'infini, que d(z,vz) = 0.

Les éléments de F ont donc chacun un point fixe dans A. Il est alors facile de voir en
utilisant la propriété de génération bornée que les orbites de I' dans I’espace métrique CAT(0)
complet A sont bornées, donc que I' admet un point fixe global. ]

Corollaire 4 Soient F un corps valué et O son anneau de valuation. Soient n et m deux
entiers non nuls, avec n > 3. Soit p une représentation de SL,(Z) dans SL,,(F). Alors
p(SL,(Z)) est un sous-groupe borné de SL,,(F), et dans le cas ot l'immeuble de Bruhat-Tits
de SL,,(F) est complet, p(SL,(Z)) est conjugué dans SL,(O). ]

Ce résultat est dii a Margulis dans le cas ou le corps F est localement compact. Il est
par ailleurs bien connu que le groupe SLy(Z) agit sur des arbres sans point fixe global, donc
I’hypotheése n > 3 est nécessaire.

Le corollaire suivant montre un exemple d’application du théoreme 1 (dans le cas ou
[' = SL,,(Z) avec n > 3, on retrouve, en bien plus faible, le résultat de super-rigidité bien
connu).

Corollaire 5 Soit I' un groupe de génération bornée par rapport a une de ses parties finies
F formée d’éléments de longueur stable nulle de I". On suppose que I' n’a pas de sous-groupe
d’indice fini possédant un sous-groupe abélien distingué non trivial. Soit G un groupe de Lie
semisimple réel, connexe, sans facteur compact, de centre fini.



L’espace des représentations fidéles et discrétes de I' dans G, modulo conjugaison, est
compact des qu’il est séparé. ]

Les actions de I' sur des immeubles affines impliquées dans le théoreme 1 proviennent en
fait, d’apres une communication orale de B. Leeb, de représentations de I' dans le groupe
linéaire SL,, (K, ), agissant sur 'immeuble de Bruhat-Tits associé, ou K, est un corps valué
ad hoc, construit en utilisant un ultrafiltre w, qui n’est ni localement compact, ni a valuation
discrete. On montre en effet, en suivant les indications de B. Leeb, qu'un cone asymptotique
de 'espace symétrique de type non compact associé a SL, (R) est 'immeuble de Bruhat-Tits
associé a SL, (K, ) (voir section IV.2). Cette démonstration utilise le modele des normes
ultramétriques pour I'immeuble de Bruhat-Tits A associé au groupe GL,(F), ou F est un
corps valué quelconque, qu’on expose préalablement en détail (section IIL.1).

La construction usuelle de 'immeuble de GL,,(F) dans le cas ot la valuation est discréte
(voir [Ser] pour n = 2, et par exemple [Ste] pour n > 2) s’appuie fortement sur sa structure
de complexe simplicial, dont les sommets s’identifient aux classes d’homothétie de réseaux
de ™. Elle n’est donc pas valable pour une valuation non discrete.

L’approche par les normes ultramétriques sur ’espace vectoriel " permet d’unifier les
cas ou la valuation est discrete, dense, ou surjective et de donner un modele concret pour
I'immeuble de Bruhat-Tits de GL, (F). Elle met également en valeur 1’analogie avec 'espace
symétrique de type non compact associé a SL,(R), qui peut étre vu comme l'espace des
normes euclidiennes de volume 1 sur R”. La construction de cet espace est due dans le cas
localement, compact & [Golw] (voir aussi [Ger]), mais leurs outils ne s’adaptent pas au cas
général. Bruhat et Tits ont vérifié dans [BrTi2], dans le cas général (et pour tous les groupes
classiques), que cet espace est isomorphe a I'immeuble de Bruhat-Tits introduit dans [BrTil].
Ici, on a tenté de vérifier les axiomes des immeubles affines de la maniere la plus directe et
élémentaire possible.

Le résultat suivant, généralisant partiellement un théoreme bien connu pour les arbres
réels (cas ou n = 2) (du a Serre [Ser| dans le cas des arbres discrets, et & Morgan-Shalen
([MoSh]) dans le cas des arbres réels) et démontré en section II1.3, entraine que, pour une
action de I' sur I'immeuble affine classique de GL,(F), le spectre marqué des vecteurs de
translation est nul si et seulement si I'action admet un point fixe global dans le complété.

Théoreme 6 Soit n un entier non nul et F un corps valué. Soit A I'immeuble de Bruhat-Tits
associé 4 G = GL,(F). Soit T' un sous-groupe de GL,,(F), tel que
1. Le groupe T' est engendré par une partie S telle que S.x C A est bornée pour un (tout)
point © de A (par exemple S finie ou compacte).
2. La longueur minimale de translation est bornée sur I'.
Alors T admet un point fize global dans le complété A de A.

La condition 2, en apparence plus faible, est satisfaite si tout élément de I' fixe un point
de A, et seulement dans ce cas par le théoreme 2 ci-dessus.

Par le biais des relations entre la norme d’endomorphisme d’un élément g de GL,,(F) et
la distance dans A entre un point et son image par g, on peut traduire cet énoncé en termes,
plus algébriques, de sous-groupes de GL,(F) bornés (modulo le centre de GL,(TF)).
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Pour n quelconque, des cas particuliers de cet énoncé (sous forme algébrique) étaient déja
connus (voir [Bass] si I' est absolument irréductible et [Ben| si I’adhérence de Zariski de I’
est réductive).

La démonstration utilise un mélange des techniques algébriques classiques, reposant, sur
le lemme de Burnside (voir par exemple [Bass]), et des propriétés CAT(0) qui relient sous-
groupes bornés et stabilisateurs des normes ultramétriques sur F".

En particulier, si A est complet (par exemple si la valuation est discréte), on a alors (en
notant @ I’anneau de valuation de F): un sous-groupe de type fini de GL,,(F) dont chaque
élément est conjugué a un élément de GL,(O) est conjugué & un sous-groupe de GL,(O).

Dans le cas ou F = Q,, H. Glockner et G. A. Willis ont montré (cf. [GW, Conjecture
1.1 et Theorem 3.5]) que ce résultat entraine le corollaire suivant. Un groupe topologique
totalement discontinu, localement compact, est uniscalaire si tout élément normalise un sous-
groupe compact ouvert, et pro-discret si tout voisinage de I'identité contient un sous-groupe
compact ouvert distingué.

Corollaire 7 Tout groupe de Lie p-adique uniscalaire engendré par un compact est pro-
discret.

Une partie des résultats ci-dessus (les fondements sur les immeubles affines, le théoréme
2 de semi-simplicité des isométries d’'un immeuble affine, le théoreme 6 sur les sous-groupes
purement elliptiques des groupes linéaires sur un corps valué) a fait I'objet de prépublications
[Parl], [Par2].






Chapitre 1

Préliminaires.

I.1 Espaces métriques CAT(0).

On trouvera par exemple dans [BrHa] les démonstrations des quelques définitions et
résultats relatifs & la notion d’espace métrique CAT(0) rappelés ci-dessous.

Soient X un espace métrique géodésique et x,y, z trois points de X. Un triangle de
comparaison euclidien est un triplet 7,7, Z de points du plan euclidien tel que d(Z,7) = d(z, y)
et de méme par permutations de x,y, z. L’ angle de comparaison <,(y, z) en x entre y et z
est par définition I’angle euclidien <(z(7,Z) en T entre 7 et Z.

Définition I.1.1 Un espace métrique géodésique X est dit CAT(0) si ses triangles sont plus
fins que les triangles euclidiens correspondants dans le sens précis suivant. Soient x,y, 2
trois points de X, et T,y,z un triangle de comparaison. Alors, pour tout point p de toute
géodésique entre x et y, on a d(p,z) < d(p,Z) ou P est le point du segment [T,7] tel que
d(z,p) = d(z,p).

z X R?

3l

Fic. 1.1 — Comparaison des triangles dans X et R?.

Par exemple, les variétés riemanniennes completes a courbure sectionnelle négative
ou nulle sont des espace métriques CAT(0). Celles-ci possédent la propriété particuliere
supplémentaire que deux géodésiques qui coincident sur un segment non trivial sont égales.
On verra au chapitre IT une autre catégorie d’espace métriques CAT(0), les immeubles affines,
pour lesquels cette propriété n’est pas vérifiée.



Soit X un espace métrique CAT(0). Pour tous z,y dans X, il existe un unique segment
géodésique allant de x a y dans X, qu'on notera [x,y]. Une partie C' de X est conveze si
tout segment géodésique joignant deux points de C' est inclus dans C'. La distance d est une
fonction convexe, c’est-a-dire que si o et o’ sont deux géodésiques de X alors d(o(t),0’(t))
est une fonction convexe de t. Les boules pour la distance d sont des parties convexes de X.

Soit x,y, z trois points de X. Si ¢ et 2’ sont deux points respectifs des segments [z, y] et
[z, 2], alors 'angle de comparaison <,(y',2') est inférieur ou égal & I’angle de comparaison
<. (y, 2). Sa limite quand 7' et 2’ tendent vers x est appelé angle en z entre y et z et notée
<(y,2). On a
(Y, 2) < L(y, 2),

et, dans le cas d’égalité, les trois points bordent un triangle plat, i.e. il existe une isométrie de
lintérieur dans R? du triangle de comparaison, & valeurs dans X, envoyant chaque sommet
sur le point correspondant. Pour tous z,y, z,p dans X, on a

LG (Y, 2) < <a(y,p) + <(p, 2).

L’espace des classes d’équivalence de segments géodésiques issus de x formant un angle
nul en x est appelé I'espace des directions en x de X et noté §,X. Il est muni de la distance
angulaire induite par ’angle en z.

Soit g une isométrie de X. On appelle longueur (minimale) de translation de g et on note
¢(g) le réel positif ou nul

tg) = inf d(, gz).

La fonction de déplacement d, : x € A — d(z,gx) est convexe. On appelle ensemble de
déplacement minimal de g et on note Min(g) le convexe fermé (éventuellement vide) formé
des points z de X tels que d(z, gz) = £(g). On dit que g est semi-simple si Min(g) est non
vide, parabolique sinon. Dans le premier cas, g fixe un point (est elliptique) si £(g) = 0 ou
translate une géodésique (est aziale) si £(g) > 0. Dans ce dernier cas, Min(g) est la réunion
des géodésiques translatées par g, et est isométrique a un produit C' xR, ou C est un convexe
fermé de X et g agit sur C' x R comme (id, s — s+ £(g)).

Le groupe des isométries de X est muni de la topologie compacte-ouverte. La longueur de
translation est semicontinue, i.e. si (gx)x est une suite convergente dans Isom(X), de limite
g, alors lim supy £(gx) < £(g).

L’espace des classes d’équivalence de rayons géodésiques asymptotes (i.e. a distance de
Haussdorff finie) est appelé le bord (a l'infini) de X et noté 0 X . On le munit de la topologie
quotient de la topologie compacte-ouverte. L’espace X = X U0, X est muni de la topologie
des cones, qui étend celle de X. Si X est localement compact, alors 0, X et X sont compacts.

On notera r(oco) le point du bord défini par un rayon géodésique r, qu’on appelera
I’extrémaité de r.

L’action du groupe des isométries de X s’étend contintiment en une action continue sur
le bord a l'infini de X. Si GG est un groupe agissant par isométries sur X, on appellera
le stabilisateur dans G d’un point du bord a l'infini de X un sous-groupe parabolique de
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G. Si r et ' sont deux rayons géodésiques asymptotes, alors d(r(t),r'(t)) est une fonction
décroissante de t.

On suppose désormais que X est complet.

Pour tout point £ dans le bord de X et tout point x dans X, il existe alors un unique
rayon géodésique r issu de z tel que r(oco) = &. L’angle <,.(§,&’) en x € X entre deux point
€ et & de 0 X est par définition 'angle en z entre les deux rayons géodésiques issus de x
d’extrémités respectives £ et &'. Si x, y sont dans X et z est dans X U 0, X, alors la somme
des angles du triangle x,y, z est inférieur ou égale & 7 (en notant <(,(x,y) =08l 2z € 0,,X).
Dans le cas d’égalité, les trois points bordent une région isométrique a un triangle euclidien
(qui devient une bande plate si z € 0, X).

Soient x dans X et r, v’ deux rayons géodésiques issus de X. L’angle de comparaison

L (r(t),7'(t)) est une fonction croissante de ¢, et sa limite quand ¢ tend vers I'infini ne dépend

que des points £ = r(00) et & = r'(c0) de 0 X. On V'appelle 'angle de Tits entre € et &' et
on la note <7 (£,&’). On a

<r(&€)

pour tout rayon r représentant & (ou '), et

ar(&,€) =sup <,(£,¢).

zeX

ljmoo SN

it

Si cet angle est égal a m, on dit que les points & et & sont opposés.

Proposition 1.1.2 (Semicontinuité de 1’angle de comparaison) Soit x un point de X,
et (yr), (2r) deux suites dans X convergeant respectivement (pour la topologie des cones) vers
& et & dans le bord de X. Alors

lim inf ziz(yk; Zk:) > <IT(§7 gl)
(voir par exemple [BrHa/, ou encore [KlLe, Lemma 2.3.1]). H

Si ¢ est une isométrie de X qui fixe deux points du bord opposés £ et £, alors g
préserve le convexe fermé F' = Fy—¢+ formé par la réunion des géodésiques de £~ & £, qui
est isométrique au produit C' x R, ot C' est un convexe fermé de X. En restriction a C' x R,
onag= (g, t) (ont désigne la translation s — s+t de R). On a alors {(g) = inf,cp dy(x) =

0(g)2 + £2.

Proposition 1.1.3 (Points fixes & 'infini d’une isométrie axiale) Soit g une isométrie
de X translatant une géodésique r. Notons £~ et €' les extrémités respectives de r en —oo
et +00. Si g fize un point z du bord de X, alors <r(£7,2) + <r(2,€") = 7. En particulier,
si z est opposé a £, alors z = £T.

Preuve. L’angle de Tits entre £ et z est égal a la limite de I'angle <t,4)(§ ", 2) quand ¢ tend
vers —00. Or < _ni(g)) (£, 2) = <y(§, 2) pour tout réel ¢ et entier n (car g” fixe et 2
et envoie r(t) sur r(t — nl(g))), donc <p({7, 2) = <y (€, 2) pour tout ¢ € R. De meéme, on
a <r(2,§7) = <@)(2,&T) pour tout ¢t € R. Pour tout réel ¢, on a <)(§7,2) + <y (2,E1) >
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Gy ,&Y) =7 d’une part, et <y (2, 7(t+0(9))) + <reg) (r(t), 2) < m d’autre part (car
les trois points r(t), r(t +£(g)) et z forment un triangle avec le sommet z a I'infini). Comme
<T(t)(za T(t + E(g))) = <[r(t)(za 5—1—) et <[r(t-l-ﬂ(g))(r(t)a Z) = <Ir(t-l—é(g))(g_a 'Z) = <I7‘(t) (5_7 Z)a on en
conclut que <7 (£, 2) + <r(2,&7) = 7. 0

Soit C' un convexe fermé non vide de X. Pour tout point x dans X, il existe un unique
point pc(xz) de C' a distance minimale de z, appelé projection orthogonale de x sur C.
C’est également 1'unique point de C tel que pour tout y de C différent de pc(x), on a
Go(w)(T,y) > §. La projection orthogonale pc sur C' diminue la distance. On utilisera dans
la partie II.3 le fait bien connu suivant.

Proposition 1.1.4 Dans un espace CAT(0) complet, une intersection décroissante de con-
vexes fermés bornés non vides est non vide.

Preuve. Soit (B, ),en une suite décroissante de parties convexes fermées bornées non vides
de X. Soient x un point de X et y, sa projection orthogonale sur B,, pour tout entier n. On
va montrer que la suite (y,)n>1 est de Cauchy, donc convergente car X est supposé complet,
ce qui conclut, car sa limite est dans chaque B,,, donc dans leur intersection.

La distance de x a ¥, est croissante, majorée, donc convergente de limite R, qu’on peut
supposer non nulle car sinon x € B,, pour tout n et on a fini. Soient € non nul, inférieur a
R et N un entier tel que pour n > N, la distance d(z,y,) est comprise entre R — ¢ et R.
Soient p > n > N, alors d(y,, yp) < \/R? — (R — ¢)?, car sinon il existe un point du segment
[Yn» Yp] Plus proche de = que y, (comme on le voit sur un triangle de comparaison), ce qui
est impossible car le segment [y, y,| est inclus dans le convexe fermé B, et y,, est le point
de B, a distance minimale de z. La suite (y,) est donc une suite de Cauchy. ]

1.2 Espaces symétriques

On renvoie a [Hel] et [Ebe] pour la définition des espaces symétriques de type non-compact
et les propriétés rappelées ci-dessous (voir aussi [Rag|, [Mar|, [BGS]).

On considere un groupe de Lie G semisimple réel, connexe, de centre fini, sans facteur
compact. On note g l'algebre de Lie de G, qui est munie d’une forme bilinéaire canonique
symétrique non dégénérée (la forme de Killing). On note exp Papplication exponentielle de
g dans G.

Soit X I'espace symétrique de type non compact associé a GG, et xy un point de X. Rappe-
lons que X est une variété riemannienne (dont la métrique est bien définie modulo multipli-
cation par une constante non nulle) compléte simplement connexe, & courbure sectionnelle
négative ou nulle, donc en particulier un espace métrique CAT(0), munie d’une action tran-
sitive de GG par isométries. Le centre de GG agit trivialement.

Le stabilisateur K de x, dans G est un sous-groupe compact maximal de GG. L’espace X
s'identifie au quotient G/K, muni d’une métrique riemannienne invariante a gauche par G.
On note k I'algebre de Lie de K.

Soit g = k + p la décomposition de Cartan de 'algebre de Lie de G relative au point
xo. Les géodésiques de X d’origine xy sont de la forme ¢ — exp(tv).zq, avec v € p. Le sous-
espace vectoriel p de g est ainsi isomorphe a I’espace tangent a X en xy, et la restriction de
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la forme bilinéaire symétrique de g a p est définie positive et induit le produit scalaire de
T,,X.

On notera FE, l'espace symétrique de type non compact associé & G = SL,(R), et on
choisira alors xq tel que son stabilisateur K soit le sous-groupe compact maximal SO(n) des
matrices orthogonales de SL,,(R). Les algebres de Lie respectives sl,(R) et so(n) de SL,(R)
et SO(n) sont respectivement formées par les matrices de trace nulle et les matrices anti-
symétriques. Le sous-espace vectoriel p ~ T, X est égal au sous-espace vectoriel sym, des
matrices symétriques de trace nulle, muni du produit scalaire canonique (bien défini modulo
multiplication par une constante) X,Y — nTrace(XY'). L’espace E, s’identifie via I'appli-
cation exponentielle a I’ensemble des matrices symétriques définies positives de déterminant
1, sur lequel G agit par ¢.M = gM'g pour ¢ € G et M symétrique définie positive, de
déterminant 1 (on a alors zg = I).

Un plat de X est un sous-espace totalement géodésique euclidien. Le groupe G agit
transitivement sur les plats maximaux (pour I'inclusion) pointés, qui sont en particulier tous
de méme dimension, appelée le rang de X.

Un rayon géodésique issu de xy est dit régulier s’il est contenu dans un unique plat
maximal, singulier sinon.

Soit A un sous-espace de Cartan de g, relativement au point z, c’est-a-dire une sous-
algeébre abélienne maximale incluse dans p. Pour G = SL,(R) on prendra pour A le sous-
espace d des matrices diagonales de trace nulle, qu’'on identifiera souvent a I’hyperplan de
R™ formé par les vecteurs de somme des coordonnées nulle.

La représentation adjointe permet de se ramener, modulo le centre de G, au cas ou
G est un sous-groupe fermé auto-adjoint de SL,(R). L’espace X s’identifie alors (quitte a
multiplier éventuellement la métrique par une constante sur chaque facteur de de Rham de
X) a lorbite du point o = I par G, qui est un sous-espace totalement géodésique de E,,.
On a alors K = SO(n) N G. L’algebre de Lie g de G est alors une sous-algebre autoadjointe
de sl,(R), 'algebre de Lie k de K est égale a so(n) Ng, et p est égal & sym, N'g. On peut
de plus supposer que A=dnNg.

Un plat mazrimal marqué de X est une application de A dans X de la forme v —
gexp(v).xg, avec g dans G fixé. C’est une isométrie de A (pour le produit scalaire induit
par celui de p ~ T,  X) sur un plat maximal de X.

Un vecteur v non nul de A est dit régulier (resp. singulier) si, pour un (tout) plat maximal
marqué f, la géodésique ¢ +— f(tv) 'est. Le vecteur nul est singulier par convention.

Les vecteurs singuliers de A forment une réunion finie d’hyperplans, appelés murs. Les
composantes connexes du complémentaire (I’ensemble des vecteurs réguliers) sont des cones
polyédraux convexes appelées chambres de Weyl (ouvertes) de A. Les chambres de Weyl
(ouvertes) de X sont les images des chambres de Weyl de A par les plats maximaux marqués
(de sommet I'image de 0). Les chambres de Weyl fermées sont les adhérences des chambres
de Weyl ouvertes.

Le groupe de Weyl W associé a A est le groupe d’isométries vectorielles de A induit par
le stabilisateur dans G' du plat pointé (f(A), f(0)) pour un (tout) plat maximal marqué f.
C’est le groupe engendré par les réflexions par rapport aux murs de A. Tl agit simplement
transitivement sur ’ensemble des chambres de Weyl de A. Pour G = SL,(R), les vecteurs
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réguliers sont les vecteurs de coordonnées deux a deux distinctes, les murs sont les hyperplans
donnés par les conditions «; = a; pour 4, j € {1,..., n} distincts, et le groupe W s’identifie
au groupe des isométries de A induites par les permutations des coordonnées de R™.

On fixe dorénavant une chambre de Weyl fermée C de A, dite fondamentale. C’est un do-
maine fondamental strict pour ’action du groupe de Weyl W sur A. On note © la projection
de A dans C correspondante, qui & un vecteur dans A associe son type dans C. L’isométrie
de C dans elle-méme qui & un vecteur v associe le type opposé vP? = O(—v) est appelée
I"involution d’opposition de C.

Pour G = SL,(R), on prendra pour chambre de Weyl fermée fondamentale C I’ensemble

d* des vecteurs (aq,..., a;) de A tels que ag > ... > «,. On a alors (aq,..., «,)%? =
(—ay, ..., —aq) pour tout (aq,..., «;,) dans d*.

XM o R(2,~1,~1)
\\\\\ R(1,0,-1)

0OPP

R(la 1: _2)

Murs et chambres dans le plan o1 + ag + a3z = 0. L’involution d’opposition.

Fia. I.2 - Cas ou G = SL3(R).

Si p et ¢ sont deux points de X, il existe un unique vecteur de C, appelé le type du
segment [p, q] et noté O(p,q) tel qu’il existe un plat maximal marqué f avec f(0) = p
et f(©(p,q)) = q. Notons que, pour g dans G, le vecteur ©(xg, gzo) est le logarithme de
la projection de Cartan de g. L’action du groupe G préserve le type des segments, et est
transitive sur les segments de type donné. L’application © de X x X dans C est continue.

Notons OC l’ensemble des vecteurs unitaires de C, qu’on identifiera & I’ensemble des
demi-droites de C (c’est I'ensemble noté A,,,¢ dans [KlLe]), et & : C — 9C la projection
correspondante. C’est un simplexe sphérique, muni de la distance angulaire.

Pour deux points &, &’ dans AC, on note D(6, §') 'ensemble fini des angles possibles entre
deux vecteurs unitaires v et v’ de A de types respectifs § et ¢'.

Le type (de direction) d’une géodésique (ou d’un rayon) r est égal a 90 (r(0),r(1)). Deux
géodésiques paralleles ont méme type. L’action du groupe G préserve le type des géodésiques.
Le stabilisateur dans G d’un point de X agit transitivement sur les géodésiques de type donné
issues de ce point.

Deux rayons géodésiques asymptotes ont méme type dans OC. On peut donc définir le
type (noté également 9©) dans AC des points du bord & l'infini de X. L’action de G sur
le bord a I'infini préserve le type des points, et est transitive sur les points de type donné.
L’orbite G¢ d’un point du bord £ de X par GG, qui est donc égale a ’ensemble des points
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du bord de type donné 0O¢, s’identifie a la variété algébrique G/P, ou P est le sous-groupe
parabolique associé a &.

Le bord a I'infini de X, muni de la distance donnée par ’angle de Tits, est isométrique
a la réalisation géométrique d’un immeuble sphérique, dont les chambres sont les bords des
chambres de Weyl de X, et les appartements les bords des plats maximaux de X.

Pour G = SL,(R), cet immeuble s’identifie a I'immeuble des drapeauxr de R™. Un élément
g de SL,(R) fixe un point a l'infini si et seulement s'il préserve un sous-espace vectoriel
propre non trivial de R”.

Si € et & sont deux points de 0, X, il existe par conséquent un plat maximal de X
les contenant dans son bord & I'infini. Pour tout point p de ce plat, on a donc <r(&,¢') =
(€, €'), qui est nécessairement dans lensemble fini D(00O(€),00(¢')). En particulier si
<r(€, &) =, alors il existe une géodésique dans X allant de £ a £'. Le groupe G agit donc
transitivement sur les couples de points du bord opposés, de types donnés.

Fait 1.2.1 Soit 6 € OC et 6P le type opposé. Pour tout M, il existe € > 0 tel que pour tout
couple de points (£7,€T) de 0,,X avec 0O(ET) = 0 et 00(£7) = §°PP, pour tout p de X tel
que <, (67,&T) > m — € la distance de p a la réunion Fe-g+ des géodésiques de § a &1 est
inférieure ou égale a M.

Preuve. L’angle de Tits entre un point du bord de type d et un point du bord de type d,,,
ne peut prendre qu’un ensemble fini de valeurs D(0, d,y,), comprenant 7. Soit €(d) tel que
m — €(0) = max(D(, dppp) — {m}). Alors pour tous £ de type 0 et £ de type opposé, s'il
existe z € X tel que <(£,£7) > m—€(d), ona <p({,€T) = 7 et donc Fy—¢+ est non vide.

Supposons que la propriété est fausse. Alors il existe M > 0, une suite de points p; dans
X, et deux suites de points &' de type § et £ de type d,pp dans 05, X tels que <, (&, , &) — 7
et d(p;, Ff[ﬁj) > M. Pour i assez grand, Ff[gj est non vide. Soit ¢; la projection orthogonale
de p; sur Ff[gj' Quitte a appliquer des isométries, on peut supposer que g; est une suite
constante égale & ¢, ainsi que £, =&~ et & = £T. Si p, reste & distance bornée de ¢, quitte
a extraire p, — p a distance > M de Fg-¢+, avec <,(§7,£") = 7, ce qui n’est pas possible.
Sinon, comme on a <, (¢,£7) < § et <, (¢,€") < 5 ces deux angles tendent vers 7. Comme
’angle sous lequel sont vus ¢ et £ croit de p, a ¢, on choisit p, sur ce segment, restant a
distance bornée supérieure a M de ¢ et on aura < (¢,€%) — 5. Quitte & extraire, p; — p/
a distance supérieure a M de sa projection ¢ sur F¢-¢+ avec <y (£, q) = 5§, ce qui n’est pas
possible. ]

Soit & un point dans le bord de X. Pour tout point p dans X, et pour tout réel positif D,
on notera Og(p, D) I’ombre vue du point £ de la boule de centre p et de rayon D, c’est-a-dire
I’ensemble des extrémités dans le bord de X des géodésiques issues de £ et passant a distance
inférieure ou égale a D de p.

Fait 1.2.2 Soit £ un point du bord de X et r une géodésique telle que r(+o00) est égal a &.
Les ombres O_(t, D) = Op(_oo)(r(t), D), avect € R et D > 0, forment une base de voisinages
de & dans son orbite GE. ]

Les éléments g de G de la forme expwv, avec v € g conjugué dans A, sont appelés des
transvections (de type ©v). Pour v non nul, ce sont des isométries axiales translatant une
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géodésique r de type 00w, avec la propriété particuliere suivante. [.’ensemble de déplacement
minimal Min(g) de g est égal a la réunion de toutes les géodésiques paralléles a r (qui sont
translatées par g). De plus, le centralisateur Z(g) de g dans G agit transitivement sur Min(g)
(voir par exemple [Ebe, Prop. 4.1.4]).

Un élément g de G est semisimple (resp. elliptique) si et seulement si son image par la re-
présentation adjointe (de G dans SL,(g)) est diagonalisable sur C (resp. diagonalisable sur C,
a valeurs propres de module 1). On dit qu’un élément g de G est unipotent (resp. hyperbolique)
si son image par la représentation adjointe a toutes ses valeurs propres égales a 1 (resp. est
diagonalisable sur C et a valeurs propres réelles positives). Les éléments hyperboliques de G
sont exactement les transvections.

Soit g un élément de G. Il existe un unique triplet e, h, u dans G, appelé la décomposition
de Jordan de g, tel que e, h et u sont respectivement elliptique, hyperbolique et unipotent,
commutent deux a deux, et ¢ = hue. On a alors

Proposition 1.2.3 Soit g dans G de longueur de translation ((g) strictement positive. I
existe deur point opposés £ et £ dans le bord a Uinfini de X, fizés par g, tels que
1. Le sous-espace totalement géodésique Fe—¢+ de X formé par la réunion des géodésiques
allant de £ a &F se décompose en un produit direct C x R, ot C' est un sous-espace
totalement géodésique de X, et g agit sur C x R comme (¢,0(g)), ou (g) désigne la
translation s — s+ ((g) de R, et ¢ € Isom(C) est telle que £(¢) = 0.

2. Pour tout point p dans X, on a ¢™p tend vers & et g ™p tend vers £ quand m tend
vers l’infini.

3. Pour tout point p dans Fg—¢+ et tout D > 0, pour tout voisinage V de £ dans GET, il
existe un entier N > 0 tel que, pour tout n > N, on a

9"(O-(p,D)) CV
En particulier, £ est le seul point fize de g opposé a £~ dans le bord de X.

Preuve. Soit h la composante hyperbolique dans la décomposition de Jordan de g, et ¢
le produit des composantes elliptique e et unipotente u. On a £(¢) = 0, et h n’est pas
'identité. Soit £t = r(+00) et & = r(—o0) pour une (toute) géodésique r translatée par
h (avec hor : s+ r(s+ £(h))). La réunion F' = Fg—¢+ des géodésiques allant de £~ a &
est égal a I’ensemble minimal de déplacement Min(h) de h, qui est stabilisé par e et u. Il se
décompose canoniquement en un produit C' x R, ou C' est un sous-espace symétrique sans
facteur compact de X, avec h = (id, £(h)) et ¢ = (¢, t) en restriction & F (car ¢ commute
avec h, donc préserve la décomposition). On a €(¢) = /£(¢')? +t> =0donct =0 et ¢/ = ¢
sur C. On a g = (¢, £(h)) sur F.

La deuxieme affirmation est vraie pour tout p si et seulement si elle est vérifiée pour un
point de X. On choisit p dans F' N Min(e), qui est non vide (car comme e stabilise F, la
projection sur F' d’un point fixe de e est encore un point fixe de e). Soit r la géodésique
translatée par h d’origine p.
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Comme u est unipotente, la distance d(h™p, ¢ p) = d(p, u™p) est de I'ordre de logm (voir
par exemple [LMR)]). Or h™p = r(ml(h)), donc la suite ¢"p tend vers £, car %&ng(hm
tend vers 0.

Montrons maintenant la derniere affirmation. Soit p € Fe-¢+ et D > 0. Soit V' un voisi-
nage de £ dans son orbite GE*. Supposons par 'absurde qu'il existe une suite (z,),, dans
O_(p, D) et une suite croissante (n,,), d’entiers avec z,, = ¢""z,, ¢ V pour tout k. Soit ¢,
dans Fg-,  tel que d(p,¢n) < D.

I Ny
Zm—g

§+

D’apres I’assertion 2, la suite g"™p tend vers £*. Comme d(g"™ ¢, g""p) < D, la suite
9" qm tend également vers £, et donc angle <t,(§T, "™ ¢m) tend vers 0.

Comme la suite ¢"™q,, tend vers £, Pangle <(,(§7, ¢"™¢y,) tend vers 7.

Par les propriétés des angles dans un espace CAT(0), on en déduit que I'angle <(gnm,, (, ™)
tend vers 0, puis que l'angle <jnmg,, (P, z1,) tend vers 7 (car <gnmg, (7, 2,,) = m), puis que
’angle <Ip(g " Gm, Z1) tend vers 0.

Comme, par 'inégalité triangulaire, 'angle <(,(£7, z],) est inférieur a la somme des deux
angles <(,(§7, g™ qm) et <,(9™"™Gm, 2,), qui tendent vers 0 par ce qui précede, le point z/,
tend vers £1, ce qui contredit I’hypothese. ]

I.3 Modele des normes euclidiennes pour F,,.

Une norme v sur R” est dite euclidienne si elle est de la forme v — +/q(v), ou ¢ est
une forme quadratique définie positive sur R™. Rappelons qu’une base (e1,..., e,) de R”
est orthogonale pour v si on a v(> ;| xie;) = /Y., &2 pour tous xy,..., &, dans R. On
dit que v est de volume 1 si pour toute base (e;,..., e,) de R orthogonale pour v, de
déterminant 1, on a [, v(e;) = 1.

Soit E, l'espace symétrique de type non compact associé a G = SL,(R). On identifie E,
a ’espace des normes euclidiennes de volume 1 sur R”, par la bijection qui a une matrice
A symétrique définie positive dans M, (R), de déterminant 1, associe la norme euclidienne
v = ViwAv sur R” correspondant a la forme quadratique définie positive de matrice A dans
la base canonique.

La distance d et I'action de GG correspondantes sur I’espace des normes euclidiennes de vo-

lume 1 sont les suivantes. Si v et v/ sont deux telles normes, alors d(v, V') \/ZZ 1 ‘log (e; ‘ ,
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ou (eq,..., e,) est une base de R” orthogonale pour v et v/ (qui existe car deux formes qua-
dratiques définies positives sur R” admettent toujours une base orthogonale commune). Le
groupe G agit par g.v = vog~! pour ¢ € G et v une norme euclidienne de volume 1 sur R".

Ce modele de FE,, est moins standard, mais pratique, et particulierement bien adapté au
passage au cone asymptotique (voir section IV.2).

Notons do, la distance sur E, donnée par d (v, V') = sup,cgn- |log %(v)‘ pour tous v, v/’

dans F,,.
On voit facilement que pour v, dans X et (er,..., e,) une base de R" orthogonale

commune, on a

v v

sup —(v) = sup —(e; 1.1
UERE* U( ) izl.l.?n U( ) ( )

et )
do(v, V') = sup |log —(e;) (1.2)

i=1--n 14

Remarquons qu’en particulier, on a
/

deo(v, V') < (n—1) sup log v (v) (1.3)

veER™* V(U)

car, comme les normes sont de volume 1,ona Y., log %’(61') = 0, et donc sup,_;...,, ‘log %’(61') ‘ <
(n — 1) sup;_y..., log %(ei)-
On déduit de la formule 1.2 que
doo < d < /ndy sur E, (I.4)

Les deux distances d et d., sont donc équivalentes.

Le point base xy est la norme euclidienne canonique vy de R”. Soit N la norme canonique
sur les endomorphismes de R" associée & 1. Pour tout g € G, on a sup,cgn- £ (v) = N(g™")
et donc

oo, 9.v0) = max {log N(g), log N(g™")} < (n — 1) log N(g) (L5)

Le lemme suivant sera utilisé dans la démonstration du théoréme 1V.2.2.

Lemme 1.3.1 Soit v une norme euclidienne de volume 1 sur R" et € = (eq,..., e,) une
base de R™ orthonormée pour v. Alors

sup logon(e) < d(n,) < Vil — 1) ( sup ografes) +logn)
i=1m i=1m

Preuve. Pour i =1---n, on a logry(e;) = log2(e;) < doo(vp,v) < d(vp,v). Pour tous
Ty,..., T, dans R on a, en notant v = > x;e;

n
v (v) < Z |zl vo(e;) < n Sup lz;] sup vy(e;) < nv(v) sup vy(e;)

i=1 1 n i=1-n i=1---n
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donc sup,,cgn- log ?(Ejj)) < suplogvy(e;) +logn. Or on a do(vp, V) < (N — 1) Sup,cgn- log 'f((;’))
(par la formule 1.3), ce qui conclut (car d < \/n dy sur E, par la formule 1.4). H

Rappelons que A est identifié a ’hyperplan de R” formé par les vecteurs de somme des
coordonnées nulle. Le plat maximal marqué fe de E, associé & une base £ = (ey,..., €,)
de R™ est 'application de A dans F, qui a (o, ..., ay) associe la (seule) norme euclidienne
sur R” admettant £ pour base orthogonale et valant e=® sur e; (qui est bien de volume 1).
Pour toute base £ de déterminant 1 de R et tout g dans G, on a go fg = fye. Tous les plats

maximaux marqués de F, sont donc de cette forme, par transitivité de ’action de G sur les
plats maximaux marqués.
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Chapitre 11

Immeubles affines

I1.1 Définitions et caractérisations.

Dans cette section, nous allons tout d’abord définir les immeubles affines, puis établir un
certain nombre de leurs propriétés fondamentales, qu’on peut utiliser pour les caractériser.
Cette section est organisée dans le but de démontrer le théoreme 11.1.22, qui donne différentes
caractérisations des immeubles affines, qui seront utilisées dans la suite. On utilisera sans
démonstration les propriétés classiques des groupes de réflexions finis et systemes de Coxeter
(voir par exemple [Bou3]), ainsi que des immeubles sphériques (voir par exemple [Bro],

[Ron]).

IT1.1.1 La structure modele.

On renvoie par exemple a [Bro, Chapter 1] pour les définitions et résultats énoncés ci-
dessous.

Soit A un espace vectoriel euclidien de dimension finie. Un groupe de réflexions fini
est un sous-groupe fini W d’isométries vectorielles de A, engendré par des réflexions. On
appellera parfois également la paire (A, W) un groupe de réflexions fini, quand il est nécessaire
d’expliciter I’espace vectoriel euclidien A sous-jacent, et on dira qu’il est trivial si le groupe
W est réduit a l'identité.

Soient (Ay, W1) et (Ay, W5) des groupes de réflexions finis. Le produit direct W, x W,
agissant canoniquement sur la somme directe orthogonale A; @ Ay est un groupe de réflexions
fini. On dit qu’un groupe de réflexions fini est irréductible s’il n’est pas trivial et ne se
décompose pas en produit de groupes de réflexions finis comme ci-dessus. Un groupe de
réflexions fini (A, W) admet une décomposition canonique en un produit (A, W) = (A ®
@A, Wy x ... X Wm) de groupes de réflexions finis ou (Ai,Wi) est trivial pour i = 0 et
irréductible pour ¢z > 0.

On se fixe désormais un espace vectoriel euclidien A de dimension finie n et un groupe
de réflexions fini W agissant sur A.

Un hyperplan de A qui est 'ensemble des points fixes d’une réflexion de W est appelé un
mur (vectoriel) de A. Les murs vectoriels de A sont donc en nombre fini. Une composante
connexe du complémentaire dans A de la réunion des murs (respectivement son adhérence)
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est appelée une chambre de Weyl (vectorielle) (respectivement chambre de Weyl fermée)
de A. C’est un cone polyédral convexe. Les facettes (vectorielles) (respectivement facettes
fermées) de A sont les facettes ouvertes (resp. fermées) de ces cones polyédraux. Elles forment
une partition de A. Le groupe W opeére simplement transitivement sur les chambres de
Weyl vectorielles de A. On se fixe dorénavant une chambre de Weyl fermée C de A dite
fondamentale. C'est un domaine fondamental strict pour I’action de W sur A.

On appelle murs, chambres de Weyl, facettes,... affines de A les translatés des murs,
chambres de Weyl, facettes,...vectoriels de A (nos chambres de Weyl et facettes corres-
pondent respectivement aux quartiers et facettes de quartiers de [Tit]).

Soit W un sous-groupe d’isométries affines de A, de projection vectorielle W, tel qu’il
existe a dans A tel que W = TW,, ou W, fixe a et T est un sous-groupe de translations de
A (ou, de maniere équivalente, engendré par des réflexions affines).

I1.1.2 Deéfinition des immeubles affines.

Définition II.1.1 Soient A un ensemble et A une famille d’injections de A dans A, qu’on
appelle appartements marqués. On appelle appartement [image d’un appartement marqué.

On dit que A muni du systéme d’appartements (marqués) A est un immeuble affine
modelé sur (A, W) si les aziomes (A1)-(A5’) suivants sont vérifiés.

(A1) Le systéme d’appartements marqués est invariant par précomposition par W.

(A2) Soient f et f' deuz appartements marqués. L'’ensemble I = f'~1(f(A)) est un convere
fermé de A et en restriction a I, le changement d’appartement f Yo f' est la restriction
d’un élément de W.

(A3) Par deuzx points de A passe au moins un appartement.

Les aziomes (A2) et (A3) permettent de définir une fonction d de A x A dans Ry, telle
que, pour tout appartement marqué f et tous points a et b de A, on a que d(f(a), f(b)) est
égal a la distance euclidienne de a a b dans A. On appelle chambre de Weyl de A ['image
par un appartement marqué d’une chambre de Weyl affine de A.

(A4) Deuz chambres de Weyl contiennent des chambres de Weyl contenues dans un méme
appartement.
(A5’) Pour tout point x de A et tout appartement A passant par x, il existe une rétraction

r de A sur A (c’est-a-dire une application de A dans A égale a lidentité en restriction
a A), diminuant d, et telle que r—(z) = {x}.

Remarques. Cette définition est extraite de [Ron, Appendix 3], olt on trouvera un historique
de I'axiome (A5’). On notera que dans [Ron, Appendix 3] et [Tit], le seul groupe W autorisé
est le groupe W de toutes les isométries affines de A de partie vectorielle dans . Pour
toutes les propriétés étudiées ici, cela revient au méme, comme on le remarquera, ci-dessous.
Notons simplement que la définition donnée ici permet de caractériser les immeubles affines
discrets de la maniere naturelle suivante.

La paire (A, A) est la réalisation géométrique d’un immeuble combinatoire de type affine
(voir par exemple [Tit], [Ron] pour la définition) si et seulement si c¢’est un immeuble affine
modelé sur (A, W), au sens ci-dessus, avec W discret, et W irréductible.
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Remarquons que, si (A, .A) est un immeuble affine modelé sur (A, W), alors (A, .A) est
encore un immeuble affine modelé sur (A, W), avec A = {fow; f € A, @ € W}. Toutes les
notions (appartements, chambres de Weyl et facettes, distance, ...) et propriétés étudiées
dans la suite ne dépendent que de .Z, aussi supposera-t-on désormais, pour simplifier les

notations, que I est le sous-groupe de toutes les isométries affines de A de partie vectorielle
dans WW. On dira alors que (A, A) est un immeuble affine de type (vectoriel) (A, W).

A partir de maintenant et dans tout le reste de la section II.1, on suppose donné un
ensemble A muni d’une famille A d’injections de A dans A vérifiant les axiomes (A1), (A2)
et (A3).

Remarque. Pour que la fonction d définie ci-dessus soit une distance sur A, il faut et il suffit

que l'inégalité triangulaire soit vérifiée. On verra que c’est bien le cas si A est un immeuble
affine (cf. Prop. I1.1.3).

I1.1.3 Premieres définitions.
Type d’un segment.

Le segment [x,y] d’'un point z & un point y de A est par définition le segment euclidien
de = & y dans un (tout) appartement les contenant. A chaque segment [x,y] dans A on
associe le type Oz, y| de ce segment, qui est 'unique vecteur de la chambre de Weyl fermée
fondamentale C de A tel que dans un appartement marqué f contenant z et y, on ait
= f(a) ety = f(a+O[z,y]) avec a € A. Cette notion est bien définie car C est un domaine
fondamental strict pour I’action du groupe de Weyl vectoriel W sur I’espace vectoriel A (voir
paragraphe 11.1.1).

Facettes de A.

Un complexe simplicial est un ensemble D partiellement ordonné tel que

1. Deux éléments ayant un minorant commun ont une borne inférieure.

2. Le sous-ensemble des minorants, appelés facettes, d'un élément donné F' est isomorphe

a ’ensemble, partiellement ordonné par I'inclusion, des parties non vides d’un ensemble
fini {1,...,r}. L’entier r — 1 est appelé la dimension de F.

On dit qu’un complexe simplicial D est marqué si on a un morphisme de D dans I’en-
semble, partiellement ordonné par ’inclusion, des parties non vides d’un ensemble fini fixé,
qui est injectif en restriction au sous-ensemble des minorants de chaque élément F' de D.

Un complexe de chambres est un complexe simplicial dont les éléments maximaux, appelés
chambres, sont de méme dimension et dont deux chambres quelconques peuvent étre jointes
par une galerie, ¢’est-a-dire une suite de chambres telle que deux chambres consécutives sont
adjacentes, i.e. ont une facette de codimension 1 commune.

L’ensemble ¥ des facettes vectorielles de A, muni de la relation “étre une facette de”,
c’est-a-dire par la relation d’inclusion sur les facettes fermées (voir par exemple [Bro, Chapter
1]), est un complexe simplicial.

On appelle bord de A et on note JA la sphere unité de A, munie de la distance angulaire.
On note 0 'application canonique de I'espace vectoriel A privé du vecteur nul dans OA.
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Le groupe de réflexions fini W induit une partition de la sphere OA par I’ensemble X
des bords OF des facettes vectorielles F non réduites a {0} de A, qui, muni de la relation
d’ordre induite par l'inclusion sur les adhérences, est un complexe simplicial (isomorphe a
privé de {0} dans le cas ott W est essentiel, & ¥ sinon).

Notons Y<¢ (resp. £¥%s) le sous-ensemble de ¥ (resp. de ¥°°) formé par les facettes de
C (resp. par les bords des facettes non réduites & {0} de C).

On appelle facette (ouverte) (resp. facette fermée) de A I'image F' par un appartement
marqué f d’une facette affine ouverte (resp. fermée) a + F de A, ou a € A et F est une
facette vectorielle de A. Cette facette est dite de sommet z si f(a) = x. La facette fermée F
associée est alors 'image par 'appartement marqué de la facette affine fermée o+ F associée
(cela ne dépend pas du choix de I'appartement). Quitte & précomposer f par un élément de
W, on peut supposer que F est dans I’ensemble Y<c des facettes de la chambre de Weyl
vectorielle fondamentale C. Alors F, qu’on appellera le type de F' et qu’on notera O(F), et
la restriction & F de f(a + -), ne dépendent que de F'.

On dit qu'une facette F' de A est dominée par ou est une facette d’une facette F de A
si F' et F' ont méme sommet et F' est incluse dans la facette fermée F associée a F.

L’ensemble des facettes de A de sommet un point x donné est un complexe simplicial
marqué (par le type).

Germes de facettes en un point.

Soient 2 un point de A et F, F’ deux facettes de A de sommet z. On dit que F' et F’
ont méme germe en x si leur intersection est un voisinage de = dans F' et dans F’. C’est une
relation d’équivalence sur les facettes de sommet . La classe des facettes ayant méme germe
en r qu'une facette F' donnée est appelée le germe de F en x et noté X, F. On dit que le
germe en x de F' domine celui de F” si F' contient un voisinage de z dans F”. L’axiome (A2)
permet d’établir la proposition suivante.

Proposition I1.1.2 Soient F et F' deux facettes de sommet x de A telles que F contient
un voisinage de x dans F'. Alors il existe une facette de F' ayant méme germe en x que F'.

Si F et F' ont méme germe en x, alors elles ont méme type F. Soient f, ' deux appar-
tements marqués et a, o’ dans A tels que F = f(a+F), F' = f'(d'+F) et f(a) = f'(d') = x.
Les restrictions a F de f(a+-) et de f'(a' + ) sont alors égales sur un voisinage de 0. []

On peut donc définir le type d’'un germe en z de facette (non réduit a la seule facette
{z}) comme le bord OF € X% du type F d’un de ses éléments. On note ¥, A I’ensemble
des germes en z des facettes de sommet x de A, non réduites & {z}, partiellement ordonné
par la relation de domination. C’est un complexe simplicial marqué (par le type).

Soit A un appartement de A passant par x. Le germe en x de A est le sous-complexe de
YA formé par les germes en x des facettes de sommet z, non réduites a {z}, de A.

Pour que le complexe simplicial ¥,A soit un immeuble sphérique modelé sur ¥X*°, avec
les germes d’appartements pour appartements, il faut et il suffit que 1’axiome (B1) de [Bro,
IV,1 p. 76] soit vérifié ('axiome (B2) de [Bro] découlant directement de 'axiome (A2)),
c’est-a-dire qu’on ait la propriété suivante.

(GG) Deux germes de chambres de Weyl de méme sommet sont dans un méme appartement.
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On verra que c’est bien le cas si A est un immeuble affine (cf. Corollaire I1.1.11).

I1.1.4 Deux conséquences de ’axiome (A5’).

Rappelons que A désigne un ensemble muni d’une famille A d’injections de A dans A
vérifiant les axiomes (A1), (A2) et (A3) de la section I1.1.2.

Proposition I1.1.3 Si l'aziome (A5’) est vérifié, alors la fonction d vérifie l'inégalité tri-
angulaire et est donc bien une distance.

Preuve. Soient x, y et z trois points de A. D’apres I’axiome (A3), il existe un appartement
A contenant z et y. D’apres 'axiome (A5’), il existe une rétraction r de A sur A, diminuant
d. On a donc d(z,r(2)) < d(z,2) et d(r(z),y) < d(z,y). Or, comme la restriction de d a
A est une distance, on a d(z,y) < d(z,r(z)) + d(r(z),y). On a donc bien que d(z,y) <

d(x,z) +d(z,y). ]
On appelle racine (resp. vectorielle, affine) un demi-espace (resp. vectoriel, affine) fermé
de A bordé par un mur. On appelle demi-appartement 'image par un appartement marqué
d’une racine vectorielle A. Dans [Ron], on trouve laxiome suivant comme alternative a
I'axiome (A5’):
(A5) Trois appartements tels que leurs intersections deux & deux sont des demi-appartements
ont un point commun.

Proposition II.1.4 Si l'aziome (A5’) est vérifié, alors l'aziome (A5) est également vérifié.

Preuve. On peut se ramener a étudier la situation suivante (les autres cas étant évidents),
illustrée par la figure I1.1. Soit M un mur vectoriel de A, délimitant deux demi-espaces DV et
D~. Considérons trois appartements marqués f1, f» et f3 dans A tels que fo(D) = f3(D7),
fila+ D7) = fala+ D7), et f3(b+ D)= fi(c+ D) aveca€e D™, b€ Dt et c€ a+ D™ .

fa(PH)=r3(D7)

T

I

A As |

|

]

f1(a+D ) Fo(at+ D c!
X

F3(b+DF)=F1 (c+DF) a !

A |

Ay '

F1a. I1.1 — Preuve de ’aziome (A5).

Soit € f1(A). D’apres I’axiome (A5’), il existe une rétraction r de A sur fi(A), dimi-
nuant la distance d, et telle que r='(z) = {x}.

Soit g lapplication de A dans A égale & f, sur D~ et égale a f3 sur Dt (bien définie
car fy et f3 coincident sur M). D’aprés ce qui a été fait ci-dessus, I'axiome (A5’) entraine
I'inégalité triangulaire pour d, donc g diminue la distance.

On considere la compactification canonique de I’espace euclidien de dimension finie A par
la sphere des directions JA, en une boule fermée.
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L’application f; ' orog, de A dans lui-méme, fixe le demi-espace a + D~ point par point
(car r est l'identité sur 'image de fi, et ¢ = fo coincide avec f; sur a + D7) et c’est la
translation de vecteur ¢ — b en restriction au demi-espace b + D% (car f; ' o f3 est alors
la restriction d’un élément de W qui envoie b + Dt sur ¢ + D). De plus, elle diminue
la distance euclidienne. On peut la prolonger continiment en une application de la boule
fermée A U OA dans elle-méme, égale a I'identité sur JA. Elle est donc surjective. On a donc
z €1 (f2(A) U f3(A)), donc x € fo(A) U f3(A). On en déduit que f1(A) C fo(A) U f3(A). ]

I1.1.5 L’immeuble a ’infini et les propriétés (GG) et (CO).

Dans cette section, on suppose que (A, A) vérifie, en plus des axiomes (A1), (A2) et
(A3), les axiomes (A4) et (A5), et que la fonction d vérifie I'inégalité triangulaire (c’est
notamment le cas pour les immeubles affines d’apreés ce qui précede). On montrera par la
suite en I1.1.7 que ces hypotheses, a priori plus faibles, entrainent ’axiome (A5’), donc que
A est un immeuble affine.

L’immeuble sphérique a l’infini.

On dit que deux facettes de A sont asymptotes si elles sont & distance de Haussdorff finie
pour d. C’est une relation d’équivalence car d vérifie I'inégalité triangulaire. Une classe de
facettes asymptotes non réduites a un point est appelée une facette a l'infini de A. La facette
a l'infini définie par une facette F' (non réduite a un point) est appelée bord de F' et notée

Soient b et b' deux facettes a I'infini de A. On dit que b domine b’ ou que b’ est une facette
de b et on note b’ < b si pour tout F € bet F' € I/ on a sup,.p d(z, F') < co. L’axiome (A4)
permet d’établir la proposition suivante.

Proposition I1.1.5 Soient F' et F' deuz facettes de A telles que sup,cp d(x, F) est fini.
Alors il existe une facette de F asymptote a F'.

Si F' et F' sont asymptotes, non réduites a un point, alors il existe une unique facette
F de la chambre de Weyl fondamentale C et deur appartements marqués f et f' tels que
F = fla+TF), F' = f'(a’ +F) avec a, a' dans A. Les restrictions ¢ F de f(a + ) et de
f'(a" + -) sont alors a distance bornée. Le bord OF € Y% de F est alors appelé le type de
F(o0) et notée O(F(0)). - H

On appelle sous-chambre de Weyl d’'une chambre de Weyl C' de A une chambre de Weyl

de A contenue dans C.

Corollaire I1.1.6 Deuz chambres de Weyl de A sont asymptotes si et seulement si elles
ont une sous-chambre de Weyl commune. ]

L’ensemble A* des facettes & l'infini de A, muni de la relation de domination, est un
complexe simplicial marqué (par le type).

A chaque appartement A de A on associe son bord A(c0), i.e. le sous-complexe, isomorphe
a 3%, de A™ formé des bords des facettes (non réduites a un point) incluses dans A.

Propriété I1.1.7 Le complexe simplicial A> est un immeuble sphériqgue modelé sur 3*°,
appelé immeuble a 'infini de A. Ses appartements sont les bords des appartements de /.
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Preuve. L’axiome (B1) de [Bro] découle immédiatement de (A4), il suffit de vérifier (B2”).
Si une chambre a l'infini ¢ est dans le bord a 'infini de deux appartements A et A’ alors il
existe deux chambres de Weyl C' dans A et C’ dans A’ de méme bord c. Les chambres de
Weyl C' et C" ont donc une sous-chambre de Weyl commune C”. Il existe deux appartements
marqués f et f' d’images respectives A et A’ tels que le changement d’appartement f'o f !
est égal a l'identité sur leur intersection, qui contient C”. L’application induite du bord a
I'infini de A dans le bord a I'infini de A’ est un isomorphisme fixant leur intersection. ]

Soient A; et Ay deux appartements de A. S’ils ont méme bord a l’infini, ils sont égaux.
Si leurs bords s’intersectent suivant un demi-appartement de A*, alors A; N Ay est un
demi-appartement de A (prendre deux chambres de Weyl C et Cy communes a A; et A,
dont les bords sont dans A;(c0) N As(00), opposées dans le premier cas, ayant deux faces
de codimension 1 opposées dans le second. L’intersection des deux appartements contient
I’enveloppe convexe de C'y U Cy, qui est 'appartement tout entier dans le premier cas, et un
demi-appartement, dans le second).

La propriété (GG)

Proposition I1.1.8 Soient ¢ € A* une chambre a l'infini et C une chambre de Weyl de
sommet © € A. Alors il existe un appartement contenant un germe en x de C et dont le bord
contient c.

Preuve. Soit A un appartement contenant C'. Par induction sur la longueur d’une galerie
allant de C'(00) a ¢, il suffit de démontrer la proposition pour ¢ adjacente a A(oc) (et n’y
étant pas incluse). Le mur m de A(co) contenant une face de codimension 1 de ¢ partage
A(c0) en deux demi-appartements hy et hy. Comme A* est un immeuble sphérique, il existe
un demi-appartement h de A> de bord m et contenant ¢, et a; = h; U h est un appartement
a l'infini pour z = 1, 2.

Soit, A; 'appartement de A de bord a;. Les trois appartements A, A; et A, s’intersectent
deux a deux suivant des demi-appartements. D’apres "axiome (A5), ils ont donc un point
commun. [’appartement A est donc la réunion des deux demi-appartements ANA; et ANA,.
L’un des deux appartements A;, A5 contient un germe en x de C', donc convient. ]

Corollaire I1.1.9 Soit x un point de A. Pour toute facette F' de A, il existe une unique
facette F' de sommet x asymptote a F. ]

Corollaire I1.1.10 Soient F' une facette de A de sommet x et b un germe en x de facette
dominant le germe X, F de F en x. Alors il existe une facette F' de sommet x ayant F pour
facette et b pour germe en x. ]

Corollaire I1.1.11 On a la propriété

(GG) Deux germes de chambres de Weyl de méme sommet sont contenus dans un méme
appartement. H
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La propriété (CO) pour les chambres de Weyl opposées en un point.

Remarquons que deux facettes de méme sommet = sont opposées en = (i.e. de germes
en x opposés dans un appartement les contenant) si et seulement si elles contiennent res-
pectivement dans leur intérieur deux points y et z tels que x € [y, z]. La notion de facettes
opposées en leur sommet ne dépend donc que des trois premiers axiomes.

Proposition I1.1.12 On a la propriété

(CO) Il existe un unique appartement contenant deux chambres de Weyl données de sommet
x € A, opposées en x.

Preuve. L’unicité est une conséquence directe de I'axiome (A2), montrons ’existence.

Soient C' et D deux chambres de Weyl de méme sommet x, opposées en x. D’apres
'axiome (A4), il existe un appartement A contenant deux sous-chambres de Weyl respectives
C' et D' de C' et D. Soit [y, z] un segment non trivial contenant = avec y € C' et z € D.

Soit r : R — A tel que la restriction & Ry (resp. a R_) de r est le rayon géodésique
de C (resp. de D) issu de x passant par y (resp. par z), qui rencontre nécessairement la
sous-chambre de Weyl C" (resp. D') en 3’ (resp. 2').

Montrons que le point x est sur le segment [z, 1], donc dans A (par 'axiome (A2)), ce
qui conclut.

Soit I ’ensemble des réels t négatifs ou nuls tels que la chambre de Weyl fermée de A de
sommet r(t) asymptote a C, notée C(t), contient r([t, +o00[). C’est un intervalle contenant
0. Soit ¢t € I. D’apres la proposition I11.1.8, il existe un appartement A’ contenant un germe
en r(t) de la sous-chambre de Weyl D(t) de D de sommet r(t), donc contenant r([t — &, t])
avec ¢ strictement positif, et contenant également C(t), donc r([t,+o0] car t € I. Comme
r minimise localement la distance, la restriction a [t — €, +00[ de r est un rayon géodésique
dans appartement A’, passant par r(¢) et y. Donc son image est contenue dans C'(t —¢) et
t—eel.

Donc I est un intervalle ouvert de la forme |s,0] de R_ avec s < 0. Si s est fini, alors,
en appliquant la proposition I1.1.8 & la chambre a l'infini C'(c0) et au germe de chambre en
r(s) opposé a celui de D(s), il existe € strictement positif, qu’on peut supposer inférieur a
—s, tel qu’il existe un appartement contenant r(s) et r(s+¢) (donc r([s, s +¢])) et C(s+¢),
donc r([s + &, +00[) car s +£ € I. On a donc s € I, ce qui est impossible. ]

On aura besoin du corollaire suivant en section V.5.3.

Corollaire I1.1.13 (Géodésiques par morceaux) Soit A un immeuble affine, de systéme
d’appartement maximal. Soit o : R — A une géodésique par morceaux, a segments loca-
lement dans des chambres opposées, c’est-a-dire telle que pour tout t il existe € tel que les
segments o[t,t+¢] et o[t —e,t] sont dans deux chambres de Weyl de sommet o(t) de germes
opposés en o(t). Alors, pour tout t les images par o des intervalles |—oo, t] et [t,+00] sont
respectivement contenues dans deux chambres de Weyl de sommet o(t) opposées en o(t). En
particulier, ['image de o est contenue dans un appartement. ]

Terminons par un lemme (qui sera notamment utilisé en section I1.2.6) qui généralise la
propriété (CO).

28



Lemme I1.1.14 Soient A un appartement de A, et F une facette de -
A de sommet un point x de A. Soit F' une facette de A de sommet x
opposée a F en x, et D la réunion des chambres de Weyl fermées de A
de sommet x contenant F'. Il existe un unique appartement contenant D
et F.

Preuve. L’unicité est une conséquence directe de 'axiome (A2), montrons l’existence.

Soient ' € A d'image A et F une facette de la chambre de Weyl fondamentale C de A
telles que f'(0) =z et f'(F) = F'. Soient C' = f'(C) et B' = f'(wC) ol w est le plus long
élément du sous-groupe de Coxeter de W engendré par les réflexions fixant F.

La facette F' peut se prolonger en une chambre de Weyl de sommet x opposée en z a C'
par le corollaire I1.1.10, donc il existe f € A tel que f(0) = z, f(C) = C" et f(—F) = F.
Soit B = f(w(—C)), alors ’enveloppe convexe fermée de F' et B contient C'. Il existe un
appartement contenant des germes de B et de B’, donc un germe de F' (par (GG)), donc,
par convexité, cet appartement contient un germe de C’. Les chambres de Weyl B et B’ sont
donc opposées en x, donc contenues dans un méme appartement A’ (par (CO)), qui contient
’enveloppe convexe de F' et B (par 'axiome (A2)), donc C".

Par conséquent A’(co) contient la réunion des galeries minimales de C'(00) a B'(c0), qui
est D(00) (car ce sont des chambres opposées dans le complexe de Coxeter link(F”(c0)) dont
I'ensemble des chambres est ’ensemble D(o0) des chambres de A(0co) dominant F'(c0)). On
en conclut que A contient D. H

I1.1.6 L’immeuble des germes en un point et la propriété (A3’).

Dans cette section, on suppose que (A, A) vérifie, en plus des axiomes (A1), (A2) et
(A3), les propriétés suivantes (qui sont notamment vérifiées sous les hypotheses de la section
I1.1.5, donc par les immeubles affines, d’apres la section 11.1.4).

(GG) Deux germes de chambres de Weyl de méme sommet sont dans un méme appartement.
(CO) Deux chambres de Weyl de sommet © € A, opposées en x, sont dans un meéme
appartement.

Notons que I'appartement de (CO) est nécessairement unique (par l'axiome (A2)). On
montrera par la suite en sections I1.1.7 et I1.1.8 que les axiomes (A5’) et (A4) sont alors
vérifiés, donc que A est un immeuble.

La propriété (GG) entraine la proposition suivante.

Proposition I1.1.15 Le compleze simplicial X,A est un immeuble sphérique modelé sur
¥, appelé Iimmeuble des directions en = de A. Ses appartements sont les germes des
appartement de A passant par x. H

Remarque. Dans le cas ot (A, W) essentiel, la réalisation géométrique de I'immeuble
sphérique combinatoire ¥, A est exactement 1’espace 0,2 des directions en x de A comme
espace métrique CAT(0) (voir section I.1).

On a un morphisme canonique (de complexes de chambres marqués) de I'immeuble a
I’infini dans I'immeuble des directions en x

Yo A — YA
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défini par 3, (C'(00)) = 3,C pour toute chambre de Weyl C' de sommet z de A.

Proposition I1.1.16 Soient C' et C" deuz chambres de Weyl de A de méme sommet x. 1l
existe un appartement contenant C et un germe de C' en x.

Preuve. Soit A un appartement contenant des germes en z de C' et C'. Soit C” la chambre
de Weyl de A de sommet z, de germe en x opposé a celui de C'. Soit A’ 'appartement
contenant les deux chambres de Weyl C' et C” (qui sont opposées en z). Les germes en x de
A et de A’ sont deux appartements de I'immeuble sphérique ¥, A qui contiennent les deux
chambres opposées X,C et ¥,C". IIs sont donc confondus, et par conséquent A’ contient un
germe en = de C'. ]

Proposition I1.1.17 On a la propriété

(A3’) Soient C et C' deux chambres de Weyl de A de sommets respectifs x et y. Alors il
existe un appartement contenant un germe en x de C et un germe en y de C'.

Preuve. Soit D une chambre de Weyl fermée de A de sommet z contenant 3. D’apres la
proposition I1.1.16, il existe un appartement A contenant D et un germe en z de C. Il existe
une chambre de Weyl fermée D’ de A de sommet y contenant un germe en x de C. En
réappliquant la méme proposition, on a alors un appartement A’ contenant D’ et un germe
en y de C’, qui convient. ]

Remarque. Les germes de facettes jouent un role analogue pour A a celui des simplexes
pour les immeubles combinatoires. De ce point de vue, la propriété (A3’) est la transcription
de l'axiome (B1) de [Ron].

I1.1.7 Rétractions.

Dans cette section, on suppose seulement que A vérifie les axiomes (A1) et (A2), que A
est couvrante (i.e. que A est la réunion de ses appartements), et que A possede la propriété
(A3’), qui est alors un renforcement de I’axiome (A3). Ceci est en particulier le cas sous les
hypotheses de la section I1.1.6, donc quand A est un immeuble affine. On établit, suivant
[BrTil], l'existence de rétractions canoniques et en particulier que 'axiome (A5’) est alors
vérifié.

Proposition I1.1.18 Soient A un appartement, x un point de A et C' une chambre de A
de sommet x. Il existe une unique rétraction r de A sur A, appelée rétraction canonique
de A sur A de centre C, telle que r conserve la distance en restriction a tout appartement
contenant un germe en x de C. Alors r envoie une facette de sommet x isométriquement
sur une facette de sommet x, et le morphisme de l'immeuble X, A des directions en x induit
par r est la rétraction p de Y, A sur ¥, A centrée en X,C. De plus r diminue la distance, et
conserve la distance 4 x (en particulier 'aziome (A5’) est vérifié).

Preuve. Pour tout appartement A’ contenant un germe de C, il existe (par 'axiome (A2))
une unique isométrie ¢4 de A’ sur A fixant leur intersection AN A’
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Soit y € A. D’apres la propriété (A3’) et puisque A est couvrante, il existe un apparte-
ment A’ contenant y et un germe en x de C. Alors on pose r(y) = ¢4 (y), qui ne dépend pas
du choix de A’ (contenant y et un germe en z de C').

L’application r conserve bien la distance a z, et envoie un germe de chaque chambre de
Weyl de sommet = isométriquement sur un germe de chambre de Weyl de A, donc envoie
la chambre de Weyl toute entiere isométriquement sur la chambre de Weyl de A correspon-
dante. L’application induite sur 'immeuble des directions en z est clairement la rétraction
canonique.

Il reste & voir que r diminue la distance. On utilise pour cela le lemme suivant de [BrTil],
dont la démonstration, incluse par souci de complétude, n’utilise que la propriété (A3’).

Lemme I1.1.19 /BrTil, Lemme 7.4.21] Soient C une chambre de Weyl de sommet z € A
et y,z deuz points de A. Le segment [y, z| est inclus dans une réunion finie d’appartements
contenant un germe en x de C.

Preuve. Pour p € [y, z[ (resp. dans ]y, z]), on considere une chambre de Weyl Cf (resp.
C.) de sommet p contenant le segment [p, 2] (resp. [p,y]) dans son adhérence. D’apres la
propriété (A3’), il existe un appartement Al (resp. A7) contenant un germe en x de C' et
un germe en p de Cf (resp. de C°), donc un point p* (resp. p~) du segment |p, 2] (resp.
Ip,y]). Soit [y,y*[, Ipy,pil,---, Ipp,pil, ]2, 2] un recouvrement fini du segment [y, 2]
extrait du recouvrement de ce segment par les segments ouverts [y, y™*[, |27, 2], et [p~, p™|
pour p €]y, z[. Alors le segment [y, 2] est inclus dans la réunion (finie) des appartements A},

A, AL AD Al AT, qui contiennent chacun un germe en z de C'. ]

Soient y et z deux points de A. D’apres le lemme, la rétraction r est une isométrie en
restriction a chaque sous-segment d’une subdivision finie du segment [y, z]. Son image est
donc un chemin dans A de r(y) a r(z), de méme longueur d(y, z). La distance d(r(y),r(z)) est
la distance dans A entre r(y) et r(z), donc inférieure a la longueur des chemins les joignant,
donc a d(y, z). H

I1.1.8 Vérification de axiome (A4).

On reprend les hypothéses de la section I1.1.6. On va montrer que 'axiome (A4) est alors
vérifié. Commencgons par établir la propriété suivante (déja obtenue pour les immeubles
affines en Prop. 11.1.8).

Proposition I1.1.20 Par tout germe de chambre de Weyl passe au moins un appartement
contenant une sous-chambre de Weyl d’une chambre de Weyl donnée.

Preuve. Soient C' une chambre de Weyl de A de sommet x et ¢’ un germe de chambre de
Weyl de sommet y. Soit A un appartement contenant C'. Soient z un point de C' et C', la
sous-chambre de Weyl de C' de sommet z. Considérons la rétraction canonique r de A sur A,
centrée sur C'y (voir Prop. I1.1.18). Comme r diminue la distance, 'image r(y) de y par r est
dans la boule B de centre x et de rayon d(z,y) dans A. On peut choisir z de telle maniére
que la boule B soit incluse dans la chambre de Weyl ouverte C'_ de A, de sommet 2z, opposée

a Oy
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Soient A’ un appartement contenant ¢’ et un germe de C'; en z (qui existe par la propriété
(A3%)), et C" la chambre de Weyl de A" de sommet z opposée a X,C. Alors r envoie C”
sur C_. Comme r(y) € C_, on a que la chambre de Weyl ouverte C' contient y, donc le
germe ¢ (car elle contient un voisinage de y dans A). Les chambres de Weyl C” et C'; sont
opposées en z, donc contenues dans un méme appartement (par la propriété (CO)). H

Notons que cette propriété permet de définir un autre type de rétractions canoniques.

Par définition, le germe a [’infini d’'une chambre de Weyl C' de A est la classe des chambres
de Weyl ayant méme germe a l’infini que C, c’est-a-dire une sous-chambre de Weyl commune
avec C'.

La proposition suivante se démontre de maniere exactement analogue a ce qui est fait en
section I1.1.7.

Proposition 11.1.21 Soient A un appartement et C' une chambre de Weyl de A. Il existe
une unique rétraction r de A sur A, appelée rétraction canonique de A sur A centrée sur
le germe a l'infini de C', telle que r conserve la distance en restriction a tout appartement
contenant une sous-chambre de Weyl de C. De plus r diminue la distance. ]

Les rétractions canoniques définies dans les propositions I1.1.18 et I1.1.21 sont différentes,
comme le montre par exemple le cas des arbres (voir figure I1.2).

N ! [ 4

A e} A c
Rétraction centrée en ,C. Rétraction centrée en C(00).

Fi1a. I1.2 — Cas des arbres.

Vérifions maintenant 1’axiome (A4). Soient C' et C" deux chambres de Weyl de A. Mon-
trons que, quitte a passer a deux sous-chambres de Weyl, elles sont dans un méme apparte-
ment.

Pour z € €', notons C,, C’, les chambres de Weyl de sommet z contenant des sous-
chambres de Weyl respectives de C' et de C' (dont 'existence est assurée par la proposition
I1.1.20, et 'unicité par I’axiome (A2)). Notons 6(z) la longueur d’une galerie minimale allant
du germe en z de C, a celui de C!, dans I'immeuble sphérique ¥,A des directions en z.

Quitte a remplacer C' par une chambre de Weyl de méme germe a linfini et C' par
une sous-chambre de Weyl, on peut supposer qu’elles ont méme sommet z et que (x) est
maximal (car § ne prend qu’un nombre fini de valeurs).

Soient (par la proposition I11.1.16) A un appartement contenant C’ et un germe en x de C,
et C" la chambre de Weyl de sommet x de A opposée a 3,C'". Par (CO), soit A’ 'appartement
contenant les deux chambres de Weyl C' et C" (qui sont opposées en z). L'intersection de A’
et de C" est un convexe fermé de C.

Soit z un point de cette intersection. Alors les chambres de Weyl C, et C7 de sommet z
contenant des sous-chambres de Weyl respectives de C' et C" sont dans A’ par 'axiome (A2).
Par hypothese, il existe une galerie dans I'immeuble sphérique >, A des directions en z allant

32



du germe en z de C, a celui de C',, de longueur inférieure ou égale & d(x). Par ailleurs, comme
C' et C" sont dans un méme appartement A, on a 0,(C”,C”) = 6,(C",C") =d—6,(C,C") =
d — 0(x) ou d est le diametre combinatoire du complexe de Coxeter modele . Donc ¥,C?
est sur une galerie de longueur minimale de ¥,A joignant les chambres opposées ¥,C, et
¥,C", donc dans 1'unique appartement de ¥,A les contenant, qui est ¥,A4’. Donc A’ N C”
contient un germe de .

On en déduit que A’ N C" est un convexe fermé de C" contenant x, qui est ouvert dans
C", donc que la chambre de Weyl C” est incluse dans A’, ce qui conclut. ]

La proposition suivante résume les différentes caractérisations des immeubles affines qu’on
a obtenu (la caractérisation par la propriété (A3’) sera utilisée dans la partie I11.1).

Théoréme 11.1.22 Soit A un ensemble muni d’une famille A d’injections de A dans A
vérifiant les aziomes (A1), (A2) et (A3) de la section II1.1.2. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

— A est un immeuble affine, i.e. les aziomes (A4) et (A5’°) sont vérifiés.
— les aziomes (A4) et (A5) sont vérifiés et d vérifie 'inégalité triangulaire.
— L’axziome (A4) est vérifié et A vérifie la propriété suivante.
(A3’) Deux germes de chambres de Weyl sont contenus dans un méme appartement.
— A possede les propriétés suivantes.

(GG) Deux germes de chambres de Weyl de méme sommet sont contenus dans un
meéme appartement.

(CO) Deux chambres de Weyl de sommet x € A, opposées en x, sont contenues dans
un méme appartement.

O

Remarque. Si A est couvrante, la propriété (A3’) entraine I'axiome (A3).

I1.2 Décomposition et propriétés géométriques.

11.2.1 Produits et décomposition.

On dit qu'un immeuble affine (A, A) de type (A, W) est trivial si le groupe de réflexions
fini (A, W) est trivial, c’est-a-dire si le groupe W est réduit & I'identité. Dans ce cas A n’a
qu’'une seule chambre de Weyl vectorielle, qui est I’espace entier, et I’axiome (A4) entraine
immédiatement que A = A et que A =W.

Soit (Aq, A;) et (Ay, As) deux immeubles affines de types respectifs (A, W) et (Ay, W).
Le produit A; x Ay est naturellement muni d’une structure d’immeuble affine modelé sur
(A; @ Ay, W, x Wy) de systeme d’appartements A; x Ay = {(f1, f2); fi € A;}. La distance
canonique de A est alors le produit euclidien des distances canoniques des deux facteurs.

On dit qu'un immeuble est irréductible s’il n’est pas trivial et ne se décompose pas en

produit de deux immeubles comme ci-dessus.

Proposition I1.2.1 Soient (AQWI) et (AQ,W_Q) deuz groupes de réflezions finis et (A, A)
un immeuble affine de type (A, W) = (A @Ay, W1 x Ws). Il existe une unique décomposition
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de (A, A) en produit de deur immeubles affines (A1, A1) et (Ag, Ag) de type respectifs
(A, W) et (A, IWs).

Preuve. Soit i € {1,2}. On dit que deux points x et y de A ont méme i-éme coordonnée
si, dans un (donc tout, car W préserve le sous-espace vectoriel A;) appartement marqué
contenant x et y, le vecteur de = a y est orthogonal a A;. On note alors x ~; y. Montrons
que ~; est une relation d’équivalence. Soient x, y et z trois points de A tels que = ~; y et
Yy ~; z. Si ces trois points sont dans un méme appartement, il est clair que z ~; z. Dans
le cas général, par induction sur la longueur d’une subdivision finie du segment [y, z] dont
chaque sous-segment est dans un appartement contenant x (cf. lemme I11.1.19), on obtient
que T ~; z.

Notons x; la classe d’équivalence de x pour ~;. Soit A; I'ensemble quotient A/, et
pi: x +— z; la projection canonique de A sur A;. Soit ¢ 'application canonique x +— (1, 2)
de A sur A; x Ay. Si x et y ont mémes coordonnées, c’est-a-dire si x ~1 y et x ~5 ¥, alors
le vecteur de x a y dans un appartement les contenant est orthogonal a A; et a Ay, donc
nul, donc z = y. L’application v est donc injective. Soient x et y deux points de A et f un
appartement passant par x et y. Soient a = a; + as et b = by + by dans A tels que f(a) =z
et f(b) =y. Alors ¥(f(a; + b2)) = (x1,ys). L’application ¢ est donc surjective. On identifie
dorénavant les ensembles A et A; x Ay par la bijection .

Si f est un appartement marqué de A, on note f; 'application injective de A; dans A;
telle que f; = p;jo fla,. On aalors Yo f = (fi, fa).

Montrons que ’ensemble A; muni du systéme d’appartements marqués (clairement cou-
vrant) A; = {f;, f € A} est bien un immeuble affine de type (A;, W;). D’apreés le théoreme
I1.1.22, il suffit de vérifier les axiomes (A1), (A2), (A4) et la propriété (A3’).

Soit W; le sous-groupe des isométries affines de A; de partie vectorielle dans ;. Le sous-
groupe W des isométries affines de A = A; @ A, de partie vectorielle dans W = W, x W,
s’identifie au produit W; x Ws.

L’axiome (A1) est vérifié car A est invariant par précomposition par le sous-groupe
W; x {Id} de W, et on a (f ow); = f; ow; pour tout f dans A et w = (wy, wy) dans W.

On fixe une chambre de Weyl vectorielle C de A et les chambres de Weyl vectorielles
respectives Cy, Cy de Ay et Ay telles que C = {ay + ag, a; € C; pour i = 1,2}.

Montrons que (Ay, Ay) vérifie Paxiome (A2). On montre tout d’abord une partie seule-
ment des propriétés demandées, c’est-a-dire que pour tous f et f' dans A, le sous-ensemble
I = f7(fi(A)) N fI(Ar)) est une partie convexe de A; et application f/;" o fijr, est une
isométrie de I; dans A;. Soient a,b € I,. Soient a’ et b’ les deux points de A; tels que
fla) ~1 f'(a') et f(b) ~1 f'(b'). Soit f” un appartement marqué dont 'image contient les
deux points x = f(a) = f"(a) et y' = f'(V)) = f"(c) avec ¢ € A. Alors le point f"(¢1 + as)
a mémes coordonnées (y|,z3) que le point y = f(b), donc ils sont confondus, et de méme
f"(a1+c2) = f'(a') = a'. Tl est alors clair que les segments [z, y] et [z', y'] ont méme longueur
et méme projection sur Aq, ce qui conclut.

Apres ce préliminaire, nous pouvons montrer la propriété importante suivante.

Lemme I1.2.2 Si f et [’ sont deuz appartements marqués quelconques de A, alors il existe
un appartement f" tel que 1o f" = (f1, f3).
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On aura donc bien Y A = A; x A,.

Preuve. Les deux chambres de Weyl f(C) et f'(C) de A ont, par 'axiome (A4), deux
sous-chambres f(a 4+ C) et f'(a + C) (avec a € C) dans I'image d’'un méme appartement
marqué fY. En utilisant I'axiome (A2), on peut choisir f tel que (f); = fi en restriction
aa; +Cy et (fV), = f; en restriction & as + Cy. On applique le méme procédé a la chambre
de Weyl —C opposée a C et on obtient un autre appartement marqué f” tel que (f”); = fi
en restriction & —a; — Cy et (f”)s = (f')2 en restriction & —ay; — Cs. En appliquant une
derniere fois I'axiome (A4) aux deux chambres de Weyl f7(a+ C) et f"(—a— C), on obtient
un appartement marqué f” contenant deux de leurs sous-chambres de Weyl f(a’ 4+ C) et
fI'(—=a' — C) (avec a' € a + C) et on peut supposer que f” = f sur o’ + C. L’ensemble
I = 7 (fi(Ay) N fI'(A)), dont on a vu précédemment que c’est une partie convexe de A,
contient les deux chambres de Weyl affines de direction opposées —a} — C; et a} + C; de
Ay, donc c’est A; tout entier. On a de plus que 'application f{’ coincide avec ’application
fi1 sur la chambre de Weyl affine o} + C; de A; donc I’application f”1_1 o fi, dont on a vu
précédemment que c’est une isométrie, la fixe point par point, donc c’est I'identité. On en

conclut que f' = fi et, par le méme raisonnement, que fj = fi, comme demandé. H

On peut maintenant terminer la vérification de I’axiome (A2). Soient fi, f| € A;, d’apres
ce qu’on vient de faire, on peut choisir des représentants f et f' dans A tels que f) = fs.
Pour a,a’ € Ay, on a alors fi(a) = f](a’) si et seulement si f(a) = f'(a’). Il est alors facile
de déduire les propriétés requises des propriétés correspondantes pour f et f'.

La propriété (A3’) et I'axiome (A4) sont aisément vérifiés. Soient C; = f;(C;) et C! =
fH(C;), avec f, f' € A, deux chambres de Weyl de A;. Alors par la propriété (A3’) pour A, il
existe € > 0 et un appartement A” contenant f(CNB(0,¢)) et f'(CNB(0,¢)). L’appartement
pi(A”) de A; contient donc deux germes respectifs f;(C; N B(0,¢)) et f/(C; N B(0,¢)) de C;
et C!, ce qui conclut la vérification de la propriété (A3’) pour A;. Par ailleurs, par 'axiome
(A4) pour A, il existe a € C et un appartement A” contenant les sous-chambres de Weyl
f(a+ C) et f'(a+ C). L’appartement p;(A”) de A; contient donc les deux sous-chambres
de Weyl respectives p;(f(a+ C)) = fi(a; + C;) et fl(a; + C;) de C; et C}, ce qui conclut la
vérification de 1'axiome (A4) pour A,.

On a donc montré 'existence de la décomposition souhaitée. L’unicité découle de la
remarque suivante. Supposons que (A, A) soit le produit de deux immeubles affines (A1, A;),
(Ay, Ay). Soient 2 = (1, x2) et y = (y1, y2) deux points de A = Ay x Ay. Alors, pouri = 1,2,
pour la relation d’équivalence ~; définie au début de la preuve, on a x ~; y si et seulement
si x; = y;. En effet, en prenant par exemple ¢ = 1, si on prend un appartement marqué
f=(f1,f2) € A=A x Ay contenant x et y dans son image, et un point a = a; + ap de
A=A @Ay, tels que x = f(a), alors z ~; y si et seulement si y appartient a f(a + Ay) =
{fi(a1)} x folas + Ag) = f(A) N {z1} x Ay. 1l est alors clair que la décomposition de A en
produit de deux immeubles affines construite dans cette preuve est égale a la décomposition
initiale. ]

Corollaire I1.2.3 Un immeuble affine A de type (A, W) est irréductible si et seulement si
le groupe de réflexions fini (A, W) Dest. H
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Corollaire I1.2.4 Pour tout immeuble affine A, il existe une unique (a automorphisme preés
et modulo permutation des indices {1,...,m}) décomposition A = Ny x [~ A; de A en
produit d’tmmeubles affines A;, ou Nq est trivial et A; irréductible pour v > 1. ]

I1.2.2 Automorphismes et isométries.

Définition II1.2.5 Un automorphisme d’un immeuble affine A est une bijection g : A — A
tel que le systeme A des appartements marqués est invariant par composition par g, i.e. pour
tout appartement marqué f € A, les applications go f et g~' o f sont dans A.

Les différentes propriétés énoncées dans les propositions suivantes sont immédiates.

Proposition I1.2.6 Soit g un automorphisme d’immeuble de A. Alors g est une isométrie
de A et g conserve le type des segments. L’isométrie de A induite par g est un automor-
phisme d’immeuble sphérique. Si g fize un point © € A, lisométrie de X, induite par g est
un automorphisme d’immeuble sphérique. ]

Proposition I1.2.7 Soit g une isométrie de A conservant le type des segments. Si A est un
immeuble trivial, alors A = A et g est une translation de A. Si A se décompose en produit
H?:o A; d’immeubles affines, alors g est de la forme (go,...,gr) 04 g; est une isométrie de
A; conservant le type des segments pour tout i. Si g est un automorphisme d’immeuble de
A, alors g; est un automorphisme d’immeuble de A; pour tout 1. ]

Nous aurons besoin en section I1.3 de la propriété suivante.

Proposition I1.2.8 Soit g une isométrie de A préservant les chambres de Weyl. Si A =
Ag x A" est la décomposition canonique de A en produit d’un immeuble affine trivial Aq et
d’un immeuble affine sans facteur trivial A, alors g est de la forme (go,g') ot go est une
isométrie de Ay, et g' est une isométrie de A' préservant les chambres de Weyl.

Preuve. Une chambre de Weyl de A de sommet x = (xq,2') est de la forme C' = Ay x C'
ou C’ est une chambre de Weyl de A’ de sommet z'. Le facteur trivial Ay x {z'} est égal a
'intersection des faces de codimension 1 de C, et {zg} x C" est son orthogonal en z, donc
cette décomposition est préservé par g. On en déduit le résultat souhaité. ]

I1.2.3 Géométrie CAT(0).

Proposition I1.2.9 (F. Bruhat-J. Tits) Un immeuble affine A est un espace métrique CAT(0)
(voir par exemple [Pau2, Prop. 3.3]).

Preuve. Soient z,y, z trois points de A. Soit 7,7, 7z un triangle de comparaison. Soient p
un point d’une géodésique entre x et y, et p le point du segment [Z,7] tel que d(Z,p) =
d(x,p). Soit A un appartement contenant x et y. Soit p’ le point du segment [z, y] tel que
d(z,p') = d(z,p) et d(y,p') = d(y, p). Soit r une rétraction de A sur A, diminuant la distance,
conservant la distance a p’ (cf. Prop. I11.1.18).

Montrons dans un premier temps que p = p’. On a d(z,p) + d(p,y) = d(x,y) donc
d(xz,r(p)) + d(r(p),y) est inférieur ou égal a d(z,y), donc r(p) = p’. Par conséquent on a
p = p' car r conserve la distance a p'.
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Les trois points z, y, r(z) forment un triangle euclidien dans A avec d(z,y) = d(T,7),
d(z,r(z)) < d(T,z) et d(y,r(z)) < d(7,z). On en déduit que d(p,r(z)) < d(p,z). Comme
d(p, z) est égal a d(p,r(z)), on a bien 'inégalité d(p, z) < d(p, Z). ]

L’énoncé suivant est un corollaire de la proposition I1.1.5 et des propriétés des espaces
métriques CAT(0) (voir section 1.1).

Corollaire I1.2.10 Soient C' de sommet q et C' de sommet ¢' deux chambres de Weyl
fermées asymptotes, alors pour tous x € C et x' € C" tels que les segments [q,z] et [¢, 2]
sont de méme type, la distance d(z,z") est inférieure ou égale a la distance d(q,q") entre les
sommets des deur chambres de Weyl. ]

11.2.4 Enveloppe convexe de Weyl de deux points.

Définition I1.2.11 On appelle polyedre de Weyl de A une intersection de racines affines
de A. L’enveloppe convexe de Weyl d’une partie B de A, notée O(B) est le polyédre de Weyl
formé par l'intersection des racines affines de A contenant B.

Remarque. Dans [BrTil], les intersections de racines affines sont appelées des parties closes,
et O(B) est appelé enclos de B et noté cl(B).

Proposition 11.2.12 Soient x et y deux points de A et A un appartement les contenant.
L’enveloppe conveze de Weyl {(z,y) de {zx,y} dans A ne dépend pas du choix de ’appar-
tement A contenant x et y. On [appelle l'enveloppe convexe de Weyl de {z,y}. Elle est
contenue dans tout appartement contenant x et y.

Preuve. Soient f un appartement marqué et a, b € A tels que f(a) = z, f(b) =y et b—a € C.
Soit F la facette vectorielle ouverte de A contenant b—a. Alors on a {(a,b) = (a+F)N(b—F).
Soit f' un autre appartement marqué tel que f'(a) = = et f'(b) = y. Alors les facettes f(b—F)
et f'(b+ F) sont de germes opposés en y car elles contiennent respectivement les extrémités
x = f'(a) et z = f'(2b — a) d’un segment contenant y. Elles sont donc contenues dans un
méme appartement f” par le lemme I1.1.14, avec f"(a) = x et f"(b) = y. L’appartement
marqué f” coincide avec f' en a et sur b+ F, donc sur a + F et avec f sur b — F. Donc f et
f! coincident sur O(a,b) = (a +F)N (b —F). H

I1.2.5 TIsométries préservant le type des segments.

Lemme 11.2.13 Soit g une application d’une partie B de A dans A isométrique, préservant
le type des segments. Alors pour tous points a, b dans B, Uapplication g coincide sur (I’in-
tersection avec B de) enveloppe convexe de Weyl de {a,b} avec tout appartement marqué

f tel que f(a) = g(a) et f(b) = g(b).

Preuve. Supposons pour simplifier que le vecteur b — a est dans la chambre de Weyl fermée
fondamentale C et soit F la facette vectorielle ouverte de C le contenant. Soit ¢ un point de
B dans O(a, b), c’est-a-dire tel que les vecteurs ¢ —a et b— ¢ sont dans F. Notons z, et z les
images de a, b et ¢ par g. D’apres le lemme I1.1.19, le segment [y, z] admet une subdivision
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finie yo = v, Y1,..., ym = 2 dont chaque sous-segment est inclus dans un appartement
contenant x. On suppose m minimal.

Soit f un appartement marqué tel que z = f(a), y = f(b) et y; = f(b1) avec by € A.
On a Oly,yi] = AO[y, z] avec A €]0, 1], donc le segment [b, b;] est de type AO[b, ¢]. De plus
G(a, b)) = <,(z,2) < <y (z,2) = <(a, ).

Or pour tous vecteurs u,v de F, il n’est pas difficile de voir que v est 'unique vecteur de
W tel que <t(u,v) est minimal.

On a donc nécessairement que by —b = \(c —b) et donc que b; est le point correspondant
a y; sur le triangle de comparaison a, b, ¢ pour le triangle =, y, z de A.

Si m > 1, en appliquant ce méme raisonnement a un appartement marqué f’ tel que
x = f'(a), y1 = f'(b) et yo = f'(bz) avec by € A, on obtient que by — by = Ao(c — by)
avec Ay €]0,1], donc que by € O(a,by). Donc, comme f et f' coincident sur {(a,b;), on a
f(b2) = ya, ce qui contredit la minimalité de m. On a donc m =1,y =2, A =1 et by = ¢,
d’on f(c) = z, ce qui conclut. ]

Corollaire I1.2.14 Une application g de A dans A est une isométrie préservant le type des
segments si et seulement si g est une limite inductive d’appartements marqués, c’est-a-dire
qu’elle coincide avec un appartement marqué sur toute partie bornée de A.

Preuve. Soit B une partie bornée de A. Il existe a et b dans A tels que leur enveloppe
convexe de Weyl {(a,b) contient B. Si g est une isométrie préservant le type des segments,
elle coincide avec un appartement marqué sur ¢(a, b) par la proposition ci-dessus, donc sur

B. ]

Corollaire I1.2.15 L’mage d’une chambre de Weyl de A par une isométrie de A préservant
le type des segments coincide avec une chambre de Weyl de A dans toute partie bornée. []

I1.2.6 Le systeme maximal d’appartements.

Proposition I1.2.16 Soit (A, A) un immeuble affine modelé sur (A, W). Il existe un unique
systeme d’appartements A contenant A et mazimal pour Uinclusion. Il est formé de toutes
les applications g de A dans A qui sont des isométries préservant le type des segments, ou,
de maniére équivalente, des limites inductives d’éléments de A.

Preuve. Il est clair que tout systeme d’appartements contenant A est formé d’isométries de
A dans A préservant le type des segments, donc inclus dans A. Montrons que (A, A) est bien
un immeuble affine. Les axiomes (A1), (A2) et (A3), et les propriétés (A3’) et (GG) sont
aisément vérifiés, car les éléments de A sont des limites inductives d’éléments de A, donc
par définition coincident avec un élément de A dans tout borné de A. Montrons la propriété
(CO), ce qui conclut d’apres le théoreme 11.1.22.

Soient C' et C" deux chambres de Weyl de (A, A), de méme sommet x, opposées en x.
Soient f et f' dans A tels que C = f(a+ C), C" = f'(a — C) et f(a) = f'(a) = x avec
a € A. Soient b dans C et n un entier. Soit g,, dans A tel que g,(a + nb) = f(a + nb) = y,
et gn(a —nb) = f'(a —nb) = y/,. Comme C et C' sont opposées en z, le point z est le milieu
du segment joignant y, a y,,, donc, par 'axiome (A2), g,(a) = x. Comme f et f' sont des
isométries préservant le type des segments, par le lemme 11.2.13, on a que g, coincide avec
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[ sur O(a,a+nb) et avec f’ sur {(a — nb,a). De plus, pour tout p > n, on a que g, coincide
avec g, sur B, = O(a — nb,a + nb). Toute partie bornée de A est incluse dans B,, pour n
assez grand, donc la suite (g,) admet une limite inductive g € A qui coincide avec f sur
a+ C et avec f' sur a — C, ce qui conclut. H

Proposition I1.2.17 Le systeme d’appartement est maximal si et seulement si tout rayon
géodésique et toute géodésique est contenu dans un appartement.

Preuve. Soit A’ un systeme d’appartements contenant A et f € A’. Soit v € C. Si la
géodésique t — f(tv) est contenue dans I'image d’un appartement marqué g de A, qu'on
peut choisir égal & f sur Ro par les axiomes (A1) et (A2) pour A', alors f et g coincident
sur O(—tv, tv) pour tout ¢ (par la proposition I1.2.12), donc sur A, et f € A, ce qui prouve
une des deux implications.

Supposons que le systeme d’appartements est maximal. Comme deux chambres de Weyl
opposées en un point sont contenues dans un méme appartement, il suffit de le montrer
pour un rayon géodésique r : [0, +oc[ — A. Notons = = r(0), et pour tout n entier y, =
r(n). Soient a dans A et b = O[x,y;] dans une facette ouverte F de la chambre de Weyl
fondamentale C. Alors, pour tout n, il existe un appartement marqué f,, tel que f,(a+nb) =
Yn €t fn(a) = z. Par le lemme I1.1.14, on peut méme choisir f,, coincidant avec f; sur a — D,
ou D est la réunion des chambres de Weyl vectorielles fermées de A contenant la facette —F.

Pour tout p > n, on a alors que f, coincide avec f, sur I’enveloppe convexe B,, de a +nb
et a — D dans A. Toute partie bornée de A est incluse dans B, pour n assez grand, donc
la suite (f,) admet une limite inductive f, qui est un appartement marqué car le systéme
d’appartements est clos par limite inductive. [.’image de f contient x et ¥, pour tout n, donc
le rayon 7. ]

Rappelons que le bord 0A de A désigne la sphere unité de A, munie de la distance
angulaire (qui s’identifie au bord de A comme espace métrique CAT(0)), et 9 'application
canonique de I'espace vectoriel A privé du vecteur nul dans JA. Rappelons également que le
complexe simplicial A> est marqué par le type © : A® — ¥, ot XX est I’ensemble des
bords OF des facettes F non réduites & {0} de la chambre de Weyl vectorielle fondamentale
C.

La réalisation géométrique modelée sur (OA, W) de 'immeuble sphérique combinatoire
abstrait A> est 'ensemble X = {(f,z); f € A%, z € O(f)}, muni de I'unique distance fai-
sant des injections canoniques 0A — X induites par les appartements de A> des isométries.

On notera que cette réalisation géométrique est la méme que la réalisation géométrique
standard du complexe simplicial A® (voir par exemple [Ron]) si et seulement si (A, W)
est essentiel (n’a pas de facteur trivial). Dans le cas contraire, on prendra garde que les
chambres de cette réalisation géométrique ne sont pas des simplexes sphériques, mais leur
joint sphérique avec la sphere bordant le facteur trivial de A, la réalisation géométrique elle-
méme étant alors le joint sphérique de cette sphere triviale et de la réalisation géométrique
standard.

L’axiome (A4) et la proposition ci-dessus entrainent le corollaire suivant.

Corollaire I1.2.18 Soit (A, A) un immeuble affine modelé sur (A, W). Notons 0xA le bord
de A comme espace métriqgue CAT(0) (voir paragraphe I1.2.3). La réalisation géométrique
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modelée sur (OA, W) de limmeuble sphérique A® & Uinfini de A est isométrique au sous-
espace (convere) de O/ , formé par les extrémités des rayons contenus dans un apparte-
ment, muni de la distance induite par la distance de Tits (voir par exemple [BrHa] pour sa
définition) sur O A.

Dans le cas ou le systeme d’appartements est mazimal, le bord de A comme espace
métrique CAT(0) est donc la réalisation géométrique modelée sur (OA, W) de Iimmeuble
sphérique A>°. ]

11.2.7 La définition de Kleiner-Leeb.

B. Kleiner et B. Leeb ont développé dans [KlLe| une définition géométrique des immeubles
affines complets. On donne ci-dessous leur définition, légerement modifiée pour englober le
cas non complet.

Définition I1.2.19 Soit A un espace métrique CAT(0) vérifiant la propriété suivante : de
tout point est issu un rayon géodésique asymptote a un rayon donné. Soit A une collection
invariante par précomposition par W d’isométries de A dans A appelées cartes, dont les
images sont appelées appartements. On dit que (A, A) est un immeuble affine au sens de
Kleiner-Leeb modelé sur (A, W) si les propriétés suivantes sont vérifiées.

(EB3) Tout segment, rayon géodésique et géodésique est contenu dans un appartement.
(EB4) Les changements de cartes sont induits par des éléments de W.

En particulier (A, A) vérifie donc les axiomes (A1),(A2) et (A3) de la section I1.1.2, et
le type © des segment est bien défini (cf. paragraphe I11.1.3). On requiert pour tous x, vy, z
dans A que
(EB2) Rigidité des angles. L’angle <,(y, 2) est dans ’ensemble fini D(O|x,y], Oz, z])
des valeurs prises par l'angle entre un vecteur de A de méme type que le segment [x, y]
et un vecteur de A de méme type que le segment [z, z|.

Proposition I1.2.20 La paire (A, A) est un immeuble affine au sens de Kleiner-Leeb si et
seulement si c’est un immeuble affine au sens de Tits avec A mazimal.

Preuve. Soit (A, .A) un immeuble affine, avec A maximal. Alors par définition de la métrique
canonique d sur A (voir I1.1.2), les appartements marqués sont des isométries et A est alors
un espace métrique CAT(0) (cf. Prop. I1.2.9). Montrons que de tout point y est issu un rayon
géodésique asymptote & un rayon r donné. Par la proposition 11.2.17, le rayon r est inclus
dans un appartement donc de la forme t — f(a + tv) avec f € A, a € A et v dans une
facette F de C. Par le corollaire 11.1.9, il existe une facette de sommet y asymptote a la
facette f(a+F), donc (voir Prop. IL.1.5) f' € A et o’ € A tels que la distance entre f(a+ -)
et f'(a’+-) est bornée sur F. Le rayon ¢t — f'(a’+tv) est donc asymptote a r, donc convient.

Comme deux segments issus de = ont des sous-segments issus de = contenus dans un
méme appartement (par la propriété (GQG)), 'axiome (EB2) est clair, et axiome (EB3) est
vérifié d’apres ’axiome (A3) et la proposition 11.2.17.

Donc A est bien un immeuble affine au sens de Kleiner-Leeb.
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Si A est un immeuble affine au sens de Kleiner-Leeb, on a les axiomes (A1), (A2) (car
les appartements sont des convexes fermés de A) et (A3). Si (A, .A) est un immeuble affine
au sens de Tits, alors A est nécessairement maximal d’apres la proposition 11.2.17.

D’apres le théoreme I1.1.22, il suffit de voir que les propriétés (CO) et (GG) sont vérifiées.
Cela découle des lemmes suivants de [KlLe], dont les démonstrations n’utilisent que les
propriétés énoncées dans la définition ci-dessus.

Lemme I1.2.21 Deuz segments issus d’un point x ont des sous-segments non triviaux issus
de x bordant un triangle plat (dans le cas ot ces deuzr segments sont opposés, ce triangle est
dégénéré). H

L’espace 0, A des directions en 2 de A comme espace métrique CAT(0) (voir section I.1),
muni de la distance angulaire <, est donc égal a I'espace des germes de segments issus de x.
On a une application canonique ¢, : A — {z} — §,A qui & y associe le germe du segment

Ty.

Lemme 11.2.22 [KiLe, Lemmas 3.4.1, 3.4.2] Si C est une chambre de Weyl ouverte de A
de sommet x, alors son image par 6, est un ouvert de d,A\.

Deux chambres de Weyl C' et C' de méme sommet x ont leurs images par d, disjointes
ou égales. ]

Notons que, comme une chambre de Weyl est ’enveloppe convexe de ses facettes de
dimension 1, qui sont des rayons géodésiques, en nombre fini, deux chambres de Weyl de
sommet x qui ont méme image par 0, ont méme germe en x (i.e. coincident sur un voisinage
de ).

Montrons maintenant que la propriété (CO) est vérifiée. Soient C' et C’ deux chambres
de Weyl de sommet z, opposées en x. Soit p une géodésique telle que p(0) =z, p(Ry) C C
et p(R™) C C'. D’apres (EB3), il existe un appartement A contenant p. D’apres le lemme
suivant, A contient nécessairement C' et C’, ce qui conclut.

Lemme I1.2.23 Deuz chambres de Weyl ouvertes C' et C' de méme sommet x, contenant
un méme rayon géodésique r issu de x, coincident.

Preuve. L’intersection C' N C est convexe et fermée dans C et contient r. Pour tout y dans
cette intersection, notons C,, et Czl/ les sous-chambres de Weyl respectives de C' et C' de
sommet y et r, le rayon de C' parallele & r issu de y, qui est inclus dans CNC" par convexité.
D’apres le lemme I1.2.22 ci-dessus, les chambres de Weyl ouvertes C), et C’g’/, qui contiennent
r,, ont méme germe, donc coincident sur un voisinage de y. Par conséquent C' N C' contient
un voisinage de y par convexité, donc c’est un ouvert. On en conclut que C = C". ]

Montrons enfin que la propriété (GG) est vérifiée (on reprend les arguments de la démon-
stration de [KlLe, Prop. 3.5.1]). Soient C' et C" deux chambres de Weyl ouvertes de sommet
x, et y et 2z deux points respectifs de C et C'. D’apres le lemme 11.2.21, on peut supposer
que le triangle z, y, z est plat. On peut supposer que <;(y,z) < 7 (quitte & changer z).
L’image par J, du segment [y, z] est alors un segment géodésique o de §,A pour la distance
angulaire <.
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Comme le germe de chambre §,C" est un ouvert (par le lemme 11.2.22), il contient o au
voisinage de d,z. On peut donc prolonger o dans un germe d’appartement contenant §,C" en
une géodésique, jusqu’a un point 0,y tel que <;(y,y’) = m. Soit A un appartement contenant
le segment [y, y']. D’apres le lemme 11.2.22 ci-dessus, 'appartement A contient un germe de
C'. Comme 6,C est un ouvert de 0, A, il contient §,2’ pour 2’ € |y, 2] suffisamment proche de
y. Donc 4, A contient la géodésique 6,([z’, y']) qui contient d,z par unicité de la géodésique
entre deux points de §,A a distance angulaire strictement inférieure a 7.

Donc A contient 6,C" par le lemme I1.2.22, ce qui conclut. ]

On suppose désormais que le systeme d’appartements de A est maximal. La proposition
suivante et le principe de sa démonstration sont extraits de [KlLe].

Proposition 11.2.24 [KiLe, Prop. 4.6.1, Corollary 4.6.2] Tout sous-espace E totalement
géodésique, euclidien, de A est inclus dans un appartement. Les appartements sont donc les
sous-espaces totalement géodésiques euclidiens de dimension maximale. Une isométrie de A
envoie donc un appartement sur un appartement.

Preuve. Soient 2 un point de F et ¢ une géodésique de F d’origine z telle que, si u € C est le
type du segment [¢(0), ¢(1)], la dimension de la facette vectorielle ouverte F de A contenant
u est maximale. Soit £ I’angle minimal dans A entre le vecteur u et la réunion des facettes
vectorielles fermées de A de dimension inférieure ou égale a celle de F, différentes de F. On
ac>0.

Soit A un appartement contenant c. L’intersection de A et de E est un convexe fermé
dans A et dans E. Soit r un rayon de F issu de x tel que I'angle en z entre r et ¢ est
strictement inférieur a . Montrons que r est inclus dans A.

Supposons qu’au contraire, I’ensemble des réels positifs ¢ tels que r(¢) est dans A, qui est
un intervalle fermé de R, contenant 0, est de la forme [0, s] avec s fini (éventuellement nul).
Soit ¢’ la géodésique de E parallele a ¢, issue de r(s). Comme ¢’ est incluse dans I'enveloppe
convexe fermée de r(s) et ¢ dans I'espace euclidien FE, elle est également incluse dans A. On
en déduit que le type dans C du segment [¢/(0), ¢/(1)] est u. Comme E est euclidien, I’angle
en r(s) entre r et ¢ est égal & 'angle en z entre r et ¢, donc strictement inférieur & . Les
rayons r et ¢ sont initialement contenus dans un appartement. Il existe donc un appartement
marqué f, un vecteur v unitaire de A et un réel strictement positif 1, tels que f(0) = r(s),
f(nu) = (n) et f(nv) = r(s+n). Soit F’ la facette vectorielle de A contenant v. Comme v est
de méme type dans C que le segment [r(0),7(1)], la dimension de F' est inférieure ou égale
a celle de F d’apres ’hypothese faite sur ¢. Or 'angle dans A entre u et v est strictement
inférieur & . On en déduit que F' = F, par définition de ¢, donc que nv appartient & F. Or
I’enveloppe convexe de Weyl de la droite Ru de A est égale au sous-espace vectoriel engendré
par F. Par conséquent I'image de nuv par f, qui est r(s + 1), appartient & tout appartement
contenant ¢ (par la proposition I1.2.12), donc dans A, ce qui est impossible.

Nous avons donc obtenu que A contient la géodésique c et le cone ouvert de E' de sommet
x, centré sur le rayon ¢(R, ) et d’angle £ > 0, donc A contient E par convexité. H

Rappelons qu'un immeuble combinatoire est dit épais si chacune de ses facettes de codi-
mension 1 borde au moins 3 chambres distinctes.

Une géodésique de A est dite réguliére (resp. singuliére) si son type de direction est dans
I'intérieur (resp. dans le bord) de la chambre de Weyl vectorielle fermée fondamentale C de
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A. Une géodésique réguliere est contenue dans un unique appartement de A (cela résulte de la
proposition 11.2.12). Si A est épais, la réciproque est vraie, comme le montre la proposition
suivante.

Proposition I1.2.25 Limmeuble sphérique a l'infini A est épais si et seulement si les

géodésiques réqulieres sont exactement celles qui sont contenues dans un unique appartement
de A.

Preuve. Si toute géodésique singuliere est contenue dans au moins deux appartements dis-
tincts de A, alors tout mur de A* est contenu dans au moins deux appartements distincts
de A*, donc borde au moins 3 demi-appartements distincts, ce qui entraine que A™ est
épais.

Réciproquement, supposons 'immeuble sphérique a I'infini A*> épais. Toute géodésique
singuliere r est contenue dans un mur M de A contenu dans un appartement A. Le bord a
'infini M (0c0) de M est un mur de I'immeuble sphérique épais A*, donc il existe un demi-
appartement & Uinfini A bordé par M(oco) non inclus dans I'appartement & l'infini A(co).
Soient a; et ay les deux demi-appartements de A(oo) bordés par M(oo). Pour i = 1,2,
soit A; l'appartement de A de bord & 'infini 'appartement a; U h de A*. L’axiome (A5)
entraine que I'un des deux appartements A;, A, (distincts de A) contient le mur M, donc la
géodésique 7. ]

Proposition I1.2.26 Supposons ['immeuble sphérique a linfini A épais. Alors toute iso-
métrie de A préserve les chambres de Weyl.

Preuve. Soit g une isométrie de A. D’apres la proposition [1.2.24, 'image d’un appartement
par g est un appartement. Par conséquent, comme A est épais, la proposition 11.2.25
entraine que g préserve les géodésiques singulieres.

Soit A un appartement de A. Les chambres de Weyl de A de sommet un point  donné
sont les composantes connexes du complémentaire dans A de la réunion des géodésiques
singulieres de A passant par . On en déduit que I'image par g d’une chambre de Weyl de
A est une chambre de Weyl de I"appartement g(A). ]

I1.3 Classification des isométries.

11.3.1 Enoncés.

Soit (A, W) un groupe de réflexions fini. Soit ¢ une isométrie d'une chambre de Weyl
vectorielle fermée C de A dans une autre chambre de Weyl vectorielle de A. Soit J C C
I’ensemble des vecteurs unitaires de C orthogonaux a tout vecteur de C fixé par ¢. On
remarquera que si 1) ne fixe pas de vecteur non nul, alors .J = C tout entier. Notons que
si W est irréductible, alors J est non vide si et seulement si ¢ ne fixe pas de vecteur non
nul, car C est alors un coéne sur un simplexe sphérique de diametre strictement inférieur &

™

% (cela découle par exemple de [Bou3, Chap. V, §3, Lemme 6 et Prop. 7]), donc ne contient

pas deux vecteurs non nuls orthogonaux, et .J est alors égal & JC tout entier.
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Supposons que J est non vide (cette hypotheése est notamment vérifiée, par la remarque
précédente, pour 1» = —Id, qui ne fixe pas de vecteur non nul). L’angle entre un vecteur
u de J et son image par ¢ est une fonction continue sur J compact, non nulle, donc son
minimum ag (1)) est non nul. On note ay(W) le minimum de ag (1)) pour 1 comme ci-dessus
(avec .J non vide). Si W est essentiel, les chambres de Weyl vectorielles de A, qui sont en
nombre fini, sont des cones simpliciaux, donc il n’y a qu’un nombre fini d’isométries ¢ d’une
chambre de Weyl vectorielle de A dans une autre chambre de Weyl vectorielle de A, et par
conséquent ag(TV) est non nul.

Par exemple, si A est de dimension 1, et W = {Id, —Id}, alors on a clairement oy (W) = .
Si A est de dimension 2, et W est engendré par deux réflexions par rapport a deux droites

formant un angle de %, avec p entier au moins égal a 2, alors il est facile de voir que

OéO(W) =I

p
Dans cette section, on démontre le résultat suivant.

Théoréme I1.3.1 Soit (A, W) un_groupe de réflexions fini essentiel, et ag = ao(W). Soit
A un immeuble affine de type (A, W). Soit g une isométrie de A préservant les chambres de
Weyl. Alors g induit une isométrie semi-simple du complété A de ’espace métrique A, plus
précisément, pour tout point p de A, il existe, a distance inférieure ou égale a % <
md(p, gp) de p, soit un point de A fizé par g, soit une géodésique de A translatée par
g.

Corollaire I1.3.2 Soit A est un immeuble affine complet. Alors toute isométrie de A pré-
servant les chambres de Weyl est semi-simple, i.e. fixe un point ou translate une géodésique.

Remarque I1.3.3 Tout automorphisme d’un immeuble affine préserve les chambres de Weyl,
ainsi que (quitte a prendre le systéme d’appartements mazximal, ce qui ne change rien auz
résultats étudiés ici) toute isométrie préservant le type des segments.

Si Uimmeuble sphérique a linfini de A est épais, alors (pour le systéme d’appartements
mazimal) toute isométrie de A préserve les chambres de Weyl (cf. Prop I1.2.26).

Preuve de I1.3.2. Le groupe de réflexions fini (A, W) se décompose en produit d'un groupe
de réflexions fini trivial (Ag, W, = {Id}) et d’un groupe de réflexions fini essentiel (A, ).
L’immeuble affine complet A se décompose parallelement (voir le corollaire I1.2.4) en produit
d’un immeuble affine A trivial et d’'un immeuble affine complet A’ de type (A’ ,W,). Une
isométrie g de A préservant les chambres de Weyl est alors de forme (gg, g') ou gy est une
isométrie de Ay, et ¢’ est une isométrie de A’ préservant les chambres de Weyl (voir Prop.
I1.2.8). On a Mina (g) = Mina,(go) X Mina/(g'). D’apres le théoreme I1.3.1 appliqué & A’ et
¢', 'ensemble minimal Mina/(g’) de ¢’ est non vide. D’autre part, une isométrie d’un espace
euclidien est semisimple, donc Mina,(go) est non vide. On en conclut que Mina (g) est non
vide. ]

11.3.2 Démonstration du théoreme I1.3.1.

Soit g une isométrie A conservant les chambres de Weyl. Soit p € A. Supposons que p
n’appartient pas a Min(g). Soit a un réel tel que £(g) < a < d(p, gp). Alors le convexe fermé
non vide B = {z € A/ d(z, gx) < a} ne contient pas p.
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Soit A un appartement passant par p, rencontrant B. L’intersection de B et de A est un
convexe fermé non vide de A. Soit ¢ la projection orthogonale de p sur BN A (dans ’espace
euclidien A). Soit C' une chambre de Weyl fermée de A de sommet ¢, contenant p (voir la
figure 11.3).

)

Fic. I1.3 -

Notons C’ I'unique chambre de Weyl fermée de sommet gq asymptote & C et ¢ I'unique
isométrie envoyant C' sur C” en préservant le type des segments. Soit p' le point de C” tel
que p' = ¢(p). Comme C et C" sont asymptotes, on a alors d(p,p’) < d(q, gq) < a d’apres le
corollaire I1.2.10. D’on d(p', gp) < d(p, gp) +a par inégalité triangulaire. Soit o = <4 (p', gp)-
Alors 2d(q,p)sin § < d(p', gp) par les propriétés CAT(0).

Si a > ag, ce que nous allons montrer ci-dessous, on a sin § > sin 92, car « et ag sont
dans [0, 7] et la fonction sinus est croissante sur [0, 5]. Donc pour tout a > £(g) on a alors

d(p. B) < d(p, gp) + a

~ 2sin(ay/2)

Montrons que a > «y. Il existe, par la propriété (GG) (voir prop. I1.1.11), un appartement
A’ passant par gq contenant des des germes en gq des chambres de Weyl gC et C" (voir la
figure I1.4). On identifie A" & A par un appartement marqué f avec f(0) = ggq. Soient u
le vecteur unitaire de A tel que f(cu)) est sur le segment joignant gg a p', pour ¢ > 0
suffisamment petit, et 1/ I'isométrie induite par g o ¢! de la chambre de Weyl vectorielle C
de A correspondant au germe de C’, dans la chambre de Weyl vectorielle de A correspondant
au germe de ¢C'. Soit v un vecteur de A fixé par ¢, montrons que v est orthogonal & u.

En effet, si v est non nul (sinon il est clairement orthogonal & u), quitte & multiplier v par
¢ > 0 suffisamment petit, 2’ = f(v) est dans C" et si  est le point de C tel que ¢(z) = 2, on
a gr = 2. Or, comme les chambres de Weyl C' et C” sont asymptotes et les segments [q, z] et
(94, 2] de méme type, on a d(x,z") < d(q, gq) < a par le corollaire 11.2.10, donc d(z, gx) < a
et #+ € B. On a donc <,(z,p) > 5 par les propriétés de la projection orthogonale dans
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gC

Fic. 11.4 -

I’appartement A. Rappelons que, pour un groupe de réflexions fini essentiel, une chambre de
Weyl est un cone sur un simplexe sphérique de diametre inférieur ou égal a  (voir [Bou3,
Chap. V, §3, Lemme 6 et Prop. 7]). Donc < (2,p) = 5. On a donc <4 (2',p') = 7, donc v
est orthogonal a u. On en déduit que u appartient a ’ensemble J des vecteurs unitaires de
C orthogonaux & tout vecteur de C fixé par 1.

L’angle oo = <yq(p', gp) est égal a I'angle dans A entre le vecteur u et son image par 1,

donc il est supérieur ou égal a oy par définition de ay.

Le complété A de A est CAT(0) pour la métrique induite, et g s’étend naturellement en
une isométrie de A et on a inf,_x d(x, gz) = £(g). Si on note By(a) = {z € A/ d(z, gz) < a}
pour tout a € Ry, la famille {B,(a); a > £(g)} est une famille décroissante de convexes
fermés non vides de A, d’intersection 'ensemble Minx(g) = {x € A/ d(z, gz) = {(g)).

Dans un espace CAT(0) complet, une intersection décroissante de convexes fermés bornés
non vides est non vide (voir la proposition 1.1.4).

Or on vient de montrer que pour tout a > £(g), la distance de p & B,(a) est inférieure &

d(p,gp)+a
2sin (ao/2)

distance de p & B,(a) est inférieure a celle de p & B,(a'), donc, en prenant la borne inférieure
sur o,

(car B,(a) contient B). Qui plus est, comme pour @’ < a, on a B,(a') C B,(a), la

B d(p, gp) + ((9)
d(p, By(a)) < 2sin (o /2)

Alors pour tout a > ¢(g), intersection de B,(a) avec la boule fermée de centre p et de
rayon %, qui est un convexe fermé borné de A, est non vide. Donc l'intersection de

cette famille décroissante de convexes fermés bornés est non vide et

d(p, gp) + {(g)
2sin (ag/2) H

d(p, Ming (g)) <
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Chapitre 111

Immeubles classiques

Dans tout ce chapitre, F désigne un corps valué, i.e. un corps commutatif muni d'une
valuation v : F* — R & valeurs réelles. On dira que v est discrete (resp. dense) si son
image, qui est un sous-groupe additif de R, est discréte (resp. dense). Soit |-| = exp(—wv(+)) la
valeur absolue sur F associée. Elle est ultramétrique, c’est-a-dire vérifie I'inégalité triangulaire
ultramétrique |z + y| < max(|z|, |y|) pour tous x et y de F.

Le corps T est muni de la topologie induite par la valeur absolue. On note O I’'anneau
de valuation de F, défini par O = {a € F, |a| < 1}. Soit n un entier non nul. On note V" un
espace vectoriel sur ' de dimension finie n, muni de la topologie induite par celle de F. On
note PV espace projectif de V. On note X, le groupe des permutations de {1,..., n}.

ITI.1 Construction de 'immeuble de GL,(F)

Cette section est consacrée a la construction de I'immeuble de Bruhat-Tits A de GL,, (FF)
par les normes ultramétriques sur V', et a la vérification des axiomes des immeubles affines
pour A.

La construction de cet espace est due dans le cas localement compact a [Golw] (voir aussi
[Ger]). Bruhat et Tits ont vérifié dans [BrTi2], dans le cas général (et pour tous les groupes
classiques), que cet espace est isomorphe a I'immeuble de Bruhat-Tits introduit dans [BrTil].
(L’existence de [Ger] et [BrTi2] nous a été signalée par F. Choucroun aprés qu’une premiere
version de [Parl] ait été écrite.)

II1.1.1 Normes ultramétriques.

Dans cette section, apres avoir donné les définitions de base autour des normes ultramé-
triques, nous montrerons quelques résultats techniques sur ces normes qui serviront a vérifier
les axiomes pour I'immeuble de GL,,(TF).

Définition II1.1.1 On dit qu’une application n : V — R, est une norme ultramétrique
sur'V si elle vérifie

- n(v) =0 si et seulement si v = 0.

~ n(av) = |a|n(v) pour tous a € F et v € V.

47



- n(u+v) <max (n(u),n(v)) pour tous u,v € V.

On note U I'ensemble des normes ultramétriques sur V. On définit un ordre partiel sur les
normes ultramétriques par

n < n' si et seulement si n(v) < n'(v) pour tous v € V.

Le groupe G = GL(V) agit naturellement sur I’ensemble I/ des normes ultramétriques
par précomposition, avec g.n = nog ! pour tout g dans G et pour toute norme ultramétrique
n.

Soit F = (Vi,..., Vi) une décomposition de V', c’est-a-dire une suite de sous-espaces
vectoriels non nuls de V' telle que V' = @", Vi. On dit qu’une norme ultramétrique n
est adaptée a la décomposition F de V' si n(vy + -+ + vp) = sup;—;_, n(v;) pour tous
vy € Vi,..., vy, € V. Dans ce cas 7 est bien siir également adaptée a toute permutation de
la décomposition F, et pour toute norme ultramétrique 7', on a alors n’ < 7 si et seulement
si n” < 7 en restriction a chaque V; pour tout entier ¢ compris entre 1 et m. Si 7; est une
norme ultramétrique sur V; pour s =1, ..., n, alors il existe une unique norme ultramétrique
n sur V adaptée a la décomposition F coincidant avec 7; sur V; pour tout entier ¢ compris
entre 1 et m.

Si m = n, alors F est un simplexe de PV (n points en position générale) et on dit que
F est une croiz de V. Soit £ = (ey,..., €,) une base de V. Si F = (Fey,..., Fe,), on
dit que £ est une base de F et que F est la croix associée a £. On dit que la base £ est
adaptée & une norme ultramétrique 7 si la croix associée a & 'est, c’est-a-dire quand pour
tous ay,..., a, € Fon a

77(2 aje;) = .8111p |ai| n(e;).
i=1 1=1...n

Pour toute norme ultramétrique 7', on a alors ' < 7 si et seulement si

n'(e) <nle;)  Vie{l,...,n}.

On dit qu’une norme ultramétrique n est adaptable s’il existe une base de V' adaptée a
n. Dans le cas ou le corps F est localement compact, toutes les normes ultramétriques sont
adaptables (voir [Golw]).

Remarque. Le vocabulaire utilisé est légerement différent de celui de [BrTi2]. Les normes
de [BrTi2] correspondent aux logarithmes de nos normes ultramétriques, et nos termes
“adaptée”, “adaptable” correspondent aux termes “scindée”, “scindable” de [BrTi2].

Lemme II1.1.2 Soit n une norme ultramétrique adaptée & une base € = (eq,..., e,) de V.
Soit g € G de matrice (gij)1<ij<n dans la base €. Alors on a

_ nlgey)
|9i] < (&)

()

Vi,je{l,...,n} (I1L.1)

et

|det g Hn(ei) < Hn(gej) (IT.2)
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Preuve. Comme n admet ey, ..., e, pour base adaptée, on a

n(ge;) =n(>_ gije:) = Sup lgijIn(e:)  Vie{l,...,n}

=1

d’ou (ITI.1). Alors pour toute permutation o € ¥,,, on a

- H;'L:1 n(ge;)
vl < THEEL
g ‘g (J)J‘ Hi:1 77(60

d’ont (II1.2), car det g = > €(o) [] g0(;); et donc
o€, 7=1

H?:1 n(ge;)
I n(e) s

Corollaire III1.1.3 (Changement de base adaptée.) Soient £ et £ deuz bases de V' et
g € G tel que g€ = &'. Alors il existe une permutation o dans 3, telle que pour toute norme
ultramétrique n adaptée a la fois a € et a E' on a

et g < sup [T |gos] <
aEEanI

H n(e;) = |det g] H n(ei) (ITL.4)

et
n(€;) = |9opi| nlearn) Vi€ {1,...,n}. (TTL.5)
Preuve. Soit 1 une norme ultramétrique adaptée a € et a £'. On applique le lemme I11.1.2

A € et g puisa & et g7', et on obtient (II1.4). Par conséquent, les inégalités de (I11.3) sont
des égalités, en particulier on a |det g| = sup ‘r[jg(,(j)j , et il existe donc une permutation o
o€,

telle que
- () |
H\ga(j>j\=|detg|=H (o) vie{l,...,n}
j=1 j=1 T\ €a(4)
Or d’aprés (IIL.1), on a ‘ga(j)j‘ < n?se%?)) pour tout 7, d’ott I’égalité pour chaque j, ¢’est-a-dire
o(j

(IIL5). O

Corollaire II1.1.4 (Stabilisateur d’une norme ultramétrique) Soit n une norme ul-
tramétrique adaptée a une base € de V. Un élément g de G fixe n si et seulement si

1| i M .
maX{|gm|7‘g ‘}ST](GZ) VZ,]E{l,...,n}

ou, de maniere équivalente

n(e;) .
detg| =1 et |g;;| < Vi,j€{l,...,n
| | | J| 77(61) { }

ot (gi;) et (g"7) sont les matrices respectivement de g et de g~ dans la base E.
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Preuve. Comme £ est adaptée a 1, on an < ¢.n si et seulement si g~1.n < 7 si et seulement
si n(gej) < n(e;) pour tout entier j compris entre 1 et n. Or n(ge;) = sup |gi;[n(e;) pour

i=1...n
tout entier j compris entre 1 et n, donc n < g.n si et seulement si

(e5)
n(e:)

3

lgij| < Vi,je{l,...,n}.

De plus, si g conserve 7, alors |det g| = 1 d’apres (II1.4) appliqué 4 £ = ¢€. Enfin, supposons
Z(fj 7. Soient ¢ et j deux entiers compris entre

que |det g| =1 et que pour tous ¢, j on a |g;;| <
1 et n. Alors, comme ¢* est égal, au signe pres, au déterminant de la matrice extraite de la

matrice (¢;;)1<ij<n Obtenue en supprimant la ligne j et la colonne i, on a |¢”/| < % -
- - J

n(e;)

n(eji)' 0

I11.1.2 Définition de I'immeuble de GL(V).

On dira que deux normes ultramétriques n et n' sont homothétiques s’il existe un réel
strictement positif 7 tel que n = rn. On appelle classe (d’homothétie) de n et on note [n]
I’ensemble des normes ultramétriques homothétiques a 7.

Normalisation: On fixe un déterminant det sur V" (i.e. une forme n-linéaire alternée non
nulle sur V). Remarquons que pour toute base £ = (eq, ..., e,) de V, la base (ﬁel, cel en)
est de déterminant 1. Soit 77 une norme ultramétrique adaptable. Soit (eq,..., e,) une base

adaptée a 7, de déterminant 1. D’apres 1’égalité (I11.4) du corollaire I11.1.3, la quantité

vol(n) = TTi=n(e;)

qu’on appellera le volume de n, est indépendante du choix de la base (eq, ..., e,) de détermi-
nant 1 adaptée a n (car la matrice de passage d’une telle base & une autre est de déterminant
1). On a vol(rn) = r"vol(n) pour tout réel strictement positif r. Donc pour toute norme
ultramétrique adaptable 7, il existe une unique norme ultramétrique homothétique a n de
volume 1. On a également vol(g.n) = |det g| ' vol(n) pour tout g € G.

Points et action de G.

On considere ’ensemble A des classes d’homothétie des normes ultramétriques adaptables
sur V', qu’on peut représenter par ’ensemble des normes ultramétriques adaptables de volume
1.

On appelle norme ultramétrique associée a une base £ = (eq,..., €,) de V, et on note
ne, 'unique norme ultramétrique sur V' adaptée a la base £ et valant 1 sur £ (i.e. on a
ne(Saie;) = sup,_,.., |a;| pour tous ai,..., a, € F). Remarquons que ces normes ultramé-

i=1

triques sont exactement les normes ultramétriques adaptables a valeurs dans I’ensemble des
valeurs possibles de la valeur absolue sur le corps de base F. Les classes d’homothéties de
ces normes ultramétriques sont appelées sommets de A. Si la valuation n’est pas surjective,
il existe des points dans A qui ne sont pas des sommets.
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[’action naturelle du groupe G = GL(V) sur I’ensemble des normes ultramétriques induit
une action de G sur I'ensemble A. Le centre Z(G) = {ald, a € F*} de G agit trivialement
sur A, donc ’action se factorise a travers la projection canonique p : G — PG = PGL(V) =
G/Z(G).

On a g.ne = nye pour tout g dans G. Le groupe G agit donc transitivement sur I’ensemble
S des sommets de A (car transitivement sur les bases de V).

Un élément g de G de déterminant de valeur absolue 1 fixe un point [] de A si et

seulement s'il fixe la norme ultramétrique n (car g conserve le volume des normes ultra-
n(e;)
77(3]1')
(9ij)1<ij<n st la matrice de g dans la base £ (cf. Corollaire IT1.1.4). En particulier, I’élément

g fixe le sommet [n¢] associée a la base £ si et seulement si sa matrice dans la base & est
dans GL,(O). Si un élément g de G, de déterminant quelconque, fixe le sommet [n¢], alors
il existe a dans F* tel que ¢ o g~' = |a| e (car e est & valeurs dans I'ensemble des valeurs
possibles de la valeur absolue sur F). On a alors que ag conserve 7ne, donc ag appartient a
GL,(0). On a donc que Stabpg[ne] = PGL,(O)

métriques) ou, de maniére équivalente, si pour tous i,j € {1,...,n} on a |g;;| < , oll

Appartements.
Soit 77 une norme ultramétrique adaptée a une croix F = (Vi,..., V). On considere I’ap-
plication ¢, » de R” dans I’ensemble des normes ultramétriques qui a un n-uplet (o, ..., a,)

associe 'unique norme ultramétrique " adaptée a la croix F telle que ' = e~%n sur V; pour
i = 1...n. L’application ¢, r est injective et passe au quotient en une application injective
fi.7 de A = R” Jg,1) dans A, ne dépendant que de la classe de 7, appelée appartement
marqué passant par r = [n] associé a la croix F. L'image de fi, » dans A est I’ensemble des
classes des normes ultramétriques adaptées a F. Elle est appelée appartement associé a la
croix F et notée Ar. On note A ’ensemble des appartements marqués.

Pour tout élément g de G, on a g.fj 7 = fign,7 donc G conserve le systeme d’ap-
partements marqués et agit transitivement sur les appartements (non marqués) (car G agit
transitivement sur les croix de V). Si g permute les sous-espaces vectoriels d’une croix F,
alors g stabilise I’appartement associé.

Si & = (eq,..., e,) est une base de V, on note Fg = (Feq, ..., Fe,) la croix associée a &.
On note ¢g = ¢y, 7, et fe 'appartement marqué f,, r induit, dit associé a £. Notons que
si @ € G a pour matrice dans la base £ la matrice diagonale Diag(a4,...,a,), alors a.ns =
pe(loglay|,...,logla,]). On a g.fe = f,e pour tout g dans G, donc G agit transitivement sur
les appartements marqués associés aux bases de V' (qui sont exactement les appartements
marqués passant en l'origine par les sommets de A).

Les sommets de A qui sont dans ’appartement associé a une croix F sont exactement
les images par l'appartement marqué associé a une base £ de la croix F des points de
A =R"/r(1,..,1) provenant de A", ot A est le sous-groupe additif de R formé par les valeurs
prises par la valuation de F. Si la valuation est discréte (resp. dense), I’ensemble S des
sommets est discret dans chaque appartement (resp. dense). Si elle est surjective, alors tout
point de A est un sommet, et en particulier G agit alors transitivement sur A. Une fois
vérifiés les axiomes des immeubles affines, on aura de plus la propriété suivante (ou d désigne
la distance d’'immeuble sur A, qui est égale a la distance euclidienne en restriction a chaque
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appartement).

Proposition IT1.1.5 I existe une constante C telle que pour tout x dans A, il existe y dans
lensemble S des sommets de A tel que d(z,y) < C. H

Points fixes dans un appartement.

Proposition IT1.1.6 Soit g dans G de déterminant de valeur absolue 1. Soit £ une base de
V. L’ensemble des points fizes de g dans 'appartement associé a £ est l'image par fe du
polyedre de Weyl de A suivant.

{a € Al Vi,je{l,...,n}, aj —a; <w(g;)} (I11.6)
ot (gij)1<i,j<n €st la matrice de g dans la base &.

Preuve. Soit « € A. On a g.fs(«) = fe() si et seulement si g.¢g () = dg(ar) (car g conserve
le volume des normes ultramétriques) si et seulement si

@j_aigv(gi]‘) VZ,]E{l,,n}

d’apres le corollaire TI1.1.4. H

On peut en déduire en particulier qu'un élément g de G de déterminant 1 fixe I’apparte-
ment associé a une croix F de V point par point si et seulement si la matrice de g dans une
base £ de F est diagonale.

Comme un sous-ensemble non vide de A de la forme {a € Al Vi, j € {1,...,n}, aj—a; <
Aij}, avec A;; dans A = v(F*) ou \;; = 400, contient nécessairement un élément de [A"],
nous pouvons déduire de cette proposition qu'un élément (et méme un sous-groupe de type
fini) de G de déterminant de valeur absolue 1 qui fixe un point fixe nécessairement aussi un
sommet, et, dans une base de V, sa matrice appartient donc a GL, (O).

La structure modeéle.

L’espace A = R” /R(l,...,l) est muni d’une structure naturelle d’espace vectoriel euclidien.
On D'identifiera a I'orthogonal dans R" de la droite R(1,...,1), c’est-a-dire le sous-espace
formé des (ay,..., a,) dans R” tels que s aoi; = 0. Les restrictions a A des permutations
de la base canonique de R" forment un sous-groupe fini d’isométries vectorielles de A, qui
est engendré par des réflexions (les restrictions des transpositions). On le note W, il est
irréductible. Soit W le groupe de toutes les isométries affines de A de partie vectorielle dans
w.

Nous allons montrer que la paire (A, A) vérifie les axiomes (A1), (A2) et (A4) de la
section I1.1.2 et la propriété (A3’) définie en section I1.1.6, avec (A, W) comme ci-dessus.
D’apres le théoreme I1.1.22, ’ensemble A, muni du systéme d’appartements marqués A (qui

est clairement couvrant), est alors un immeuble affine modelé sur (A, W).

Remarque. En se restreignant aux appartements marqués associés a une base, on peut
prendre plus précisément le groupe W engendré par W et le sous-groupe des translations de
A de vecteur dans A" /r(,...1)-
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II1.1.3 Vérification de ’axiome (A1l).

Montrons que le systeme d’appartements marqués A est invariant par précomposition
par W. Ceci découle du lemme suivant.

Lemme II1.1.7 Soit n une norme ultramétrique surV adaptée a une croiz F = (Vq,..., Vy).
Soit w un élément de W.

St w est une translation de A de vecteur o, alors 'application fi row est l'appartement
marqué passant en lorigine par fi #(c) associé a la croiz F.

Siw fize 0, alors Uapplication fi) row est Uappartement marqué passant par [1] associé
ala croic F' = oF = (Vg(l), ceey Vg(n)) obtenue par permutation de la croix F, ou o est la
permutation de {1,..., n} telle que w : (Ar,..., Ap) = (Ao=1(1), -+ Ao=1(n)) -

Preuve. Soit A = (A1,..., A,) dans A. On note v la norme ultramétrique ¢, »(w(A)), qui
est adaptée a F.

Dans le premier cas w(\) = A+« et on note 1’ la norme ¢, #(a). Pour tout ¢, en restriction
aV,ona
ey = e Ny = e N = gy r(A).
Donc les normes ultramétriques v et ¢,y #(A), égales en restriction a chaque sous-espace V;
d’une croix adaptée commune F, sont égales.

Dans le deuxieme cas, pour tout 4, en restriction a V,;, on a

v=r¢

—w(})

v=e"WNetiy = e M lein = e = ¢ w1 (N).

La norme ultramétrique v étant adaptée a F', car adaptée a F, les normes ultramétriques
v et ¢, 7 (N), égales en restriction a chaque sous-espace d’'une croix adaptée commune F,
sont égales. ]

I11.1.4 Vérification de ’axiome (A2).

Montrons que (A, .A) vérifie 'axiome (A2). Soient f et f’ deux appartements marqués
dont les images ont au moins un point commun. On considere I’ensemble

I=f""(f(A)Nf(A).

Montrons que I est un polyedre de Weyl de A, donc en particulier un convexe fermé, et que
f~lo f,\f est la restriction d’un élément de W.

Quitte a précomposer f et f’ par des éléments de W, on peut supposer que f = fg¢ et
['=feou& = (er,..., e,) et & = (e,..., el) sont deux bases de V. Soit g € G tel que
g€ = &'. D’apres le corollaire 111.1.3, il existe une permutation o telle que pour toute norme
ultramétrique n adaptée a £ et £', on a pour tout j

n(€}) = |907| m(eais))-

Quitte a permuter les éléments de & et a diviser e; par g;; (ce qui revient a précomposer f
et f’ par des éléments de W), on peut supposer que o = Id et que g; = 1 pour tout i. Soit
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n une norme ultramétrique adaptée a £. Alors n est adaptée a £’ si et seulement si g.n = 7.
En effet, si 1 est adaptée & £, i.e. si g7'.n est adaptée a £, alors comme ¢g~'.n(e;) = n(e;)
pour tout j, les normes ultramétriques ¢~'.n et 1, adaptées & une méme base et coincidant
sur les vecteurs de cette base, sont égales.

Donc f(I) = f(A) N f'(A) est exactement I’ensemble des classes des normes ultramétri-
ques adaptées a & et fixées par g. En utilisant (ITI1.6) appliqué a f = fe, on en déduit que
I est un polyedre de Weyl de A. On a f"~'o f ;= f~'¢g7" f;; = Id, car g vaut I'identité sur
£(1).

Ceci conclut la vérification de axiome (A2). H

III.1.5 Vérification de ’axiome (A4).

Par définition, une chambre de Weyl de A de sommet z est I'image par un appartement
marqué fi, r avec [n] = 2 d’'une chambre de Weyl vectorielle de A, qu’on peut supposer étre
AT = {(a1,..., an) € Al a4 > --- > a,}. On notera cette chambre de Weyl Cj, 7. On
notera Cg la chambre de Weyl fg(A™), dite associée a la base £. On a ¢(Cg) = Cye pour
tout g de G, donc G agit transitivement sur les chambres de Weyl de la forme Cpg, qui sont
exactement les chambres de Weyl de A de sommet un sommet. Il est facile de déduire de la
proposition II1.1.6 la proposition suivante.

Proposition IT1.1.8 (Fixateur d’une chambre de Weyl) Un élément g de déterminant
de valeur absolue 1 de G fize point par point la chambre de Weyl Cy, 7 si et seulement si la
n(e;)
n(e:)

matrice de g dans une base £ de F est triangulaire supérieure et vérifie de plus |g;;| <
pour tous 1 <1 < j < n.

En particulier, si n = ne, [’élément g fize point par point la chambre de Weyl Ce si et
seulement si sa matrice dans la base & est triangulaire supérieure, a ceefficients de valeur
absolue inférieur ou égale a 1. ]

Un drapeau de V' est une suite croissante de sous-espaces vectoriels. On note D(F) le
drapeau {0} c Vi Cc ViV, C---C Vi@ ...®V,, =V de V associé & une décomposition
F=Vi,..., Vpde V.

Proposition I11.1.9 Deuz chambres de Weyl C, r et Cyy 5z de A ont une sous-chambre de
Weyl commune si et seulement si les deux croiz F et F' ont méme drapeau associé.

Preuve. Soient F et F' deux croix de V, et x et 2’ deux points dans leurs appartements
associés respectifs. On choisit une base €& = (ey, ..., e,) de F et une base &' = (e}, ..., €,)
de F'. Soient g € G tel que &' = g€ et P = (g;;) sa matrice dans la base £.

Si F et F' ont méme drapeau associé, alors P est triangulaire supérieure et, quitte a
diviser e} par g;;, on peut supposer que g; = 1 pour tout <. Soit b = g;; un ceefficient de
valeur absolue maximale. On a

b_je;- = Zgijbi_jb_iei
)

avec o -
‘gijblﬁ‘ < 6] b7 < 1 pour tout i < j.
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Donc, quitte a diviser e;- et e; par b pour tout j, on peut supposer de plus que P est a
coefficients de valeur absolue inférieure ou égale a 1. On a alors que ¢ (qui est de déterminant
1 car a ceefficients diagonaux égaux a 1) fixe la chambre de Weyl Cf,,; # point par point (voir
proposition III.1.8), or 9Ce1,7 = ClgnelgF done Cppp 7 = Cpyp 7. Les chambres de Weyl C #
et Cp 7 contiennent respectivement les chambres de Weyl C, N Cpy,y 7 et Cpr 7 N Clypy 7,
qui sont incluses dans une méme chambre de Weyl, donc ont une sous-chambre de Weyl
commune.

Réciproquement, si les chambres de Weyl C, r et Cy = ont une sous-chambre de Weyl
commune, montrons que les drapeaux associés aux croix F et F' sont égaux. Quitte & passer
a une sous-chambre et & changer de bases £ et £', on peut supposer que x = ' = [ng] et
Cyp.r = Cypm donc que fg = fer = go fg en restriction & A™. D’apres la proposition I11.1.8, la
matrice de g dans la base £ est alors triangulaire supérieure, donc F et F' = ¢F ont méme
drapeau associé. ]

Montrons maintenant (A4): Soient C' = Cpy # et C' = Cpyyz deux chambres de Weyl.
Considérons les drapeaux maximaux D et D’ associés a F et F'.

Il est bien connu (voir par exemple [Bro, IV.2 exercise 2]) que pour tous drapeaux maxi-
maux D et D' de V, il existe une croix F” de V' et une permutation o (dite permutation de
Jordan-Hélder) telles que D est le drapeau maximal associé a la croix F” et D’ celui associé a
la croix o F". D’apres la proposition I11.1.9; il en résulte que C' (resp. C’) a une sous-chambre
de Weyl commune avec Cyr gn (resp. avec Cyr ,7), avec 2" € Agn quelconque. Ces deux
sous-chambres de Weyl sont incluses dans un méme appartement, car Agr = A, . ]

I11.1.6 Vérification de la propriété (A3’).

On notera cp,, 7 le germe en x de la chambre de Weyl Cy, 7. Le stabilisateur G, du germe
c en x d'une chambre de Weyl C' de sommet x est ’ensemble des éléments g de G' qui envoient
C sur une chambre de Weyl de méme germe en z. Il est inclus dans le stabilisateur G, de x.
Notons G, le sous-groupe de GL,,(F) formé des matrices (g;;) telles que

|gij] €™ < 1 pouri < jet |gy|e® ™ <1 pouri> j.

Lemme III.1.10 (Stabilisateur d’un germe de chambre) On considére une norme ul-
tramétrique n adaptée a une croiz F. Soit £ = (e1,. .., e,) une base de F. Soit oa; = logn(e;)
pour tout i et « = [ay,..., ap| € A. Alors un élément g de G de déterminant de valeur
absolue 1 stabilise le germe cyy 7 si et seulement si sa matrice dans la base £ appartient au
sous-groupe G,

Preuve. Il est facile de voir que Cp » = fe(a + A"). Donc I'élément g de G stabilise ¢y +
si et seulement si g fixe les images par fg de a et d’un point a + 3 avec § € AT. D’apres la
proposition III.1.6, I’ensemble des points fixes de g dans Ar est I'image par fe du polyedre
de Weyl

I= {)\ eA; Vi, j € {1,...,%}, )‘j -\ < v(gm)}

Celui-ci contient « si et seulement si v(g;;) + o; — o; > 0 pour tous 4, j. Dans ce cas, s'il
contient a+ (3 avec § € AT alors v(g;;) +a; —a; > 3;—f; > 0 pour i > j, et réciproquement,
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si € = min;s; v(gi;) + @; — a; > 0, alors en prenant par exemple 3 = %(ns, ...,£) on a bien
a+pBel. ]

On établit maintenant un analogue de la décomposition de Bruhat (voir [BrTil, Thm.
7.3.4]).
Proposition IT1.1.11 Soient o, € A, alors GL,(F) = G/ TG, ou T est le sous-groupe
des matrices monomiales (ayant un seul ceefficient non nul par ligne et par colonne).
Preuve. Soit ¢ = (gi;)ij € GL,(F). On veut se ramener & une matrice monomiale par des
opérations de pivot sur les lignes et les colonnes correspondant a la multiplication a gauche
par des éléments de G, et a droite par des éléments de G5. On peut donc
— ajouter a la ligne k de g, notée Lg, la ligne ¢« multipliée par a;, a condition que
lag;| < e =% et méme que |ag;| < €% si k > i.
— ajouter a la colonne [ de g, notée C}, la colonne j multipliée par bj, a condition que
bj1] < PP et méme que |b;| < e Fsij o>

Posons m;; = efi—ai gi;| pour 1 < i,j < n. Soit m = maxy; my. Soit i le plus grand des
entiers k tels qu’il existe [ avec my; = m et j le plus petit des entiers [ tels que m; = m.

Pour tout k£ # 4, on ajoute la ligne L; multipliée par az; = —% a la ligne Ly (on a g;;
non nul car m;; est maximal, donc non nul). On a bien

|gkj| < 604]370:7;

|aki| = > )
|91

car

%% | gl = my; <mo=my; = %% |g;],

I'inégalité étant stricte si £ > 7. La nouvelle matrice a un seul ccefficient non nul sur la
colonne j qui est g;;.

De méme, pour tout [ # j, on ajoute la colonne C; multipliée par b;; = —37?; a la colonne
C;. On a bien
|bju| = loal < it
19551
car
"% gl = my < m=my; = €% g1,

I'inégalité étant stricte si [ < j. La nouvelle matrice a un seul coefficient non nul sur la ligne
i et sur la colonne j (qui n’a pas bougé), qui est g;;.
On recommence toutes ces opérations en supprimant la ligne 7 et la colonne j. ]

Corollaire IT1.1.12 (A3’) Deux germes de chambre de Weyl sont contenus dans un méme
appartement.

Preuve. Soient C' = C}, 5 et C' = Cpy) 7 deux chambres de Weyl. Soit g € G tel que
F''=gF. Alors 0" = g '.i) est adaptée & F et C" = g 'C" = Cj,y,#. Soient £ une base de
Feta,f e A tels que n = fe(a) et 0" = fe(B).

26



D’apres la proposition I11.1.11, on a g = ¢,tgs ou les matrices de P
g1, g2 et t dans € sont respectivement dans Gy, G et T', donc o

g1 stabilise le germe de la chambre de Weyl C', et g celui de C”, ,
et t stabilise appartement A associé a F. Alors 'appartement
g1 A contient la chambre de Weyl ¢;C' de méme germe que C' et,
comme gjA = ¢tA = gg,'A, il contient aussi la chambre de
Weyl gg, 'C" de méme germe en ¢.[n"] = ['] que gC" = C". 7

On a donc montré que (A, .A) est un immeuble affine. Son immeuble & U'infini est bien
I'immeuble sphérique associé a GL(V'), dont ’ensemble des chambres est ’ensemble des
drapeaux maximaux de V. En effet, la proposition II1.1.9 permet de vérifier que ses chambres
a linfini correspondent aux drapeaux maximaux de V', et on vérifie facilement (dans un
appartement) que les relations d’adjacence correspondent.

IT1.2 Sous-groupes bornés de GL,(F).

Soit A I'immeuble de Bruhat-Tits de GL, (F). Dans cette section, on considéere A comme
I’ensemble des normes ultramétriques sur V' = " qui sont adaptables et de volume 1, inclus

dans 'ensemble U de toutes les normes ultramétriques sur V. Le groupe G = GL,(F) agit

L on § désigne le morphisme multiplicatif g —> |det(g)|% de

alors sur A par g.n = d§(g)no g~
G dans RY. .
Notons d la distance dans I'immeuble affine A définie comme en section I1.1.2.
Notons d, la distance uniforme sur U, définie par
!/

n
log — (v
n()

pour tous 1,1’ € U (c’est la distance considérée dans [Golw]).

doo(n, ') = sup
vEV*

Proposition IT1.2.1 La distance d est équivalente a la distance sur A induite par do. Plus
précisément, en restriction a A, on a

doo < d < /1 dy

Preuve. Soient 7 et ' deux normes ultramétriques dans A et & = (ey,..., e,) une base
adaptée commune.
Pour tous ay, . .., a, danslecorps F, onan' (3.1 a;e;) = sup |a;|n'(e;), qui est inférieur

i=1-n
ou égal a <sup ’Z;éff;) X ( su
i i—1.

i=1--n [

p |ai n(ei)). Or .s111p la;| n(e;) est égal & n (D1, a;e;), donc
- i1

Ui A
sup —(v) = sup —(e;) (IT1.7)
vev= 1] i=1-n 1]

et, en échangeant 1 et 7', on obtient

/

doo(n,7') = sup IOg%(ei) (IIL.8)

i=1-n
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Par ailleurs, on a

1
2\ 2
n 77’
donc / )
sup |log = (e;)| < d(n,n') < v/ sup |log (e,
i=1mn n =1 n
ce qui conclut. ]

Remarque. Comme I’espace U des normes ultramétriques sur V' est complet pour la distance
uniforme, 'adhérence A dans U de A est le complété de A.

Soit n € U. Notons N,, la norme d’endomorphisme sur sur End (V") associée a la norme

n(gv)
n(v)

sous-multiplicative (c’est-a-dire N,(gg") < N,(g)N,(¢') pour tous g et ¢' de End(V)). Si n
est la norme ultramétrique associée a une base £ de V, alors on note Ng = N, la norme

d’endomorphisme associée a £, et ona Ng(g) = sup |g;;| pour tout g dans G, ot (gi5)1<i,j<n
1<4,5<n -

n, définie par N,(g) = sup,cy- pour tout g dans End(V'). Elle est ultramétrique et

est la matrice de g dans la base £.

Proposition II1.2.2 Soit n € A et g dans G. Rappelons que §(g) = |det(g)|%. On a
max (log 1 (9), log 7 (97)) < d(n, g.n) < v max(log 1 (9), log 1 (471))
Preuve. La distance uniforme d.,(n,5(g)nog ') est égale a la borne supérieure pour v dans

V* de max (log (S(g)”(’f;1 (v), log Tlg)%(g_lv)) donc

N, N,
1) = s (g 227, Tog Y2 (a)) (11.10)

et ’encadrement souhaité se déduit alors immédiatement de la proposition I11.2.1 ci-dessus.
L]

Soit 19 la norme ultramétrique associée a la base canonique de V' = F", définie par
no(v) = sup, |z;| pour tout v = (z1,...,x,) de F”. Soit N la norme canonique sur End(V'),
telle que N(g) = sup;; |gi;|, ot (gij) est la matrice de g dans la base canonique, qui est la
norme d’endomorphisme sur End (V') associée a ny. Si 7 est équivalente a 1o, alors NN, est
équivalente a N.

On a é(g) < N(g) pour tout g dans G. Notons A = & la norme canonique renormalisée,
qui est invariante par multiplication par un scalaire dans F*. Notons N’ la fonction ¢
N(g)N(g~") de G dans R, qui est invariante par multiplication par un scalaire.

Proposition ITI1.2.3 Notons d,, la fonction g — d(no, gno) de G dans Ry.. On a
1
—log ' <log N < log N
n

et
log N < d,, < /nlogN'.
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Preuve. La deuxieme assertion découle immédiatement de la proposition I11.2.2 appliquée
an=no.

Montrons la premiere. Soit g € G. Soit (ey,..., €,) une base adaptée commune a 7, et

g.1mo, de déterminant 1. On a N(g) = supy. 24 =sup,_;..,, Lge")) par la formule (IIL.7). Soit

o no(ei
a; = log% pour i = 1---n, et supposons que o; > ---a,. On a a = %Zai = logd(a)
d’une part, log N(g) = a; et logN(¢~') = —a,, d’autre part, et on conclut en remarquant

que
a1 — Qp
— < a —a<a — a,.
n

[

Définition I11.2.4 Une partie B de GL,(F) est dite projectivement bornée si N'(B) est
bornée.

Corollaire II1.2.5 Soit B une partie de G. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. La partie B de G est projectivement bornée, i.e. N'(B) est borné.
2. La fonction N est bornée sur B.

3. Pour un (tout) point x de A, la partie B.x de A est bornée. ]

Proposition II1.2.6 Soit " un sous-groupe de G. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. Le groupe T fize un point du complété A de A.

2. Il existe une norme ultramétrique n sur V- équivalente a nqy telle que no g = §(g)n pour
tout g de I.

3. Les orbites de T dans A sont bornées.
4. Le groupe T est projectivement borné, i.e. N'(T) est borné.

Preuve. Comme A est CAT(0), le théoréme de Cartan (voir [BrTil, Th. 8.2.1]) dit que I’
fixe un point du complété si et seulement si 'orbite de 1y sous I' est bornée dans A. Les
autres assertions découlent immédiatement du corollaire IT1.2.5.

On peut aussi voir que (4) implique (2) en obtenant directement 7 de la maniére suivante.

Soit g € G. On a N(g Yty < mo0g < N(g)n par définition de N. La norme ul-
tramétrique n, = 6(g) 'y o g de End(V') est donc équivalente & 1y avec N'(g 1) tny < n, <
N(g)no sur V.

Soit R un réel tel que N (h) < R pour tout h de I'. Soit 7 = supyep7p- On a %770 <n<
Rny. On voit facilement que 7 est alors une norme ultramétrique sur V', équivalente a n;.
Pour tout g, h de I', on a 1, o g = 6(g)nn,y, donc no g = §(g)n pour tout g de I'. ]

Remarque IT1.2.7 SiT est inclus dans le sous-groupe G des éléments de GG de déterminant
de valeur absolue 1, alors I' est projectivement borné si et seulement s’il est borné au sens
usuel, c’est a dire pour la norme canonique. De plus on a la propriété suivante. Un sous-
groupe de type fini de Gy qui admet un point fixe dans A fixe un sommet de A, donc est
conjugué dans G' a un sous-groupe de Stabg, (1) = GL,(O).
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Dong, si I'immeuble A est complet (par exemple dans le cas de la valuation discréte) un
sous-groupe de type fini, borné, de Gy est conjugué a un sous-groupe de GL,(O).

De plus, dans le cas ou la valuation est discrete, on peut méme supprimer I’hypothese
“de type fini”, car on a la propriété suivante. Si x est un point de A, alors il existe un point
y de S tel que

Stabg, (z) C Stabg, (y).

Pour tout h € G, notons i, le morphisme g — hgh~! de End(V'). Notons ¢ I’application
de G dans [1, +o0|, constante sur les classes de conjugaison, définie par ¢ = infcq N o ip,.

Proposition II1.2.8 Soit C la constante donnée par la proposition III.1.5. On alog ¢(g) <
l(g) + 2C pour tout g dans G.

Preuve. Soit ¢ dans G et x dans A. Par la proposition III.1.5, il existe y € S tel que
d(z,y) < C. Soit h € G tel que y = h™'ng. On a d,, (hgh ) = d(y, gy) < d(z,gz) + 2C.
Comme log N < d,, (cf. Prop. II1.2.3), on en déduit que log ¢(g) < d(x, gx) + 2C pour tout
x de A. D’ou le résultat désiré. H

Proposition I11.2.9 (Décomposition polaire) Si P est le sous-groupe des éléments de
GL,(F) qui stabilisent un sous-espace vectoriel non trivial donné de V- =T" et K = GL,(0O),
onaG=KP. [

Proposition II1.2.10 Pour tout g dans G, on a ¢(g) = infrep N (pgp )

Preuve. D’apres la proposition II1.2.9, pour tout h dans G, il existe p dans P tel que h = kp.
Or, pour tout k& dans K, la conjugaison i;, par k conserve N (car N est sous-multiplicative
et vaut 1 sur K, donc iy et i;-1 diminuent A'). On a alors N oi, = N oigoi, =N o4, On
en déduit que inf,eq N oy, = inf,cp N 0 iy H

ITI.3 Sous-groupes elliptiques de GL,(F).

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréeme I11.3.1 Soit T un sous-groupe de GL,(F), tel que
1. Le groupe T' est engendré par une partie S telle que S.x C A est bornée pour un (tout)
point x de l'immeuble de Bruhat-Tits A de GL,,(F) (par exemple S finie ou compacte).
2. La longueur minimale de translation ¢ est bornée sur .
Alors T admet un point fize global dans le complété A de A.

La condition 2 est satisfaite si tout élément de ' fixe un point de A, et seulement dans
ce cas par le théoreme I1.3.1.

Des cas particuliers de cet énoncé étaient déja connus (voir [Bass] si I' est absolument
irréductible et [Ben] si ' est Zariski-dense).

En particulier, si A est complet (par exemple si la valuation est discréte), on a alors (en
notant @ I’anneau de valuation de F): un sous-groupe de type fini de GL,,(F) dont chaque
élément est conjugué a un élément de GL,(O) est conjugué a un sous-groupe de GL,(O).
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D’apres le corollaire IT1.2.5 et les propositions I11.2.6 et T11.2.8, le théoreme II1.3.1 découle
de la proposition suivante.

Proposition IT1.3.2 Pour tout entier n non nul, on a la propriété (P,): Soit F un corps
valué. Soit T un sous-groupe de G = GL,(F), tel que

1. Le groupe I' est engendré par une partie S projectivement bornée.
2. La fonction ¢ : g — infreq N (hgh™') est bornée sur T.

Alors T' est projectivement borné dans A.

Preuve. Dans le cas ou V = F" est un I'-module absolument irréductible, le lemme de
Burnside entraine que si Trace(T') est borné alors T' est borné (voir par exemple [Bass,
section 1, Corollary 1.3]). En adaptant les arguments de la démonstration, nous allons tout
d’abord montrer une légere généralisation de ce résultat, adaptée a la situation considérée.
Notons T = L?CB‘.

Lemme II1.3.3 Soit I un sous-groupe de GL,,(F) tel que V- =F" est un T'-module absolu-
ment irréductible. Si T (T') est borné, alors T' est projectivement borné.

Preuve. Le fait suivant est classique.

Fait I11.3.4 SiV =TF" est un I'-module absolument irréductible, alors T' engendre [’espace

vectoriel End (V') sur F. 0
On choisit une base si,...,s,2 de End(V) formée d’éléments de I'. La forme bilinéaire
symétrique Tr sur End(V) qui a (A, B) associe Trace(AB) étant non dégénérée, il existe
une base ti,...,t,2 de End(V) duale de si,...,s,2 pour Tr, c’est-a-dire telle que pour tous
1 et j, Trace(sitj) = 61"]‘.

Soit v dans I et soient xq,...,z,2 € F les coordonnées de v dans la base t1,...,t,2. Pour

tout i, Trace(s;y) = x;. Comme N est une norme ultramétrique sur End(V), on a

i=1--n2

V) € x|V < ( max, TN ) 50

Comme T (I") est borné, alors la fonction N est majorée sur I, ce qui conclut. H

Démontrons maintenant la proposition I11.3.2 par récurrence sur ’entier n. Pour tout
corps F, I'immeuble affine associé a GL; (F) est réduit a un point, donc borné. Par conséquent
(Py) est vraie. Soit n > 1. Supposons la propriété (P,,) vraie pour tout m < n. Soient F et
[' vérifiant les hypotheses.

Montrons tout d’abord que 7 (T') est borné. Pour tout g dans G, on a |Trace(g)| < N(g),
donc

. -1
[Trace(g)| < inf N(h™ gh)

car la trace est un invariant de conjugaison. Notons 7 = \Tr;ce\’ alors T < ¢ donc T(T') est
borné d’apres ’hypothese 2.

Si V =TF" est un I'-module absolument irréductible, le lemme II1.3.3 ci-dessus permet
donc de conclure.
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Supposons que F ™ n’est pas un I'-module absolument irréductible. Alors, par définition,
il existe une extension algébrique E finie de F telle que I' stabilise un sous-espace vectoriel
non-trivial de E ™.

Proposition II1.3.5 (Extension de la valuation) Soit F un corps muni d’une valuation
v a valeurs réelles et B une extension algébrique finie de F. Alors il existe une valuation v’
de E a valeurs réelles telle que v' = v sur F (voir par exemple [Lan, Chap. XII, §4, Theorem
1, corollary 2]). H

Notons Ng, N les normes canoniques renormalisées sur GL,, (E) et GL,, (F) associées respecti-
vement & v' et v. Comme N = Ny sur T, il est clair que T" est un sous-groupe projectivement
borné de GL,,(F) si et seulement si ¢’est un sous-groupe projectivement borné de GL,, (E).

Par ailleurs, il est facile de voir que le sous-groupe I' de GL,(E) vérifie 'hypothese 1,
car Ng = N sur GL,(F) qui contient ', et 'hypothese 2, car, en restriction & GL,(F) qui
contient T', la fonction inf eqr,, my N& © i, est inférieure a la fonction infyeqr, m Nr 0 44 qui
est bornée sur I' par ’hypothese 2.

On s’est donc ramené, quitte a remplacer F par E, au cas ou I' C End (V) stabilise un
sous-espace vectoriel de V' de dimension 7, avec 0 < r < n, ce qu’on suppose désormais.

Quitte & conjuguer, on peut supposer que I' est inclus dans le sous-groupe P de GL,,(F)
suivant (on note 1y =r et ro =n —r):

AB
rcp= {(0 D) ;A e GL,(F),BeM,,,,(F),D ¢ GLM(IF)}

On considere alors le morphisme 7 : P — G’ = GL,, (F) x GL,,(F) C P tel que 7 ()
A0

0 D). Pour i = 1,2, soit m; le morphisme pr; o ou pr; est la projection canonique de G’
dans GL,,(F), et notons g; 'image de g par m; pour tout g de P.

AB)

Lemme II1.3.6 Pouri= 1,2, pour tout v dans T, on a 6(7;) = (7).

Preuve. Pour tout p dans P, on a §(p;) < N(p;) < N(p) donc % < N(p). Comme le
membre de gauche de cette inégalité est constant sur la classe de conjugaison de p dans P,
on en déduit que, pour tout p dans P,

0 (pz)
(p)

< gglf;/\/(hph‘l) = ¢(p)

par la proposition II1.2.10.
Comme ¢ est bornée sur I’ (hypothese 2), disons par R, on a donc (js((?;)) < R pour tout vy
dans I'.

En particulier, pour tout v dans I', on a

k
(202} o) <
0(7) o(v*F)
pour tout entier k, ce qui entraine que % < 1. En remplagant « par son inverse, on obtient
le résultat désiré. ]
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Montrons que, pour i = 1,2, le sous-groupe I'; = m;(T") de GL,,(F) vérifie les hypotheses
de récurrence. Le morphisme m; diminue N donc N’. Comme N’ est bornée sur S, on en
déduit que N, donc N, est bornée sur 7;(S), qui engendre le groupe T';, donc T'; vérifie
I’hypothese 1.

Soit R tel que ¢ < R sur I' (dont l'existence est assurée par I’hypotheése 2 sur T'). Soit
vi € Ty et v €T tel que v; = (7).

D’apres la proposition I11.2.10, il existe p € P tel que N (pyp~™') < R. On a N'(pivip; 1) <
N'(pyp~!) car m; diminue A”. Donc N (pivip; ') < N (pyp~!)™ d’apres la proposition T11.2.3.
Par conséquent, on a ¢(vy;) < R"™ pour tout 7; dans I';, donc T'; vérifie 'hypothese 2.

Il s’ensuit que pour i = 1,2, le sous-groupe I'; de GL,,(F) vérifie les hypotheses de (P,,)
pour r; qui est strictement inférieur a n, donc, par récurrence, on a que I'; est un sous-groupe
projectivement borné de GL, (FF).

D’apres la proposition II1.2.6, pour ¢« = 1, 2, il existe alors une norme ultramétrique n; sur
F"i | équivalente a la norme canonique, telle que 7; o y; = d(7;)n; pour tout ; dans T';. Soit n
la norme ultramétrique sur V' telle que n(xy,...,x,) = sup(m (1, ..., e ), 02(Tr 11, -+, Tn))
pour (zy,...,,) € F". Soit N, la norme d’endomorphisme sur End (V") associée a 7, qui est
ultramétrique, sous-multiplicative et équivalente a N.

Remarque. Si I" est a éléments de déterminant de valeur absolue 1, et si la valuation est
discrete, par la remarque I11.2.7, comme ['; est un sous-groupe borné, il est conjugué a un
sous-groupe de GL,,(O). Donc N, = N convient, quitte a conjuguer I

Le sous-groupe P’ de P formé des éléments g tels que n; o g; = §(g)n; pour i = 1,2
contient I' (par le lemme I11.3.6) et possede la propriété suivante. Pour g = (
avec A € M, (F), B € M,, ,,(F), C € M,, ., (F), D € M,,(F), notons A, = (
et D, = (0 0 ) Alors si g et ¢’ sont dans P’, on a

Nn(ng’) Nn(Bg) Nn(Bg’)
d(g9") Smax( o(g) "~ d(g) )

En effet, By, = A;By + B,Dy, et, comme N, est une norme ultramétrique et sous-mul-
tiplicative, on a N, (Byy) < max(N,(A,)N,(By), Ny(By)Ny(Dy)). Or Ny (Ay) = Ny, (91) =
§(g) et de méme N, (D,) = d(g'), d’ott le résultat souhaité.

Or T est inclus dans P’. Comme T" est engendré par une partie S de G bornée pour

N, donc également bornée pour la fonction équivalente %, il existe une constante M telle

que N,(s) < Md(s) pour tout s de S. Comme pour tout g de P’ on a g = m(g) + By,

et donc N, (B,) est inférieur ou égal & max((N,(7(g)), N,(g)), lui-méme inférieur ou égal a

max(3(g), Ny,(g)), on a No(Bs) < ppr = max(1, M) pour tout s € S. Or, d’apres la propriété

a(s)
ci-dessus, Ng((f)”) < SUpyes —NZ((f;S)

P on a N,(g) est inférieur ou égal & max((N,(n(g)), N, (B,)), qui est inférieur ou égal a
max(3(g), Ny(By)), on a %(7) < M' pour tout v € I'. Le sous-groupe I" est donc borné pour
%, donc pour N. 0

< M' pour tout v de TI'. Donc, comme pour tout ¢ de
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Chapitre IV

Cones asymptotiques des espaces
symétriques.

Dans tout ce chapitre, w désigne un ultrafiltre sur N, plus fin que le filtre de Fréchet (on
renvoie a [Boul] pour son existence et les propriétés rappelées ci-dessous), c’est-a-dire un
ensemble de parties de N vérifiant

1. L’ensemble vide n’est pas dans w;

2. Si A et B sont dans w, alors AU B aussi;

3. Si A est dans w et est inclus dans B, alors B est dans w;
4

. Pour toute partie A de N, I’ensemble w contient soit A, soit son complémentaire (toute
partition finie de N a par conséquent un unique élément dans w).

5. Aucune partie finie de N n’est dans w.

On peut aussi voir w comme une mesure de probabilité finiment additive définie sur toutes
les parties de N, a valeurs dans {0, 1}, nulle sur les parties finies, avec w(A) =1 < A € w.

Une suite (zx)gen dans un espace topologique F quelconque admet x € E comme limite
suivant 1'ultrafiltre w si pour tout voisinage V de x dans E, on a x;, € V pour w-presque
tout k. Cette limite est 'une des valeurs d’adhérences de la suite (xy), et elle est unique si F
est séparé. On note alors lim,, z;, = x. On fera un grand usage de la propriété fondamentale
suivante : une suite contenue (w-presque partout) dans un compact admet toujours une limite
(unique) suivant 'ultrafiltre w.

On dit qu’une suite de réels (zy) est w-majorée (resp. w-bornée) s’il existe un réel M tel
que z est inférieur & M (resp. —M < xp < M) w-presque partout.

IV.1 Définition et propriétés.

On renvoie par exemple a [KlLe] pour plus de détails concernant les ultralimites de suites
d’espaces métriques pointés et les cones asymptotiques et les preuves des propriétés énoncées
et non démontrées ci-dessous.

Soit (X, dk, *x)ren une suite d’espaces métriques pointés. On considere I’ensemble X, =
{(@p)ken € [pen Xk di(kr, 75) est w-borné}. On définit une pseudo-distance d, sur X4 par
d

(), (yk)) = limy, di(z, yi). L'espace métrique (X, d,) quotient de X, par la relation
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“etre a pseudo-distance d, nulle”, pointé en la classe *, de (x)ken, est appelé lultralimite
de la suite (X, dg, *k)ren. Pour (zx) € X, on note [z¢] le point de X, associé.

Fait IV.1.1 L’espace métrique X, est complet. ]

On se fixe désormais un espace métrique X, une suite ()geny dans X, et une suite ()
de scalaires dans R’ , tendant vers +00. On se donne également un groupe G agissant par
isométries sur X.

Le cone asymptotique de X, suivant 'ultrafiltre w, par rapport a la suite de points d’obser-
vation (i )ken et & la suite de scalaires (\g) est par définition 'ultralimite (X, dy, *,) de la
suite d’espaces métriques pointés (Xy, dj, = ,\_lkda k) ) ken suivant P'ultrafiltre w. On dira qu’une
suite (zx)ren de points de X est w-bornée si elle est dans X, (c’est-a-dire, si )\_lkd(*k; x)) est
w-borné).

Remarquons que si X est euclidien, alors X, est isométrique & X (car il existe des
applications de X dans lui-méme envoyant un point donné sur %, et multipliant la distance
par \y).

Soit (¢x) une suite d’applications de X dans lui-méme, diminuant la distance, telle que
Yk (%) est une suite w-bornée dans X. Alors son w-limite 1, notée [1x], est bien définie par
Yo ([zk]) = [Yr(zk)] pour tout suite w-bornée (zy), et elle diminue la distance.

On note G, 'ensemble des suites (gi)reny d’éléments de G telles que dy(*g, gp*r) est
w-borné. Pour (g;) € G, on note [gi] 'isométrie associée de X, qui a [zy] associe [grxy].
On note G, le groupe formé par les isométries de ce type.

On suppose désormais que X est un espace métrique CAT(0).

Proposition IV.1.2 1. Le cone asymptotique X, est CAT(0).
2. Pour tous z, = [zk), Yo = [Yk] €t z, = [2k] dans X,,, on a

z):xw (ywa Zw) = lgn z):xk (yka Zk) et <wa (yw, Zw) 2 hur)n <$k (yk, Zk:)

Preuve. Le point 1 est le lemme 2.4.4 de [KlLe]. La premiére assertion du point 2 est facile
a voir, en regardant les triangles de comparaison (car les angles restent inchangés par les
homothéties du plan). La deuxiéme en découle, car <, (yk, 2r) > <u, (Y, 21) pour tout k,
donc <, (Y, 2,) est supérieur ou égal & lim,, <, (yk, 2¢), qui reste inchangé si on remplace y;
et zj par y,, et zj respectivement dans |z, yx| et |xk, z¢] pour tout k. On en déduit que pour
tous y/, et 2/, respectivement dans |z, y,] et |z, 2,], on a <, (y., 2.,) > limy, <, (yk, 2x), €t
on conclut en passant a la limite pour vy, — x, et 2/, = x,. ]

Corollaire IV.1.3 Supposons l’espace X complet et la suite de points d’observations constante
égale a . Soit x dans X et (yx) et (zx) deuz suites w-bornées dans X, tendant respectivement
vers des points & et & du bord de X. Alors

<xu (ywa Zw) 2 <IT(€7 gl)

ot x, = [z], Yo = [yk] €t 2, = [2] dans X,.
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Preuve. Soient 3, et 2z, respectivement sur les segments |z, y,] et |z, 2,] et (y;) et (2})
pour tout k respectivement sur les segments |z, yi] et |z, 2] tels que v, = [y}] et 2,/ = [2;]-
Alors y;. tend vers & et z; tend vers '

Il résulte de la proposition IV.1.2, (2) que <4, (', 2.") = limy, <z, (Y}, 21.), qui est supérieur
a <r(&, &) par la semicontinuité de 1’angle de comparaison (cf. proposition I.1.2).

En faisant tendre 1,/ et z,’ vers x,, on obtient le résultat désiré. ]

On dit qu’une suite (ry) de géodésiques de X est w-bornée si la suite (ry(0)) l’est. On
appelle w-limite de la suite (r;) et on note [ry] 'application de R dans X, qui & ¢ associe
[k (Axt)] , dont on voit facilement que c’est une géodésique de X,.

Proposition IV.1.4 Les géodésiques de X, sont les w-limites des géodésiques de X (voir
par exemple [KlLe, 2.4.4]). H

Corollaire IV.1.5 Soit r;, une suite w-bornée de géodésiques de w-limite r,,. La w-limite de
la suite des projections orthogonales py sur y, (qui a [zx] associe [pr(xy)]) est la projection
orthogonale sur r,,.

Preuve. Soit (y;) une suite w-bornée dans X, et x; la projection orthogonale de y;, sur ry
pour tout k. L’angle en z,, = [x;] entre y,, = [yx] et chacun des deux cotés de la géodésique
r,, est supérieur ou égal a 7 par la proposition IV.1.2 (2), donc x, est bien la projection
orthogonale de y,, sur r, (par les propriétés de la projection orthogonale dans les espaces

CAT(0) complets). [

Pour tout k, soient rj et rj deux rayons géodésiques asymptotes de X. Supposons que
les suites (ry) et (r},) sont w-bornées dans X. Alors les w-limites r,, et r/, des suites (1) et
() sont deux rayons géodésiques asymptotes de X,,. L’application (0X)N — 90X, qui &
la suite de terme oy = ri(0c0) associe r,(00), noté [ay], est donc bien définie et surjective
(car tout rayon de X, est w-limite de rayons de X).

On suppose dorénavant que G un groupe de Lie semisimple réel, connexe, sans facteur
compact, de centre fini et X 'espace symétrique de type non compact associé a G. Soit A
un sous-espace de Cartan de I’algebre de Lie de G’ et W le groupe de Weyl associé.

Une suite (f) de plats maximaux marqués de X est dite w-bornée si la suite (f(0)) Pest,
et son w-limite est alors 'application [fx] de A dans X, qui a a associe [fx(Aga)]. On voit
facilement que c’est une isométrie de A dans X,,.

Théoréme IV.1.6 (Gromov, Kleiner-Leeb) Le cone asymptotique X, muni du systéme
d’appartements formé par les w-limites des suites w-bornées de plats mazimauxr marqués de
X, est un immeuble affine complet, de type (A,W). Le groupe G, agit transitivement sur
X, par automorphismes d’immeuble, et transitivement sur les appartements marqués (voir

[KlLe]). 0

On fixe une chambre de Weyl fermée fondamentale C de A. Rappelons que O désigne
lapplication qui & un segment de l’espace symétrique de type non compact X (resp. de
'immeuble affine X)) associe son type dans C. On a en particulier les propriétés suivantes.

Proposition IV.1.7 (Continuité de ©) Pour tout v, = [z}] et y, = [yr] de X, on a
O(zy, yo) = lim, A—lk@(:rk,yk) dans C.
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Preuve. Soit u € C la limite suivant 1'ultrafiltre w de la suite u;, = A—llc@(:rk, yr) (qui est w-

bornée car /\Lkd(:ck, yx) lest). Pour tout k, soit fi un plat maximal marqué tel que f(0) = xy
et fr(Akuk) = fr(O(zk, yk)) = yk. Alors la suite (fx) est w-bornée, et son w-limite f est un
appartement marqué de X, tel que f(0) = [zx] =z, et f(u) = [fi(Mru)] = yo, car pour tout
kon a id(fk()\kuk), Jr(Agw)) = da(ug, u), qui tend vers 0. Par définition du type, on a donc

u=0(ry,y,)- H

Fait IV.1.8 Soit r,, une géodésique de X,,. Il existe une suite (ry) w-bornée de géodésiques
de X de type constant égal a 0O(ry) telle que [ry] = r,. Le groupe G, agit transitivement
sur les géodésiques de X, de type donné.

Preuve. Soit u le type de 7, qui est un vecteur unitaire de la chambre de Weyl C. Soit
f» un appartement marqué tel que pour tout réel ¢, on a r,(t) = f,(tu). Soit (fx) une
suite w-bornée de plats maximaux marqués de X tels que f, = [fx] et soit ry la géodésique
t +— fr(tu) (de type constant u). On a alors [ry] = r,, par définition de la w-limite de la suite
(fk)-

La seconde assertion découle immeédiatement de la transitivité des actions de G, sur X,
et sur les appartements marqués. ]

Proposition IV.1.9 Supposons que la suite de points d’observations est constante égale a
x. Soit x dans X et (Cy) et (C}) deux suites de chambres de Weyl de X de sommet z,
tendant respectivement vers des chambres de Weyl C et C' de X de sommet x. Supposons
que les chambres C'(00) et C'(c0) sont opposées dans l'immeuble sphérique a Uinfini de X .
Alors les deux chambres de Weyl C,, et C!, de sommet x, = [x] de X, w-limites des suites
(C) et (C}) sont opposées en x,,.

Preuve. Cela découle du corollaire IV.1.3, en prenant par exemple deux suites de rayons
géodésiques 7y, et 7, issus de x, respectivement dans Cj et C} pour tout k, de types
constants (réguliers), opposés. Ces deux suites sont alors convergentes dans X, vers deux
rayons géodésiques r et ' respectivement dans C' et C’, de types opposés, donc vérifiant
Lp(r(o0),r'(c0)) = w. L’angle en z,, entre les w-limites r, = [rg] et r), = [r}] est donc
supérieur, donc égal & 7, ce qui conclut. ]

IV.2 Modele algébrique du cone asymptotique.

Cette section est consacrée a montrer que, pour G = SL,(R), un céne asymptotique
de I'espace symétrique de type non compact F, associé est 'immeuble de Bruhat-Tits de
SL,(K,), pour un corps valué K, totalement ordonné qu’on construit préalablement. Ce
résultat nous a été communiqué par B. Leeb [Lee].

On suppose donc que G = SL, (R). L’espace symétrique F, associé a G sera identifié a
’ensemble des normes euclidiennes de volume 1 sur R” (voir section 1.3), avec pour point-base
zo la norme canonique vy de R, de stabilisateur SO(n) dans G.

Soit A\; une suite de réels positifs non nuls tendant vers I'infini. On considere le cone
asymptotique (X, d,) de (E,, zo,dr = id)
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IV.2.1 Le corps K,.

Rappelons que w désigne un ultrafiltre sur N plus fin que le filtre de Fréchet.

L’ensemble R, des suites de réels, modulo égalité w-presque partout, muni de 1’addition
et de la multiplication terme & terme, est un corps (en effet, une suite de réels est soit nulle w-
presque partout, soit non nulle w-presque partout). On note (ay), la classe de la suite (ay)gen
modulo égalité w-presque partout. Le corps R se plonge dans R, via les suites constantes. On
identifiera R et son image lorsque cela n’engendre pas de confusion. La relation <, définie,
pour tous (ag)x, (br)x € RY, par

(ag), <w (bk), siet seulement si a; < b w-presque partout

fait de R, un corps totalement ordonné. De plus, pour tout a positif dans R, il existe un
unique élément /a positif de R, de carré a.

Soit v 'application de R, privé de 0 dans [—o00, +00] qui & (ay),, associe — lim, ﬁ log |ay|
(qui est bien définie car ay est non nul pour w-presque tout k). Notons ||, = e~*). On a les
propriétés suivantes, i.e. v est une pseudo-valuation de R,, triviale sur R, compatible avec
Pordre, et |-|, est la pseudo-valeur absolue ultramétrique sur R, associée a v (& valeurs dans

R U +00).

Proposition IV.2.1 1. v((t),) =0 (ou encore |(t)
2. v(ab) = wv(a) + v(b) (ou encore |ab|, = |al,|b|,) pour tous a,b dans R, tels que
v(a),v(b) > —oo.
3. Pour tous a,b dans R,, tels que 0 <, b <, a, on a v(a) <wv(b) (ou encore |b|, < |a|,).
4. v(a+b) > min{v(a),v(b)} (ou encore |a+b|, < max(|al,,|b|,)) pour tous a,b dans
R, .
5. Pour tous a et b positifs dans R,, on a |a+ b|, = max(|al, ,|b],).
>a

=1

oly = 1) pour tout réel non nul t.

6. Pour tous ay,..., a, positifs dans R, on a

=2 o

Preuve. Les trois premieres affirmations sont faciles & démontrer. Montrons 4. Soient (ay), (by)
dans RY. On peut supposer que |by| < |ax| w-presque partout. On a alors |ay + by < 2 |ag]|
w-presque partout, c’est-a-dire 0 <, (Jay + bgl), <w 2 (Jax|),, d’ott v((ag + bg),) > v((ax),)
par 3, 2 et 1, donc on a le résultat souhaité. [ ’affirmation 5 découle de 3 et 4, et 6 découle
de 5 et 2 (qui entraine que |v/a |, = y/]a], pour tout élément a positif de R,,). H

Les éléments a de R,, tels que |a|, < 400 forment un sous-anneau de R, qu’on notera
R,'. Le quotient K,, de 'anneau R, par I'idéal formé par les éléments a tels que |a], = 0 est
un corps totalement ordonné. Si (ay) est une suite de réels telle que la suite A—lk log |ax| est
w-majorée dans R, on note [ag] le point de K, associé.

L’application de K, privé de 0 dans R induite par v est une valuation de K, compatible
avec 'ordre, qu’on notera également v. L’application de K, dans R; induite par |-|, est la
valeur absolue ultramétrique sur K, associée a v. On la notera également |-|,. Toutes les
propriétés énoncées dans la proposition IV.2.1 ci-dessus sont encore vraies si on remplace R,

par K, .
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IV.2.2 L’espace vectoriel K,".

L’espace vectoriel R," est canoniquement isomorphe a ’espace vectoriel (R"), sur R,
des suites de vecteurs de R™, modulo égalité w-presque partout (muni des opérations terme
a terme). On les identifiera dorénavant. On note (uy), la classe de la suite (u;) dans R,".

Pour toute famille (uy)_, ..., (u}), de vecteurs dans R,", on a det((uy)_,..., (u}),) =
(det(uy, ..., u})), dans R,.
Notons 7y I'application de R," dans [0,4+o00] qui & u = (ay,..., a,) associe sup |a;l,,
i=1-n

qui est égal a par la proposition IV.2.1. C’est la pseudo-norme ultramétrique

n
2
a;
i=1 v

canonique sur R," associée a la pseudo-valuation v de R,. Remarquons que, pour tout
u = (ug), dans R,", on a

mo(u) = | (o)) |, = lim (1)

ou encore logny(u) = lim,, i log v (ug,)-

L’espace vectoriel K," sur K, s’identifie au quotient du sous-espace vectoriel de R," formé
par les vecteurs de pseudo-norme 7, finie par celui formé par les vecteurs de pseudo-norme
nulle. Tl est canoniquement isomorphe a ’espace vectoriel sur K, formé par les classes [u]
des suites (ug) de vecteurs de R" telles que A—lk log vp(uy) est w-majoré dans R, ol on identifie
deux telles suites (ux) et (wy) quand i log v (ur, — wy,) tend vers —oo suivant ultrafiltre w.
Pour toute famille [u;],..., [u?] de vecteurs dans K,", on a

det([u}ﬁ] ey [UR]) = [det(u,lg, e uﬁ)]

dans K, .

De méme, l'algebre End(KK,") s’identifie naturellement & I’espace quotient des suites
(gx) dans End(R") telles que la limite lim,, i log N(g) est finie, on on identifie deux telles
suites (gx) et (g;,) quand A—lklog N(gx — g;,) tend vers —oo suivant 'ultrafiltre w, muni des
opérations terme a terme (ou N désigne une norme quelconque sur End(R")). On note alors
[gx] I'élément de End(KK,") induit. Sa matrice dans la base canonique est ([g,’f] )ij> ott (g7
est la matrice de g, dans la base canonique de R, pour tout k. On a det [gx] = [det gi]. Pour
tout u = [uy| dans K", on a [gk] [ur] = [gruk]-

IV.2.3 Coéne asymptotique et immeuble de SL,(K, ).

Rappelons que (X, d,) est le cone asymptotique de (E,, xq, dy = )\_lkd) On note G, le
groupe formé par les automorphismes [gx] de X, associés aux suites w-bornées dans G. Soit
A, 'immeuble de Bruhat-Tits de SL,, (K, ), formé par les normes ultramétriques adaptables,
de volume 1, sur l'espace vectoriel K," (voir chapitre IIT).

Théoréme IV.2.2 L’application ¢ de X, dans A, qui a x, = [v;] associe la norme n,,
1

qui ¢ v = ([z3],...,[2}]) € K" associe |[vg(zy, ..., 20|, = limy, vg(zg, ..., 2}) , est un

1somorphisme d’immeubles.
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Si (gr) est une suite w-bornée d’éléments de G, avec gy, de matrice (g,ij)ij, alors l’isométrie
9o+ (V] = [gr-vi] du cone asymptotique X,, associée d la suite (gi) est conjuguée par ¢ d
Uautomorphisme de A, défini par la matrice [gy] = ([g,ﬂ)ij de SL, (K, ).

Preuve. Pour toute suite © = (v;) de normes sur R", on note 7, l'application de R,"
dans Ry U 400 qui a u = (ug), associe |(vy(ur)),|,- On voie facilement que 7, est une
pseudo-norme ultramétrique, c’est-a-dire qu’elle vérifie les propriétés n,(au) = |al, n,(u) et
Nz (u + w) < max {ny(u), n2(w) }

Si x est la suite constante égale a la norme euclidienne canonique v sur R, alors, comme
remarqué précédemment, 7, est la pseudo-norme ultramétrique canonique 7y sur R,," associée
a la pseudo-valuation v.

Soient z = () et y = (v;) deux suites dans FE,,, c’est-a-dire deux suites de normes
euclidiennes de volume 1 sur R, telles que I’écart d,(x,y) est fini. On a donc d% (z,y) =
lim,, ﬁdoo(z/k, v;.), qui est fini, car, comme do, < d < \/ndy, sur E,, on a d2, <d, < /nd
sur EN. Soit u = (uy),, un élément de R,". Pour tout k, on a

0 < e d=ridy (1) < v(ug) < eyt (uy,)
dans R. Par conséquent, on a

0< (=) (), < (), < (e0P) (),

w w

dans R,, et, en prenant la pseudo-valeur absolue de chaque terme, on obtient

W

0< e’dm(‘”’y)ny(u) < Me(u) < ed&(m’y)ny(u) (IV.1)

dans R, grace aux propriétés de la pseudo-valeur absolue (cf. Prop. IV.2.1). On en déduit
que si ’écart d,,(x,y) est nul, alors i, = n, (car, comme d,, et d% sont équivalents, on a alors
@2, (z, y) = 0).

Supposons que la suite id(ug, Vi) est w-bornée. En appliquant (IV.1) & y = (1), on a
que 7, (u) est fini si et seulement si 7y(u) est fini et 7, (u) = 0 si et seulement si 7y(u) = 0.
Donc 7, passe au quotient en une norme ultramétrique sur K,", qui ne dépend que du point
x, du cone asymptotique X, défini par la suite x = (1) d’apres ce qu'on vient de faire. Il
est clair que cette norme ultramétrique est égale a ’application 7, de I’énoncé.

Montrons que pour tout appartement f : A — X, de X, 'application ¢ o f est un
appartement de A, (donc, en particulier, ¢ est injective et a valeurs dans le sous-ensemble
A, des normes ultramétriques sur K," adaptables, de volume 1).

Soit f un appartement marqué de X,. Par le théoreme IV.1.6, f est la w-limite d’une
suite fr de plats maximaux marqués de F,, restant a distance id w-bornée de l'origine,
c'est-a-dire tels que la limite lim,, A—lkd(uo,fk(())) est finie. Rappelons que f est défini par
f(a) = [fe(Ara)] pour tout o de A.

Pour tout k, soit & = (e}, ..., €}) une base de R" de déterminant 1, telle que fj, est le
plat maximal marqué associé a &. La limite lim,, ﬁ log vp(ek) est finie pour tout i = 1---n,
car log vy(et) < d(vo, fx(0)) pour tout i, k, par le lemme 1.3.1 appliqué & £ = & et v = f;(0).
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Le vecteur ¢; = [el] de K," est donc bien défini. Le déterminant dans K," de la famille
de vecteurs £ = (ey,..., e,) est égal a [det&]. Or det & = 1 pour tout k, donc £ est
une base de déterminant 1 de K,". Notons fg I'appartement de A, associé a £. Pour tout
a = (aq,..., ap) dans A, 'image de « par fg est par définition la norme ultramétrique sur
K,", de base adaptée &, valant e® sur le vecteur e;.

Montrons que ¢ o f = fe. Soit @ = (a,..., ) un élément de A. Notons v I'image
par fr de A\pa, qui est I'unique norme euclidienne admettant £ pour base orthogonale et
vérifiant vg(el) = eM® pour i = 1---n. Par définition de f, on a I'image de « par f est le
point x, = [14] de X, associé a la suite (vx). Soit 1., = ¢(z,) la norme ultramétrique sur
K," associée & x,. Pour tous a; = [af],..., a, = [a}] dans K,,, on a

nzu(Zaiei): |:Uk(2a}'ce}'c):| |:\j Zekkai(ai)2:| \j Z[ekkai}[%P
i=1 i=1 i=1

i=1
Par conséquent 7, est 'image de « par 'appartement fe associé a la base £ de déterminant

1 de K,".

Montrons maintenant que, pour tout appartement fs de A, associé a une base £ =
(é1,..., €,) de déterminant 1 de K,", il existe un appartement f de X, tel que ¢po f = fe
(donc, en particulier, ¢ est surjective). Pour i = 1---n, soit (e}), une suite de vecteurs de
R" telle que e; = [¢}]. On a donc en particulier que lim,, 5-logwy(e},) < +oo pouri=1---n.
Notons & la famille (e, ..., €}) de vecteurs de R*. On a [det &] = det £ = 1, donc det &
est non nul w-presque partout (en effet, sinon il est nul w-presque partout et [det &] = 0).
Donc, pour w-presque tout k, la famille de vecteurs & est une base de R", qu’on peut
supposer de déterminant 1, quitte & diviser e, par det &, ce qui ne change pas [e;] = ey, car

1

[z en] = mazler] = lex]- Soit fi le plat maximal marqué de E, associé a la base €. En

appliquant le lemme [.3.1 & £ = & et v = f;(0), on a que

= max e™
max

=1 ai|v

v v v

1 1 .
lim )\—d(l/o, fx(0)) < V/n(n—1) lim)\— sup logvy(e},) < +oo.
w i w k i=l-n

Donc cette suite de plats maximaux marqués définit un appartement marqué f du cone
asymptotique X,,. D’apres ce qu’on a fait précédemment, on a bien ¢ o f = fs.
On en conclut que ¢ est bien un automorphisme d’immeubles.

Montrons maintenant la deuxieme assertion. Soit g, une suite w-bornée dans G et g, =
[gx] Visométrie de X, associée. Alors, d’apres la formule 1.5, on a

1 1
lim — log N (gx) < lim —d(v, gx-vp) < +00
W bW

et de méme lim,, ilog N(g.') < +oo. Les suites (gi) et (g, ') définissent donc bien deux
éléments g et ¢’ de SL, (K, ), et on a g¢' = I donc ¢’ = g~ ".

Montrons que, pour tout z, de X, on a g.¢(z,) = ¢(g.2,). Notons y, = guTw, Ne, =
P(xy) et ny, = é(y,). Soit (1) une suite de normes euclidiennes dans E, telle que =, = [1],

et v, = gp.v = g o g; . On a y, = [v}]. Pour tout vecteur v = [v}] dans K", on a

1 1
912, (V) = 1, (g7 "0) = 0o, (g5 va]) = lim v (g og) ™ = lim v () = 1y, (v)

ce qui conclut. 0
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Chapitre V

Compactification.

V.1 La méthode de compactification utilisée.

Dans ce paragraphe, on donne la méthode de compactification d’un espace topologique
qui sera utilisée en section V.4.

Soit £ un espace topologique.

Définition V.1.1 Une compactification de £ est une paire (77,5), ot € est un espace to-
pologique compact et n : € — £ un homéomorphisme sur son image, avec n(E) ouvert et
dense dans €. Le complémentaire de n(E) dans & est appelé le bord de E.

Remarque. Pour qu'un espace topologique admette une compactification, il est nécessaire
qu’il soit localement compact.

Exemple. Soit £ un espace topologique localement compact. On pose £ = EU{oo}, muni de
la topologie étendant celle de £ ou les complémentaires des compacts de £ forment une base
de voisinages de oo. Alors (Id,€) est une compactification de &, appelée compactification
d’Alexandroff de £.

Soit £ un espace topologique localement compact. Soit C' un espace topologique séparé et
f une application continue de € dans C' d’image relativement compacte. Soit & = € U {o0}
le compactifié d’Alexandroff de £. Soit g I'application continue de £ dans ExC qui a
z associe (z, f(x)), et € Padhérence de son image, qui est compacte. Alors (g,€) est une
compactification de £, dite associée a f, dont le bord s’identifie a une partie de C.

V.2 Vecteur de translation.

V.2.1 Vecteur de translation d’une isométrie
d’un espace symétrique ou d’un immeuble.

Soit X un espace symétrique de type non compact et xy un point de X. Soit G =
Isom(X), la composante neutre du groupe des isométries de X. Soit A un sous-espace de
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Cartan de I'algebre de Lie de G et C une chambre de Weyl fermée de A. Le type dans C
d’un segment [z, y] de X est noté O(z,y) (voir section 1.2).

Proposition V.2.1 Soit g dans G. L’adhérence dans C de {O(z,g.x), x € X} contient un
unique segment de longueur minimale (donc égale a la longueur de translation ((g) de g),
qu’on note v(g), et qu’on appelle vecteur de translation de g.

Preuve. L’existence est claire, montrons 'unicité. Pour tout z de X, on a |O(x,g.7)| =
d(z,g.x) = dy(z), donc la borne inférieure des longueurs de O(z, g.x), pour x € X, est égale
a la distance de translation ¢(g) = infycx dy(z) de g. L’unicité est évidente si £(g) = 0.
Supposons que ¢(g) est strictement positif. Soit p, une suite de points de X tels que dy(p,)
tend vers £(g). Soit g = heu la décomposition de Jordan de g avec h hyperbolique, e elliptique
et u unipotent commutant deux a deux. Pour tout n, soit ¢, la projection orthogonale de
pn sur le convexe fermé non vide Min(h). Comme g stabilise Min(h), la projection de gp,,
sur Min(h) est gg,. Donc dy(gy) est inférieur ou égal a dy(p,), et dy(gn) tend également vers
/(g). Fixons un point ¢ de Min(h). Comme le commutateur Z(h) de h agit transitivement sur
Min(h) (voir par exemple [Ebe, Prop. 4.1.4]), on peut choisir une suite z, € Z(h) telle que
Znn = q- Soit pl. = z,p, et g, = 2,92, pour tout n. Soit ¢ = gh™" = eu et ¢, = 2,0z, "
Comme {(g) > 0, le convexe fermé F' = Min(h) est isométrique a un produit riemannien
C xR avec h = (id, £(h)) et ¢ = (¢,0) sur F = C' xR (voir prop. [.2.3). On a donc également

/

Pn GnDh

Min(h

/7/ gnq
R

¢n = (¢n,0) sur F = C x R. Donc d,,(q) est égal a \/€(h)? + d(hq, gnq)?. Or d,,(g) tend
vers ((g) = ((h), donc g,q tend vers hq. Si p/, ne tend pas vers ¢, quitte a extraire, le rayon
géodésique issu de ¢ et passant par p!, converge vers un rayon r orthogonal & Min(h) en ¢,
et son image par g/, converge vers un rayon 7’ issu de hq et orthogonal & Min(h). Pour tout
t > 0, la distance entre r(t) et 7'(¢) est strictement plus grande que d(q, hq) = ¢(h) = {(g)
(sinon la géodésique passant par ces deux points est parallele a celle passant par les points
q et hq, donc r(t) € Min(h), ce qui est impossible). On en déduit que p/, tend vers ¢ et que
gnpl, tend vers hq. Donc O(p,, gpn) = O(pl,, gnp,,) tend vers ©(q, hq) par continuité de ©.
On conclut en remarquant que le type du segment joignant un point a son image par h est
constant sur Min(h). H

Remarque. La notion de vecteur de translation est plus fine que celle de longueur de
translation (car v(g) est de norme £(g)). On remarque que v est invariante par conjugaison,
et qu'on a v(g) = v(h) ou h est la partie hyperbolique dans la décomposition de Jordan. Si g
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est semisimple, on a v(g) = O(z, gx) pour tout z de Min(g). Pour tout g, on a v(g") = Nv(g)
pour tout N € N. C’est donc en fait, bien que présenté différemment, le méme invariant
que celui noté log A(g) dans [Ben].

Exemple. Pour G' = SL,(R), on peut choisir C = d* = {(a1,...,0,) €ER", oy > ... >
an, X' 0; = 0} et pour ¢ € G, on a alors que v(g) est la suite des logarithmes des
modules des valeurs propres de g, par ordre décroissant (car v(g) = v(h) ou h est la partie
hyperbolique dans la décomposition de Jordan, c’est-a-dire diagonalisable a valeurs propres
réelles positives, et les valeurs propres de h sont les modules des valeurs propres de g d’apres
la réduction de Jordan. Il ne reste plus qu’a calculer v pour une matrice d diagonale a
coefficients positifs, ce qui est aisé car o = I € Min(d)).

Cette notion est définie de maniere analogue pour les isométries d’un immeuble affine
complet A préservant le type des segments, pour lesquelles la situation est plus simple car
elles sont toutes semisimples d’apres les résultats de la section I1.3. Soit g une telle isométrie,
alors par définition v(g) = O(x, gx) pour un (tout) point xz dans l’ensemble minimal de
translation de g (qui est non vide par les résultats de la section II.3).

Soit X un espace symétrique sans facteur compact (resp. un immeuble affine), et g une
isométrie de X qui fixe deux points du bord opposés £+ et €. Alors g préserve le sous-espace
F = F;—¢+ de X formé par la réunion des géodésiques de £~ a £*. Cet espace se décompose
(voir section I.1) en produit F' = C' x R et, en restriction a F', g se décompose parallelement
en (¢',t), ot ¢ est une isométrie de C' et ¢ une translation de R. Les sous-espaces F' et C
de X sont des espaces symétriques sans facteurs compacts (resp. des sous-immeubles). Soit
Cr une chambre de Weyl fermée de F et Cc la chambre de Weyl fermée de C telle que
Cp = Cc x R. Notons p la projection canonique de Cp dans C, qui est continue. Notons vp
(resp. ve) la fonction vecteur de translation de F (resp. C') & valeurs dans Cp (resp. Ce).

Fait V.2.2 Dans la situation décrite ci-dessus, le vecteur v(g) est l'image par la projection
p du vecteur vr(g|r) = ve(g') + vr(?). ]

Revenons maintenant au cas des espaces symétriques de type non compact.
Proposition V.2.3 La fonction v de G dans C est continue.

Remarque. Ceci entraine que la longueur de translation est continue sur Isomg(X). Cette
propriété n’est pas vraie pour tous les espaces métriques CAT(0). Par exemple, dans le plan
euclidien, les translations non nulles sont limites de rotations.

Remarque. Pour G = SL,(R), il s’agit de voir que les modules des valeurs propres dépendent
continument de la matrice A, ce qui est bien connu.

Dans le cas général, nous allons donner maintenant une démonstration purement géomé-

trique, reposant sur la dynamique des isométries sur le bord a l'infini de X.

Preuve. Soit (gx)ren une suite convergente dans G, de limite g. Montrons que la suite
des vecteurs de translation v(g) de g possede une sous-suite convergeant vers v(g) (cette
propriété est équivalente a la continuité de v en g).
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Sil(g) = 0, alors, par semi-continuité supérieure de la longueur de translation, la longueur
de translation ¢(g;) de g tend nécessairement vers 0 et donc v(gr) — 0 (car v(gg) est de
longueur ¢(gx)) ce qui conclut.

Supposons que la longueur de translation ¢(g) de g est strictement positive.

Soient £* et & comme dans la proposition 1.2.3, et F' = F¢—¢+ le sous-espace convexe
fermé de X formé par la réunion des géodésiques de £ & &T.

Soit p un point de F'. Soit D > 0 et O_(p, D) 'ombre sur le bord de X de la boule fermée
B(p, D), vue du point £, c’est-a-dire I’ensemble des extrémités (dans 0X) des géodésiques
issues de £, et passant a distance inférieure & D de p. C’est un voisinage de ' dans son
orbite GET, qui est une variété. Soit B une boule topologique euclidienne fermée, contenue
dans O_(p, D), contenant £* dans son intérieur.

D’apres la proposition 1.2.3, il existe N tel que I'image par gV de O_(p, D) est incluse
dans l'intérieur de B.

Si v(gd) tend vers v(¢g") quand k tend vers I'infini, alors v(g) tend vers v(g) quand k
tend vers l'infini car pour tout 2 € G on a v(h") = Nuv(h). Quitte & remplacer g par gV
gk par gp', on donc peut supposer que g(B) est inclus dans l'intérieur de B.

Comme Daction de G sur GE' est continue, il existe K tel que pour £ > K, on a
gx(B) C B. Comme g est continue sur B, elle admet alors un point fixe z, dans B par le
théoreme de Brouwer.

Quitte & extraire, la suite z; tend vers un point z de B, qui est fixé par g. Comme £V est
le seul point fixe de g dans B (cf prop. 1.2.3), on a z = ¢+,

Soit hy, un élément de G fixant £~ et envoyant p sur un point de F¢-,, a distance inférieure
a D de p (qui existe car z, est dans O_(p, D)), donc envoyant £ sur & . Quitte & extraire, hy
tend vers h € G. Lasuite h, ' gphy, tend vers h='gh, et v(h, 'grhi) = v(gk) et v(g) = v(h~'gh).

On peut donc supposer, quitte a remplacer g, par h,;lgkhk et g par htgh, que & = ¢,
c’est-a-dire que g fixe £ pour k suffisamment grand.

On peut aussi supposer (en échangeant les roles de £+ et £€7) que gy, fixe le point £~ pour
k suffisamment grand.

L’espace F' se décompose en un produit direct C' x R, et g agit sur F' = C' x R comme
(¢',0(g)), ou £(g) désigne la translation s +— s+ £(g) de R et g’ est une isométrie de C' (avec
¢(g") = 0) (voir prop. 1.2.3). De méme, g agit sur F' comme (gj, tk ou g, est une isométrie
de C et t;, la translation de longueur ¢ de R, et on a ¢(gx) = \/¢(g,)? + t2 > t; (voir section

I[.1). Comme g; tend vers g, on a t, — ((g) (par exemple en cons1derant la projection
orthogonale sur {p} x R, qui est continue), donc ¢(gi) tend vers £(g). On en déduit que ¢(g;,)
tend vers 0.

Les sous-espaces F' et C' de X sont des espaces symétriques sans facteurs compacts. Soit
Cp une chambre de Weyl fermée de F' et Cc la chambre de Weyl fermée de C telle que
Cr = C¢ x R. Notons 7 la projection canonique de Cr dans C. Notons vx (resp. ve, vr) la
fonction vecteur de translation de F' (resp. C') a valeurs dans Cp (resp. Cc).

On a vp(gr) = vel(gy) + tr et v(gr) = m(vr(gr)) (cf. fait V.2.2).

Comme 7(t;) tend vers v(g) et ve(g) tend vers 0, on en déduit que v(gx) tend vers v(g),
car 7 est continue. H
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V.2.2 Continuité asymptotique de v.

Soit w un ultrafiltre sur N plus fin que le filtre de Fréchet. Soit ();) une suite de réels
positifs tendant vers +o00, et (*;) une suite de points de X. Soit (X, d,) le cone asymptotique
de (X, ;, 3-d) suivant D'ultrafiltre w.

Proposition V.2.4 Pour toute suite (g;) dans G telle que la suite %d(*i, gi*;) est w-bornée,

si g est Uisométrie de X, associée, la suite (3-v(g;)) a pour limite v(g,) suivant 'ultrafiltre
w.

Preuve. Comme X, est un immeuble affine complet et g, un automorphisme de X, (cf.
théoreme IV.1.6), on sait que g, fixe un point ou translate une géodésique (cf. Chap. II,
Corollaire 11.3.2).

On voit facilement que lim,, Z(/\gi") < {(g,). Par conséquent, si g, fixe un point, on a
lim,, E(/\—) = ((g,) = 0, donc, comme v(g;) a pour norme {(g;) pour tout ¢, on a lim,, @ =0,

ce qui conclut.

On peut donc supposer dorénavant que g, translate une géodésique r, de X,. Quitte a
conjuguer chaque g;, on peut supposer pour simplifier les notations que la suite des points-
base (%;) est constante égale a x.

Soit r une géodésique de X telle que r(0) = xy, de méme type que r,. Alors, d’apres
IV.1.8, il existe une suite (h;) dans G, telle que h, = [h;] envoie [r] : t — [r(\;t)] sur 7.
Quitte a conjuguer chaque g¢; par h;, on peut donc supposer (toujours pour simplifier) que
r, = [r]. Notons T = r(+00), £~ = r(—00) les extrémités de r.

Pour tout réel ¢ et pour tout réel positif D, notons O_(¢, D) 'ombre sur le bord de X
de la boule fermée B(r(t), D), vue du point £, ¢’est-a-dire I’ensemble des extrémités (dans
0X) des géodésiques issues de £, et passant a distance inférieure & D de r(t).

Lemme V.2.5 (Contraction des ombres) Pour tous réels strictement positifs D, t, e, l'i-
mage par g; de 'ombre O_(0, D) est incluse dans ['ombre O_(t,€) pour w-presque tout i.

Preuve. On raisonne par ’absurde. Sinon, il existe D, ¢, > 0 et une suite z; dans 0X avec
2z € O_(0,D) et g;z; ¢ O_(t,e) w-presque partout. Soit o; une géodésique de £~ a z; telle
que d(r(0),0;(0)) < D. Alors les géodésiques r,, et o, = [0;] de X, sont confondues sur
|—00, 0], car elles sont asymptotes en —oo et d,(r,(0), 0,(0)) = lim,, )\iid(r(O), 0;(0)) =0 (la
situation est représentée sur la figure V.1).

2

Ow
JuwOw

*w Ju*w Ty

Fic. V.1 — Preuve du lemme V.2.5.
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On a donc <, (7, (+00), g,0,(+00)) = 0 (ol *,, est le point-base de X,,), donc, comme
le passage au cone asymptotique augmente les angles (voir prop. IV.1.2, (2)), on en déduit
que <y (§F, gizi) —w 0 (car [r(t)] = *,,). Par conséquent <ty (£7, gizi) —w ™, et donc (par
le fait 1.2.1), la distance du point r(¢) & la réunion F; des géodésiques de £~ a ¢;2; tend vers
0 suivant l'ultrafiltre w. Or, par hypothese, on a d(r(t), F;) > ¢ w-presque partout, ce qui est
contradictoire. ]

Suite de la preuve de la proposition V.2.4. Soit D > 0. L’ombre O_(0, D) est un voisi-
nage de £ dans son orbite G.£T. Comme G.£' est une variété, elle contient donc une boule
topologique euclidienne B contenant {* dans son intérieur. Comme les ombres (O_(t,¢)), .-
forment une base de voisinages de £* dans G.£1 (cf. Fait 1.2.2), il existe ¢ et ¢ strictement
positifs tels que 'ombre O_(¢,¢) est contenue dans B.

D’apres le lemme V.2.5, on a alors, pour w-presque tout ¢, que g; conserve la boule B
donc que g; admet un point fixe & dans O_(¢,¢) par le théoréeme de Brouwer (car g; est
continue sur B).

Comme &5 = [£] est un point du bord de X, opposé a [€7] = r,(—o0) et fixé par
'isométrie g,, qui translate la géodésique r,, il est nécessairement égal a r,(4+00) = [£T]
(voir 1.1.3).

On peut donc supposer, quitte & conjuguer chaque g;, que &' = £, c’est-a-dire que g;
fixe £ pour w-presque tout .

On peut aussi supposer (en échangeant les roles de £ et £7) que g; fixe le point £~ pour
w-presque tout i.

Pour w-presque tout 4, g; préserve le sous-espace convexe fermé F' = Fy— .+ formé par la
réunion des géodésiques de £~ & £7. Ce sous-espace se décompose en un produit direct C' x R
et g; se décompose parallelement en produit (g, ;) en restriction & F' = C' x R, ou g, est une
isométrie de C et ¢; la translation s — s +¢; de R (voir section 1.1).

Soit p; 'image de x( par g; et ¢; sa projection orthogonale sur r. Alors ¢; = t;z7. Comme la

C

!
;%o qi%o

qi

Fig. V.2 -

limite de la suite des projections orthogonales sur r est la projection orthogonale sur r,, (voir
le corollaire IV.1.5), on a que ¢, = [g;] est égal a la projection orthogonale de g%, sur r,. Or
Ju*w € Ty, donc on a q, = g,*,. Par conséquent %d(xo, gizp) tend vers 0 suivant P'ultrafiltre

w, et donc lim, /\ié(g;) = 0. On en déduit que lim,, i@(:ro,ti:cg) = O(*u, gu*u) = V(gu)-
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Les sous-espaces F' et C' de X sont des espaces symétriques sans facteurs compacts. Soit
Cp une chambre de Weyl fermée de F et Cq la chambre de Weyl fermée de C telle que
Cr = C¢ x R. Notons p la projection canonique de Cr dans C. Notons vp (resp. ve) la
fonction vecteur de translation de F (resp. C) & valeurs dans Cr (resp. C¢). On a (cf. fait
V.2.2) vr(g:) = vo(gi) +ti et v(gi) = p(vr(gi))-

Or on vient de voir que lim, ivc(g;) =0 et que limwp(iti) = v(g,), ce qui entraine que
v(gi)

= =, v(gw) car p est continue. H

V.3 Espaces de représentations.

On se fixe désormais un groupe I' infini, de type fini et une partie génératrice finie S de
['. On munit I' de la topologie discrete.

V.3.1 Actions sur un espace CAT(0) propre.

Soit X un espace métrique CAT(0). Soit G un sous-groupe fermé du groupe Isom(X)
des isométries de X, muni de la topologie compacte-ouverte. Le résultat suivant découle du
théoreme d’Ascoli.

Fait V.3.1 Supposons X propre. Soit x un point de X et M > 0, alors [’ensemble des
éléments g de G tels que d(x,g.x) < M est un compact. Le groupe topologique G est locale-
ment compact, métrisable. ]

Dans tout ce qui suit, une action de I' sur X désigne une action par isométries dans G,
c’est-a-~dire une représentation (morphisme de groupes) de I' dans G.

Définition V.3.2 On dit qu’une représentation de T' dans G est fidéle et discréte si elle
injective et d’image discrete. On note Ryq lespace des représentations fidéles et discreétes de

I dans G.

Remarquons que, dans le cas ou X est propre, une représentation fidele et discrete de
[' dans G n’a pas de point fixe dans X, car I' est infini et le stabilisateur d’un point est
compact.

Soit R = R(T,G) l'ensemble des représentations de I' dans G, muni de la topologie
compacte-ouverte, qui est aussi celle de la convergence simple. L’espace R s’identifie a un
sous-ensemble fermé de G par I’application qui & p € R associe (p(s))ses. Si X est propre,
alors G° est localement compact, métrisable, donc R aussi.

Le groupe topologique G agit sur R par conjugaison: pour g € Get p€ R, vy €' on a
g-p(7) = gp()g'. L’espace R/ des orbites de G dans R est muni de la topologie quotient.
Il n’est pas nécessairement séparé. La projection canonique 7 : R — R/ est ouverte.
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V.3.2 Déplacement

Définition V.3.3 Soit p : I' — G une action de T sur X un espace CAT(0). On appelle
fonction de déplacement de p et on note d, la fonction conveze continue

d,: X — Ry
T sup,egd(z,p(s).x)

On appelle minimum de déplacement de p et on note A(p) le nombre réel positif

A(p) = inf d,(z),

zeX

qui est un invariant de conjugaison, et ensemble de déplacement minimal de p le conveze
fermé Min,, éventuellement vide, formé des points de X ou d, atteint son minimum.

Notons |-||4 la longueur des mots sur I" associée a la partie génératrice finie S. La propriété
suivante permet de majorer la longueur de translation des images des éléments de ' par une
représentation p en fonction de A(p) et de la longueur des mots.

Proposition V.3.4 Pour toute représentation p de T' dans G, on a Lop < Xp)|-|g sur
r.

Preuve. Soit p une représentation de I' dans G et v dans I'. Pour tout z de X on a
d(z, p(7)r) < |vlsd,(x). Done £(p(y)) < |v|sdy(x) pour tout z de X, d’ou le résultat
souhaité. O

Proposition V.3.5 Supposons que X est propre.
— Soit x un point de X et M > 0. Alors {p € R, d,(x) < M} est un compact de R.

— Soit (p;) une suite de R convergeant vers p. Alors d,, converge vers d, uniformément
sur tout compact de X et limsup A(p;) < A(p).

— Supposons que l'action de G sur X est cocompacte. Pour toute représentation p de R,
il existe une représentation p' dans l’adhérence de l'orbite de p sous G telle que Min(p')
n’est pas vide et A(p") = Xp).

Preuve. Les deux premieres affirmations sont faciles a vérifier. Montrons la troisieme. Soit
2o un point de X et un réel positif D tels que les images par G de la boule de centre x et
de rayon D recouvrent X. Pour tout k, soit y, un point de X tel que d,(yx) < A(p) + 1,
et g, dans G tel que d(z, gryx) < D. Notons p; la représentation gxpg, . La suite d,, (zo)
est inférieure a d,, (gxyx) + 2D, donc a A(p) + 2D + 1, donc bornée. Donc, quitte a extraire,
la suite p; converge vers une représentation p/, et on peut supposer également que la suite
grYr converge vers un point y. La fonction d, est la limite de d,, = d, o gk_l, donc partout
supérieure ou égale a A(p), et égale a A\(p) en y. On en conclut que A(p') = A(p). H
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V.3.3 Actions non-paraboliques
On suppose désormais que X est propre.

Définition V.3.6 On dit qu’une action de T' sur X est non-parabolique si I' n’a pas de
point fize global dans le bord a l"infini de X. On note R, l'espace des représentations non-
paraboliques de I" dans G.

Remarque. Une représentation est non-parabolique si et seulement si les générateurs n’ont
pas de points fixes communs au bord. Dans le cas on G = SL,(R), une représentation
est non-parabolique si et seulement si elle est irréductible. Dans le cas ou G est un groupe
algébrique semisimple connexe, sur C, une représentation est non-parabolique si et seulement,
si elle est stable (voir par exemple [JoMi]). Les représentations (d'images) Zariski-denses sont
non-paraboliques.

Proposition V.3.7 Une action p de T' sur X est non-parabolique si et seulement si {x €
X; d,(x) < K} est borné pour tout K, ou encore si et seulement si Min, est non vide et
borné (donc compact). ]

Proposition V.3.8 Soit p une action non-parabolique de T sur X. Soit pr une suite d’ac-
tions de T sur X convergeant vers p. Alors

1) Pour k suffisamment grand, py est non-parabolique.

2) Mpr) — A(p) et pour tout e, il existe N tel que Min,, est contenu dans le e-voisinage
de Min, pour tout k > N.

Preuve. Soit ¢ > 0. Soit 7 > 0 tel que le compact C' non vide de X formé des points x
tels que d,(x) < A(p) + 21 est contenu dans le e-voisinage de Min,. Comme d,, converge
vers d, uniformément sur les compacts, il existe un entier N tel que pour tout £ > N on
a |d,, () —d,(x)] <n pour tout x de C. Pour k > N, le sous-ensemble {z € X; d,, () <
A(p) +n} est non vide et borné, car il contient Min, et est inclus dans C, donc pj, est non-
parabolique et Min,, C C. On a de plus que A(px) > A(p) —ncar d, > d,—n> Xp) —n
sur C', qui contient Min, , et, de méme, A(p) > A(px) —n car d, > d,, —n > A(p) — n sur
C, qui contient Min,. ]

Corollaire V.3.9 L’espace Ry, est un ouvert de R et A : R — Ry est continue aux points
de R,p. ]

Proposition V.3.10 L’espace topologique R,/ quotient de R, par Uaction de G est lo-
calement compact.

Preuve. Montrons en premier lieu que R,,/¢ est séparé. Supposons qu’on ait une suite
(pr) dans R, qui converge vers p € R,,, et une suite g, € G telle que gi.pr converge vers
p" € Ryyp. Alors soit € > 0, d’apres la proposition V.3.8, il existe N tel que pour £ > N on
a que Min,, est contenu dans un e-voisinage C' de Min, et g;(Min,, ) dans le e-voisinage de
Min(p'). La suite g, est donc bornée, car I'image du borné C' par g reste dans un borné, et
on peut en extraire une sous-suite convergente vers g. On a donc p’ = g.p, ce qui conclut.
Le sous-espace Ry, des représentations non-paraboliques est un ouvert de R (voir le
corollaire V.3.9) qui est métrisable et localement compact, donc il est également métrisable
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et localement compact. L'image R,/ de l'ouvert saturé R, par la projection canonique
7 de R dans le quotient R/ est un ouvert. La projection 7 est ouverte, continue et, en
restriction a R,,,, a valeurs dans un espace séparé, donc I'image d'un voisinage compact de x
dans Ry, est un voisinage compact de 7(z) dans R,,/¢. Donc espace R,/ est localement
compact. H

V.3.4 Représentations fideles et discretes dans un groupe de Lie
semi-simple

On suppose maintenant que G est un groupe de Lie connexe semisimple réel, sans facteur
compact, de centre fini, et que X est I'espace symétrique de type non compact associé a G.
Le morphisme de G dans Isom(X) est de noyau fini, donc les résultats des sections V.3.1 a
V.3.3 restent valables.

On dit qu'un groupe abstrait vérifie I’hypothése (H) §'il n’admet pas de sous-groupe
d’indice fini contenant un sous-groupe abélien distingué infini.

On dit qu’un sous-groupe d’isométries d’un espace métrique X CAT(0) est non virtuel-
lement parabolique s’il n’a pas d’orbite finie dans le bord a l'infini de X, ou, de maniere
équivalente, s'il n’a pas de sous-groupe d’indice fini parabolique (i.e. admettant un point fixe
global dans le bord a l'infini). Cette propriété est clairement héritée par les sous-groupes
d’indice fini. Pour G = SL,(R), cette notion correspond & celle de sous-groupe fortement
irréductible, i.e. ne préservant pas de réunion finie de sous-espaces vectoriels propres non
triviaux de R™.

Proposition V.3.11 Un sous-groupe discret non virtuellement parabolique de G vérifie [’hy-
pothése (H).

Preuve. Soit I' un sous-groupe discret non virtuellement parabolique de G. Supposons que
" ne vérifie pas I'hypothese (H). Quitte & remplacer I' par un de ses sous-groupes d’indice
fini, on peut supposer que I' possede un sous groupe abélien A distingué infini.

Si A possede un élément parabolique non trivial, alors, d’apres [Ebe, Corollary 4.4.5], T’
admet un point fixe global dans le bord a 'infini de X.

Dans le cas contraire, A n’a que des éléments semisimples. On montre dans ce cas (voir
par exemple [BGS, Lemma 7.1]), par induction sur la dimension, que le sous-espace F =
NeeaMin(a) est non vide et se décompose de maniere canonique en un produit C' x R¥ (avec
k > 0 minimal), de telle maniére que tous les éléments a de A operent sur F' comme (id, a’),
ol ' est une translation de RF.

En effet, si a et b sont deux éléments semisimples qui commutent, alors b préserve Min(a)
et infyex d(z,bx) = infyeminge) d(z, bx), donc Min(b) N Min(a) est non vide. Dans le cas ol
a est elliptique, alors Min(a) est de dimension strictement inférieure a X, et on conclut par
induction. Si a est axiale, alors Min(a) se décompose canoniquement en produit M x R avec
dim(M) < dim(X) et a = (id, a’) sur M x R. Alors b € A préserve cette décomposition, et si
b= (by,b") sur M xR, on a Min(b) "Min(a) = Min(b;) x R. Par induction F’ = Ny 4Min(by)
est non vide et se décompose en produit C' x R! de telle sorte que b; opere comme (id, b}) sur
F', o1 b est une translation de R™. On en conclut F = F' x R = C' x R™! a les propriétés
désirées.
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Comme A est distingué dans I', le groupe T' stabilise F' et préserve la décomposition
F = C x R¥, donc préserve le bord de RF.

Comme A contient au moins un élément non elliptique (car sinon, A est fini car il fixe F'
non vide point par point et est discret), alors k£ # 0, donc le bord de R* est non vide, et il
est inclus dans un appartement de I'immeuble de Tits sphérique a I’'infini de X, donc il ne
rencontre qu'un nombre fini de facettes a l'infini. Le groupe I' a donc une orbite finie dans
le bord a l'infini. ]

On suppose désormais que T' vérifie ’hypothese (H).

Théoréme V.3.12 (Goldman-Millson) Soit I un groupe infini de type fini, vérifiant (H)
et G un groupe de Lie réel semi-simple, conneze, de centre fini. Alors l'espace Rypq des
représentations fideles et discrete de I' dans G est un fermé de ['espace des représentations

de " dans G.

Preuve. Comme I' est linéaire, il contient un sous-groupe sans torsion I d’indice fini,
d’apres le lemme de Selberg (voir par exemple [Alp]). Alors I n’a pas de sous-groupe abélien
distingué non trivial (car il vérifie (H) et n’a pas de sous-groupe fini non trivial), donc, par
Goldman-Millson (voir [GoMil), 'espace Rq(I', G) est fermé.

Soit pr une suite convergente de représentations fideles et discretes de I dans GG, de limite
p. La restriction de p a I est donc fidele et discrete.

L’intersection de ker p et I est triviale, donc ker p est fini. Or 1 € G n’est pas limite
d’éléments d’ordre inférieur a une constante donnée. La restriction de p, a ker p tend vers
I’identité, donc est constante a partir d’'un certain rang. Comme p; est fidele pour tout £,
on en déduit que ker p est trivial, autrement dit que p est fidele.

De plus, on voit facilement qu’un sous-groupe de GG contenant un sous-groupe discret
d’indice fini est discret, donc p est discrete. ]

Corollaire V.3.13 La fonction “minimum de déplacement” X ne s’annule pas sur Ryq.

Preuve. Sinon, soit p € Ryy telle que A(p) = 0. D’apres ce qui a été fait en section V.3.2,
il existe p' € G.p telle que Min(p') est non vide et A\(p') = A(p) = 0, donc p' a un point fixe
dans X. Or G.p C Ryq qui est fermé dans R d’apres le théoreme ci-dessus, donc p’ est fidele
et discrete, avec un point fixe intérieur, ce qui est impossible. ]

On considere désormais l'espace X' = Ryanp/ des représentations de I' dans G fideles,
discretes et non-paraboliques, modulo conjugaison par GG, c’est-a-dire des actions fideles et
discretes, sans point fixe global a 'infini, de T' sur I'espace symétrique de type non compact
X associé a GG, modulo isométrie équivariante dans G.

Proposition V.3.14 L’espace X est localement compact.

Preuve. Comme on a supposé que I' vérifie 'hypothese (H), d’apres le théoreme V.3.12, le
sous-espace R4 est un fermé de R, qui est saturé. Le quotient R4/ est par conséquent un
fermé de R/, donc X = R4/ N R,/ est fermé dans R,/ localement compact (par la
proposition V.3.10), donc il est localement compact. ]
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V.4 Compactification via le spectre marqué des vec-
teurs de translation.

Soit I un groupe infini de type fini, vérifiant I’hypotheése (H), et S une partie génératrice
finie de I'. Soit G un groupe de Lie connexe semisimple réel, sans facteurs compacts, de
centre fini. On fixe un sous-espace de Cartan A de I'algebre de Lie de GG, de groupe de Weyl
W, et une chambre de Weyl fermée C de A.

On considere 'espace X des représentations fideles et discretes, non paraboliques de I’
dans GG, modulo conjugaison par G, qu’on suppose non vide. On va construire une com-

pactification de X reposant sur la notion de vecteur de translation développée en section
V.2.

V.4.1 Spectre marqué des vecteurs de translation.

Le spectre marqué des vecteurs de translation d'une représentation p de I' dans G est la
fonction vo p: ' — C. On considere la restriction a X de 'application

\ 2 R/G—>6F

[p] = vop

qui est bien définie car le vecteur de translation v est constant sur les classes de conjugaison
dans G, et continue car v 'est (voir la proposition V.2.3).

=r s p = ~
Remarque. L’espace C est métrisable, car I est dénombrable et C est un cone d’un espace
euclidien, donc métrisable.

La fonction A de R dans Ry est invariante par conjugaison, continue sur R, (cf. V.3.9)
et ne s’annule pas sur Ry, (d’apres le corollaire V.3.13). Elle définit donc une fonction de

R(T, G)/q dans Ry, qu’'on notera également A, qui est continue et non nulle sur X

On considére I'application continue ¥ de X dans c qui & [p] associe ﬁv o p.

Proposition V.4.1 L’application % est a valeurs dans un compact.

Preuve. D’apres la proposition V.3.4, pour toute représentation p de I' dans GG, pour tout
v dans ' on a
Jv (p(7))]

Alp)

oll |- 4 désigne la longueur des mots sur I associée a la partie génératrice finie S. Pour ¢ > 0,
notons C; le compact de C formé des vecteurs de norme inférieure ou égale a t. L’image de
% est donc incluse dans le produit [] Cjy|s> qui est compact par Tikhonoff. ]

< s

y€eT

L’application continue % définit donc (voir le %)aragraphe V.1) une compactification X
de X, dont le bord s’identifie & une partie B de C .
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V.4.2 Interprétation des points du bord.

) s =T o , — ,
On dit que deux éléments u et u' de C  sont projectivement égaux s’il existe un réel
positif non nul A tel que v’ = \u.

Théoreme V.4.2 Un point du bord de X est projectivement éqgal au spectre marqué des
vecteurs de translation d’une action de I" soit sur X et ayant un point fize au bord (type P),
soit sur un immeuble affine de type (A, W), sans point fize global (type 1).

Preuve. Soit b un point du bord B de & et p; une suite de représentations de I' dans G,
fideles, discretes et non-paraboliques, telle que la suite [p;] converge vers le point b dans X'.
En particulier, par définition de la compactification, la suite [p;] sort de tout compact de X'.

Quitte a conjuguer chaque représentation, on peut supposer que le point base x, vérifie
dp, (z0) = A(pi)-

Supposons en premier lieu que la suite \; = A(p;) est bornée. Pour tout élément s de la
partie génératrice finie S de T', I'image de z; par la suite p;(s) reste dans un compact. On peut
donc extraire de p; une suite convergente dans R(T", G) de limite p. Comme les représentations
fideles et discretes forment un fermé de R(T", G) (voir V.3.12), la représentation p est fidele
et discrete (donc n’a pas de point fixe global). Elle ne peut étre dans R,,,, car sinon la suite
[pi] converge vers [p] dans X', ce qui contredit les hypothéses. Donc elle possede un point fixe
dans le bord a l'infini de X.

Comme V est continue sur R(I',G), on a V(p;) — V(p). De plus, d,, converge (uni-
formément sur les compacts de X) vers d,, donc d,,(xy) = A; converge vers d,(xy), qui est
non nul car p est fidele et discrete. De plus, d,(zo) > A(p) > limsup);, donc lim()\;) =
d,(z9) = A(p). La suite ¥(p;) converge donc vers ¥(p), donc b= ¥ (p).

Supposons maintenant que la suite A\; = A(p;) n’est pas bornée. Quitte a extraire, on
peut supposer qu’elle tend vers +o0o. Soit w un ultrafiltre sur N, plus fin que le filtre de

Fréchet. On consideére le cone asymptotique X, de (X, xo, Aid) suivant Pultrafiltre w. C’est

un immeuble affine de type (A, W). Pour tout v de T, la suite /\iid(:ro, pi(7).xo) est constante
égale a 1, donc bornée. On considere I'action asymptotique p, de I' sur X, telle que pour
tout v de T, [z;] de X, on a p,(7).[z:] = [pi(7).24]-

Notons d,, la fonction de déplacement de p,,. Pour tout z, = [z;] € X,,, on a d, (z,) =
lim,, Aiid,,i (x;) > 1, avec égalité si z,, = [zo]. Il en résulte que I'action p, n’a pas de point fixe
global dans X,.

D’apreés la proposition V.2.4, pour tout v de T, on a ¥(p;)(7)) — v(pu(7)) dans c
suivant I'ultrafiltre w. Donc b = v o p,, est le spectre marqué des vecteurs de translation de
I’action asymptotique p,,. ]

L’action asymptotique a été étudiée par F. Paulin, qui a établi le théoréme suivant (non

utilisé ici).

Théoréme V.4.3 (Paulin) La suite des actions p; de I’ sur les espaces métriques (X, 3-d)
converge pour la topologie de Gromouv équivariante vers l'action p,, de I' sur ["itmmeuble affine
X,,. Cette action est a stabilisateurs de germes d’appartements virtuellement résolubles (voir

[Pau3]). H
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V.4.3 Les points du bord sont non nuls.

Proposition V.4.4 Soit b : T — C un point du bord de X, de type I, alors |b| est
projectivement éqgal au spectre marqué des longueurs de translation d’une action sans point
fize global de T' sur un immeuble classique provenant d’une représentation dans SL,(K,),
avec K, un corps valué totalement ordonné. En particulier, b n’est pas identiquement nul.

Preuve. On peut supposer que G est un sous-groupe fermé auto-adjoint de SL, (R), et donc
que X est un sous-espace totalement géodésique passant par xy de ’espace symétrique F),
associé a SL,(R). Le cone asymptotique X, de (X, xy, /\%d) suivant 'ultrafiltre w est donc
un sous-immeuble du coéne asymptotique E, de (E,, x, )\id) suivant ['ultrafiltre w.

D’apres ce qui a été fait dans la section IV.2, ’action asymptotique provient en fait d'une
représentation p, de I' dans SL, (K, ), ou K, est un corps valué totalement ordonné.

Comme cette action n’a pas de point fixe global dans X,,, donc dans E,,, le théoreme
IT1.3.1 du chapitre III permet de conclure. ]

V.5 Exemple: structures projectives convexes sur une
surface.

Soit S une surface fermée (lisse) orientée connexe de genre g supérieur ou égal a 2. Soit
[' = m,(S) le groupe fondamental de S (pour un choix indifférent du point-base). On renvoie
par exemple a [FLP] et a [Bus] pour tout ce qui concerne la géométrie hyperbolique et
I’espace de Teichmiiller de S.

Soit G = SL3(R). Soit E3 'espace symétrique associé a G, et xy le point fixé par SO(3).
Soit A le sous-espace de Cartan de ’algebre de Lie de GG formé par les matrices diagonales
de trace nulle, et C la chambre de Weyl fermée de A formée par les matrices diagonales
Diag (o, ag, ag) avec oy > ag > ag.

Une structure hyperbolique (marquée) sur S est un couple (M, f) ou M est une variété
hyperbolique orientée et f est un homéomorphisme de & sur M préservant ’orientation.

Une structure hyperbolique marquée sur S induit une représentation fidele et discrete,
non parabolique, de son groupe fondamental T dans PSLy(R), appelée holonomie (bien définie
modulo conjugaison).

On dit que deux structures hyperboliques (M, f) et (M', f') sont équivalentes s’il existe
une isométrie i de M dans M’ telle que 7 o f est isotope a f.

L’espace de Teichmiiller de S, qu’on notera 7, est 'ensemble des classes d’équivalence de
structures hyperboliques marquées sur S. Il s’identifie a une des deux composantes connexes
de l'espace des classes de conjugaison des représentations fideles et discretes de I' dans
PSL,(R).

Définition V.5.1 (Structure projective convexe) Une structure projective (réelle) con-
vexe sur S est la classe de conjugaison d’une représentation fidéle p de T’ dans G = SL3(R)
agissant sur RP? par transformations projectives, telle que Uimage p(T') de p agit proprement
librement sur un conveze Q d’intérieur non vide de RP?, avec quotient homéomorphe & S.
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On sait qu’alors, pour tout v de T', I'image p(7) de 7 par p est un élément diagonalisable,
a valeurs propres positives distinctes, de SL3(R) (voir par exemple [Gol]), ¢’est-a-dire une
transvection de direction réguliere.

Théoréme V.5.2 (Goldman-Choi) L’espace P des structures projectives convexes sur S
est une composante connexe de R(I',G)/q, incluse dans X (voir [ChGo]). ]

Rappelons que SO(2,1) est le sous-groupe auto-adjoint de SL3(R) formé des éléments
préservant la forme quadratique ¢ sur R* donnée par

(1,22, 23) = a7 + 25 — 73 .

On identifie PSLy(R) & la composante neutre SOy(2,1) de SO(2,1), qui est un sous-
groupe fermé irréductible de SL3(R). Le plan hyperbolique s’identifie paralléelement au sous-
espace totalement géodésique H = SO(2,1).z¢ de F3, qui est préservé par SOg(2,1). Les
géodésiques de FE3 incluses dans H sont dans une méme orbite sous SOq(2, 1), donc toutes de
méme type X € C. Comme ce vecteur est nécessairement stable par I'involution d’opposition
7+ 77 = ©(—Z) de C, il est égal a Dlag(l 0,—1), qui est 'unique vecteur unitaire

de C invariant par I'involution d’ opposmon. Les éléments hyperboliques de PSLy(R) sont
conjugués dans exp(R; X). Ce sont donc en particulier des transvections de SL3(R).

Comme une représentation fidele et discrete de I' dans PSLy(R) est nécessairement
Zariski-dense, la représentation fidele et discrete de I' dans SL3(R) induite est irréductible.
L’espace de Teichmiiller 7 des structures hyperboliques sur S est donc inclus dans X, via
I'identification de PSLy(R) avec SOy(2,1).

Le disque ouvert I de RP? d’équation (dans les coordonnées homogenes usuelles) 22 +
22 — 22 < 0 est un convexe de RP? préservé par SOg(2,1). Muni de la distance de Hilbert
sur D, qui est invariante par P'action de SOy(2,1), il est isométrique au plan hyperbolique.
C’est le modele projectif, dit de Klein-Beltrami, du plan hyperbolique.

Les structure hyperboliques sur & définissent donc, via le modele projectif du plan hy-
perbolique, des structures projectives convexes sur S. L’espace de Teichmiiller 7 est donc
inclus dans P.

V.5.1 Courbes fermées simples, nombres d’intersections.

Soit C' une courbe fermée simple, orientée, sur S. Soit S le revétement universel de S.
Les relevés de C' forment une famille F de courbes simples orientées deux a deux disjointes.

Soit T I’arbre dual a la partition de S définie par la famille .7-' dont les sommets sont les
composantes connexes de S— F et oil une aréte orientée joint les deux composantes connexes
bordant un méme relevé n de C, en allant de celle de gauche a celle de droite (voir figure
V.3).

Le groupe fondamental [' de § agit sur 1" en préservant ’orientation.

Définition V.5.3 (Nombres d’intersections positives et négatives) Soity € . On
appelle nombre d’intersections positives (resp. négatives) de v et C' et on note Int™ (v, C)
(resp. Int™ (7, C) ) Uentier suivant. Dans le cas ot 7y fize un point de T, on pose Int*(y, C) =
0. Sinon, [’élément v translate une unique géodésique de T, c’est-a-dire qu’il existe un unique
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Fic. V.3 — L’arbre dual.

entier £ non nul et une unique (a4 translation prés sur les indices) suite sans répétition (€;)ez,
d’arétes consécutives de T tels que ye; = e; 1y pour tout i € Z. Pour tout i € Z, soit &; égal
a +1 si l’aréte orientée e; pointe vers e;yq, égal a —1 dans le cas contraire.

On définit alors Int™(y,C) = Card{i € {0,..., £ —1}; & = +1} (resp. Int~(y,C) =
Card{i € {0,..., { —1}; & = —1}). Notons Int(y,C) = Int*(vy,C) + Int~(y,C) = ¢ le
nombre d’intersections de I' et C.

Remarque V.5.4 SiC, est une courbe fermée dont la classe d’homotopie libre est la classe
de conjugaison de 7, alors Int(y,C) est exactement le nombre d’intersections géométrique
i(C,,C) (voir par exemple [FLP]), défini comme étant le nombre minimum d’intersections
de deuz courbes lisses transverses respectivement librement homotopes a C., et C.

V.5.2 Twist le long d’une courbe fermée simple.

Le procédé de “pliage” suivant, développé par de nombreuses personnes (Dehn, Thurston,
Apanasov, Kourionotis, Johnson-Millson...) (voir par exemple [JoMi]), permet de construire
des déformations d’une structure hyperbolique marquée dans ’espace P des structures pro-
jectives convexes sur S.

Soit C' une courbe fermée simple orientée sur S, et ¢ € I' un élément dans la classe de
conjugaison correspondant a la classe d’homotopie libre de C, qui translate un relevé C' de
C dans S. L’aréte correspondant & C dans Parbre T défini en section V.5.1 va d’un sommet
A, correspondant & la composante connexe de S — F bordant C sur sa gauche, a un sommet
B, correspondant & la composante connexe de S — F bordant C sur sa droite. Soit A le
stabilisateur dans I' de A.

Soit Y un vecteur dans ’espace euclidien A. Soit p une représentation de I' dans G telle
que p(c) est une transvection de direction réguliere Z € C, c’est-a-dire est conjugué a exp(7).

Notons h I’élément gexp(Y)g~! de G , pour un (tout) g € G tel que p(c) = gexp(Z)g !,
qui commute avec p(c).

Supposons que la courbe fermée simple C' n’est pas séparante, c¢’est-a-dire que S — C est
connexe. Alors I' agit transitivement sur les sommets de I’arbre T'. Soit ¢t un élément de I’
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tel que t.A = B. Soit ¢’ 'élément ¢ 'ct. On a alors (voir par exemple [Ser]) que T' = A x t,
olt A x( t désigne le groupe de présentation finie engendré par A et ¢, ayant pour systeme
de relations les relations de A et la relation supplémentaire ¢’ = ¢t~'ct (extension HNN).

Il existe une unique représentation p’, qu’on notera T.y(p), telle que p' = p sur A et

P (t) = hp(t).
l
A A B

Cas non séparant. Cas séparant.

g

Supposons que la courbe fermée simple C est séparante, c’est-a-dire qu’elle sépare la
surface S en deux composante connexes. L’aréte joignant A a B est alors un domaine fonda-
mental pour 'action de T" sur 'arbre T'. Soit B le stabilisateur dans I" de B. On a alors (voir
par exemple [Ser]) que I' = A x(y B, ot A %y B désigne le produit amalgamé de A et de B
au dessus du sous-groupe cyclique {c) engendré par ¢, c’est-a-dire le groupe de présentation
finie engendré par A et B, ayant pour systeme de relations les relations de A et de B et la
relation supplémentaire i4(c) = ig(c), ol i4 et ip désignent les inclusions naturelles de (c)
dans A et dans B.

Il existe une unique représentation p’, qu’on notera également T,y (p) telle que p/ = p
sur A et p' =i, 0 p sur B, ot i désigne la conjugaison par h (qui & g dans G associe hgh™1).

Fait V.5.5 Si la représentation p provient d’une structure projective conveze sur S, alors il
en est de méme pour p' (voir [Gol, Theorem 3.7]). H

On suppose maintenant que p provient d’une structure hyperbolique sur S, c’est-a-dire
que c’est une représentation fidele et discrete de T dans SOg(2,1) (qu’on a identifié avec
PSL,(R)).

Remarque V.5.6 Si on prend Y colinéaire a X, on a le twist de Dehn ordinaire (voir par

exemple [FLP]).

La géodésique o de H translatée par p(c) borde deux composantes connexes de H— p(T")o.
On note A, celle qui est stabilisée par p(A) et B, 'autre. On peut définir une application
(p, p')-équivariante ¢ de H — p(T')o dans Ej3 par les conditions suivantes.

— ¢=idsur A,; ¢ = hoid sur B,;
— ¢op(y) =p(y)o ¢ pour tout v de T.
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Fic. V.4 — Surface dans E3 invariante par p'.

V.5.3 Exemples de points du bord.

Soit (px)k>o une suite de représentations de I' dans SOy(2,1). Quitte & conjuguer chaque
pr par un élément de SO(2, 1), on peut supposer que I'axe de translation de py(c) dans H
est une géodésique fixée o (paramétrée a vitesse constante 1) de H d’origine 4. Soit A\x une
suite de réels positifs tendant vers +00. On fait les hypotheses suivantes.

1. Pour tout v dans I, la limite de la suite ﬁd(aﬁo, pr(7)xo) suivant 'ultrafiltre w est finie,
et non nulle si v ¢ (c).

2. Pour tout v dans I' — (c), la limite de 'angle <, (o, p(7)xo) suivant I'ultrafiltre w est
non nulle.

Exemple V.5.7 On choisit un systeme C!' = C,C?,..., C*73 de 3¢ — 3 courbes fermées
simples essentielles, deux a deux disjointes sur S, contenant C, induisant une décomposition
de S en 2¢g — 2 pantalons. Soit py = C(0).

Rappelons (voir par exemple [Bus]) que cette décomposition induit une paramétrisation
(analytique réelle) de P’espace de Teichmiiller de S par les couples

(L,A) = (£',...,0% 3 o). a* ) ¢ R ® x R¥

appelés coordonnées de Fenchen-Nielsen sur T, ou /; et o sont respectivement la longueur
et le parametre de twist associés & C".

On munit S d’une structure hyperbolique fixée standard M, telle que les courbes C7 sont
des géodésiques fermées de longueur 1 paramétrées a vitesse constante 1 et pour chaque
paire C7,C7" de courbes bordant un méme pantalon de la décomposition, 'unique seg-
ment géodésique simple orthogonal commun (paramétré proportionnellement a sa longueur,
i.e. & vitesse constante égale A sa longueur) D¥/' a ses extrémités dans {C7(0),C7(3)} et
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{C7(0),C7'(3)}. Les segments géodésiques CV et D" induisent une décomposition de M,
en hexagones hyperboliques droits.

Pour tout k € N, on consideére une structure hyperbolique marquée (M, fx) sur S = M
dans la classe d’équivalence de coordonnées de Fenchen-Nielsen suivantes: les parametres de
twist sont nuls, la longueur ¢, associée a C (c’est-a-dire la longueur de I'unique géodésique
fermée librement homotope a C’) est L . et les longueurs a,..., éigf?’ associées 3 C2,..., (3973
sont égales a 1 (voir figure V.5).

02

Fic. V.5 — Exemple V.5.7.

On peut supposer que fy est I'identité, et (voir par exemple [Bus]), comme les parametres
de twist sont nuls, que f, : My — M} préserve la décomposition en hexagones hyperbo-
liques droits et le paramétrage (proportionnel a leur longueur) des segments bordant ces
hexagones, c’est-a-dire que les images CJ des courbes CV par fr sont des géodésiques fermées
(de longueur EJ) paramétrées a vitesse constante égale a Ek, et que I'image de D77’ est le
segment geodes1que simple (paramétré proportionnellement & sa longueur) orthogonal aux
images CY, CJ de C7, C7'.

Notons Ck C}. On considere le revétement universel 7, : HH — M, tel que I'image du
point-base zy de H est le point Cy(0) de M, et 'image de la géodésique o est la courbe Cy.

Soit fi : H —» H le relevé de f;, qui fixe . On a fy(o(t)) = o(%) pour tout réel ¢, et
£ envoie la géodésique orthogonale & o en o(m) sur la géodésique orthogonale & o en o(%})
pour tout m de Z. _

On prend pour py la représentation de I' dans SO(2, 1) induite par f.

On prend pour A, la largeur du collier maximal associé a Cj, i.e. tel que sinh(%) =

(sinh #)71 (voir par exemple [Bus, Th. 4.1.1]). Alors \; tend vers +oo.

Nous allons maintenant montrer que les hypotheses sont vérifiées.

Vérifions tout d’abord I'hypothese 1. Soit v € I'. On représente v par un lacet dans My,
issu de xy et formé d’une suite fi,..., [, de segments géodésiques consécutifs du bord des
hexagones.

La longueur du lacet froy (donc d(zg, pr(7)xo)) est inférieure & msg, ou s, est le maximum

de la longueur des segments (en nombre fini) bordant les hexagones de la décomposition de
M.
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Le lemme ci-dessous assure que, dans tous les cas, limwf\—i est fini, donc on a bien
. 1
limg, 5-d(zo, pi(7) o) < +00.

Lemme V.5.8 La limite lim,, i_i est égale a % dans le cas séparant, a 1 dans le cas non
séparant.

Preuve. En effet, il suffit de considérer les hexagones de la décomposition de M, contenant
une moitié de C' dans leur bord, car les autres sont constants.

Considérons un hexagone hyperbolique de cotés consécutifs ay, 1, as, B2, as, B3 et la per-
pendiculaire h commune a a7 et au coté opposé (5, qui découpe ’hexagone en deux penta-
gones hyperboliques droits, le coté o en deux segments o et of et le coté Gy en deux seg-
ments (35 et 35 (voir figure V.6). Les formules de géométrie hyperbolique pour les pentagones a
angles droits (voir par exemple [Bus, Th.2.3.4]) donnent que sinh 3} sinh oy = cosh o}, qui est
compris entre 1 et cosh ;. En particulier, 3} est supérieur a la largeur w(as) = arcsinh(sinll1 c¥2)
du demi-collier associé a ay. On en déduit de plus que, si a; est borné alors 3, — w(ay) est
borné. En particulier, dans ce cas, si as est constant non nul, alors 5 est borné, et si as

tend vers 0, alors 3 /w(az) tend vers 1.

aq
Ak/2 Ak /2
" o o
o /2
(0%
a o
Cas séparant. Cas non séparant.

Fic. V.6 — dégénérescences d’hexagones hyperboliques.

Prenons un hexagone de la décomposition de M, contenant une moitié «, de longueur

L de C dans son bord, ainsi qu'une moitié o', de longueur %, d’une courbe C7 avec j # 1.

2%k
TNEEN ’ 1 .
Un troisieme coté o de I'hexagone est dans une courbe C7" | avec j” = 1, donc de longueur

#, si C' n’est pas séparante, et j” # 1, donc de longueur %, si C' est séparante. Ces trois

cotés sont de longueur bornée. En appliquant la remarque ci-dessus pour divers choix de

a1, ap dans {a,/, @}, on obtient que d(a,’)/\ tend vers £; que d(a/,a”)/\ tend vers

5 et d(a, ")/ tend vers 1 dans le cas non séparant; et que d(a/,o")/)\; tend vers 0 et

d(cr, @) /A tend vers 3 dans le cas séparant. H

Terminons la vérification de ’hypotheése 1. Supposons que v ¢ {(c). Un lacet géodésique
de sommet py = m(xy) qui n’est pas une puissance de C' est de longueur supérieure a
Ar (car il n’est pas inclus dans le collier de largeur % de part et d’autre de Cy). Donc
lim,, id(xg,pk(y)xo) >1>0.
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Vérifions maintenant 'hypothese 2. Soit m € Z tel que le segment géodésique de x
a yxo est inclus dans la bande comprise entre la perpendiculaire & o en o(0) = z; et la
perpendiculaire & o en o(m). Comme P'application fj, conserve I'orthogonale A o en o(0) =
et envoie I'orthogonale & o en o(m) sur I'orthogonale a o en o (), la projection orthogonale
de pr(v)xo = ﬁ(vxo) sur o tend vers 5. Comme la distance de g & pr(7)zo ne tend pas vers
0 (elle tend au contraire vers +oo par ce qui précede), on en déduit que 'angle <., (o, pr.(7)20)
tend vers 7. Ceci termine la construction de I’'exemple V.5.7.

On considere maintenant une suite Y, de vecteurs de A, tels que la limite Y, de la
suite (i”Yk”) suivant I'ultrafiltre w est finie, non nulle. Soit hy = gexp(Y;)g™', pour un

(tout) g de SL3(R) tel que g~'og est la géodésique t — exp(tX ).z, (rappelons qu’on a alors
pi(c) = gexp(L(pi(c)) X)g™).

On étudie la dégénérescence de la suite pj, = Ty, (pr) des déformations de p;, dans G
associées a Y.

Soit (Ay, *y,dy) le cone asymptotique de (Ej3, g, id) suivant 'ultrafiltre w, et H, le
cone asymptotique de (H, x, A—lkd), qui est inclus dans A,.

Comme pour tout 7, la suite id(:ro,pk(*y):cg) est w-bornée (d’apres I'hypothese 1), la
suite de représentations pp définit une action p, de I' sur A, préservant H,.

Montrons que, pour tout v dans I', la suite id(:ro,pjc(*y):cg) est w-bornée. Il suffit de
le vérifier pour une partie génératrice de I'. On a pj, = p, sur A, donc c’est vrai pour
v € A. Dans le cas ou C n’est pas séparante, le groupe I' est engendré par A U {t}. Pour
tout k, on a d(zo, pj,(t)xe) < d(xo, pe(t)ro) + |Yi| (par inégalité triangulaire), donc la suite
id(xo, pi(t)zo) est w-bornée, ce qui conclut. Dans le cas ou C' est séparante, le groupe I est
engendré par A U B. Pour tout k, et b dans B on a d(xo, pj,(b)xo) < d(zo, pr(b)xo) + 2|Yk|
(par inégalité triangulaire), donc la suite )\—lkd(fL’g, P (b)xg) est w-bornée, ce qui conclut.

La suite de représentations pj, définit donc une action p), de " sur A,,.

Notons h,, = [hx], qui commute avec p,(c). Remarquons que p, est la déformation de
p donnée par p/, = p, sur A et par, dans le cas non séparant p,(t) = h,p,(t), dans le cas
séparant p/, = iy o p, sur B.

La proposition suivante donne le spectre marqué des vecteurs de translation de p!, en
fonction de celui de p,,.
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Proposition V.5.9 Pour tout v dans T, on a

v(p, (7)) = v(pu(7)) + Int™(y,¢) x O(Y,) + Int™ (v, ¢) x O(=Y,,).

Preuve. Soit 0, = [0] et F,, = [F] l'unique appartement de A, contenant o,. On montre
tout d’abord le lemme suivant, qui est une conséquence de I’hypothese 2.

Lemme V.5.10 Pour tout v dans I' — (c), le germe en %, du segment de %, @ pu(7)*s
est contenu dans un germe de chambre de Weyl en %, opposé a tous les germes en *, des
chambres de Weyl de sommet x, de Uappartement F,. En particulier, d,(o,, p,(7)own) =

dy (% Pu(7)*w) > 0, et par conséquent p,(c) fize *,,.

Preuve. Soit D, une chambre de Weyl de F,, de sommet *,. Soit D la chambre de Weyl de
F de sommet x; telle que D, = [D].

Soit z = pr(7y).xo. Pour l'ultrafiltre w, le point z; tend vers un point £ du bord de Fj.
Alors € est dans le bord de H et n’est pas égal a I'une des deux extrémités de la géodésique
o d’apres '’hypothese 2.

Tout point du bord a l'infini de H est contenu dans une unique chambre (P, D) de
'immeuble & Uinfini de &, identifié & I'immeuble des drapeaux du plan projectif RP?. Le
point P est alors dans le cercle 9D (d’équation 2% +x3 — 232 = 0) et la droite D est la tangente
en P a dD.

Soit (P, D) la chambre de 0F3 contenant £. Le bord de 'appartement F' contenant la
géodésique o est appartement de 0E3 donné par le triangle P, P_, D, N D_, ou (P,,D,)
et (P_, D_) sont les deux chambres contenant respectivement o(+00) et o(—o00).

Comme P, P, et P_ sont trois points distincts de dD, il est
clair que le point P n’est ni sur la tangente D, au cercle
0D en P, ni sur la tangente D_ a dD en P_, ni sur la
droite joignant P_ et P,, et que la tangente D a dD en P
ne passe ni par P, , ni par P_, ni par le point d’intersection
de D, et D_. La chambre (P, D) est donc opposée a toutes
les chambres du bord & l'infini de F', donc & D(00).

Soit C} I'unique chambre de Weyl de sommet zy contenant x, alors C} tend vers la
chambre de Weyl de sommet x4 et de bord a l'infini (P, D). Soit C,, la limite asymptotique
de la suite de chambres de Weyl Cj, qui est une chambre de Weyl de A,, de sommet x,,
contenant p,(7y)*,. Alors, d’apreés la proposition IV.1.9, les germes en x, de D, et C,, sont
opposés dans 'immeuble des directions en %, de A,.

Cela entraine que #*, est nécessairement la projection orthogonale de p,(7)*, sur ap-
partement F,,, donc sur la géodésique o, et réciproquement (en remplagant v par v 1), et
donc que d,,(0y, pu(7)0w) = duy(*w, Pu(Y)*w) > 0.

Enfin, p,(c) envoie la projection orthogonale de p,(7v)*, sur o,, qui est *,, sur la pro-
jection orthogonale de p, (cy)*, sur oy, qui est également x,,. ]

Lemme V.5.11 Soient v et ' dans T' — (c) telles que l'aréte e sépare les arétes ye et 'e
dans Uarbre T, alors le point x, de A, est sur le segment [p,(7)*w, pu (V) *w].
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Preuve. Comme, pour tout k, la géodésique o sépare les points x; = pr(¥)xo et yp = pp(Y') 0o
dans H, on a d(zg,yx) > d(zk,0) + d(o,yx). En passant a la limite asymptotique, on a
que d(pu,(Y)*w, pu(Y)*y) est supérieur ou égal a d(p,(7)*w,0u) + d(ow, pu(7)*,), donc a
d(pw(7)*w, %) + d(*u, pu(7')*,) d’apres le lemme V.5.10, ce qui conclut par le cas d’égalité
dans l'inégalité triangulaire. ]

Démontrons maintenant la proposition V.5.9. Soit v € I'. Supposons tout d’abord que
Int* (7, ¢) et Int™ (7, ¢) soient nuls. Alors, quitte & remplacer v par un de ses conjugués dans
' (ce qui ne change pas les vecteurs de translation), on peut supposer que v est dans A ou
éventuellement dans B, suivant le cas. On a donc g/, (v) = p,(7) si v € A, ou éventuellement
oL, (v) = hypu(v)h,! si v € B, ce qui conclut.

Supposons maintenant que vy n’est pas conjugué dans A ni dans B. Alors v translate
une unique géodésique de l'arbre orienté T dual a la partition du revétement universel de
S définie par les relevés de la courbe fermée simple C'. Il existe par conséquent un unique
entier ¢ positif non nul et une unique (a translation pres sur les indices) suite sans répétition
(€;)icz, d’arétes consécutives de T tels que ye; = e; 4, pour tout i € Z.

Pour tout i € Z, soit ¢; égal a +1 si I’aréte orientée e; pointe vers e; 11, égal a —1 dans le
cas contraire.

Par définition, on a Int™(y,c) = Card{i € {0,..., £ —1}; g = +1} et Int™(y,¢) =
Card{i € {0,..., { —1}; g; = —1}.

€i—1 €; €i+1
e -
-1 +1 -1

Pour tout i € Z, soit a; dans T tel que e; = a;e ou e est 'aréte de T de stabilisateur (c).
On a ya;{(c) = a;4¢(c) dans I'/{c) pour tout i € Z.

Soit 0;,, 'image de la géodésique o, de H,, par p,(a;), et @; = py(a;)*, = 0;,(0). Alors,
comme p,(c) fixe le point *,, on a p,(7)a; = a; 4 pour tout i.

Le lemme V.5.11 entraine que les points «;, ¢ € Z, de H, sont sur une méme géodésique,
translatée par p,(7), car l'aréte e; de T sépare les arétes e; 1 et e;,1 pour tout i € Z. On en
déduit que le vecteur de translation de p,(7) est égal & 30— O(ai, cvip1).

On définit deux suites de points (a});ez et (5!)icz dans A, de la maniere suivante.

Soit i € Z. Pour tout entier k, soit «;j dans Ej3 'image du point xy par pg(a;). On a
[; k] = ;. Soit s, le segment (orienté) ouvert |k, a1, qui ne rencontre pas la famille
de géodésiques Fj, = pr(L)o. Soit si, I'image par I'application ¢, du segment s;y, et s le
segment de A, qui est la limite asymptotique des segments s;,. Soient 3, af,, les deux
points de A, tels que s; = [, o} ,].

Pour tout ¢ dans Z, on a p[,(7)s; = s},

Notons qu’on a ©(f3, o} ;) = O(y, @jy1) pour tout i.

Soit i € Z. Soient v = a;lai,l et v = a;laiﬂ. Soient uy et v les images par pk(ai’l)

des segment s;_1; et s, et u = [ug] et v = [vg] leurs limites asymptotiques. On a uy =
[ (7)o, o] et v = [0, pr(7)2o], w = [pu (V) %0, *0] et v = [xu, pu(7') 0]
Soient ), et v, les images par ¢y de uy et vg. Soient u' = [u}] et v' = [v}] leurs limites

asymptotiques, et ug, u}, vg, v} les points de A, tels que u' = [ug, u}] et v' = [v], v{].
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Comme ¢y est (pg, pj,)-équivariante, les segments s;_, , et s}, sont les images par p(a;)
de u}, et v}. Les segments s, ; et s} sont les images par p/,(a;) de v’ et v'. Les points ],
o, B, et aj,, sont donc par définition les images par p/,(a;) des points ug, uj, vy et v}.

F3
Cas e; = +1. Cas g; = —1.

Si g; = +1, alors uy C Ay et vy C By, donc uj, = ug et v;, = hy(vg). On en déduit
que u' = u = [py(7)*u, *u] et que v = hyv = [hy*y, hypo(V)*]. On a donc O(al, 5!) =
O(ul, vy) = O(*y, hy*,) = O(Y,). De plus, d’apres le lemme V.5.10, les segments issus de
u} = *,, et d’extrémités respectives uj = p,(7)*, et vy = hy*, ont leurs germes en u} = *,
dans des chambres opposées de I'immeuble des directions de ., de A,. De méme, les segments
issus de v} = hy,*, et d’extrémités respectives u| = %, et v| = h,p,(7')*, ont leurs germes
en v’ — 0 = hy,x, dans des chambres opposées de I'immeuble des directions de h,*, de A,.

Sig; = —1, alors uy C By, et v, C Ay, donc v/ = hyu = [hypu(7)*w, ho) et v/ = v =
[*w, pw(Y)*w] - On en déduit que O(al, 31) = O(ul, v)) = O(hy*y, *,) = O(=Y,). On a de
méme que les segments [u}, ug] et [u], v)] (resp. [vg, vi] et [v, u}]) sont dans des germes de
chambres opposés en u} (resp. en vj).

On a donc obtenu que O(a4, 8)) = O(g;Y,,) pour tout 7, et que la suite

2

! ! / /
...,ai,ﬂi,ai+1, i+17"'

est une géodésique par morceaux a segments localement dans des germes de chambres op-
posées. Elle est donc contenue dans un appartement F’ par la propriété des immeubles affines
énoncée dans le corollaire I1.1.13.

Pour tout i dans Z, d’apres le corollaire I1.1.13, les points o} , et a;,, sont dans deux
chambres de Weyl de A,, de sommet «;’, opposées en «;'. Or le segment [o', o /] est I'image
par p () du segment [o) ,, a;'], en particulier ces deux segments sont de méme type. Les
points o;_,, o' et a5, , sont donc nécessairement alignés.

Le vecteur de translation de p,(7) est donc égal au type du segment [/, ,]. Dans
I’appartement F”, le vecteur de o’ & o}, est égal & la somme des vecteurs de a;’ & ;' et des
vecteurs de ;" a O‘9+1 pour j allant de 2 a £ — 1. Or tous ces vecteurs sont dans une méme
chambre de Weyl vectorielle de F’, donc le type de leur somme est la somme de leur types.
Par ailleurs, on a O(«;’, 3;') = O(¢;Y,) et O(ey, 3;') = O(ey, aj41) pour tout j € Z, donc
O(ai', pl(7)as") = v(pu (7)) + IntF (7, ¢) x O(Y,) +Int™ (7, ¢)O(-Y,) d’apres la définition des

96



nombres d’intersections positives et négatives de v et ¢, ce qui conclut. ]

Remarque V.5.12 Comme vopl, n'est pas identiquement nul sur T, ¢’est (a multiplication
par un scalaire pres) une valeur d’adhérence de la suite p), dans le bord de X.

Remarque V.5.13 Remarquons que le spectre des longueurs obtenu ne dépend que du type
dans C de Y,,. Si ce type est invariant par Uinvolution d’opposition Z +— ZPP = O(—Z)
de C, il est colinéaire & X. Par ailleurs, dans le cas ot C est séparante, pour tout v on a
Int* (v, C) = Int™(y,C),et donc vo pl,(y) = vop(y) +Int(y,C) (Y, + Y, 7). Dans ces deus
cas, le spectre de vecteurs de translation obtenu est égal a celui obtenu en twistant py le long
de C' dans H par un twist de Dehn hyperbolique ordinaire (voir par exemple [FLP]).

On se replace dans le cadre de I'exemple V.5.7. Le sous-arbre de H, porté par I'orbite
du point-base %, sous l'action de p,(T"), qui est invariant par p,(T'), est alors isométrique
a l'arbre T (car les hexagones hyperboliques droits ne bordant pas C' sont constants, donc
leurs relevés convergent vers des points du cone asymptotique, et ceux bordant C' ont leurs
relevés qui convergent vers des segments de longueur %, dans le cas séparant, 1 dans le cas
non-séparant, du cone asymptotique, d’apres le choix de Ag).

On a donc

v(pu (7)) = Int(y,C)X  pour tout v de T.

La proposition V.5.9 permet donc de calculer explicitement le spectre de p/,.

Proposition V.5.14 Dans l'exemple V.5.7, pour tout v dans ', on a
(o, (7)) = Int" (v, C)Z + Int ™ (y,C) 2
ot Z =X +0Y, €C. ]

Corollaire V.5.15 Dans l’exzemple V.5.7, on suppose que C' n’est pas séparante et que OY,
n’est pas invariant par linvolution d’opposition de C. Alors le spectre des longueurs de
translation de p], n’est pas le spectre des longueurs de translation d’une action de I' sur un
arbre.

Preuve. En effet, soit ¢ = atat™! olt a est un élément de A — (c). D’aprés la proposi-
tion V.5.14, les vecteurs de translation de t, g, gt = ata et gt ' = atat ? pour 'action
plL, sont respectivement égaux a Z, Z + ZPP, 7 et Z + 2Z°PP (car on voit facilement que
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Int™(¢,C) = Int*(g,C) = Int™(gt,C) = IntT (gt 1, C) = 1, Int™(¢,C) = Int™(g¢,C) = 0, et
Int~(gt~',C) = 2).

Comme X est stable par I'involution d’opposition, il résulte des hypotheses que Z n’est
pas égal, donc pas colinéaire, a son opposé Z°PP. On en déduit que les longueurs de translation
de gt et gt~' pour l'action p/, sont toutes deux strictement inférieures & la somme des
longueurs de translation de ¢ et g, ce qui n’est pas possible dans une action sur un arbre. En
effet, pour une action sur un arbre, si £(gt) < ¢(g) + £(t), alors £(gt™") = (g) + £(t) (voir
[CuMo, section 1.11]). []
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