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Immeubles aÆnes : 
onstru
tion par les normeset �etude des isom�etriesAnne ParreauAbstra
t. Let F be a �eld endowed with a valuation v : F �! R[1. When vis dis
rete, the 
lassi
al 
onstru
tion of the Bruhat-Tits building � asso
iatedwith GLn(F) relies on its simpli
ial 
omplex stru
ture, with verti
es identi�edwith homothety 
lasses of latti
es in Fn . When the valuation is not dis
rete(dense or surje
tive), the aÆne building � is no longer simpli
ial. We �rst givethe 
onstru
tion of � using ultrametri
 norms of Fn , inspired by the work ofGoldman-Iwahori dealing with lo
ally 
ompa
t �elds F. This approa
h allowsto unify the 
ases where the valuation is dis
rete, dense or surje
tive and togive a 
on
rete model for �.After developing the basi
 properties of aÆne buildings, we prove thefollowing result, in a purely geometri
 way. Let � be a 
omplete aÆne building,with thi
k spheri
al building at in�nity and no trivial fa
tor. There exists a
onstant K depending only on the type of � su
h that for every isometry g of�, we have d(x;Ming) � Kd(x; gx)for all points x in �, where Ming = fx 2 �; d(x; gx) is minimalg. In parti
ularg either �xes a point or translates some geodesi
.The main diÆ
ulty lies in the 
ase where F is not lo
ally 
ompa
t. Anappli
ation to non ar
himedean representations of group with bounded gener-ation is given. Introdu
tion.Les immeubles aÆnes sont des objets g�eom�etriques, ayant en parti
ulier unem�etrique �a 
ourbure n�egative ou nulle, introduits par J. Bruhat et J. Tits (voir parexemple [Tit℄).L'exemple fondateur est l'immeuble de Bruhat-Tits asso
i�e �a un groupe alg�e-brique semi-simple G sur un 
orps valu�e F (
f. [BrTi1℄). Il joue un rôle analoguepour G �a 
elui jou�e pour un groupe de Lie semi-simple r�eel par l'espa
e sym�etriqueasso
i�e, qui est une vari�et�e riemannienne simplement 
onnexe �a 
ourbure n�egativeou nulle.Les immeubles 
ombinatoires de type aÆne, ou \dis
rets", qui sont des 
om-plexes simpli
iaux et 
orrespondent au 
as o�u la valuation de F est dis
r�ete, sontbien 
onnus et ont fait l'objet d'expositions tr�es 
ompl�etes ([Bro℄, [Ron℄).1991 Mathemati
s Subje
t Classi�
ation. 20E42, 51E24, 20G25.
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2 ANNE PARREAUMais, dans le 
as o�u la valuation de F n'est pas dis
r�ete, l'immeuble de Bruhat-Tits de G est un immeuble aÆne plus g�en�eral, \non dis
ret", qui n'admet plus destru
ture simpli
iale. Les immeubles aÆnes qui nous int�eressent ne sont en g�en�eralpas dis
rets. En parti
ulier, les 
ônes asymptotiques d'espa
es sym�etriques (intro-duits par M. Gromov), outils tr�es utiles dans l'�etude des espa
es sym�etriques, sontdes immeubles aÆnes (voir [KlLe℄) qui ne sont ni dis
rets ni lo
alement 
om-pa
ts. Ces immeubles font intervenir des 
orps valu�es F qui ne sont pas lo
alement
ompa
ts ni �a valuation dis
r�ete. Les immeubles aÆnes non dis
rets de dimension 1sont les arbres r�eels (sans sommets terminaux) qui apparaissent par exemple 
ommed�eg�en�eres
en
es d'espa
es sym�etriques de rang 1 (voir [MoSh℄). Ces exemples mo-tivent une �etude des immeubles aÆnes (et de leurs isom�etries) dans le 
adre leplus g�en�eral (qui 
ontient le 
as parti
ulier des immeubles aÆnes dis
rets, pluspr�e
is�ement les r�ealisations g�eom�etriques des immeubles 
ombinatoires de type af-�ne).B. Kleiner et B. Leeb ont d�evelopp�e une d�e�nition g�eom�etrique des immeublesaÆnes (
omplets) dans [KlLe℄. Cependant elle est diÆ
ile �a v�eri�er dire
tementpour les immeubles aÆnes 
lassiques. La d�e�nition (et le point de vue) de d�epartadopt�ee dans 
et arti
le est 
elle de Tits (voir [Tit℄,[Ron, appendix 3℄). On montreque la d�e�nition de Kleiner-Leeb (�elargie au 
as non 
omplet) est �equivalente �a 
ellede Tits.Dans une premi�ere partie (se
tions 1 et 2), on revoit la notion d'immeuble aÆne(pas n�e
essairement dis
ret). On �etablit proprement les propri�et�es fondamentales.On donne les relations entre les di��erentes d�e�nitions des immeubles aÆnes et des
ara
t�erisations pratiques. Une partie de 
ela est sans doute bien 
onnue, mais, �anotre 
onnaissan
e, bien �e
rite seulement dans le 
as dis
ret.Dans une deuxi�eme partie (se
tion 3), on donnera la 
onstru
tion dire
te del'immeuble de Bruhat-Tits de GLn(F) par les normes ultram�etriques. La 
onstru
-tion usuelle de l'immeuble de GLn(F) dans le 
as o�u la valuation est dis
r�ete (voir[Ser℄ pour n = 2, et par exemple [Ste℄ pour n > 2) s'appuie fortement sur sastru
ture de 
omplexe simpli
ial, dont les sommets s'identi�ent aux 
lasses d'ho-moth�etie de r�eseaux de Fn . Elle n'est don
 pas valable pour une valuation nondis
r�ete. L'appro
he 
hoisie i
i permet d'uni�er les 
as o�u la valuation est dis
r�ete,dense, ou surje
tive et de donner un mod�ele 
on
ret pour l'immeuble de Bruhat-Tits de GLn(F). La 
onstru
tion de 
et espa
e est due dans le 
as lo
alement
ompa
t �a [GoIw℄ (voir aussi [Ger℄), mais leurs outils ne s'adaptent pas au 
asg�en�eral. Bruhat et Tits ont v�eri��e dans [BrTi2℄, dans le 
as g�en�eral (et pour tousles groupes 
lassiques), que 
et espa
e est isomorphe �a l'immeuble de Bruhat-Titsintroduit dans [BrTi1℄ (L'existen
e de [Ger℄ et [BrTi2℄ nous a �et�e signal�ee parF. Chou
roun apr�es qu'une premi�ere version de 
et arti
le ait �et�e �e
rite.). I
i, on atent�e de v�eri�er les axiomes des immeubles aÆnes de la mani�ere la plus dire
te et�el�ementaire possible.En�n, dans la derni�ere partie (se
tion 4), on d�emontre un th�eor�eme de 
lassi�-
ation des isom�etries des immeubles aÆnes. Rappelons (voir par exemple [BrHa℄)qu'on 
lasse de fa�
on standard une isom�etrie d'un espa
e m�etrique CAT(0) dansl'un des trois types suivants : elliptique si elle a un point �xe, axiale si elle translateune g�eod�esique, parabolique si la borne inf�erieure de la distan
e entre un point etson image n'est pas atteinte (voir l'exemple du plan hyperbolique H 2 ).



IMMEUBLES AFFINES 3Th�eor�eme 1. Soit � un immeuble aÆne, dont l'immeuble sph�erique �a l'in�niest �epais. Soit g une isom�etrie de �, alors g �xe un point ou translate une g�eod�esiquedu 
ompl�et�e de �.Plus pr�e
is�ement on donne (voir Th�eo. 4.1) une majoration (uniforme en letype de l'immeuble) de la distan
e d'un point x �a l'ensemble de d�epla
ement mi-nimal en fon
tion de la distan
e de x �a son image par g (voir [Rou℄ pour desr�esultats apparent�es). Si g pr�eserve les 
hambres de Weyl (par exemple si g est unautomorphisme), le r�esultat est valable sans l'hypoth�ese sur l'immeuble �a l'in�ni.Ce r�esultat s'applique par exemple �a l'a
tion de GLn(F) sur son immeuble aÆneasso
i�e (voir se
tion 3).En dimension 1, il est dû �a Serre (voir aussi [MoSh℄). Dans le 
as dis
ret (voir[Bri℄ pour un r�esultat plus g�en�eral dans 
ette dire
tion) ou lo
alement 
ompa
t, lad�emonstration en est tr�es fa
ile.Il permet par exemple de montrer le 
orollaire int�eressant suivant.On dit qu'un groupe abstrait � est de g�en�eration born�ee par rapport �a une deses parties �nies F s'il existe un entier k tel que pour tout �el�ement 
 de �, il existedes �el�ements 
1; : : : ; 
k de F et des entiers n1; : : : ; nk tels que 
 = 
n11 ; : : : ; 
nkk .Par exemple (voir [CaKe℄), pour n � 3, le groupe � = SLn(Z) est de g�en�erationborn�ee par rapport �a la partie �nie F form�ee des matri
es unipotentes �el�ementaires.Ces matri
es sont de plus des �el�ements 
 de � de longueur stable nulle, 
'est-�a-direque pour une (toute) longueur des mots jj:jj sur �, on a limm�!1 jj
mjj=m = 0 (voirpar exemple [LMR℄).Corollaire 2. Soit � un groupe de g�en�eration born�ee par rapport �a une deses partie �nie F form�ee d'�el�ements de longueur stable nulle de �. Si � agit sur unimmeuble aÆne � par isom�etries pr�eservant le type, alors � admet un point �xeglobal dans le 
ompl�et�e de �.Preuve. Le th�eor�eme 1 
i-dessus entrâ�ne qu'un �el�ement 
 de longueur stablenulle de � admet n�e
essairement un point �xe dans le 
ompl�et�e � de �. En ef-fet, il existe un point x dans � tel que d(x; 
mx) = md(x; 
x), or d(x; 
mx) �jj
mjjS sups2S d(x; sx) (o�u S est une partie g�en�eratri
e �nie quel
onque de � et jj:jjSla longueur des mots asso
i�ee), dont on d�eduit en passant �a la limite pour m �!1que d(x; 
x) = 0. Les �el�ements de F ont don
 
ha
un un point �xe dans �. Il estalors fa
ile de voir en utilisant la propri�et�e de g�en�eration born�ee que les orbites de� dans l'espa
e m�etrique CAT(0) 
omplet � sont born�ees, don
 que � admet unpoint �xe global.Corollaire 3. Soient F un 
orps valu�e et O son anneau de valuation. Soientn et m deux entiers non nuls, ave
 n � 3. Soit � une repr�esentation de SLn(Z)dans SLm(F). Alors �(SLn(Z)) est un sous-groupe born�e de SLm(F), et dans le 
aso�u l'immeuble de Bruhat-Tits de SLm(F) est 
omplet, �(SLn(Z)) est 
onjugu�e dansSLm(O).Ce r�esultat est dû �a Margulis dans le 
as o�u le 
orps F est lo
alement 
ompa
t.Il est par ailleurs bien 
onnu que le groupe SL2(Z) agit sur des arbres sans point�xe global, don
 l'hypoth�ese n � 3 est n�e
essaire.Je remer
ie Fr�ed�eri
 Paulin pour ses 
ommentaires. Je remer
ie �egalement Yehuda Shalompour avoir attir�e mon attention sur les a
tions de groupes de g�en�eration born�ee, ainsi que Fran
isChou
roun.
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�es. 364.2. D�emonstration du th�eor�eme 4.1. 37R�ef�eren
es 391. D�e�nitions et 
ara
t�erisations des immeubles aÆnes.Nous allons tout d'abord d�e�nir les immeubles aÆnes, puis �etablir un 
ertainnombre de leurs propri�et�es fondamentales, qu'on peut utiliser pour les 
ara
t�eriser.Cette se
tion est organis�ee dans le but de d�emontrer le th�eor�eme 1.21, qui donnedi��erentes 
ara
t�erisations des immeubles aÆnes, qui seront utilis�ees dans la suite.On utilisera sans d�emonstration les propri�et�es 
lassiques des groupes de r�e
exions�nis et syst�emes de Coxeter (voir par exemple [Bou℄), ainsi que des immeublessph�eriques (voir par exemple [Bro℄, [Ron℄).1.1. La stru
ture mod�ele. On renvoie par exemple �a [Bro, Chapter 1℄ pourles d�e�nitions et r�esultats �enon
�es 
i-dessous.Soit A un espa
e ve
toriel eu
lidien de dimension �nie. Un groupe de r�e
exions�ni est un sous-groupe �ni W d'isom�etries ve
torielles de A , engendr�e par des



IMMEUBLES AFFINES 5r�e
exions. On appellera parfois �egalement la paire (A ;W ) un groupe de r�e
exions�ni, quand il est n�e
essaire d'expli
iter l'espa
e ve
toriel eu
lidien A sous-ja
ent, eton dira qu'il est trivial si le groupe W est r�eduit �a l'identit�e.Soient (A 1 ;W 1) et (A 2 ;W 2) des groupes de r�e
exions �nis. Le produit dire
tW 1�W 2 agissant 
anoniquement sur la somme dire
te orthogonale A 1 � A 2 est ungroupe de r�e
exions �ni. On dit qu'un groupe de r�e
exions �ni est irr�edu
tible s'iln'est pas trivial et ne se d�e
ompose pas en produit de groupes de r�e
exions �nis
omme 
i-dessus. Un groupe de r�e
exions �ni (A ;W ) admet une d�e
omposition
anonique en un produit (A ;W ) = (A 0 � � � � � Am ;W 0 � : : :�Wm) de groupes der�e
exions �nis o�u (A i ;W i) est trivial pour i = 0 et irr�edu
tible pour i > 0.On se �xe d�esormais un espa
e ve
toriel eu
lidien A de dimension �nie n et ungroupe de r�e
exions �ni W agissant sur A .Un hyperplan de A qui est l'ensemble des points �xes d'une r�e
exion de West appel�e un mur (ve
toriel) de A . Les murs ve
toriels de A sont don
 en nombre�ni. Une 
omposante 
onnexe du 
ompl�ementaire dans A de la r�eunion des murs(respe
tivement son adh�eren
e) est appel�ee une 
hambre de Weyl (ve
torielle) (res-pe
tivement 
hambre de Weyl ferm�ee) de A . C'est un 
ône poly�edral 
onvexe. Lesfa
ettes (ve
torielles) (respe
tivement fa
ettes ferm�ees) de A sont les fa
ettes ou-vertes (resp. ferm�ees) de 
es 
ônes poly�edraux. Elles forment une partition de A . Legroupe W op�ere simplement transitivement sur les 
hambres de Weyl ve
toriellesde A . On se �xe dor�enavant une 
hambre de Weyl ferm�eeC de A dite fondamentale.C'est un domaine fondamental stri
t pour l'a
tion de W sur A .On appelle murs, 
hambres de Weyl, fa
ettes, : : : aÆnes de A les translat�esdes murs, 
hambres de Weyl, fa
ettes, : : : ve
toriels de A (nos 
hambres de Weylet fa
ettes 
orrespondent respe
tivement aux quartiers et fa
ettes de quartiers de[Tit℄).Soit W un sous-groupe d'isom�etries aÆnes de A , de proje
tion ve
torielle W ,tel qu'il existe a dans A tel que W = TWa, o�uWa �xe a et T est un sous-groupe detranslations de A (ou, de mani�ere �equivalente, engendr�e par des r�e
exions aÆnes).1.2. D�e�nition des immeubles aÆnes.D�efinition 1.1. Soient � un ensemble et A une famille d'inje
tions de A dans�, qu'on appelle appartements marqu�es. On appelle appartement l'image d'un ap-partement marqu�e.On dit que � muni du syst�eme d'appartements (marqu�es) A est un immeubleaÆne model�e sur (A ;W ) si les axiomes (A1)-(A5') suivants sont v�eri��es.(A1): Le syst�eme d'appartements marqu�es est invariant par pr�e
ompositionpar W .(A2): Soient f et f 0 deux appartements marqu�es. L'ensemble I = f 0�1(f(A ))est un 
onvexe ferm�e de A et en restri
tion �a I , le 
hangement d'appartementf�1 Æ f 0 est la restri
tion d'un �el�ement de W .(A3): Par deux points de � passe au moins un appartement.Les axiomes (A2) et (A3) permettent de d�e�nir une fon
tion d de ��� dansR+ , telle que, pour tout appartement marqu�e f et tous points a et b de A , on a qued(f(a); f(b)) est �egal �a la distan
e eu
lidienne de a �a b dans A . On appelle 
hambre



6 ANNE PARREAUde Weyl de � l'image par un appartement marqu�e d'une 
hambre de Weyl aÆnede A .(A4): Deux 
hambres de Weyl 
ontiennent des 
hambres de Weyl 
ontenuesdans un même appartement.(A5'): Pour tout point x de � et tout appartement A passant par x, il existeune r�etra
tion r de � sur A (
'est-�a-dire une appli
ation de � dans A �egale�a l'identit�e en restri
tion �a A ), diminuant d, et telle que r�1(x) = fxg.Remarques. Cette d�e�nition est extraite de [Ron, Appendix 3℄, o�u on trouveraun historique de l'axiome (A5'). On notera que dans [Ron, Appendix 3℄ et [Tit℄,le seul groupe W autoris�e est le groupe fW de toutes les isom�etries aÆnes de Ade partie ve
torielle dans W . Pour toutes les propri�et�es �etudi�ees dans 
et arti
le,
ela revient au même, 
omme on le remarquera 
i-dessous. Notons simplement quela d�e�nition donn�ee i
i permet de 
ara
t�eriser les immeubles aÆnes dis
rets de lamani�ere naturelle suivante.La paire (�;A) est la r�ealisation g�eom�etrique d'un immeuble 
ombinatoire detype aÆne (voir par exemple [Tit℄, [Ron℄ pour la d�e�nition) si et seulement si 
'estun immeuble aÆne model�e sur (A ;W ), au sens 
i-dessus, ave
 W dis
ret, et Wirr�edu
tible.Remarquons que, si (�;A) est un immeuble aÆne model�e sur (A ;W ), alors(�; eA) est en
ore un immeuble aÆne model�e sur (A ;fW ), ave
 eA = ff Æ ew; f 2A; ew 2 fWg. Toutes les notions (appartements, 
hambres de Weyl et fa
ettes,distan
e, : : : ) et propri�et�es �etudi�ees dans 
et arti
le ne d�ependent que de eA, aussisupposera-t-on d�esormais, pour simpli�er les notations, que W est le sous-groupede toutes les isom�etries aÆnes de A de partie ve
torielle dans W . On dira alors que(�;A) est un immeuble aÆne de type (ve
toriel) (A ;W ).�A partir de maintenant et dans tout le reste de la se
tion 1, on suppose donn�eun ensemble � muni d'une famille A d'inje
tions de A dans � v�eri�ant les axiomes(A1), (A2) et (A3).Remarque. Pour que la fon
tion d d�e�nie 
i-dessus soit une distan
e sur �,il faut et il suÆt que l'in�egalit�e triangulaire soit v�eri��ee. On verra que 
'est bien le
as si � est un immeuble aÆne (
f. Prop. 1.3).1.3. Premi�eres d�e�nitions.1.3.1. Type d'un segment. Le segment [x; y℄ d'un point x �a un point y de �est par d�e�nition le segment eu
lidien de x �a y dans un (tout) appartement les
ontenant. A 
haque segment [x; y℄ dans � on asso
ie le type �[x; y℄ de 
e segment,qui est l'unique ve
teur de la 
hambre de Weyl ferm�ee fondamentale C de A telque dans un appartement marqu�e f 
ontenant x et y, on ait x = f(a) et y =f(a + �[x; y℄) ave
 a 2 A . Cette notion est bien d�e�nie 
ar C est un domainefondamental stri
t pour l'a
tion du groupe deWeyl ve
torielW sur l'espa
e ve
torielA (voir paragraphe 1.1).1.3.2. Fa
ettes de �. Un 
omplexe simpli
ial est un ensemble D partiellementordonn�e tel que1. Deux �el�ements ayant un minorant 
ommun ont une borne inf�erieure.2. Le sous-ensemble des minorants, appel�es fa
ettes, d'un �el�ement donn�e F estisomorphe �a l'ensemble, partiellement ordonn�e par l'in
lusion, des parties



IMMEUBLES AFFINES 7non vides d'un ensemble �ni f1; : : : ; rg. L'entier r�1 est appel�e la dimensionde F .On dit qu'un 
omplexe simpli
ial D est marqu�e si on a un morphisme de Ddans l'ensemble, partiellement ordonn�e par l'in
lusion, des parties non vides d'unensemble �ni �x�e, qui est inje
tif en restri
tion au sous-ensemble des minorants de
haque �el�ement F de D.Un 
omplexe de 
hambres est un 
omplexe simpli
ial dont les �el�ements maxi-maux, appel�es 
hambres, sont de même dimension et dont deux 
hambres quel-
onques peuvent être jointes par une galerie, 
'est-�a-dire une suite de 
hambrestelle que deux 
hambres 
ons�e
utives sont adja
entes, i.e. ont une fa
ette de 
odi-mension 1 
ommune.L'ensemble � des fa
ettes ve
torielles de A , muni de la relation \être une fa
ettede", 
'est-�a-dire par la relation d'in
lusion sur les fa
ettes ferm�ees (voir par exemple[Bro, Chapter 1℄), est un 
omplexe simpli
ial.On appelle bord de A et on note �A la sph�ere unit�e de A , munie de la distan
eangulaire. On note � l'appli
ation 
anonique de l'espa
e ve
toriel A priv�e du ve
teurnul dans �A .Le groupe de r�e
exions �ni W induit une partition de la sph�ere �A par l'en-semble �1 des bords �F des fa
ettes ve
torielles F non r�eduites �a f0g de A , qui,muni de la relation d'ordre induite par l'in
lusion sur les adh�eren
es, est un 
om-plexe simpli
ial (isomorphe �a � priv�e de f0g dans le 
as o�u W est essentiel, �a �sinon).Notons ��C (resp. �1�C) le sous-ensemble de � (resp. de �1) form�e par lesfa
ettes de C (resp. par les bords des fa
ettes non r�eduites �a f0g de C).On appelle fa
ette (ouverte) (resp. fa
ette ferm�ee) de � l'image F par unappartement marqu�e f d'une fa
ette aÆne ouverte (resp. ferm�ee) a + F de A , o�ua 2 A et F est une fa
ette ve
torielle de A . Cette fa
ette est dite de sommetx si f(a) = x. La fa
ette ferm�ee F asso
i�ee est alors l'image par l'appartementmarqu�e de la fa
ette aÆne ferm�ee a+ F asso
i�ee (
ela ne d�epend pas du 
hoix del'appartement). Quitte �a pr�e
omposer f par un �el�ement de W , on peut supposerque F est dans l'ensemble ��C des fa
ettes de la 
hambre de Weyl ve
toriellefondamentale C. Alors F, qu'on appellera le type de F et qu'on notera �(F ), et larestri
tion �a F de f(a+ �), ne d�ependent que de F .On dit qu'une fa
ette F 0 de � est domin�ee par ou est une fa
ette d'une fa
etteF de � si F et F 0 ont même sommet et F 0 est in
luse dans la fa
ette ferm�ee Fasso
i�ee �a F .L'ensemble des fa
ettes de � de sommet un point x donn�e est un 
omplexesimpli
ial marqu�e (par le type).1.3.3. Germes de fa
ettes en un point. Soient x un point de � et F , F 0 deuxfa
ettes de � de sommet x. On dit que F et F 0 ont même germe en x si leurinterse
tion est un voisinage de x dans F et dans F 0. C'est une relation d'�equivalen
esur les fa
ettes de sommet x. La 
lasse des fa
ettes ayant même germe en x qu'unefa
ette F donn�ee est appel�ee le germe de F en x et not�e �xF . On dit que le germeen x de F domine 
elui de F 0 si F 
ontient un voisinage de x dans F 0. L'axiome(A2) permet d'�etablir la proposition suivante.



8 ANNE PARREAUProposition 1.2. Soient F et F 0 deux fa
ettes de sommet x de � telles queF 
ontient un voisinage de x dans F 0. Alors il existe une fa
ette de F ayant mêmegerme en x que F 0.Si F et F 0 ont même germe en x, alors elles ont même type F. Soient f , f 0deux appartements marqu�es et a, a0 dans A tels que F = f(a+F), F 0 = f 0(a0 +F)et f(a) = f 0(a0) = x. Les restri
tions �a F de f(a + �) et de f 0(a0 + �) sont alors�egales sur un voisinage de 0.On peut don
 d�e�nir le type d'un germe en x de fa
ette (non r�eduit �a la seulefa
ette fxg) 
omme le bord �F 2 �1�C du type F d'un de ses �el�ements. On note�x� l'ensemble des germes en x des fa
ettes de sommet x de �, non r�eduites �a fxg,partiellement ordonn�e par la relation de domination. C'est un 
omplexe simpli
ialmarqu�e (par le type).Soit A un appartement de � passant par x. Le germe en x de A est le sous-
omplexe de �x� form�e par les germes en x des fa
ettes de sommet x, non r�eduites�a fxg, de A.Pour que le 
omplexe simpli
ial �x� soit un immeuble sph�erique model�e sur�1, ave
 les germes d'appartements pour appartements, il faut et il suÆt quel'axiome (B1) de [Ron, IV,1 p. 76℄ soit v�eri��e (l'axiome (B2) de [Ron℄ d�e
oulantdire
tement de l'axiome (A2)), 
'est-�a-dire qu'on ait la propri�et�e suivante.(GG): Deux germes de 
hambres de Weyl de même sommet sont dans unmême appartement.On verra que 
'est bien le 
as si � est un immeuble aÆne (
f. Corollaire 1.11).1.4. Deux 
ons�equen
es de l'axiome (A5'). Rappelons que � d�esigne unensemble muni d'une famille A d'inje
tions de A dans � v�eri�ant les axiomes (A1),(A2) et (A3) de la se
tion 1.2.Proposition 1.3. Si l'axiome (A5') est v�eri��e, alors la fon
tion d v�eri�e l'in�e-galit�e triangulaire et est don
 bien une distan
e.Preuve. Soient x, y et z trois points de �. D'apr�es l'axiome (A3), il existe unappartement A 
ontenant x et y. D'apr�es l'axiome (A5'), il existe une r�etra
tion rde � sur A, diminuant d. On a don
 d(x; r(z)) � d(x; z) et d(r(z); y) � d(z; y). Or,
omme la restri
tion de d �a A est une distan
e, on a d(x; y) � d(x; r(z))+d(r(z); y).On a don
 bien que d(x; y) � d(x; z) + d(z; y).On appelle ra
ine (resp. ve
torielle, aÆne) un demi-espa
e (resp. ve
toriel,aÆne) ferm�e de A bord�e par un mur. On appelle demi-appartement l'image par unappartement marqu�e d'une ra
ine ve
torielle A . Dans [Ron℄, on trouve l'axiomesuivant 
omme alternative �a l'axiome (A5') :(A5): Trois appartements tels que leurs interse
tions deux �a deux sont desdemi-appartements ont un point 
ommun.Proposition 1.4. Si l'axiome (A5') est v�eri��e, alors l'axiome (A5) est �egale-ment v�eri��e.Preuve. On peut se ramener �a �etudier la situation suivante (les autres 
as�etant �evidents), illustr�ee par la �gure 1. Soit M un mur ve
toriel de A , d�elimitantdeux demi-espa
es D+ et D�. Consid�erons trois appartements marqu�es f1, f2 etf3 dans A tels que f2(D+) = f3(D�), f1(a+D�) = f2(a+D�), et f3(b+D+) =f1(
+D+) ave
 a 2 D�, b 2 D+ et 
 2 a+D+.
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f2(D+)=f3(D�)f1(a+D�)=f2(a+D�) f3(b+D+)=f1(
+D+) M

D D+-

A
a

c

b

Fig. 1. Preuve de l'axiome (A5).Soit x 2 f1(A ). D'apr�es l'axiome (A5'), il existe une r�etra
tion r de � surf1(A ), diminuant la distan
e d, et telle que r�1(x) = fxg.Soit g l'appli
ation de A dans � �egale �a f2 sur D� et �egale �a f3 sur D+ (biend�e�nie 
ar f2 et f3 
o��n
ident sur M). D'apr�es 
e qui a �et�e fait 
i-dessus, l'axiome(A5') entrâ�ne l'in�egalit�e triangulaire pour d, don
 g diminue la distan
e.On 
onsid�ere la 
ompa
ti�
ation 
anonique de l'espa
e eu
lidien de dimension�nie A par la sph�ere des dire
tions �A , en une boule ferm�ee.L'appli
ation f�11 Æ r Æ g, de A dans lui-même, �xe le demi-espa
e a+D� pointpar point (
ar r est l'identit�e sur l'image de f1, et g = f2 
o��n
ide ave
 f1 sura+D�) et 
'est la translation de ve
teur 
� b en restri
tion au demi-espa
e b+D+(
ar f�11 Æf3 est alors la restri
tion d'un �el�ement deW qui envoie b+D+ sur 
+D+).De plus, elle diminue la distan
e eu
lidienne. On peut la prolonger 
ontinûment enune appli
ation de la boule ferm�ee A [�A dans elle-même, �egale �a l'identit�e sur �A .Elle est don
 surje
tive. On a don
 x 2 r (f2(A ) [ f3(A )), don
 x 2 f2(A ) [ f3(A ).On en d�eduit que f1(A ) � f2(A ) [ f3(A ).1.5. L'immeuble �a l'in�ni et les propri�et�es (GG) et (CO).. Dans 
ettese
tion, on suppose que (�;A) v�eri�e, en plus des axiomes (A1), (A2) et (A3),les axiomes (A4) et (A5), et que la fon
tion d v�eri�e l'in�egalit�e triangulaire (
'estnotamment le 
as pour les immeubles aÆnes d'apr�es 
e qui pr�e
�ede). On montrerapar la suite en 1.7 que 
es hypoth�eses, a priori plus faibles, entrâ�nent l'axiome(A5'), don
 que � est un immeuble aÆne.1.5.1. L'immeuble sph�erique �a l'in�ni. On dit que deux fa
ettes de � sontasymptotes si elles sont �a distan
e de Haussdor� �nie pour d. C'est une relationd'�equivalen
e 
ar d v�eri�e l'in�egalit�e triangulaire. Une 
lasse de fa
ettes asymptotesnon r�eduites �a un point est appel�ee une fa
ette �a l'in�ni de �. La fa
ette �a l'in�nid�e�nie par une fa
ette F (non r�eduite �a un point) est appel�ee bord de F et not�eeF (1).Soient b et b0 deux fa
ettes �a l'in�ni de �. On dit que b domine b0 ou queb0 est une fa
ette de b et on note b0 � b si pour tout F 2 b et F 0 2 b0 on asupx2F 0 d(x; F ) <1. L'axiome (A4) permet d'�etablir la proposition suivante.Proposition 1.5. Soient F et F 0 deux fa
ettes de � telles que supx2F 0 d(x; F )est �ni. Alors il existe une fa
ette de F asymptote �a F 0.Si F et F 0 sont asymptotes, non r�eduites �a un point, alors il existe une uniquefa
ette F de la 
hambre de Weyl fondamentale C et deux appartements marqu�es fet f 0 tels que F = f(a+ F), F 0 = f 0(a0 + F) ave
 a, a0 dans A . Les restri
tions �aF de f(a+ �) et de f 0(a0 + �) sont alors �a distan
e born�ee. Le bord �F 2 �1�C de Fest alors appel�e le type de F (1) et not�ee �(F (1)).



10 ANNE PARREAUOn appelle sous-
hambre de Weyl d'une 
hambre de Weyl C de � une 
hambrede Weyl de � 
ontenue dans C.Corollaire 1.6. Deux 
hambres de Weyl de � sont asymptotes si et seule-ment si elles ont une sous-
hambre de Weyl 
ommune.L'ensemble �1 des fa
ettes �a l'in�ni de �, muni de la relation de domination,est un 
omplexe simpli
ial marqu�e (par le type).�A 
haque appartement A de � on asso
ie son bord A(1), i.e. le sous-
omplexe,isomorphe �a �1, de �1 form�e des bords des fa
ettes (non r�eduites �a un point)in
luses dans A.Propri�et�e 1.7. Le 
omplexe simpli
ial �1 est un immeuble sph�erique mo-del�e sur �1, appel�e immeuble �a l'in�ni de �. Ses appartements sont les bords desappartements de �.Preuve. L'axiome (B1) de [Ron℄ d�e
oule imm�ediatement de (A4), il suÆtde v�eri�er (B2"). Si une 
hambre �a l'in�ni 
 est dans le bord �a l'in�ni de deuxappartements A et A0, alors il existe deux 
hambres de Weyl C dans A et C 0 dans A0de même bord 
. Les 
hambres de Weyl C et C 0 ont don
 une sous-
hambre de Weyl
ommune C 00. Il existe deux appartements marqu�es f et f 0 d'images respe
tives Aet A0 tels que le 
hangement d'appartement f 0 Æ f�1 est �egal �a l'identit�e sur leurinterse
tion, qui 
ontient C 00. L'appli
ation induite du bord �a l'in�ni de A dans lebord �a l'in�ni de A0 est un isomorphisme �xant leur interse
tion.Soient A1 et A2 deux appartements de �. S'ils ont même bord �a l'in�ni, ilssont �egaux. Si leurs bords s'interse
tent suivant un demi-appartement de �1, alorsA1 \ A2 est un demi-appartement de � (prendre deux 
hambres de Weyl C1 etC2 
ommunes �a A1 et A2 dont les bords sont dans A1(1) \ A2(1), oppos�eesdans le premier 
as, ayant deux fa
es de 
odimension 1 oppos�ees dans le se
ond.L'interse
tion des deux appartements 
ontient l'enveloppe 
onvexe de C1 [C2, quiest l'appartement tout entier dans le premier 
as, et un demi-appartement dans lese
ond).1.5.2. La propri�et�e (GG).Proposition 1.8. Soient 
0 2 �1 une 
hambre �a l'in�ni et C une 
hambrede Weyl de sommet x 2 �. Alors il existe un appartement 
ontenant un germe enx de C et dont le bord 
ontient 
0.Preuve. Soit A un appartement 
ontenant C. Par indu
tion sur la longueurd'une galerie allant de C(1) �a 
0, il suÆt de d�emontrer la proposition pour 
0adja
ente �a A(1) (et n'y �etant pas in
luse). Le mur m de A(1) 
ontenant une fa
ede 
odimension 1 de 
0 partage A(1) en deux demi-appartements h1 et h2. Comme�1 est un immeuble sph�erique, il existe un demi-appartement h de �1 de bordm et 
ontenant 
0, et ai = hi [ h est un appartement �a l'in�ni pour i = 1; 2.Soit Ai l'appartement de � de bord ai. Les trois appartements A, A1 et A2s'interse
tent deux �a deux suivant des demi-appartements. D'apr�es l'axiome (A5),ils ont don
 un point 
ommun. L'appartement A est don
 la r�eunion des deux demi-appartements A \ A1 et A \ A2. L'un des deux appartements A1; A2 
ontient ungerme en x de C, don
 
onvient.Corollaire 1.9. Soit x un point de �. Pour toute fa
ette F de �, il existeune unique fa
ette F 0 de sommet x asymptote �a F .



IMMEUBLES AFFINES 11Corollaire 1.10. Soient F une fa
ette de � de sommet x et b un germe enx de fa
ette dominant le germe �xF de F en x. Alors il existe une fa
ette F 0 desommet x ayant F pour fa
ette et b pour germe en x.Corollaire 1.11. On a la propri�et�e(GG): Deux germes de 
hambres de Weyl de même sommet sont dans unmême appartement.1.5.3. La propri�et�e (CO) pour les 
hambres de Weyl oppos�ees en un point.Remarquons que deux fa
ettes de même sommet x sont oppos�ees en x (i.e. de germesen x oppos�es dans un appartement les 
ontenant) si et seulement si elles 
ontiennentrespe
tivement dans leur int�erieur deux points y et z tels que x 2 [y; z℄. La notionde fa
ettes oppos�ees en leur sommet ne d�epend don
 que des trois premiers axiomes.Proposition 1.12. On a la propri�et�e(CO): Il existe un unique appartement 
ontenant deux 
hambres de Weyldonn�ees de sommet x 2 �, oppos�ees en x.Preuve. L'uni
it�e est une 
ons�equen
e dire
te de l'axiome (A2), montronsl'existen
e.Soient C et D deux 
hambres de Weyl de même sommet x, oppos�ees en x.D'apr�es l'axiome (A4), il existe un appartement A 
ontenant deux sous-
hambresde Weyl respe
tives C 0 et D0 de C et D. Soit [y; z℄ un segment non trivial 
ontenantx ave
 y 2 C et z 2 D.Soit r : R �! � tel que la restri
tion �a R+ (resp. �a R� ) de r est le rayong�eod�esique de C (resp. de D) issu de x passant par y (resp. par z), qui ren
ontren�e
essairement la sous-
hambre de Weyl C 0 (resp. D0) en y0 (resp. z0).Montrons que le point x est sur le segment [z0; y0℄, don
 dans A (par l'axiome(A2)), 
e qui 
on
lut.Soit I l'ensemble des r�eels t n�egatifs ou nuls tels que la 
hambre de Weyl ferm�eede � de sommet r(t) asymptote �a C, not�ee C(t), 
ontient r([t;+1[). C'est un inter-valle 
ontenant 0. Soit t 2 I . D'apr�es la proposition 1.8, il existe un appartement A0
ontenant un germe en r(t) de la sous-
hambre de Weyl D(t) de D de sommet r(t),don
 
ontenant r([t� "; t℄) ave
 " stri
tement positif, et 
ontenant �egalement C(t),don
 r([t;+1℄ 
ar t 2 I . Comme r minimise lo
alement la distan
e, la restri
tion�a [t� ";+1[ de r est un rayon g�eod�esique dans l'appartement A0, passant par r(t)et y. Don
 son image est 
ontenue dans C(t� ") et t� " 2 I .Don
 I est un intervalle ouvert de la forme ℄s; 0℄ de R� ave
 s < 0. Si s est �ni,alors, en appliquant la proposition 1.8 �a la 
hambre �a l'in�ni C(1) et au germe de
hambre en r(s) oppos�e �a 
elui de D(s), il existe " stri
tement positif, qu'on peutsupposer inf�erieur �a �s, tel qu'il existe un appartement 
ontenant r(s) et r(s + ")(don
 r([s; s+ "℄)) et C(s+ "), don
 r([s+ ";+1[) 
ar s+ " 2 I . On a don
 s 2 I ,
e qui est impossible.Terminons par un lemme (qui sera notamment utilis�e en se
tion 2.6) qui g�en�e-ralise la propri�et�e (CO).



12 ANNE PARREAULemme 1.13. Soient A un appartement de �, et F une fa-
ette de � de sommet un point x de A. Soit F 0 une fa
ettede A de sommet x oppos�ee �a F en x, et D la r�eunion des
hambres de Weyl ferm�ees de A de sommet x 
ontenant F 0.Il existe un unique appartement 
ontenant D et F . F 0D x FAPreuve. L'uni
it�e est une 
ons�equen
e dire
te de l'axiome (A2), montronsl'existen
e.Soient f 0 2 A d'image A et F une fa
ette de la 
hambre de Weyl fondamentaleC de A telles que f 0(0) = x et f 0(F) = F 0. Soient C 0 = f 0(C) et B0 = f 0(wC)o�u w est le plus long �el�ement du sous-groupe de Coxeter de W engendr�e par lesr�e
exions �xant F.La fa
ette F peut se prolonger en une 
hambre de Weyl de sommet x oppos�eeen x �a C 0 par le 
orollaire 1.10, don
 il existe f 2 A tel que f(0) = x, f(C) = C 0 etf(�F) = F . Soit B = f(w(�C)), alors l'enveloppe 
onvexe de F 0 et B 
ontient C 0.Dans l'immeuble sph�erique des dire
tions en x, il existe un appartement 
ontenantles germes de B et de B0 (par (GG)), don
 l'unique galerie minimale allant de�xF 0 �a �xB, qui 
ontient le germe de C 0. Les 
hambres de Weyl B et B0 sontdon
 oppos�ees en x, don
 
ontenues dans un même appartement A0 (par (CO)), qui
ontient l'enveloppe 
onvexe de F 0 et B (par l'axiome (A2)), don
 C 0.Par 
ons�equent A0(1) 
ontient la r�eunion des galeries minimales de C 0(1) �aB0(1), qui est D(1) (
ar 
e sont des 
hambres oppos�ees dans le 
omplexe de Coxe-ter link(F 0(1)) dont l'ensemble des 
hambres est l'ensemble D(1) des 
hambresde A(1) dominant F 0(1)). On en 
on
lut que A 
ontient D.1.6. L'immeuble des germes en un point et la propri�et�e (A3'). Dans
ette se
tion, on suppose que (�;A) v�eri�e, en plus des axiomes (A1), (A2) et(A3), les propri�et�es suivantes (qui sont notamment v�eri��ees sous les hypoth�eses dela se
tion 1.5, don
 par les immeubles aÆnes, d'apr�es la se
tion 1.4).(GG): Deux germes de 
hambres de Weyl de même sommet sont dans unmême appartement.(CO): Deux 
hambres de Weyl de sommet x 2 �, oppos�ees en x, sont dansun même appartement.Notons que l'appartement de (CO) est n�e
essairement unique (par l'axiome(A2)). On montrera par la suite en se
tions 1.7 et 1.8 que les axiomes (A5') et (A4)sont alors v�eri��es, don
 que � est un immeuble.La propri�et�e (GG) entrâ�ne la proposition suivante.Proposition 1.14. Le 
omplexe simpli
ial �x� est un immeuble sph�eriquemodel�e sur �1, appel�e l'immeuble des dire
tions en x de �. Ses appartements sontles germes des appartement de � passant par x.On a un morphisme 
anonique (de 
omplexes de 
hambres marqu�es) de l'im-meuble �a l'in�ni dans l'immeuble des dire
tions en x�x : �1 �! �x�d�e�ni par �x (C(1)) = �xC pour toute 
hambre de Weyl C de sommet x de �.Proposition 1.15. Soient C et C 0 deux 
hambres de Weyl de � de mêmesommet x. Il existe un appartement 
ontenant C et un germe de C 0 en x.



IMMEUBLES AFFINES 13Preuve. Soit A un appartement 
ontenant des germes en x de C et C 0. Soit C 00la 
hambre de Weyl de A de sommet x, de germe en x oppos�e �a 
elui de C. Soit A0l'appartement 
ontenant les deux 
hambres de Weyl C et C 00 (qui sont oppos�ees enx). Les germes en x de A et de A0 sont deux appartements de l'immeuble sph�erique�x� qui 
ontiennent les deux 
hambres oppos�ees �xC et �xC 00. Ils sont don

onfondus, et par 
ons�equent A0 
ontient un germe en x de C 0.Proposition 1.16. On a la propri�et�e(A3'): Soient C et C 0 deux 
hambres de Weyl de � de sommets respe
tifs xet y. Alors il existe un appartement 
ontenant un germe en x de C et ungerme en y de C 0.Preuve. Soit D une 
hambre de Weyl ferm�ee de � de sommet x 
ontenant y.D'apr�es la proposition 1.15, il existe un appartement A 
ontenant D et un germe enx de C. Il existe une 
hambre de Weyl ferm�ee D0 de A de sommet y 
ontenant ungerme en x de C. En r�eappliquant la même proposition, on a alors un appartementA0 
ontenant D0 et un germe en y de C 0, qui 
onvient.Remarque. Les germes de fa
ettes jouent un rôle analogue pour � �a 
elui dessimplexes pour les immeubles 
ombinatoires. De 
e point de vue, la propri�et�e (A3')est la trans
ription de l'axiome (B1) de [Ron℄.1.7. R�etra
tions. Dans 
ette se
tion, on suppose seulement que � v�eri�eles axiomes (A1) et (A2), que A est 
ouvrante (i.e. que � est la r�eunion de sesappartements), et que � poss�ede la propri�et�e (A3'), qui est alors un renfor
ementde l'axiome (A3). Ce
i est en parti
ulier le 
as sous les hypoth�eses de la se
tion 1.6,don
 quand � est un immeuble aÆne. On �etablit, suivant [BrTi1℄, l'existen
e der�etra
tions 
anoniques et en parti
ulier que l'axiome (A5') est alors v�eri��e.Proposition 1.17. Soient A un appartement, x un point de A et C une 
ham-bre de A de sommet x. Il existe une unique r�etra
tion r de � sur A, appel�eer�etra
tion 
anonique de � sur A de 
entre C, telle que r 
onserve la distan
e enrestri
tion �a tout appartement 
ontenant un germe en x de C. Alors r envoie unefa
ette de sommet x isom�etriquement sur une fa
ette de sommet x, et le morphismede l'immeuble �x� des dire
tions en x induit par r est la r�etra
tion � de �x� sur�xA 
entr�ee en �xC. De plus r diminue la distan
e, et 
onserve la distan
e �a x(en parti
ulier l'axiome (A5') est v�eri��e).Preuve. Pour tout appartement A0 
ontenant un germe de C, il existe (parl'axiome (A2)) une unique isom�etrie �A0 de A0 sur A �xant leur interse
tion A\A0.Soit y 2 �. D'apr�es la propri�et�e (A3') et puisque A est 
ouvrante, il existe unappartement A0 
ontenant y et un germe en x de C. Alors on pose r(y) = �A0(y),qui ne d�epend pas du 
hoix de A0 (
ontenant y et un germe en x de C).L'appli
ation r 
onserve bien la distan
e �a x, et envoie un germe de 
haque
hambre de Weyl de sommet x isom�etriquement sur un germe de 
hambre de Weylde A, don
 envoie la 
hambre de Weyl toute enti�ere isom�etriquement sur la 
hambrede Weyl de A 
orrespondante. L'appli
ation induite sur l'immeuble des dire
tionsen x est 
lairement la r�etra
tion 
anonique.



14 ANNE PARREAUIl reste �a voir que r diminue la distan
e. On utilise pour 
ela le lemme suivantde [BrTi1℄, dont la d�emonstration, in
luse par sou
i de 
ompl�etude, n'utilise quela propri�et�e (A3').Lemme 1.18. [BrTi1, Lemme 7.4.21℄ Soient C une 
hambre de Weyl de som-met x 2 � et y; z deux points de �. Le segment [y; z℄ est in
lus dans une r�eunion�nie d'appartements 
ontenant un germe en x de C.Preuve. Pour p 2 [y; z[ (resp. dans ℄y; z℄), on 
onsid�ere une 
hambre de WeylC+p (resp. C�p ) de sommet p 
ontenant le segment [p; z℄ (resp. [p; y℄) dans sonadh�eren
e. D'apr�es la propri�et�e (A3'), il existe un appartementA+p (resp.A�p ) 
onte-nant un germe en x de C et un germe en p de C+p (resp. de C�p ), don
 un point p+(resp. p�) du segment ℄p; z℄ (resp. ℄p; y℄). Soit [y; y+[; ℄p�1 ; p+1 [; : : : ; ℄p�k ; p+k [; ℄z�; z℄un re
ouvrement �ni du segment [y; z℄ extrait du re
ouvrement de 
e segment parles segments ouverts [y; y+[, ℄z�; z℄, et ℄p�; p+[ pour p 2℄y; z[. Alors le segment [y; z℄est in
lus dans la r�eunion (�nie) des appartements A+y , A�p1 ; A+p1 ; : : : ; A�pk ; A+pk ,A�z , qui 
ontiennent 
ha
un un germe en x de C.Soient y et z deux points de �. D'apr�es le lemme, la r�etra
tion r est uneisom�etrie en restri
tion �a 
haque sous-segment d'une subdivision �nie du segment[y; z℄. Son image est don
 un 
hemin dans A de r(y) �a r(z), de même longueurd(y; z). La distan
e d(r(y); r(z)) est la distan
e dans A entre r(y) et r(z), don
inf�erieure �a la longueur des 
hemins les joignant, don
 �a d(y; z).1.8. V�eri�
ation de l'axiome (A4). On reprend les hypoth�eses de la se
tion1.6. On va montrer que l'axiome (A4) est alors v�eri��e. Commen�
ons par �etablir lapropri�et�e suivante (d�ej�a obtenue pour les immeubles aÆnes en Prop. 1.8).Proposition 1.19. Par tout germe de 
hambre de Weyl passe au moins unappartement 
ontenant une sous-
hambre de Weyl d'une 
hambre de Weyl donn�ee.Preuve. Soient C une 
hambre de Weyl de � de sommet x et 
0 un germede 
hambre de Weyl de sommet y. Soit A un appartement 
ontenant C. Soient zun point de C et C+ la sous-
hambre de Weyl de C de sommet z. Consid�eronsla r�etra
tion 
anonique r de � sur A, 
entr�ee sur C+ (voir Prop. 1.17). Comme rdiminue la distan
e, l'image r(y) de y par r est dans la boule B de 
entre x et derayon d(x; y) dans A. On peut 
hoisir z de telle mani�ere que la boule B soit in
lusedans la 
hambre de Weyl ouverte C� de A, de sommet z, oppos�ee �a C+.Soient A0 un appartement 
ontenant 
0 et un germe de C+ en z (qui existe parla propri�et�e (A3')), et C 0� la 
hambre de Weyl de A0 de sommet z oppos�ee �a �zC+.Alors r envoie C 0� sur C�. Comme r(y) 2 C�, on a que la 
hambre de Weyl ouverteC 0� 
ontient y, don
 le germe 
0 (
ar elle 
ontient un voisinage de y dans A). Les
hambres de Weyl C 0� et C+ sont oppos�ees en z, don
 
ontenues dans un mêmeappartement (par la propri�et�e (CO)).Notons que 
ette propri�et�e permet de d�e�nir un autre type de r�etra
tions 
a-noniques.Par d�e�nition, le germe �a l'in�ni d'une 
hambre de Weyl C de � est la 
lassedes 
hambres de Weyl ayant même germe �a l'in�ni que C, 
'est-�a-dire une sous-
hambre de Weyl 
ommune ave
 C.La proposition suivante se d�emontre de mani�ere exa
tement analogue �a 
e quiest fait en se
tion 1.7.



IMMEUBLES AFFINES 15Proposition 1.20. Soient A un appartement et C une 
hambre de Weyl deA. Il existe une unique r�etra
tion r de � sur A, appel�ee r�etra
tion 
anonique de� sur A 
entr�ee sur le germe �a l'in�ni de C, telle que r 
onserve la distan
e enrestri
tion �a tout appartement 
ontenant une sous-
hambre de Weyl de C. De plusr diminue la distan
e.Les r�etra
tions 
anoniques d�e�nies dans les propositions 1.17 et 1.20 sontdi��erentes, 
omme le montre par exemple le 
as des arbres (voir �gure 2).xA CR�etra
tion 
entr�ee en �xC. A CR�etra
tion 
entr�ee en C(1).Fig. 2. Cas des arbres.V�eri�ons maintenant l'axiome (A4). Soient C et C 0 deux 
hambres de Weyl de�. Montrons que, quitte �a passer �a deux sous-
hambres de Weyl, elles sont dans unmême appartement.Pour z 2 C 0, notons Cz , C 0z les 
hambres de Weyl de sommet z 
ontenant dessous-
hambres de Weyl respe
tives de C et de C 0 (dont l'existen
e est assur�ee parla proposition 1.19, et l'uni
it�e par l'axiome (A2)). Notons Æ(z) la longueur d'unegalerie minimale allant du germe en z de Cz �a 
elui de C 0z dans l'immeuble sph�erique�z� des dire
tions en z.Quitte �a rempla
er C par une 
hambre de Weyl de même germe �a l'in�ni et C 0par une sous-
hambre de Weyl, on peut supposer qu'elles ont même sommet x etque Æ(x) est maximal (
ar Æ ne prend qu'un nombre �ni de valeurs).Soient (par la proposition 1.15) A un appartement 
ontenant C 0 et un germe enx de C, et C 00 la 
hambre de Weyl de sommet x de A oppos�ee �a �xC. Par (CO), soitA0 l'appartement 
ontenant les deux 
hambres de Weyl C et C 00 (qui sont oppos�eesen x). L'interse
tion de A0 et de C 0 est un 
onvexe ferm�e de C 0.Soit z un point de 
ette interse
tion. Alors les 
hambres de Weyl Cz et C 00zde sommet z 
ontenant des sous-
hambres de Weyl respe
tives de C et C 00 sontdans A0 par l'axiome (A2). Par hypoth�ese, il existe une galerie dans l'immeublesph�erique �z� des dire
tions en z allant du germe en z de Cz �a 
elui de C 0z , delongueur inf�erieure ou �egale �a Æ(x). Par ailleurs, 
omme C 0 et C 00 sont dans unmême appartement A, on a Æz(C 0z ; C 00z ) = Æx(C 0; C 00) = d� Æx(C;C 0) = d� Æ(x) o�ud est le diam�etre 
ombinatoire du 
omplexe de Coxeter mod�ele �1. Don
 �zC 0z estsur une galerie de longueur minimale de �z� joignant les 
hambres oppos�ees �zCzet �zC 00z , don
 dans l'unique appartement de �z� les 
ontenant, qui est �zA0. Don
A0 \ C 0 
ontient un germe de C 0z .On en d�eduit que A0\C 0 est un 
onvexe ferm�e de C 0 
ontenant x, qui est ouvertdans C 0, don
 que la 
hambre de Weyl C 0 est in
luse dans A0, 
e qui 
on
lut.La proposition suivante r�esume les di��erentes 
ara
t�erisations des immeublesaÆnes qu'on a obtenu (la 
ara
t�erisation par la propri�et�e (A3') sera utilis�ee dansla partie 3).



16 ANNE PARREAUTh�eor�eme 1.21. Soit � un ensemble muni d'une famille A d'inje
tions de Adans � v�eri�ant les axiomes (A1), (A2) et (A3) de la se
tion 1.2. Les 
onditionssuivantes sont �equivalentes.{ � est un immeuble aÆne, i.e. les axiomes (A4) et (A5') sont v�eri��es.{ les axiomes (A4) et (A5) sont v�eri��es et d v�eri�e l'in�egalit�e triangulaire.{ L'axiome (A4) est v�eri��e et � v�eri�e la propri�et�e suivante.(A3'): Deux germes de 
hambres de Weyl sont 
ontenus dans un mêmeappartement.{ � poss�ede les propri�et�es suivantes.(GG): Deux germes de 
hambres de Weyl de même sommet sont 
onte-nus dans un même appartement.(CO): Deux 
hambres de Weyl de sommet x 2 �, oppos�ees en x, sont
ontenues dans un même appartement.Remarque. Si A est 
ouvrante, la propri�et�e (A3') entrâ�ne l'axiome (A3).2. D�e
omposition et propri�et�es g�eom�etriquesdes immeubles aÆnes.2.1. Produits et d�e
omposition. On dit qu'un immeuble aÆne (�;A) detype (A ;W ) est trivial si le groupe de r�e
exions �ni (A ;W ) est trivial, 
'est-�a-diresi le groupe W est r�eduit �a l'identit�e. Dans 
e 
as A n'a qu'une seule 
hambre deWeyl ve
torielle, qui est l'espa
e entier, et l'axiome (A4) entrâ�ne imm�ediatementque � = A et que A =W .Soit (�1;A1) et (�2;A2) deux immeubles aÆnes de types respe
tifs (A 1 ;W 1) et(A 2 ;W 2). Le produit �1 ��2 est naturellement muni d'une stru
ture d'immeubleaÆne model�e sur (A 1 � A 2 ;W 1 � W 2) de syst�eme d'appartements A1 � A2 =f(f1; f2); fi 2 Aig. La distan
e 
anonique de � est alors le produit eu
lidien desdistan
es 
anoniques des deux fa
teurs.On dit qu'un immeuble est irr�edu
tible s'il n'est pas trivial et ne se d�e
omposepas en produit de deux immeubles 
omme 
i-dessus.Proposition 2.1. Soient (A 1 ;W 1) et (A 2 ;W 2) deux groupes de r�e
exions �niset (�;A) un immeuble aÆne de type (A ;W ) = (A 1 � A 2 ;W 1 �W 2). Il existe uneunique d�e
omposition de (�;A) en produit de deux immeubles aÆnes (�1;A1) et(�2;A2) de type respe
tifs (A 1 ;W 1) et (A 2 ;W 2).Preuve. Soit i 2 f1; 2g. On dit que deux points x et y de � ont même i-�eme 
oordonn�ee si, dans un (don
 tout, 
ar W pr�eserve le sous-espa
e ve
toriel A i )appartement marqu�e 
ontenant x et y, le ve
teur de x �a y est orthogonal �a A i .On note alors x �i y. Montrons que �i est une relation d'�equivalen
e. Soient x, yet z trois points de � tels que x �i y et y �i z. Si 
es trois points sont dans unmême appartement, il est 
lair que x �i z. Dans le 
as g�en�eral, par indu
tion surla longueur d'une subdivision �nie du segment [y; z℄ dont 
haque sous-segment estdans un appartement 
ontenant x (
f. lemme 1.18), on obtient que x �i z.Notons xi la 
lasse d'�equivalen
e de x pour �i. Soit �i l'ensemble quotient�=�i et pi : x 7! xi la proje
tion 
anonique de � sur �i. Soit  l'appli
ation
anonique x 7! (x1; x2) de � sur �1 � �2. Si x et y ont mêmes 
oordonn�ees,
'est-�a-dire si x �1 y et x �2 y, alors le ve
teur de x �a y dans un appartement les
ontenant est orthogonal �a A 1 et �a A 2 , don
 nul, don
 x = y. L'appli
ation  est
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 inje
tive. Soient x et y deux points de � et f un appartement passant parx et y. Soient a = a1 + a2 et b = b1 + b2 dans A tels que f(a) = x et f(b) = y.Alors  (f(a1 + b2)) = (x1; y2). L'appli
ation  est don
 surje
tive. On identi�edor�enavant les ensembles � et �1 ��2 par la bije
tion  .Si f est un appartement marqu�e de �, on note fi l'appli
ation inje
tive de A idans �i telle que fi = pi Æ fjAi . On a alors  Æ f = (f1; f2).Montrons que l'ensemble �i muni du syst�eme d'appartements marqu�es (
lai-rement 
ouvrant) Ai = ffi; f 2 Ag est bien un immeuble aÆne de type (A i ;W i).D'apr�es le th�eor�eme 1.21, il suÆt de v�eri�er les axiomes (A1), (A2), (A4) et lapropri�et�e (A3').Soit Wi le sous-groupe des isom�etries aÆnes de A i de partie ve
torielle dansW i. Le sous-groupe W des isom�etries aÆnes de A = A 1 � A 2 de partie ve
torielledans W =W 1 �W 2 s'identi�e au produit W1 �W2.L'axiome (A1) est v�eri��e 
ar A est invariant par pr�e
omposition par le sous-groupeWi�fIdg deW , et on a (f Æw)i = fiÆwi pour tout f dans A et w = (w1; w2)dans W .On �xe une 
hambre de Weyl ve
torielle C de A et les 
hambres de Weylve
torielles respe
tivesC1,C2 de A 1 et A 2 telles queC = fa1+a2; ai 2 Ci pour i =1; 2g.Montrons que (�1;A1) v�eri�e l'axiome (A2). On montre tout d'abord unepartie seulement des propri�et�es demand�ees, 
'est-�a-dire que pour tous f et f 0 dansA, le sous-ensemble I1 = f�11 (f1(A 1 ) \ f 01(A 1 )) est une partie 
onvexe de A 1 etl'appli
ation f 0�11 Æ f1jI1 est une isom�etrie de I1 dans A 1 . Soient a; b 2 I1. Soienta0 et b0 les deux points de A 1 tels que f(a) �1 f 0(a0) et f(b) �1 f 0(b0). Soit f 00 unappartement marqu�e dont l'image 
ontient les deux points x = f(a) = f 00(a) ety0 = f 0(b0) = f 00(
) ave
 
 2 A . Alors le point f 00(
1 + a2) a mêmes 
oordonn�ees(y01; x2) que le point y = f(b), don
 ils sont 
onfondus, et de même f 00(a1 + 
2) =f 0(a0) = x0. Il est alors 
lair que les segments [x; y℄ et [x0; y0℄ ont même longueur etmême proje
tion sur �1, 
e qui 
on
lut.Apr�es 
e pr�eliminaire, nous pouvons montrer la propri�et�e importante suivante.Lemme 2.2. Si f et f 0 sont deux appartements marqu�es quel
onques de �,alors il existe un appartement f 00 tel que  Æ f 00 = (f1; f 02).On aura don
 bien  A = A1 �A2.Preuve. Les deux 
hambres de Weyl f(C) et f 0(C) de � ont, par l'axiome(A4), deux sous-
hambres f(a + C) et f 0(a + C) (ave
 a 2 C) dans l'image d'unmême appartement marqu�e f 00+. En utilisant l'axiome (A2), on peut 
hoisir f 00+tel que (f 00+)1 = f1 en restri
tion �a a1 + C1 et (f 00+)2 = f 02 en restri
tion �a a2 +C2. On applique le même pro
�ed�e �a la 
hambre de Weyl �C oppos�ee �a C eton obtient un autre appartement marqu�e f 00� tel que (f 00�)1 = f1 en restri
tion �a�a1�C1 et (f 00�)2 = (f 0)2 en restri
tion �a �a2�C2. En appliquant une derni�ere foisl'axiome (A4) aux deux 
hambres de Weyl f 00+(a+C) et f 00�(�a�C), on obtient unappartement marqu�e f 00 
ontenant deux de leurs sous-
hambres de Weyl f 00+(a0+C)et f 00�(�a0 � C) (ave
 a0 2 a + C) et on peut supposer que f 00 = f 00+ sur a0 + C.L'ensemble I1 = f�11 (f1(A 1 ) \ f 001 (A 1 )), dont on a vu pr�e
�edemment que 
'estune partie 
onvexe de A 1 , 
ontient les deux 
hambres de Weyl aÆnes de dire
tionoppos�ees �a01 � C1 et a01 + C1 de A 1 , don
 
'est A 1 tout entier. On a de plusque l'appli
ation f 001 
o��n
ide ave
 l'appli
ation f1 sur la 
hambre de Weyl aÆne



18 ANNE PARREAUa01+C1 de A 1 don
 l'appli
ation f 00�11 Æf1, dont on a vu pr�e
�edemment que 
'est uneisom�etrie, la �xe point par point, don
 
'est l'identit�e. On en 
on
lut que f 001 = f1et, par le même raisonnement, que f 002 = f 02, 
omme demand�e.On peut maintenant terminer la v�eri�
ation de l'axiome (A2). Soient f1; f 01 2A1, d'apr�es 
e qu'on vient de faire, on peut 
hoisir des repr�esentants f et f 0 dansA tels que f 02 = f2. Pour a; a0 2 A 1 , on a alors f1(a) = f 01(a0) si et seulement sif(a) = f 0(a0). Il est alors fa
ile de d�eduire les propri�et�es requises des propri�et�es
orrespondantes pour f et f 0.La propri�et�e (A3') et l'axiome (A4) sont ais�ement v�eri��es. Soient Ci = fi(Ci)et C 0i = f 0i(Ci), ave
 f; f 0 2 A, deux 
hambres de Weyl de �i. Alors par la propri�et�e(A3') pour �, il existe " > 0 et un appartement A00 
ontenant f(C \ B(0; ")) etf 0(C \B(0; ")). L'appartement pi(A00) de �i 
ontient don
 deux germes respe
tifsfi(Ci \ B(0; ")) et f 0i(Ci \ B(0; ")) de Ci et C 0i , 
e qui 
on
lut la v�eri�
ation de lapropri�et�e (A3') pour �i. Par ailleurs, par l'axiome (A4) pour �, il existe a 2 Cet un appartement A00 
ontenant les sous-
hambres de Weyl f(a + C) et f 0(a +C). L'appartement pi(A00) de �i 
ontient don
 les deux sous-
hambres de Weylrespe
tives pi(f(a+C)) = fi(ai +Ci) et f 0i(ai +Ci) de Ci et C 0i, 
e qui 
on
lut lav�eri�
ation de l'axiome (A4) pour �i.On a don
 montr�e l'existen
e de la d�e
omposition souhait�ee. L'uni
it�e d�e
oulede la remarque suivante. Supposons que (�;A) soit le produit de deux immeublesaÆnes (�1;A1), (�2;A2). Soient x = (x1; x2) et y = (y1; y2) deux points de � =�1��2. Alors, pour i = 1; 2, pour la relation d'�equivalen
e �i d�e�nie au d�ebut dela preuve, on a x �i y si et seulement si xi = yi. En e�et, en prenant par exemplei = 1, si on prend un appartement marqu�e f = (f1; f2) 2 A = A1 �A2 
ontenantx et y dans son image, et un point a = a1 + a2 de A = A 1 � A 2 , tels que x = f(a),alors x �1 y si et seulement si y appartient �a f(a+ A 2 ) = ff1(a1)g� f2(a2+ A 2 ) =f(A ) \ fx1g ��2. Il est alors 
lair que la d�e
omposition de � en produit de deuximmeubles 
onstruite dans 
ette preuve est �egale �a la d�e
omposition initiale.Corollaire 2.3. Un immeuble aÆne � de type (A ;W ) est irr�edu
tible si etseulement si le groupe de r�e
exions �ni (A ;W ) l'est.Corollaire 2.4. Pour tout immeuble aÆne �, il existe une unique (modulopermutation des indi
es f1; : : : ;mg) d�e
omposition � = �0 �Qmi=1�i de � enproduit d'immeubles aÆnes �i, o�u �0 est trivial et �i irr�edu
tible pour i > 1.2.2. Automorphismes et isom�etries.D�efinition 2.5. Un automorphisme d'un immeuble aÆne � est une bije
tiong : � �! � tel que le syst�eme A des appartements marqu�es est invariant par
omposition par g, i.e. pour tout appartement marqu�e f 2 A, les appli
ations g Æ fet g�1 Æ f sont dans A.Les di��erentes propri�et�es �enon
�ees dans les propositions suivantes sont imm�e-diates.Proposition 2.6. Soit g un automorphisme d'immeuble de �. Alors g est uneisom�etrie de � et g 
onserve le type des segments.L'isom�etrie de �1 induite par g est un automorphisme d'immeuble sph�erique.Si g �xe un point x 2 �, l'isom�etrie de �x� induite par g est un automorphismed'immeuble sph�erique.



IMMEUBLES AFFINES 19Proposition 2.7. Soit g une isom�etrie de � 
onservant le type des segments.Si � est un immeuble trivial, alors � = A et g est une translation de A . Si �se d�e
ompose en produit Qki=0�i d'immeubles aÆnes, alors g est de la forme(g0; : : : ; gk) o�u gi est une isom�etrie de �i 
onservant le type des segments pourtout i. Si g est un automorphisme d'immeuble de �, alors gi est un automorphismed'immeuble de �i pour tout i.Nous aurons besoin en se
tion 4 de la propri�et�e suivante.Proposition 2.8. Soit g une isom�etrie de � pr�eservant les 
hambres de Weyl.Si � = �0 � �0 est la d�e
omposition 
anonique de � en produit d'un immeubleaÆne trivial �0 et d'un immeuble aÆne sans fa
teur trivial �0, alors g est de laforme (g0; g0) o�u g0 est une isom�etrie de �0, et g0 est une isom�etrie de �0 pr�eservantles 
hambres de Weyl.Preuve. Une 
hambre de Weyl de � de sommet x = (x0; x0) est de la formeC = �0�C 0 o�u C 0 est une 
hambre de Weyl de �0 de sommet x0. Le fa
teur trivial�0�fx0g est �egal �a l'interse
tion des fa
es de 
odimension 1 de C, et fx0g�C 0 estson orthogonal en x, don
 
ette d�e
omposition est pr�eserv�e par g. On en d�eduit ler�esultat souhait�e.2.3. G�eom�etrie CAT(0). Dans 
ette se
tion nous rappelons quelques 
ons�e-quen
es du fait qu'un immeuble aÆne est un espa
e m�etrique CAT(0). On trouverapar exemple dans [BrHa℄ les d�emonstrations des quelques d�e�nitions et r�esultatsrelatifs �a 
ette notion rappel�es 
i-dessous.Soient X un espa
e m�etrique g�eod�esique et x; y; z trois points de X . Un trianglede 
omparaison eu
lidien est un triplet x; y; z de points du plan eu
lidien tel qued(x; y) = d(x; y) et de même par permutations de x; y; z. L'angle de 
omparaisonêx(y; z) en x entre y et z est par d�e�nition l'angle eu
lidien ^x(y; z) en x entre yet z.D�efinition 2.9. Un espa
e m�etrique g�eod�esique X est dit CAT(0) si ses tri-angles sont plus �ns que les triangles eu
lidiens 
orrespondants dans le sens pr�e
issuivant. Soient x; y; z trois points de X , et x; y; z un triangle de 
omparaison. Alors,pour tout point p de toute g�eod�esique entre x et y, on a d(p; z) � d(p; z) o�u p estle point du segment [x; y℄ tel que d(x; p) = d(x; p).Proposition 2.10. (F. Bruhat-J.Tits) Un immeuble aÆne � est un espa
em�etrique CAT(0) (voir par exemple [Pau, Prop. 3.3℄).Preuve. Soient x; y; z trois points de �. Soit x; y; z un triangle de 
omparai-son. Soient p un point d'une g�eod�esique entre x et y, et p le point du segment [x; y℄tel que d(x; p) = d(x; p). Soit A un appartement 
ontenant x et y. Soit p0 le pointdu segment [x; y℄ tel que d(x; p0) = d(x; p) et d(y; p0) = d(y; p). Soit r une r�etra
tionde � sur A, diminuant la distan
e, 
onservant la distan
e �a p0 (
f. Prop. 1.17).Montrons dans un premier temps que p = p0. On a d(x; p) + d(p; y) = d(x; y)don
 d(x; r(p)) + d(r(p); y) est inf�erieur ou �egal �a d(x; y), don
 r(p) = p0. Par
ons�equent on a p = p0 
ar r 
onserve la distan
e �a p0.Les trois points x, y, r(z) forment un triangle eu
lidien dans A ave
 d(x; y) =d(x; y), d(x; r(z)) � d(x; z) et d(y; r(z)) � d(y; z). On en d�eduit que d(p; r(z)) �d(p; z). Comme d(p; z) est �egal �a d(p; r(z)), on a bien l'in�egalit�e d(p; z) � d(p; z).



20 ANNE PARREAUSoit X un espa
e m�etrique CAT(0). Soient x; y; z trois points de X . Si y0 et z0sont deux points respe
tifs des segments [x; y℄ et [x; z℄, alors l'angle de 
omparaisonêx(y0; z0) est inf�erieur �a l'angle de 
omparaison êx(y; z). Sa limite quand y0 et z0tendent vers x est appel�e angle en x entre y et z et not�ee ^x(y; z). L'espa
e des
lasses d'�equivalen
e de segments g�eod�esiques issus de x formant un angle nul en xest appel�e l'espa
e des dire
tions en x de X et not�e ÆxX . Il est muni de la distan
eangulaire induite par l'angle en x. Si � est un immeuble aÆne de type ve
toriel(A ;W ) essentiel, alors Æx� est la r�ealisation g�eom�etrique de l'immeuble sph�erique
ombinatoire �x�.L'espa
e des 
lasses d'�equivalen
e de rayons g�eod�esiques asymptotes (i.e. �a dis-tan
e de Haussdor� �nie) est appel�e le bord de X et not�e �1X .La distan
e d est une fon
tion 
onvexe, 
'est-�a-dire que si � et �0 sont deuxg�eod�esiques de X alors d(�(t); �0(t)) est une fon
tion 
onvexe de t.Si r et r0 sont deux rayons g�eod�esiques asymptotes, alors d(r(t); r0(t)) est unefon
tion d�e
roissante de t. Par 
ons�equent, l'�enon
�e suivant est un 
orollaire de laproposition 1.5.Corollaire 2.11. Soient C de sommet q et C 0 de sommet q0 deux 
hambresde Weyl ferm�ees asymptotes, alors pour tous x 2 C et x0 2 C 0 tels que les segments[q; x℄ et [q0; x0℄ sont de même type, la distan
e d(x; x0) est inf�erieure ou �egale �a ladistan
e d(q; q0) entre les sommets des deux 
hambres de Weyl.On utilisera dans la partie 4 le fait bien 
onnu suivant.Proposition 2.12. Dans un espa
e CAT(0) 
omplet, une interse
tion d�e
rois-sante de 
onvexes ferm�es born�es non vides est non vide.Preuve. Soit X un espa
e CAT(0) 
omplet. Soit (Bn)n2N une suite d�e
rois-sante de parties 
onvexes ferm�ees born�ees non vides de X . Soient x un point de Xet yn sa proje
tion orthogonale sur Bn pour tout entier n (voir par exemple [BrHa℄pour la d�e�nition et les propri�et�es de la proje
tion orthogonale sur un 
onvexe ferm�enon vide). On va montrer que la suite (yn)n�1 est de Cau
hy, don
 
onvergente 
arX est suppos�e 
omplet, 
e qui 
on
lut, 
ar sa limite est dans 
haque Bn, don
 dansleur interse
tion.La distan
e de x �a yn est 
roissante, major�ee, don
 
onvergente de limite R,qu'on peut supposer non nulle 
ar sinon x 2 Bn pour tout n et on a �ni. Soient "non nul, inf�erieur �a R et N un entier tel que pour n � N , la distan
e d(x; yn) est
omprise entre R � " et R. Soient p � n � N , alors d(yn; yp) � pR2 � (R� ")2,
ar sinon il existe un point du segment [yn; yp℄ plus pro
he de x que yn (
omme onle voit sur un triangle de 
omparaison), 
e qui est impossible 
ar le segment [yn; yp℄est in
lus dans le 
onvexe ferm�e Bn et yn est le point de Bn �a distan
e minimalede x. La suite (yn) est don
 une suite de Cau
hy.2.4. Enveloppe 
onvexe de Weyl de deux points.D�efinition 2.13. On appelle poly�edre de Weyl de A une interse
tion de ra
inesaÆnes de A . L'enveloppe 
onvexe de Weyl d'une partie B de A , not�ee �(B) est lepoly�edre de Weyl form�e par l'interse
tion des ra
ines aÆnes de A 
ontenant B.Remarque. Dans [BrTi1℄, les interse
tions de ra
ines aÆnes sont appel�eesdes parties 
loses, et �(B) est appel�e en
los de B et not�e 
l(B).



IMMEUBLES AFFINES 21Proposition 2.14. Soient x et y deux points de � et A un appartement les
ontenant. L'enveloppe 
onvexe de Weyl �(x; y) de fx; yg dans A ne d�epend pasdu 
hoix de l'appartement A 
ontenant x et y. On l'appelle l'enveloppe 
onvexe deWeyl de fx; yg. Elle est 
ontenue dans tout appartement 
ontenant x et y.Preuve. Soient f un appartement marqu�e et a; b 2 A tels que f(a) = x,f(b) = y et b � a 2 C. Soit F la fa
ette ve
torielle ouverte de A 
ontenant b � a.Alors on a �(a; b) = (a+F)\ (b�F). Soit f 0 un autre appartement marqu�e tel quef 0(a) = x et f 0(b) = y. Alors les fa
ettes f(b�F) et f 0(b+F) sont de germes oppos�esen y 
ar elles 
ontiennent respe
tivement les extr�emit�es x = f 0(a) et z = f 0(2b� a)d'un segment 
ontenant y. Elles sont don
 
ontenues dans un même appartementf 00 par le lemme 1.13, ave
 f 00(a) = x et f 00(b) = y. L'appartement marqu�e f 00
o��n
ide ave
 f 0 en a et sur b + F, don
 sur a+ F et ave
 f sur b � F. Don
 f etf 0 
o��n
ident sur �(a; b) = (a+ F) \ (b� F).2.5. Isom�etries pr�eservant le type des segments.Lemme 2.15. Soit g une appli
ation d'une partie B de A dans � isom�etrique,pr�eservant le type des segments. Alors pour tous points a, b dans B, l'appli
ation g
o��n
ide sur (l'interse
tion ave
 B de) l'enveloppe 
onvexe de Weyl de fa; bg ave
tout appartement marqu�e f tel que f(a) = g(a) et f(b) = g(b).Preuve. Supposons pour simpli�er que le ve
teur b � a est dans la 
hambrede Weyl ferm�ee fondamentale C et soit F la fa
ette ve
torielle ouverte de C le
ontenant. Soit 
 un point de B dans �(a; b), 
'est-�a-dire tel que les ve
teurs 
� aet b � 
 sont dans F. Notons x, y et z les images de a, b et 
 par g. D'apr�es lelemme 1.18, le segment [y; z℄ admet une subdivision �nie y0 = y, y1; : : : , ym = zdont 
haque sous-segment est in
lus dans un appartement 
ontenant x. On supposem minimal.Soit f un appartement marqu�e tel que x = f(a), y = f(b) et y1 = f(b1) ave
b1 2 A . On a �[y; y1℄ = ��[y; z℄ ave
 � 2℄0; 1℄, don
 le segment [b; b1℄ est de type��[b; 
℄. De plus ^b(a; b1) = ^y(x; z) � êy(x; z) = ^b(a; 
).Or pour tous ve
teurs u; v de F, il n'est pas diÆ
ile de voir que v est l'uniqueve
teur de Wv tel que ^(u; v) est minimal.On a don
 n�e
essairement que b1 � b = �(
 � b) et don
 que b1 est le point
orrespondant �a y1 sur le triangle de 
omparaison a; b; 
 pour le triangle x; y; z de�. Si m > 1, en appliquant 
e même raisonnement �a un appartement marqu�ef 0 tel que x = f 0(a), y1 = f 0(b) et y2 = f 0(b2) ave
 b2 2 A , on obtient queb2 � b1 = �2(
 � b1) ave
 �2 2℄0; 1℄, don
 que b2 2 �(a; b1). Don
, 
omme f et f 0
o��n
ident sur �(a; b1), on a f(b2) = y2, 
e qui 
ontredit la minimalit�e de m. On adon
 m = 1, y1 = z, � = 1 et b1 = 
, d'o�u f(
) = z, 
e qui 
on
lut.Corollaire 2.16. Une appli
ation g de A dans � est une isom�etrie pr�eservantle type des segments si et seulement si g est une limite indu
tive d'appartementsmarqu�es, 
'est-�a-dire qu'elle 
o��n
ide ave
 un appartement marqu�e sur toute partieborn�ee de A .Preuve. Soit B une partie born�ee de A . Il existe a et b dans A tels que leurenveloppe 
onvexe de Weyl �(a; b) 
ontient B. Si g est une isom�etrie pr�eservantle type des segments, elle 
o��n
ide ave
 un appartement marqu�e sur �(a; b) par laproposition 
i-dessus, don
 sur B.



22 ANNE PARREAU2.6. Le syst�eme maximal d'appartements.Proposition 2.17. Soit (�;A) un immeuble aÆne model�e sur (A ;W ). Il exis-te un unique syst�eme d'appartements A 
ontenant A et maximal pour l'in
lusion. Ilest form�e de toutes les appli
ations g de A dans � qui sont des isom�etries pr�eservantle type des segments, ou, de mani�ere �equivalente, des limites indu
tives d'�el�ementsde A.Preuve. Il est 
lair que tout syst�eme d'appartements 
ontenant A est form�ed'isom�etries de A dans � pr�eservant le type des segments, don
 in
lus dans A.Montrons que (�;A) est bien un immeuble aÆne. Les axiomes (A1) et (A2) etles propri�et�es (A3') et (GG) sont ais�ement v�eri��es, 
ar les �el�ements de A sont deslimites indu
tives d'�el�ements de A, don
 par d�e�nition 
o��n
ident ave
 un �el�ementde A dans tout born�e de �. Montrons la propri�et�e (CO), 
e qui 
on
lut d'apr�es leth�eor�eme 1.21.Soient C et C 0 deux 
hambres de Weyl de (�;A), de même sommet x, oppos�eesen x. Soient f et f 0 dansA tels que C = f(a+C), C 0 = f 0(a�C) et f(a) = f 0(a) = xave
 a 2 A . Soient b dans C et n un entier. Soit gn dans A tel que gn(a + nb) =f(a+ nb) = yn et gn(a� nb) = f 0(a� nb) = y0n. Comme C et C 0 sont oppos�ees enx, le point x est le milieu du segment joignant yn �a y0n, don
, par l'axiome (A2),gn(a) = x. Comme f et f 0 sont des isom�etries pr�eservant le type des segments, parle lemme 2.15, on a que gn 
o��n
ide ave
 f sur �(a; a+nb) et ave
 f 0 sur �(a�nb; a).De plus, pour tout p � n, on a que gn 
o��n
ide ave
 gp sur Bn = �(a� nb; a+ nb).Toute partie born�ee de A est in
luse dans Bn pour n assez grand, don
 la suite(gn) admet une limite indu
tive g 2 A qui 
o��n
ide ave
 f sur a+C et ave
 f 0 sura�C, 
e qui 
on
lut.Proposition 2.18. Le syst�eme d'appartement est maximal si et seulement sitout rayon g�eod�esique et toute g�eod�esique est 
ontenu dans un appartement.Preuve. Soit A0 un syst�eme d'appartements 
ontenant A et f 2 A0. Soitv 2 C. Si la g�eod�esique t 7! f(tv) est 
ontenue dans l'image d'un appartementmarqu�e g de A, qu'on peut 
hoisir �egal �a f sur Rv par les axiomes (A1) et (A2)pour A0, alors f et g 
o��n
ident sur �(�tv; tv) pour tout t (par la proposition 2.14),don
 sur A , et f 2 A, 
e qui prouve une des deux impli
ations.Supposons que le syst�eme d'appartements est maximal. Comme deux 
hambresde Weyl oppos�ees en un point sont 
ontenues dans un même appartement, il suÆtde le montrer pour un rayon g�eod�esique r : [0;+1[�! �. Notons x = r(0), etpour tout n entier yn = r(n). Soient a dans A et b = �[x; y1℄ dans une fa
etteouverte F de la 
hambre de Weyl fondamentale C. Alors, pour tout n, il existe unappartement marqu�e fn tel que fn(a + nb) = yn et fn(a) = x. Par le lemme 1.13,on peut même 
hoisir fn 
o��n
idant ave
 f1 sur a � D, o�u D est la r�eunion des
hambres de Weyl ve
torielles ferm�ees de A 
ontenant la fa
ette �F.Pour tout p � n, on a alors que fp 
o��n
ide ave
 fn sur l'enveloppe 
onvexe Bnde a + nb et a �D dans A . Toute partie born�ee de A est in
luse dans Bn pour nassez grand, don
 la suite (fn) admet une limite indu
tive f , qui est un appartementmarqu�e 
ar le syst�eme d'appartements est 
los par limite indu
tive. L'image de f
ontient x et yn pour tout n, don
 le rayon r.Rappelons que le bord �A de A d�esigne la sph�ere unit�e de A , munie de ladistan
e angulaire (qui s'identi�e au bord de A 
omme espa
e m�etrique CAT(0)),
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ation 
anonique de l'espa
e ve
toriel A priv�e du ve
teur nul dans �A .Rappelons �egalement que le 
omplexe simpli
ial �1 est marqu�e par le type � :�1 �! �1�C, o�u �1�C est l'ensemble des bords �F des fa
ettes F non r�eduites �af0g de la 
hambre de Weyl ve
torielle fondamentale C.La r�ealisation g�eom�etrique model�ee sur (�A ;W ) de l'immeuble sph�erique 
om-binatoire abstrait �1 est l'ensemble X = f(f; x); f 2 �1; x 2 �(f)g, munide l'unique distan
e faisant des inje
tions 
anoniques �A �! X induites par lesappartements de �1 des isom�etries.On notera que 
ette r�ealisation g�eom�etrique est la même que la r�ealisationg�eom�etrique standard du 
omplexe simpli
ial �1 (voir par exemple [Ron℄) si etseulement si (A ;W ) est essentiel (n'a pas de fa
teur trivial). Dans le 
as 
ontraire,on prendra garde que les 
hambres de 
ette r�ealisation g�eom�etrique ne sont pas dessimplexes sph�eriques, mais leur joint sph�erique ave
 la sph�ere bordant le fa
teurtrivial de A , la r�ealisation g�eom�etrique elle-même �etant alors le joint sph�erique de
ette sph�ere triviale et de la r�ealisation g�eom�etrique standard.L'axiome (A4) et la proposition 
i-dessus entrâ�nent le 
orollaire suivant.Corollaire 2.19. Soit (�;A) un immeuble aÆne model�e sur (A ;W ). No-tons �1� le bord de � 
omme espa
e m�etrique CAT(0) (voir paragraphe 2.3). Lar�ealisation g�eom�etrique model�ee sur (�A ;W ) de l'immeuble sph�erique �1 �a l'in�nide � est isom�etrique au sous-espa
e (
onvexe) de �1� , form�e par les extr�emit�esdes rayons 
ontenus dans un appartement, muni de la distan
e induite par la dis-tan
e de Tits (voir par exemple [BrHa℄ pour sa d�e�nition) sur �1�.Dans le 
as o�u le syst�eme d'appartements est maximal, le bord de � 
ommeespa
e m�etrique CAT(0) est don
 la r�ealisation g�eom�etrique model�ee sur (�A ;W )de l'immeuble sph�erique �1.2.7. La d�e�nition de Kleiner-Leeb. B. Kleiner et B. Leeb ont d�evelopp�edans [KlLe℄ une d�e�nition g�eom�etrique des immeubles aÆnes 
omplets. On donne
i-dessous leur d�e�nition, l�eg�erement modi��ee pour englober le 
as non 
omplet.D�efinition 2.20. Soit � un espa
e m�etrique CAT(0) v�eri�ant la propri�et�esuivante : de tout point est issu un rayon g�eod�esique asymptote �a un rayon donn�e.Soit A une 
olle
tion invariante par pr�e
omposition par W d'isom�etries de A dans� appel�ees 
artes, dont les images sont appel�ees appartements. On dit que (�;A)est un immeuble aÆne au sens de Kleiner-Leeb model�e sur (A ;W ) si les propri�et�essuivantes sont v�eri��ees.(EB3): Tout segment, rayon g�eod�esique et g�eod�esique est 
ontenu dans unappartement.(EB4): Les 
hangements de 
artes sont induits par des �el�ements de W .En parti
ulier (�;A) v�eri�e don
 les axiomes (A1),(A2) et (A3) de la se
tion1.2, et le type � des segment est bien d�e�ni (
f. paragraphe 1.3.1). On requiertpour tous x, y, z dans � que(EB2) Rigidit�e des angles.: L'angle ^x(y; z) est dans l'ensemble �ni, not�eD(�[x; y℄;�[x; z℄), des valeurs prises par l'angle entre un ve
teur de A demême type que le segment [x; y℄ et un ve
teur de A de même type que lesegment [x; z℄.Proposition 2.21. La paire (�;A) est un immeuble aÆne au sens de Kleiner-Leeb si et seulement si 
'est un immeuble aÆne au sens de Tits ave
 A maximal.



24 ANNE PARREAUPreuve. Soit (�;A) un immeuble aÆne, ave
 A maximal. Alors par d�e�nitionde la m�etrique 
anonique d sur � (voir 1.2), les appartements marqu�es sont desisom�etries et � est alors un espa
e m�etrique CAT(0) (
f. Prop. 2.10). Montronsque de tout point y est issu un rayon g�eod�esique asymptote �a un rayon r donn�e.Par la proposition 2.18, le rayon r est in
lus dans un appartement don
 de la formet 7! f(a+ tv) ave
 f 2 A, a 2 A et v dans une fa
ette F de C. Par le 
orollaire 1.9,il existe une fa
ette de sommet y asymptote �a la fa
ette f(a+F), don
 (voir Prop.1.5) f 0 2 A et a0 2 A tels que la distan
e entre f(a+ �) et f 0(a0 + �) est born�ee surF. Le rayon t 7! f 0(a0 + tv) est don
 asymptote �a r, don
 
onvient.Comme deux segments issus de x ont des sous-segments issus de x 
ontenusdans un même appartement (par la propri�et�e (GG)), l'axiome (EB2) est 
lair, etl'axiome (EB3) est v�eri��e d'apr�es l'axiome (A3) et la proposition 2.18.Don
 � est bien un immeuble aÆne au sens de Kleiner-Leeb.Si � est un immeuble aÆne au sens de Kleiner-Leeb, on a les axiomes (A1),(A2) (
ar les appartements sont des 
onvexes ferm�es de �) et (A3). Si (�;A) estun immeuble aÆne au sens de Tits, alors A est n�e
essairement maximal d'apr�es laproposition 2.18.D'apr�es le th�eor�eme 1.21, il suÆt de voir que les propri�et�es (CO) et (GG)sont v�eri��ees. Cela d�e
oule des lemmes suivants de [KlLe℄, dont les d�emonstrationsn'utilisent que les propri�et�es �enon
�ees dans la d�e�nition 
i-dessus.Lemme 2.22. [KlLe, Lemma 4.1.2℄ Deux segments issus d'un point x ont dessous-segments non triviaux issus de x bordant un triangle plat (si 
es deux segmentssont oppos�es, 
e triangle est d�eg�en�er�e) .L'espa
e Æx� des dire
tions en x de � 
omme espa
e m�etrique CAT(0) (voirse
tion 2.3), muni de la distan
e angulaire ^x, est don
 �egal �a l'espa
e des germesde segments issus de x. On a une appli
ation 
anonique Æx : �� fxg �! Æx� qui�a y asso
ie le germe du segment xy.Lemme 2.23. [KlLe, Lemmas 3.4.1, 3.4.2℄ Si C est une 
hambre de Weylouverte de � de sommet x, alors son image par Æx est un ouvert de Æx�.Deux 
hambres de Weyl C et C 0 de même sommet x ont leurs images par Æxdisjointes ou �egales .Notons que, 
omme une 
hambre de Weyl est l'enveloppe 
onvexe de ses fa
ettesde dimension 1, qui sont des rayons g�eod�esiques, en nombre �ni, deux 
hambres deWeyl de sommet x qui ont même image par Æx ont même germe en x (i.e. 
o��n
identsur un voisinage de x).Montrons maintenant que la propri�et�e (CO) est v�eri��ee. Soient C et C 0 deux
hambres de Weyl de sommet x, oppos�ees en x. Soit � une g�eod�esique telle que�(0) = x, �(R+ ) � C et �(R� ) � C 0. D'apr�es (EB3), il existe un appartement A
ontenant �. D'apr�es le lemme suivant, A 
ontient n�e
essairement C et C 0, 
e qui
on
lut.Lemme 2.24. Deux 
hambres de Weyl ouvertes C et C 0 de même sommet x,
ontenant un même rayon g�eod�esique r issu de x, 
o��n
ident.Preuve. L'interse
tion C 0 \ C est 
onvexe et ferm�ee dans C et 
ontient r.Pour tout y dans 
ette interse
tion, notons Cy et C 0y les sous-
hambres de Weylrespe
tives de C et C 0 de sommet y et ry le rayon de C parall�ele �a r issu de y, qui estin
lus dans C \C 0 par 
onvexit�e. D'apr�es le lemme 2.23 
i-dessus, les 
hambres de



IMMEUBLES AFFINES 25Weyl ouvertes Cy et C 0y, qui 
ontiennent ry, ont même germe, don
 
o��n
ident surun voisinage de y. Par 
ons�equent C 0 \C 
ontient un voisinage de y par 
onvexit�e,don
 
'est un ouvert. On en 
on
lut que C = C 0.Montrons en�n que la propri�et�e (GG) est v�eri��ee (on reprend les argumentsde la d�emonstration de [KlLe, Prop. 3.5.1℄). Soient C et C 0 deux 
hambres deWeyl ouvertes de sommet x, et y et z deux points respe
tifs de C et C 0. D'apr�esle lemme 2.22, on peut supposer que le triangle x, y, z est plat. On peut supposerque ^x(y; z) < � (quitte �a 
hanger z). L'image par Æx du segment [y; z℄ est alorsun segment g�eod�esique � de Æx� pour la distan
e angulaire ^x.Comme le germe de 
hambre ÆxC 0 est un ouvert (par le lemme 2.23), il 
ontient� au voisinage de Æxz. On peut don
 prolonger � dans un germe d'appartement
ontenant ÆxC 0 en une g�eod�esique, jusqu'�a un point Æxy0 tel que ^x(y; y0) = �. SoitA un appartement 
ontenant le segment [y; y0℄. D'apr�es le lemme 2.23 
i-dessus, l'ap-partement A 
ontient un germe de C. Comme ÆxC est un ouvert de Æx�, il 
ontientÆxz0 pour z0 2 ℄y; z℄ suÆsamment pro
he de y. Don
 ÆxA 
ontient la g�eod�esiqueÆx([z0; y0℄) qui 
ontient Æxz par uni
it�e de la g�eod�esique entre deux points de Æx� �adistan
e angulaire stri
tement inf�erieure �a �.Don
 A 
ontient ÆxC 0 par le lemme 2.23, 
e qui 
on
lut.On suppose d�esormais que le syst�eme d'appartements de � est maximal. Laproposition suivante et le prin
ipe de sa d�emonstration sont extraits de [KlLe℄.Proposition 2.25. [KlLe, Prop. 4.6.1, Corollary 4.6.2℄ Tout sous-espa
e Etotalement g�eod�esique, eu
lidien, de � est in
lus dans un appartement. Les appar-tements sont don
 les sous-espa
es totalement g�eod�esiques eu
lidiens de dimensionmaximale. Une isom�etrie de � envoie don
 un appartement sur un appartement.Preuve. Soient x un point de E et 
 une g�eod�esique de E d'origine x telle que,si u 2 C est le type du segment [
(0); 
(1)℄, la dimension de la fa
ette ve
torielleouverte F de A 
ontenant u est maximale. Soit " l'angle minimal dans A entre leve
teur u et la r�eunion des fa
ettes ve
torielles ferm�ees de A de dimension inf�erieureou �egale �a 
elle de F, di��erentes de F. On a " > 0.Soit A un appartement 
ontenant 
. L'interse
tion de A et de E est un 
onvexeferm�e dans A et dans E. Soit r un rayon de E issu de x tel que l'angle en x entrer et 
 est stri
tement inf�erieur �a ". Montrons que r est in
lus dans A.Supposons qu'au 
ontraire, l'ensemble des r�eels positifs t tels que r(t) est dansA, qui est un intervalle ferm�e de R+ 
ontenant 0, est de la forme [0; s℄ ave
 s �ni(�eventuellement nul). Soit 
0 la g�eod�esique de E parall�ele �a 
, issue de r(s). Comme
0 est in
luse dans l'enveloppe 
onvexe ferm�ee de r(s) et 
 dans l'espa
e eu
lidienE, elle est �egalement in
luse dans A. On en d�eduit que le type dans C du segment[
0(0); 
0(1)℄ est u. Comme E est eu
lidien, l'angle en r(s) entre r et 
0 est �egal �al'angle en x entre r et 
, don
 stri
tement inf�erieur �a ". Les rayons r et 
0 sontinitialement 
ontenus dans un appartement. Il existe don
 un appartement marqu�ef , un ve
teur v unitaire de A et un r�eel stri
tement positif �, tels que f(0) = r(s),f(�u) = 
0(�) et f(�v) = r(s + �). Soit F0 la fa
ette ve
torielle de A 
ontenant v.Comme v est de même type dans C que le segment [r(0); r(1)℄, la dimension deF0 est inf�erieure ou �egale �a 
elle de F d'apr�es l'hypoth�ese faite sur 
. Or l'angledans A entre u et v est stri
tement inf�erieur �a ". On en d�eduit que F0 = F, pard�e�nition de ", don
 que �v appartient �a F. Or l'enveloppe 
onvexe de Weyl de ladroite Ru de A est �egale au sous-espa
e ve
toriel engendr�e par F. Par 
ons�equent



26 ANNE PARREAUl'image de �v par f , qui est r(s + �), appartient �a tout appartement 
ontenant 
0(par la proposition 2.14), don
 dans A, 
e qui est impossible.Nous avons don
 obtenu que A 
ontient la g�eod�esique 
 et le 
ône ouvert de Ede sommet x, 
entr�e sur le rayon 
(R+ ) et d'angle " > 0, don
 A 
ontient E toutentier par 
onvexit�e.Rappelons qu'un immeuble 
ombinatoire est dit �epais si 
ha
une de ses fa
ettesde 
odimension 1 borde au moins 3 
hambres distin
tes.Une g�eod�esique de � est dite r�eguli�ere (resp. singuli�ere) si son type de dire
tionest dans l'int�erieur (resp. dans le bord) de la 
hambre de Weyl ve
torielle ferm�eefondamentale C de A . Une g�eod�esique r�eguli�ere est 
ontenue dans un unique ap-partement de � (
ela r�esulte de la proposition 2.14). Si �1 est �epais, la r�e
iproqueest vraie, 
omme le montre la proposition suivante.Proposition 2.26. L'immeuble sph�erique �a l'in�ni �1 est �epais si et seule-ment si les g�eod�esiques r�eguli�eres sont exa
tement 
elles qui sont 
ontenues dansun unique appartement de �.Preuve. Si toute g�eod�esique singuli�ere est 
ontenue dans au moins deux ap-partements distin
ts de �, alors tout mur de �1 est 
ontenu dans au moins deuxappartements distin
ts de �1, don
 borde au moins 3 demi-appartements distin
ts,
e qui entrâ�ne que �1 est �epais.R�e
iproquement, supposons l'immeuble sph�erique �a l'in�ni �1 �epais. Touteg�eod�esique singuli�ere r est 
ontenue dans un mur M de � 
ontenu dans un appar-tement A. Le bord �a l'in�ni M(1) de M est un mur de l'immeuble sph�erique �epais�1, don
 il existe un demi-appartement �a l'in�ni h bord�e par M(1) non in
lusdans l'appartement �a l'in�ni A(1). Soient a1 et a2 les deux demi-appartementsde A(1) bord�es par M(1). Pour i = 1; 2, soit Ai l'appartement de � de bord�a l'in�ni l'appartement ai [ h de �1. L'axiome (A5) entrâ�ne que l'un des deuxappartements A1, A2 (distin
ts de A) 
ontient le murM , don
 la g�eod�esique r.Proposition 2.27. Supposons l'immeuble sph�erique �a l'in�ni �1 �epais. Alorstoute isom�etrie de � pr�eserve les 
hambres de Weyl.Preuve. Soit g une isom�etrie de �. D'apr�es la proposition 2.25, l'image d'unappartement par g est un appartement. Par 
ons�equent, 
omme �1 est �epais, laproposition 2.26 entrâ�ne que g pr�eserve les g�eod�esiques singuli�eres.Soit A un appartement de �. Les 
hambres de Weyl de A de sommet un pointx donn�e sont les 
omposantes 
onnexes du 
ompl�ementaire dans A de la r�euniondes g�eod�esiques singuli�eres de A passant par x. On en d�eduit que l'image par gd'une 
hambre de Weyl de A est une 
hambre de Weyl de l'appartement g(A).3. Constru
tion de l'immeuble de GLn(F).La lettre F d�esigne un 
orps muni d'une valuation v : F� �! R �a valeurs r�eelles.On note j:j = exp(�v(:)) la valeur absolue ultram�etrique sur F asso
i�ee �a v et �le sous-groupe additif de R form�e par les valeurs prises par la valuation. Le 
orpsF est muni de la topologie induite par la valeur absolue. On note O l'anneau devaluation de F, d�e�ni par O = fa 2 F; jaj � 1g. On note V un espa
e ve
toriel surF de dimension �nie n, muni de la topologie induite par 
elle de F. On note PVl'espa
e proje
tif de V . On note �n le groupe des permutations de f1; : : : ; ng.



IMMEUBLES AFFINES 273.1. Normes ultram�etriques. Dans 
ette se
tion, apr�es avoir donn�e les d�e-�nitions de base autour des normes ultram�etriques, nous montrerons quelquesr�esultats te
hniques sur 
es normes qui serviront �a v�eri�er les axiomes pour l'im-meuble de GLn(F).D�efinition 3.1. On dit qu'une appli
ation � : V �! R+ est une normeultram�etrique sur V si elle v�eri�e{ �(v) = 0 si et seulement si v = 0.{ �(av) = jaj �(v) pour tous a 2 F et v 2 V .{ �(u+ v) � max (�(u); �(v)) pour tous u; v 2 V .On note N l'ensemble des normes ultram�etriques sur V . On d�e�nit un ordrepartiel sur les normes ultram�etriques par� � �0 si et seulement si �(v) � �0(v) pour tous v 2 V:Le groupe G = GL(V ) agit naturellement sur l'ensemble N des normes ultra-m�etriques par pr�e
omposition, ave
 g:� = � Æ g�1 pour tout g dans G et pour toutenorme ultram�etrique �.Soit F = (V1; : : : ; Vm) une d�e
omposition de V , 
'est-�a-dire une suite de sous-espa
es ve
toriels non nuls de V telle que V = Lmi=1 Vi. On dit qu'une normeultram�etrique � est adapt�ee �a la d�e
omposition F de V si �(v1 + � � � + vm) =supi=1:::m �(vi) pour tous v1 2 V1; : : : ; vm 2 Vm. Dans 
e 
as � est bien sûr�egalement adapt�ee �a toute permutation de la d�e
omposition F , et pour toute nor-me ultram�etrique �0, on a alors �0 � � si et seulement si �0 � � en restri
tion �a
haque Vi pour tout entier i 
ompris entre 1 et m. Si �i est une norme ultram�etriquesur Vi pour i = 1; : : : ; n, alors il existe une unique norme ultram�etrique � sur Vadapt�ee �a la d�e
omposition F 
o��n
idant ave
 �i sur Vi pour tout entier i 
omprisentre 1 et m.Si m = n, alors F est un simplexe de PV (n points en position g�en�erale)et on dit que F est une 
roix de V . Soit E = (e1; : : : ; en) une base de V . SiF = (Fe1 ; : : : ; Fen ), on dit que E est une base de F et que F est la 
roix asso
i�ee �aE . On dit que la base E est adapt�ee �a une norme ultram�etrique � si la 
roix asso
i�ee�a E l'est, 
'est-�a-dire quand pour tous a1; : : : ; an 2 F on a�( nXi=1 aiei) = supi=1:::n jaij �(ei):Pour toute norme ultram�etrique �0, on a alors �0 � � si et seulement si�0(ei) � �(ei) 8i 2 f1; : : : ; ng:On dit qu'une norme ultram�etrique � est adaptable s'il existe une base de Vadapt�ee �a �. Dans le 
as o�u le 
orps F est lo
alement 
ompa
t, toutes les normesultram�etriques sont adaptables (voir [GoIw℄).Remarque. Le vo
abulaire utilis�e est l�eg�erement di��erent de 
elui de [BrTi2℄.Les normes de [BrTi2℄ 
orrespondent aux logarithmes de nos normes ultram�etri-ques, et nos termes \adapt�ee", \adaptable" 
orrespondent aux termes \s
ind�ee",\s
indable" de [BrTi2℄.Lemme 3.2. Soient � une norme ultram�etrique adaptable, et E = (e1; : : : ; en)une base de V adapt�ee �a �. Soit g 2 G de matri
e (gij)1�i;j�n dans la base E. Alors



28 ANNE PARREAUon a jgij j � �(gej)�(ei) 8i; j 2 f1; : : : ; ng(1)et jdet gj nYi=1 �(ei) � nYj=1 �(gej):(2) Preuve. Comme � admet e1; : : : ; en pour base adapt�ee, on a�(gej) = �( nXi=1 gijei) = supi=1:::n jgij j �(ei) 8j 2 f1; : : : ; ngd'o�u (1). Alors pour toute permutation � 2 �n, on anYj=1 ��g�(j)j �� � Qnj=1 �(gej)Qni=1 �(ei)d'o�u (2), 
ar det g = P�2�n �(�) nQj=1 g�(j)j et don
jdet gj � sup�2�n nYj=1 ��g�(j)j �� � Qnj=1 �(gej)Qni=1 �(ei) :(3) Corollaire 3.3 (Changement de base adapt�ee.). Soient E et E 0 deux bases deV et g 2 G tel que gE = E 0. Alors il existe une permutation � dans �n telle quepour toute norme ultram�etrique � adapt�ee �a la fois �a E et �a E 0 on anYi=1 �(e0i) = jdet gj nYi=1 �(ei)(4)et �(e0j) = ��g�(j)j �� �(e�(j)) 8j 2 f1; : : : ; ng:(5) Preuve. Soit � une norme ultram�etrique adapt�ee �a E et �a E 0. On applique lelemme 3.2 �a E et g puis �a E 0 et g�1, et on obtient (4). Par 
ons�equent, les in�egalit�esde (3) sont des �egalit�es, en parti
ulier on a jdet gj = sup�2�n ��Qjg�(j)j��, et il existedon
 une permutation � telle quenYj=1 ��g�(j)j �� = jdet gj = nYj=1 �(e0j)�(e�(j)) 8j 2 f1; : : : ; ng:Or d'apr�es (1), on a ��g�(j)j �� � �(e0j )�(e�(j)) pour tout j, d'o�u l'�egalit�e pour 
haque j,
'est-�a-dire (5).Corollaire 3.4 (Stabilisateur d'une norme ultram�etrique). Soit � une nor-me ultram�etrique adapt�ee �a une base E de V . Un �el�ement g de G �xe � si etseulement si max�jgij j ; ��gij��	 � �(ej)�(ei) 8i; j 2 f1; : : : ; ng



IMMEUBLES AFFINES 29ou, de mani�ere �equivalentejdet gj = 1 et jgij j � �(ej)�(ei) 8i; j 2 f1; : : : ; ngo�u (gij) et (gij) sont les matri
es respe
tivement de g et de g�1 dans la base E.Preuve. Comme E est adapt�ee �a �, on a � � g:� si et seulement si g�1:� � �si et seulement si �(gej) � �(ej) pour tout entier j 
ompris entre 1 et n. Or�(gej) = supi=1:::n jgij j �(ei) pour tout entier j 
ompris entre 1 et n, don
 � � g:� siet seulement si jgij j � �(ej)�(ei) 8i; j 2 f1; : : : ; ng:De plus, si g 
onserve �, alors jdet gj = 1 d'apr�es (4) appliqu�e �a E 0 = gE . En�n,supposons que jdet gj = 1 et que pour tous i; j on a jgij j � �(ej )�(ei) . Soient i et j deuxentiers 
ompris entre 1 et n. Alors, 
omme gij est �egal, au signe pr�es, au d�eterminantde la matri
e extraite de la matri
e (gij)1�i;j�n obtenue en supprimant la ligne jet la 
olonne i, on a ��gij�� � Qk 6=i �(ek)Qk 6=j �(ek) = �(ej )�(ei) .3.2. D�e�nition de l'immeuble de GL(V ). On dira que deux normes ultra-m�etriques � et �0 sont homoth�etiques s'il existe un r�eel stri
tement positif r tel que�0 = r�. On appelle 
lasse (d'homoth�etie) de � et on note [�℄ l'ensemble des normesultram�etriques homoth�etiques �a �.Normalisation : On �xe un d�eterminant det sur V n (i.e. une forme n-lin�eairealtern�ee non nulle sur V ). Remarquons que pour toute base E = (e1; : : : ; en) deV , la base � 1detE e1; : : : ; en� est de d�eterminant 1. Soit � une norme ultram�etri-que adaptable. Soit (e1; : : : ; en) une base adapt�ee �a �, de d�eterminant 1. D'apr�esl'�egalit�e (4) du 
orollaire 3.3, la quantit�evol(�) = Qni=1�(ei)qu'on appellera le volume de �, est ind�ependante du 
hoix de la base (e1; : : : ; en)de d�eterminant 1 adapt�ee �a � (
ar la matri
e de passage d'une telle base �a une autreest de d�eterminant 1). On a vol(r�) = rnvol(�) pour tout r�eel stri
tement positif r.Don
 pour toute norme ultram�etrique adaptable �, il existe une unique norme ultra-m�etrique homoth�etique �a � de volume 1. On a �egalement vol(g:�) = jdet gj�1 vol(�)pour tout g 2 G.3.2.1. Points et a
tion de G. On 
onsid�ere l'ensemble � des 
lasses d'ho-moth�etie des normes ultram�etriques adaptables sur V , qu'on peut repr�esenter parl'ensemble des normes ultram�etriques adaptables de volume 1.On appelle norme ultram�etrique asso
i�ee �a une base E = (e1; : : : ; en) de V , eton note �E , l'unique norme ultram�etrique sur V adapt�ee �a la base E et valant 1 surE (i.e. on a �E( nPi=1aiei) = supi=1���n jaij pour tous a1; : : : ; an 2 F). Remarquons que
es normes ultram�etriques sont exa
tement les normes ultram�etriques adaptables�a valeurs dans l'ensemble des valeurs possibles de la valeur absolue sur le 
orpsde base F. Les 
lasses d'homoth�eties de 
es normes ultram�etriques sont appel�eessommets de �. Si la valuation n'est pas surje
tive, il existe des points dans � quine sont pas des sommets.L'a
tion naturelle du groupe G = GL(V ) sur l'ensemble des normes ultram�etri-ques induit une a
tion de G sur l'ensemble �. Le 
entre Z(G) = faId; a 2 F�g de G



30 ANNE PARREAUagit trivialement sur �, don
 l'a
tion se fa
torise �a travers la proje
tion 
anoniquep : G �! PG = PGL(V ) = G=Z(G).On a g:�E = �gE pour tout g dans G. Le groupe G agit don
 transitivement surl'ensemble des sommets de � (
ar transitivement sur les bases de V ).Un �el�ement g de G de d�eterminant de valeur absolue 1 �xe un point [�℄ de� si et seulement s'il �xe la norme ultram�etrique � (
ar g 
onserve le volume desnormes ultram�etriques) ou, de mani�ere �equivalente, si pour tous i; j 2 f1; : : : ; ng ona jgij j � �(ej)�(ei) , o�u (gij)1�i;j�n est la matri
e de g dans la base E (
f. Corollaire 3.4).En parti
ulier, l'�el�ement g �xe le sommet [�E ℄ asso
i�ee �a la base E si et seulement sisa matri
e dans la base E est dans GLn(O). Si un �el�ement g de G, de d�eterminantquel
onque, �xe le sommet [�E ℄, alors il existe a dans F� tel que �E Æ g�1 = jaj �E(
ar �E est �a valeurs dans l'ensemble des valeurs possibles de la valeur absolue surF). On a alors que ag 
onserve �E , don
 ag appartient �a GLn(O). On a don
 queStabPG[�E ℄ = PGLn(O)3.2.2. Appartements. Soit � une norme ultram�etrique adapt�ee �a une 
roix F =(V1; : : : ; Vn). On 
onsid�ere l'appli
ation ��;F de Rn dans l'ensemble des normesultram�etriques qui �a un n-uplet (�1; : : : ; �n) asso
ie l'unique norme ultram�etrique�0 adapt�ee �a la 
roix F telle que �0 = e��i� sur Vi pour i = 1 : : : n. L'appli
ation��;F est inje
tive et passe au quotient en une appli
ation inje
tive f[�℄;F de A =Rn=R(1;:::;1) dans �, ne d�ependant que de la 
lasse de �, appel�ee appartement marqu�epassant par x = [�℄ asso
i�e �a la 
roix F . L'image de f[�℄;F dans � est l'ensembledes 
lasses des normes ultram�etriques adapt�ees �a F . Elle est appel�ee appartementasso
i�e �a la 
roix F et not�ee AF . On note A l'ensemble des appartements marqu�es.Pour tout �el�ement g de G, on a g:f[�℄;F = f[g:�℄;gF don
 G 
onserve le syst�emed'appartements marqu�es et agit transitivement sur les appartements (non marqu�es)(
ar G agit transitivement sur les 
roix de V ). Si g permute les sous-espa
es ve
to-riels d'une 
roix F , alors g stabilise l'appartement asso
i�e.Si E = (e1; : : : ; en) est une base de V , on note FE = (Fe1 ; : : : ; Fen ) la 
roixasso
i�ee �a E . On note �E = ��E ;FE et fE l'appartement marqu�e f�E ;FE induit, ditasso
i�e �a E . Notons que si a 2 G a pour matri
e dans la base E la matri
e diagonaleDiag(a1; : : : ; an), alors a:�E = �E(log ja1j ; : : : ; log janj). On a g:fE = fgE pour toutg dans G, don
 G agit transitivement sur les appartements marqu�es asso
i�es auxbases de V (qui sont exa
tement les appartements marqu�es passant en l'origine parles sommets de �).Les sommets de � qui sont dans l'appartement asso
i�e �a une 
roix F sontexa
tement les images par l'appartement marqu�e asso
i�e �a une base E de la 
roixF des points de A = Rn=R(1;:::; 1) provenant de �n, o�u � est le sous-groupe additifde R form�e par les valeurs prises par la valuation de F. Si la valuation est dis
r�ete(resp. dense), l'ensemble des sommets est dis
ret dans 
haque appartement (resp.dense). Si elle est surje
tive, alors tout point de � est un sommet, et en parti
ulierG agit alors transitivement sur �.3.2.3. Points �xes dans un appartement.Proposition 3.5. Soit g un �el�ement de G tel que jdet gj = 1. Soit E une basede V . L'ensemble des points �xes de g dans l'appartement asso
i�e �a E est l'imagepar fE du poly�edre de Weyl de A suivant,f� 2 A j 8i; j 2 f1; : : : ; ng; �j � �i � v(gij)g(6)o�u (gij)1�i;j�n est la matri
e de g dans la base E.



IMMEUBLES AFFINES 31Preuve. Soit � 2 A . On a g:fE(�) = fE(�) si et seulement si g:�E(�) = �E(�)(
ar g 
onserve le volume des normes ultram�etriques) si et seulement si�j � �i � v(gij) 8i; j 2 f1; : : : ; ngd'apr�es le 
orollaire 3.4.On peut en d�eduire en parti
ulier qu'un �el�ement g de G de d�eterminant 1 �xel'appartement asso
i�e �a une 
roix F de V point par point si et seulement si lamatri
e de g dans une base E de F est diagonale.Comme une partie de A de la forme f� 2 A j 8i; j 2 f1; : : : ; ng; �j ��i � �ijg,non vide, ave
 �ij dans � = v(F� ) ou �ij = +1, 
ontient n�e
essairement un �el�ementde [�n℄, nous pouvons d�eduire de 
ette proposition qu'un �el�ement (et même un sous-groupe de type �ni) de G de d�eterminant de valeur absolue 1 qui �xe un point �xen�e
essairement aussi un sommet, et, dans une base de V , sa matri
e appartientdon
 �a GLn(O).3.2.4. La stru
ture mod�ele. L'espa
e A = Rn=R(1;:::;1) est muni d'une stru
turenaturelle d'espa
e ve
toriel eu
lidien. On l'identi�era �a l'orthogonal dans Rn de ladroite R(1; : : : ; 1), 
'est-�a-dire le sous-espa
e form�e des (�1; : : : ; �n) dans Rn telsque P�i = 0. Les restri
tions �a A des permutations de la base 
anonique de Rnforment un sous-groupe �ni d'isom�etries ve
torielles de A , qui est engendr�e par desr�e
exions (les restri
tions des transpositions). On le noteW , il est irr�edu
tible. SoitW le groupe de toutes les isom�etries aÆnes de A de partie ve
torielle dans W .Nous allons montrer que la paire (�;A) v�eri�e les axiomes (A1), (A2) et (A4)de la se
tion 1.2 et la propri�et�e (A3') d�e�nie en se
tion 1.6, ave
 (A ;W ) 
omme
i-dessus. D'apr�es le th�eor�eme 1.21, l'ensemble �, muni du syst�eme d'appartementsmarqu�es A (qui est 
lairement 
ouvrant), est alors un immeuble aÆne model�e sur(A ;W ).Remarque. En se restreignant aux appartements marqu�es asso
i�es �a une base,on peut prendre plus pr�e
is�ement le groupe W engendr�e par W et le sous-groupedes translations de A de ve
teur dans �n=R(1;:::;1).3.3. V�eri�
ation de l'axiome (A1). Montrons que le syst�eme d'apparte-ments marqu�es A est invariant par pr�e
omposition par W . Ce
i d�e
oule du lemmesuivant.Lemme 3.6. Soit � une norme ultram�etrique sur V adapt�ee �a une 
roix F =(V1; : : : ; Vn). Soit w un �el�ement de W .Si w est une translation de A de ve
teur �, alors l'appli
ation f[�℄;F Æ w estl'appartement marqu�e passant en l'origine par f[�℄;F(�) asso
i�e �a la 
roix F .Si w �xe 0, alors l'appli
ation f[�℄;F Æ w est l'appartement marqu�e passant par[�℄ asso
i�e �a la 
roix F 0 = �F = �V�(1); : : : ; V�(n)� obtenue par permutation dela 
roix F , o�u � est la permutation de f1; : : : ; ng telle que w : (�1; : : : ; �n) 7!(���1(1); : : : ; ���1(n)) .Preuve. Soit � = (�1; : : : ; �n) dans A . On note � la norme ultram�etrique��;F (w(�)), qui est adapt�ee �a F .Dans le premier 
as w(�) = �+ � et on note �0 la norme ��;F (�). Pour tout i,en restri
tion �a Vi on a� = e�(�i+�i)� = e��ie��i� = e��i�0 = ��0;F(�):
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 les normes ultram�etriques � et ��0;F(�), �egales en restri
tion �a 
haque sous-espa
e Vi d'une 
roix adapt�ee 
ommune F , sont �egales.Dans le deuxi�eme 
as, pour tout i, en restri
tion �a V�(i), on a� = e�w(�)�(i)� = e����1(�(i))� = e��i� = ��;F 0(�):La norme ultram�etrique � �etant adapt�ee �a F 0, 
ar adapt�ee �a F , les normes ultram�e-triques � et ��;F 0(�), �egales en restri
tion �a 
haque sous-espa
e d'une 
roix adapt�ee
ommune F 0, sont �egales.3.4. V�eri�
ation de l'axiome (A2). Montrons que (�;A) v�eri�e l'axiome(A2). Soient f et f 0 deux appartements marqu�es dont les images ont au moinsun point 
ommun. On 
onsid�ere l'ensemble I = f 0�1 (f(A ) \ f 0(A )). Montrons queI est un poly�edre de Weyl de A , don
 en parti
ulier un 
onvexe ferm�e, et quef�1 Æ f 0jI est la restri
tion d'un �el�ement de W .Quitte �a pr�e
omposer f et f 0 par des �el�ements de W , on peut supposer quef = fE et f 0 = fE0 o�u E = (e1; : : : ; en) et E 0 = (e01; : : : ; e0n) sont deux bases de V .Soit g 2 G tel que gE = E 0. D'apr�es le 
orollaire 3.3, il existe une permutation �telle que pour toute norme ultram�etrique � adapt�ee �a E et E 0, on a pour tout j�(e0j) = ��g�(j)j �� �(e�(j)):Quitte �a permuter les �el�ements de E 0 et �a diviser ei par gii (
e qui revient �apr�e
omposer f et f 0 par des �el�ements de W ), on peut supposer que � = Id etque gii = 1 pour tout i. Soit � une norme ultram�etrique adapt�ee �a E . Alors � estadapt�ee �a E 0 si et seulement si g:� = �. En e�et, si � est adapt�ee �a E 0, i.e. si g�1:� estadapt�ee �a E , alors 
omme g�1:�(ej) = �(ej) pour tout j, les normes ultram�etriquesg�1:� et �, adapt�ees �a une même base et 
o��n
idant sur les ve
teurs de 
ette base,sont �egales.Don
 f(I) = f(A ) \ f 0(A ) est exa
tement l'ensemble des 
lasses des normesultram�etriques adapt�ees �a E et �x�ees par g. En utilisant (6) appliqu�e �a f = fE , onen d�eduit que I est un poly�edre de Weyl de A . On a f 0�1 Æ f jI = f�1g�1f jI = Id,
ar g vaut l'identit�e sur f(I).Ce
i 
on
lut la v�eri�
ation de l'axiome (A2).3.5. V�eri�
ation de l'axiome (A4). Par d�e�nition, une 
hambre de Weylde � de sommet x est l'image par un appartement marqu�e f[�℄;F ave
 [�℄ = x d'une
hambre de Weyl ve
torielle de A , qu'on peut supposer être A + = f(�1; : : : ; �n) 2A j �1 � � � � � �ng. On notera 
ette 
hambre de Weyl C[�℄;F . On notera CE la
hambre de Weyl fE(A + ), dite asso
i�ee �a la base E . On a g(CE) = CgE pour toutg de G, don
 G agit transitivement sur les 
hambres de Weyl de la forme CE , quisont exa
tement les 
hambres de Weyl de � de sommet un sommet. Il est fa
ile ded�eduire de la proposition 3.5 la proposition suivante.Proposition 3.7 (Fixateur d'une 
hambre de Weyl). Un �el�ement g de d�eter-minant de valeur absolue 1 de G �xe point par point la 
hambre de Weyl C[�℄;F siet seulement si la matri
e de g dans une base E de F est triangulaire sup�erieure etv�eri�e de plus jgij j � �(ej )�(ei) pour tous 1 � i � j � n.En parti
ulier, si � = �E , l'�el�ement g �xe point par point la 
hambre de Weyl CEsi et seulement si sa matri
e dans la base E est triangulaire sup�erieure, �a 
�Æ
ientsde valeur absolue inf�erieur ou �egale �a 1.
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roissante de sous-espa
es ve
toriels. On noteD(F) le drapeau f0g � V1 � V1 � V2 � � � � � V1 � : : : � Vm = V de V asso
i�e �aune d�e
omposition F = V1; : : : ; Vm de V .Proposition 3.8. Deux 
hambres de Weyl Cx;F et Cx0;F 0 de � ont une sous-
hambre de Weyl 
ommune si et seulement si les deux 
roix F et F 0 ont mêmedrapeau asso
i�e.Preuve. Soient F et F 0 deux 
roix de V , et x et x0 deux points dans leursappartements asso
i�es respe
tifs. On 
hoisit une base E = (e1; : : : ; en) de F et unebase E 0 = (e01; : : : ; e0n) de F 0. Soient g 2 G tel que E 0 = gE et P = (gij) sa matri
edans la base E .Si F et F 0 ont même drapeau asso
i�e, alors P est triangulaire sup�erieure et,quitte �a diviser e0i par gii, on peut supposer que gii = 1 pour tout i. Soit b = gij un
�Æ
ient de valeur absolue maximale. On ab�je0j =Xi gijbi�jb�ieiave
 ��gijbi�j�� � jbj jbji�j � 1 pour tout i < j:Don
, quitte �a diviser e0j et ej par bj pour tout j, on peut supposer de plus queP est �a 
�Æ
ients de valeur absolue inf�erieure ou �egale �a 1. On a alors que g (quiest de d�eterminant 1 
ar �a 
�Æ
ients diagonaux �egaux �a 1) �xe la 
hambre deWeyl C[�E ℄;F point par point (voir proposition 3.7), or gC[�E ℄;F = C[g�E ℄;gF don
C[�E ℄;F = C[�E ℄;F 0 . Les 
hambres de Weyl Cx;F et Cx0;F 0 
ontiennent respe
tivementles 
hambres de Weyl Cx;F \C[�E ℄;F et Cx0;F 0 \C[�E ℄;F 0 , qui sont in
luses dans unemême 
hambre de Weyl, don
 ont une sous-
hambre de Weyl 
ommune.R�e
iproquement, si les 
hambres de Weyl Cx;F et Cx0;F 0 ont une sous-
hambrede Weyl 
ommune, montrons que les drapeaux asso
i�es aux 
roix F et F 0 sont�egaux. Quitte �a passer �a une sous-
hambre et �a 
hanger de bases E et E 0, on peutsupposer que x = x0 = [�E ℄ et Cx;F = Cx;F 0 don
 que fE = fE0 = g Æ fE enrestri
tion �a A + . D'apr�es la proposition 3.7, la matri
e de g dans la base E est alorstriangulaire sup�erieure, don
 F et F 0 = gF ont même drapeau asso
i�e.Montrons maintenant (A4) : Soient C = C[�℄;F et C 0 = C[�0℄;F 0 deux 
hambresde Weyl. Consid�erons les drapeaux maximaux D et D0 asso
i�es �a F et F 0.Il est bien 
onnu (voir par exemple [Bro, IV.2 exer
ise 2℄) que pour tous dra-peaux maximaux D et D0 de V , il existe une 
roix F 00 de V et une permutation �(dite permutation de Jordan-H�older) telles que D est le drapeau maximal asso
i�e�a la 
roix F 00 et D0 
elui asso
i�e �a la 
roix �F 00. D'apr�es la proposition 3.8, il enr�esulte que C (resp. C 0) a une sous-
hambre de Weyl 
ommune ave
 Cx00;F 00 (resp.ave
 Cx00;�F 00), ave
 x00 2 AF 00 quel
onque. Ces deux sous-
hambres de Weyl sontin
luses dans un même appartement, 
ar AF 00 = A�F 00 .3.6. V�eri�
ation de la propri�et�e (A3'). On notera 
[�℄;F le germe en x dela 
hambre de Weyl C[�℄;F . Le stabilisateur G
 du germe 
 en x d'une 
hambre deWeyl C de sommet x est l'ensemble des �el�ements g de G qui envoient C sur une
hambre de Weyl de même germe en x. Il est in
lus dans le stabilisateur Gx de x.Notons G0� le sous-groupe de GLn(F) form�e des matri
es (gij) telles quejgij j e�j��i � 1 pour i � j et jgij j e�j��i < 1 pour i > j:
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hambre). Soient � une norme ultra-m�etrique adaptable et F une 
roix adapt�ee �a �. Soit E = (e1; : : : ; en) une base deF . Soit �i = log �(ei) pour tout i et � = [�1; : : : ; �n℄ 2 A . Alors un �el�ement g deG de d�eterminant de valeur absolue 1 stabilise le germe 
[�℄;F si et seulement si samatri
e dans la base E appartient au sous-groupe G0�.Preuve. Il est fa
ile de voir que C[�℄;F = fE(� + A + ). Don
 l'�el�ement g de Gstabilise 
[�℄;F si et seulement si g �xe les images par fE de � et d'un point � + �ave
 � 2 A + . D'apr�es la proposition 3.5, l'ensemble des points �xes de g dans AFest l'image par fE du poly�edre de WeylI = f� 2 A ; 8i; j 2 f1; : : : ; ng; �j � �i � v(gij)g:Celui-
i 
ontient � si et seulement si v(gij) + �i � �j � 0 pour tous i; j. Dans 
e
as, s'il 
ontient �+� ave
 � 2 A + alors v(gij) +�i��j � �j ��i > 0 pour i > j,et r�e
iproquement, si " = mini>j v(gij)+�i��j > 0, alors en prenant par exemple� = 1n (n"; : : : ; ") on a bien �+ � 2 I .On �etablit maintenant un analogue de la d�e
omposition de Bruhat (
.f. [BrTi1,Thm. 7.3.4℄).Proposition 3.10. Soient �; � 2 A , alors GLn(F) = G0�TG0�, o�u T est lesous-groupe des matri
es monomiales (ayant un seul 
�Æ
ient non nul par ligne etpar 
olonne).Preuve. Soit g = (gij)i;j 2 GLn(F). On veut se ramener �a une matri
e mo-nomiale par des op�erations de pivot sur les lignes et les 
olonnes 
orrespondant �ala multipli
ation �a gau
he par des �el�ements de G0� et �a droite par des �el�ements deG0� . On peut don
{ ajouter �a la ligne k de g, not�ee Lk, la ligne i multipli�ee par aki, �a 
onditionque jakij � e�k��i , et même que jakij < e�k��i si k > i.{ ajouter �a la 
olonne l de g, not�ee Cl, la 
olonne j multipli�ee par bjl, �a
ondition que jbjlj � e�j��l , et même que jbjlj < e�j��l si j > l.Posons mij = e�j��i jgij j pour 1 � i; j � n. Soit m = maxk;lmkl. Soit i le plusgrand des entiers k tels qu'il existe l ave
 mkl = m et j le plus petit des entiers ltels que mil = m.Pour tout k 6= i, on ajoute la ligne Li multipli�ee par aki = � gkjgij �a la ligne Lk(on a gij non nul 
ar mij est maximal, don
 non nul). On a bienjakij = jgkj jjgij j � e�k��i ;
ar e�j��k jgkj j = mkj � m = mij = e�j��i jgij j ;l'in�egalit�e �etant stri
te si k > i. La nouvelle matri
e a un seul 
�Æ
ient non nulsur la 
olonne j qui est gij .De même, pour tout l 6= j, on ajoute la 
olonne Cj multipli�ee par bjl = � gilgij �ala 
olonne Cl. On a bien jbjlj = jgiljjgij j � e�j��l ;
ar e�l��i jgilj = mil � m = mij = e�j��i jgij j ,
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te si l < j. La nouvelle matri
e a un seul 
�Æ
ient non nulsur la ligne i et sur la 
olonne j (qui n'a pas boug�e), qui est gij .On reprend toutes 
es op�erations en supprimant la ligne i et la 
olonne j.Corollaire 3.11 (A3'). Deux germes de 
hambre de Weyl de � sont 
onte-nus dans un même appartement.Preuve. Soient C = C[�℄;F et C 0 = C[�0℄;F 0deux 
hambres de Weyl. Soit g 2 G tel que F 0 =gF . Alors �00 = g�1:�0 est adapt�ee �a F et C 00 =g�1C 0 = C[�00℄;F . Soient E une base de F et �; � 2A tels que � = fE(�) et �00 = fE(�).D'apr�es la proposition 3.10, on a g = g1tg2 o�u lesmatri
es de g1, g2 et t dans E sont respe
tivementdans G0�, G0� et T , don
 g1 stabilise le germe de la
hambre de Weyl C, et g2 
elui de C 00, et t stabilisel'appartement A asso
i�e �a F . Alors l'appartementg1A 
ontient la 
hambre de Weyl g1C de mêmegerme que C et, 
omme g1A = g1tA = gg�12 A, il
ontient aussi la 
hambre de Weyl gg�12 C 00 de mêmegerme en g:[�00℄ = [�0℄ que gC 00 = C 0.
g1AC C" tA
C' g1g�1

On a don
 montr�e que (�;A) est un immeuble aÆne. Son immeuble �a l'in-�ni est bien l'immeuble sph�erique asso
i�e �a GL(V ), dont l'ensemble des 
hambresest l'ensemble des drapeaux maximaux de V . En e�et, la proposition 3.8 permetde v�eri�er que ses 
hambres �a l'in�ni 
orrespondent aux drapeaux maximaux deV , et on v�eri�e fa
ilement (dans un appartement) que les relations d'adja
en
e
orrespondent.3.7. Distan
e et 
ompl�et�e. Dans 
e paragraphe, on assimile � �a l'ensembledes normes ultram�etriques sur V qui sont adaptables et de volume 1, in
lus dansl'ensemble N de toutes les normes ultram�etriques sur V . Notons d� la distan
edans l'immeuble aÆne � d�e�nie 
omme en se
tion 1.2.Notons d1 la distan
e uniforme sur N , d�e�nie par d1(�; �0) = supv2V � ���log �0� (v)���pour tous �; �0 2 N (
'est la distan
e 
onsid�er�ee dans [GoIw℄).Proposition 3.12. La distan
e d� est �equivalente �a la distan
e sur � induitepar d1. Plus pr�e
is�ement, en restri
tion �a �, on ad1 � d� � pn d1:Preuve. Soient � et �0 deux normes ultram�etriques dans � et E = (e1; : : : ; en)une base adapt�ee 
ommune. V�eri�ons tout d'abord qued1(�; �0) = supi=1���n ����log �0� (ei)���� :(7) En e�et, pour tous a1; : : : ; an dans F, on a �0 (Pni=1 aiei) = supi=1���n jaij �0(ei),qui est inf�erieur ou �egal �a � supi=1���n �0(ei)�(ei) ��� supi=1���n jaij �(ei)�. Or supi=1���n jaij �(ei) =� (Pni=1 aiei), don
 supv2V � log �0� (v) � supi=1���n ���log �0� (ei)���, et, en �e
hangeant � et �0,



36 ANNE PARREAUon obtient d1(�; �0) � supi=1���n ���log �0� (ei)���, 
e qui donne le r�esultat d�esir�e 
ar l'autrein�egalit�e est �evidente.Par ailleurs, on a d�(�; �0) =  nXi=1 ����log �0� (ei)����2! 12 ;(8)don
 supi=1���n ����log �0� (ei)���� � d�(�; �0) � pn supi=1���n ����log �0� (ei)���� ;
e qui 
on
lut.Or l'espa
e N des normes ultram�etriques sur V est 
omplet pour la distan
euniforme, don
 l'adh�eren
e � dans N de � est le 
ompl�et�e de �.Soit � 2 N . Notons N� la norme d'endomorphisme sur G = GL(V ) asso
i�ee�a la norme �, d�e�nie par N�(g) = supv2V � �(gv)�(v) pour tout g dans G. Si � est lanorme ultram�etrique asso
i�ee �a une base E de V , alors on note NE = N�E la normed'endomorphisme asso
i�ee �a E , et on a NE(g) = sup1�i;j�n jgij j pour tout g dans G,o�u (gij)1�i;j�n est la matri
e de g dans la base E .Corollaire 3.13. Soient � 2 � et g dans G de d�eterminant de valeur absolue1. On amax �logN�(g); logN�(g�1)� � d�(�; g:�) � pn max �logN�(g); logN�(g�1)� :Preuve. On a d1(�; g:�) = supv2V �max�log �Æg�1� (v); log �Æg� (g�1v)� don
d1(�; g:�) = max �logN�(g�1); logN�(g)� ;(9)et l'en
adrement souhait�e se d�eduit alors imm�ediatement de la proposition 3.12
i-dessus.On en d�eduit qu'un sous-groupe de G �a �el�ements de d�eterminant de valeurabsolue 1 est born�e (pour toute norme NE asso
i�ee �a une base E) si et seulements'il est �a orbites born�ees dans �.4. Classi�
ation des isom�etries.4.1. �Enon
�es. Rappelons (voir par exemple [BrHa℄) que si X est un espa
em�etrique CAT(0) et g une isom�etrie de X , on appelle longueur minimale de trans-lation de g et on note `(g) le r�eel positif ou nul `(g) = infx2X d(x; gx). La fon
tiondg : x 2 � 7! d(x; gx) est 
onvexe. On appelle ensemble de d�epla
ement minimalde g et on note Min(g) le 
onvexe ferm�e (�eventuellement vide) form�e des points xde X tels que d(x; gx) = `(g). On dit que g est semi-simple si Min(g) est non vide.Dans 
e 
as, g �xe un point si `(g) = 0 ou translate une g�eod�esique si `(g) > 0.Soit (A ;W ) un groupe de r�e
exions �ni. Soit  une isom�etrie d'une 
hambre deWeyl ve
torielle ferm�ee C de A dans une autre 
hambre de Weyl ve
torielle de A .Soit J � C l'ensemble des ve
teurs unitaires de C orthogonaux �a tout ve
teur deC �x�e par  . On remarquera que si  ne �xe pas de ve
teur non nul, alors J = �Ctout entier. Notons que si W est irr�edu
tible, alors J est non vide si et seulement si ne �xe pas de ve
teur non nul, 
ar C est alors un 
ône sur un simplexe sph�erique
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tement inf�erieur �a �2 (
ela d�e
oule par exemple de [Bou, Chap. V,x3, Lemme 6 et Prop. 7℄), don
 ne 
ontient pas deux ve
teurs non nuls orthogonaux,et J est alors �egal �a �C tout entier.Supposons que J est non vide (
ette hypoth�ese est notamment v�eri��ee, par laremarque pr�e
�edente, pour  = �Id, qui ne �xe pas de ve
teur non nul). L'angleentre un ve
teur u de J et son image par  est une fon
tion 
ontinue sur J 
ompa
t,non nulle, don
 son minimum �0( ) est non nul. On note �0(W ) le minimum de�0( ) pour  
omme 
i-dessus (ave
 J non vide). Si W est essentiel, les 
hambresde Weyl ve
torielles de A , qui sont en nombre �ni, sont des 
ônes simpli
iaux, don
il n'y a qu'un nombre �ni d'isom�etries  d'une 
hambre de Weyl ve
torielle de Adans une autre 
hambre de Weyl ve
torielle de A , et par 
ons�equent �0(W ) est nonnul. Par exemple, si A est de dimension 1, et W = fId;�Idg, alors on a 
lairement�0(W ) = �. Si A est de dimension 2, et W est engendr�e par deux r�e
exions parrapport �a deux droites formant un angle de �p , ave
 p entier au moins �egal �a 2, alorsil est fa
ile de voir que �0(W ) = �p .Dans 
ette se
tion, on d�emontre le r�esultat suivant.Th�eor�eme 4.1. Soit (A ;W ) un groupe de r�e
exions �ni essentiel, et �0 =�0(W ). Soit � un immeuble aÆne de type (A ;W ). Soit g une isom�etrie de �pr�eservant les 
hambres de Weyl. Alors g induit une isom�etrie semi-simple du
ompl�et�e � de l'espa
e m�etrique �, plus pr�e
is�ement, pour tout point p de �,il existe, �a distan
e inf�erieure ou �egale �a d(p;gp)+`(g)2 sin (�0=2) � 1sin (�0=2)d(p; gp) de p, soitun point de � �x�e par g, soit une g�eod�esique de � translat�ee par g.Corollaire 4.2. Soit � est un immeuble aÆne 
omplet. Alors toute isom�etriede � pr�eservant les 
hambres de Weyl est semi-simple, i.e. �xe un point ou translateune g�eod�esique.Remarque 4.3. Tout automorphisme d'un immeuble aÆne pr�eserve les 
ham-bres de Weyl, ainsi que (quitte �a prendre le syst�eme d'appartements maximal, 
equi ne 
hange rien aux r�esultats �etudi�es i
i) toute isom�etrie pr�eservant le type dessegments.Si l'immeuble sph�erique �a l'in�ni de � est �epais, alors (pour le syst�eme d'ap-partements maximal) toute isom�etrie de � pr�eserve les 
hambres de Weyl (
f. Prop2.27).Preuve de 4.2. Le groupe de r�e
exions �ni (A ;W ) se d�e
ompose en produitd'un groupe de r�e
exions �ni trivial (A 0 ;W 0 = fIdg) et d'un groupe de r�e
exions�ni essentiel (A 0 ;W 0). L'immeuble aÆne 
omplet � se d�e
ompose parall�element(voir le 
orollaire 2.4) en produit d'un immeuble aÆne �0 trivial et d'un immeubleaÆne 
omplet �0 de type (A 0 ;W 0). Une isom�etrie g de � pr�eservant les 
hambresde Weyl est alors de forme (g0; g0) o�u g0 est une isom�etrie de �0, et g0 est uneisom�etrie de �0 pr�eservant les 
hambres de Weyl (voir Prop. 2.8). On a Min�(g) =Min�0(g0) � Min�0(g0). D'apr�es le th�eor�eme 4.1 appliqu�e �a �0 et g0, l'ensembleminimal Min�0(g0) de g0 est non vide. D'autre part, une isom�etrie d'un espa
eeu
lidien est semisimple, don
 Min�0(g0) est non vide. On en 
on
lut que Min�(g)est non vide.4.2. D�emonstration du th�eor�eme 4.1. Soit g une isom�etrie � 
onservantles 
hambres de Weyl. Soit p 2 �. Supposons que p n'appartient pas �a Min(g). Soit



38 ANNE PARREAUa un r�eel tel que `(g) < a < d(p; gp). Alors le 
onvexe ferm�e non vide B = fx 2�= d(x; gx) � ag ne 
ontient pas p.Soit A un appartement passant par p, ren
ontrant B. L'interse
tion de B et deA est un 
onvexe ferm�e non vide de A. Soit q la proje
tion orthogonale de p surB \ A (dans l'espa
e eu
lidien A). Soit C une 
hambre de Weyl ferm�ee de A desommet q, 
ontenant p (voir la �gure 3).
B

pC
A

qFig. 3.Notons C 0 l'unique 
hambre de Weyl ferm�ee de sommet gq asymptote �a C et� l'unique isom�etrie envoyant C sur C 0 en pr�eservant le type des segments. Soitp0 le point de C 0 tel que p0 = �(p). Comme C et C 0 sont asymptotes, on a alorsd(p; p0) � d(q; gq) � a d'apr�es le 
orollaire 2.11. D'o�u d(p0; gp) � d(p; gp) + a parin�egalit�e triangulaire. Soit � = ^gq(p0; gp). Alors 2d(q; p) sin �2 � d(p0; gp) par lespropri�et�es CAT(0).Si � � �0, 
e que nous allons montrer 
i-dessous, on a sin �2 � sin �02 , 
ar �et �0 sont dans [0; �℄ et la fon
tion sinus est 
roissante sur [0; �2 ℄. Don
 pour touta > `(g) on a alors d(p;B) � d(p; gp) + a2 sin (�0=2)
q

B
p C

gq

gp

p’

gC

C’

Montrons que � � �0. Il existe, par la propri�et�e (GG) (voir prop. 1.11), unappartement A0 passant par gq 
ontenant des des germes en gq des 
hambres deWeyl gC et C 0 (voir la �gure 4). On identi�e A0 �a A par un appartement marqu�e fave
 f(0) = gq. Soient u le ve
teur unitaire de A tel que f("u)) est sur le segmentjoignant gq �a p0, pour " > 0 suÆsamment petit, et  l'isom�etrie induite par g Æ��1de la 
hambre de Weyl ve
torielle C de A 
orrespondant au germe de C 0, dans la
hambre de Weyl ve
torielle de A 
orrespondant au germe de gC. Soit v un ve
teurde A �x�e par  , montrons que v est orthogonal �a u.En e�et, si v est non nul (sinon il est 
lairement orthogonal �a u), quitte �amultiplier v par " > 0 suÆsamment petit, x0 = f(v) est dans C 0 et si x est le point
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gq

C’

gC

p’

α

A’

gpFig. 4.de C tel que �(x) = x0, on a gx = x0. Or, 
omme les 
hambres de Weyl C et C 0 sontasymptotes et les segments [q; x℄ et [gq; x0℄ de même type, on a d(x; x0) � d(q; gq) �a par le 
orollaire 2.11, don
 d(x; gx) � a et x 2 B. On a don
 ^q(x; p) � �2 parles propri�et�es de la proje
tion orthogonale dans l'appartement A. Rappelons que,pour un groupe de r�e
exions �ni essentiel, une 
hambre de Weyl est un 
ône surun simplexe sph�erique de diam�etre inf�erieur ou �egal �a �2 (voir [Bou, Chap. V, x3,Lemme 6 et Prop. 7℄). Don
 ^q(x; p) = �2 . On a don
 ^gq(x0; p0) = �2 , don
 v estorthogonal �a u. On en d�eduit que u appartient �a l'ensemble J des ve
teurs unitairesde C orthogonaux �a tout ve
teur de C �x�e par  .L'angle � = ^gq(p0; gp) est �egal �a l'angle dans A entre le ve
teur u et son imagepar  , don
 il est sup�erieur ou �egal �a �0 par d�e�nition de �0.Le 
ompl�et�e � de � est CAT(0) pour la m�etrique induite, et g s'�etend na-turellement en une isom�etrie de � et on a infx2� d(x; gx) = `(g). Si on noteBg(a) = fx 2 �= d(x; gx) � ag pour tout a 2 R+ , la famille fBg(a); a > `(g)gest une famille d�e
roissante de 
onvexes ferm�es non vides de �, d'interse
tion l'en-semble Min�(g) = fx 2 �= d(x; gx) = `(g)).Dans un espa
e CAT(0) 
omplet, une interse
tion d�e
roissante de 
onvexesferm�es born�es non vides est non vide (voir la proposition 2.12).Or on vient de montrer que pour tout a > `(g), la distan
e de p �a Bg(a) estinf�erieure �a d(p;gp)+a2 sin (�0=2) (
ar Bg(a) 
ontient B). Qui plus est, 
omme pour a0 � a,on a Bg(a0) � Bg(a), la distan
e de p �a Bg(a) est inf�erieure �a 
elle de p �a Bg(a0),don
, en prenant la borne inf�erieure sur a0,d(p;Bg(a)) � d(p; gp) + `(g)2 sin (�0=2) :Alors pour tout a > `(g), l'interse
tion de Bg(a) ave
 la boule ferm�ee de 
entrep et de rayon d(p;gp)+`(g)2 sin (�0=2) , qui est un 
onvexe ferm�e born�e de �, est non vide. Don
l'interse
tion de 
ette famille d�e
roissante de 
onvexes ferm�es born�es est non videet d(p;Min�(g)) � d(p; gp) + `(g)2 sin (�0=2) :R�ef�eren
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