La recherche avec XCAS du problème
 « Un quadrilatère dans un parallélogramme »

L’énoncé est le suivant :

Sur les côtés [AD] et [BC] d’un parallélogramme ABCD, trouver des points M et K tels que l’aire du quadrilatère obtenu comme intersection des triangles AKD et BMC soit la plus grande possible.

Voici une description de la façon dont les élèves se sont engagés dans la recherche de ce problème. Ils ont exploité les possibilités de géométrie dynamique offertes par le logiciel, ils ont étudié un cas où le parallélogramme est un rectangle, ils ont fixé une des variables, ils ont défini et représenté une fonction « aire algébrique», ils ont exploré la piste numérique permise par le tableur, ils ont tenté de représenter des fonctions de deux variables. Ces pistes sont décrites plus précisément ci-dessous. Tous se sont finalement mis d’accord sur la conjecture, obtenue au bout de plusieurs séances, que la plus grande aire est obtenue pour des points K et M tels que AM = BK et que l’aire du quadrilatère ainsi obtenu comme intersection des triangles AMB et CKD est égale au quart de l’aire du parallélogramme ABCD.

Nous proposons dans la suite quelques photographies du travail des élèves, qui puissent permettre au lecteur de se représenter leur démarche de résolution. Tous les participants ont commencé par faire une figure, certains directement un parallélogramme, d’autres un rectangle. Voici une telle figure, accompagnée du programme qui permet sa construction pas à pas. 
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L’une des premières étapes de la démarche des élèves fut de fixer l’un des points, ici M, sur [AB] tel que AM = 6, et d’explorer le comportement du quadrilatère KJMI (rouge) seulement en fonction de la position de K sur [BC]. Ils ont compris l’intérêt du choix d’un paramètre, celui-ci permettant de ne prendre en considération qu’une seule variable, dans un premier temps. Les élèves venant de découvrir les fonctions dans le cadre du programme de la classe de seconde, ils eurent ensuite l’idée de considérer l’aire du quadrilatère KJMI, à M fixé sur [AB] tel que AM = 6, comme une fonction f de l’abscisse du point K, et de la représenter graphiquement pour conjecturer l’existence d’un maximum : la possibilité d’ajouter cette représentation à la figure géométrique a grandement facilité cette conjecture, comme on peut le voir sur les copies d’écran suivantes : 
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On s’est placé dans le cas où AM = 6 ; le point S a la même abscisse que le point K variable sur [BC] et a pour ordonnée l’aire du quadrilatère MJKI qui correspond à cette position de K. On peut conjecturer, grâce à la courbe, que le maximum de l’aire du quadrilatère MJKI est obtenu pour K de même abscisse que M et que la valeur de ce maximum est 10.

D’autres élèves ont exploré la voie numérique en programmant le tableur pour quelques valeurs fixées de la position de M. Ils ont ainsi obtenu leur conjecture à partir de plusieurs tableaux comme le montre la feuille de calcul ci-contre où M est choisi au départ tel que AM soit égal à 1 : elle donne des valeurs de f pour différentes valeurs prises par la variable représentant l’abscisse du point K sur [BC], de 0,25 à 8, avec un pas de 0,25. Plusieurs feuilles de calcul de ce type, différentes valeurs de AM étant fixées au départ, ont permis aux élèves de conjecturer que le maximum de f était obtenu pour l’abscisse de K égale à celle, fixée, de M et que ce maximum était égal à 10.
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La copie d’écran ci-dessus à gauche donne l’expression de f(x), x désignant l’abscisse de K et m désignant l’abscisse fixée de M. Ainsi la feuille de calcul donne des valeurs de f(x) dans le cas où m = 1.

Il fut ensuite remarqué que l’aire maximale était égale au quart de l’aire du rectangle, et que la conjecture s’étendait au cas plus général du parallélogramme.

Une fois la conjecture établie pour tous les élèves, l’idée d’une preuve fut beaucoup plus difficile à trouver. En voici une idée en image :
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Les points G, E, L, F sont alignés sur la médiane du rectangle ABCD qui est parallèle à (AD). Le point H a même abscisse que M. Les triangles FEH et GKL ont la même aire (ceci est prouvé formellement sur l’écran où figure l’expression de f(x). Il n’y a plus qu’à mettre en forme cette preuve qui s’étend au cas où ABCD est un parallélogramme.

