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Suites adjacentes et convergence de
nX

k=0
(�1)k
2k + 1

1 Les fonctions dexcas utilisées

Voici les fonctions dexcas qui vous seront utiles dans ce TP.
normal(expr) renvoie l’expressionexpr simplifiée.
evalf(a) évaluea à l’aide d’un nombre flottant comportant 12 chiffres signifi-
catifs (sauf si on a changé ce nombre dans la configuration ducas bouton rouge
cas).
f(x) :=.... où.... représente une expression dex permet de définir la fonc-
tion f.
derive(expr(x),x) calcule la dérivée deexpr(x) par rapport àx.

2 u et v sont deux suites ajacentes de limite
�

4

On considère les suitesu etv définies par :

u0 = 1�
1
3

et un = un�1 + 1
4n+ 1

�
1

4n+ 3
pourn � 1.

vn = un +
1

4n+ 3
pourn � 0.

1/ Calculer les 6 premiers termes de la suiteu et donner une valeur approchée de
u6 (on pourra utiliser le tableur (bouton jaunemtrw)).
2/ Calculer les 6 premiers termes de la suitev et donner une valeur approchée de
v6 (on pourra utiliser le tableur (bouton jaunemtrw)).
3/ Montrer que les suitesu etv sont adjacentes.
II/ On considère la suite de fonctionsfn de[0; �2 [ dandR définie par :

f0(x) = x� tan(x) et fn(x) = fn�1(x)� (�1)n
2n+ 1

tan(x)2n+1 pourn � 1.

0/ Calculerfn(0) pour toutn � 0.

1/ Calculer pourp � 0, f2p(�4 ) etf2p+1(�4 ) en fonction deup et devp.
2/ Ouvrir le tableur (bouton jaunemtrw) et faites afficher :
dans la colonneA les valeurs den,
dans la colonneB les valeurs defn(x),
dans la colonneC les valeurs def 0n(x),
Observez les différentes colonnes et notez le résultat de vos observations.
Déterminer la dérivée defn.
3/ En déduire que pourp � 0 :
- la fonctionf2p+1 est croissante sur[0; �2 [.
- la fonctionf2p est décroissante sur[0; �2 [.
III/ Montrer que la limite deu et dev est égale à�4 ( on étudiera le signe def2p(�4 )
et def2p+1(�4 )).
Donner un encadrement de�4 .
Quelle erreur fait-on lorsqu’on prend4 � u6 comme valeur approchée de� ?
Trouver une valeur den pour que4 � un et4 � vn donnent un encadrement de� de
diamètre inférieur à10�3.
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Correction
I/ Dans A0 on tape 0 et dans A1 on tapeA0+ 1 puis boutonfill quand A1 est
en surbrillance.
Dans B0 on tape 2/3 et dans B1 on tapeB0+ 1=(4 � A1+ 1)� 1=(4 � A1+ 3)
puis boutonfill quand B1 est en surbrillance.
Dans C0 on tapeB0+ 1=(4 � A0+ 3) puis boutonfill quand C0 est en sur-
brillance.
La suiteu est croissante carun � un�1 = 1

4n+1 � 1
4n+3 > 0 pourn � 1 (on peut

taper dans l’historique :normal(1=(4 � n+ 1)� 1=(4 � n+ 3)) et on trouve :
2=(16 � n2 + 16 � n+ 3)).
La suitev est décroissante carvn � vn�1 = 1

4n+1 � 1
4n�1 < 0 pour n � 1

(on peut taper dans l’historique :normal(1=(4 � n+ 1)� 1=(4 � n� 1)) et on
trouve :2=(�16 � n2 + 1)).
etvn � un = 1=(4 � n+ 3) tend vers 0 quand n tend vers l’infini.
Les suitesu etv sont donc adjacentes.
II/ 1/ fn(0) = 0 pour toutn � 0.
2/ f2p(�=4) = �=4� vp et
f2p+1(�=4) = �=4� up
3/ Dans A0 on tape 0 et dans A1 on tapeA0+ 1 puis boutonfill quand A1 est
en surbrillance.
Dans B0 on tapex� tan(x) et
dans B1 on tapeB0� (�1)A1 � tan(x)2�A1+1=(2 � A1+ 1) puis boutonfill quand
B1 est en surbrillance.
Dans C0 on tapenormal(derive(B0; x)) puis boutonfill quand C0 est en sur-
brillance.
On remarque que l’on af 0n(x) = (�1)n+1 � tan(x)2n+2.
On le montre en faisant le calcul :

fn(x) = x� tan(x) +
1
3
tan(x)3 + :::�

(�1)n
2n+ 1

tan(x)2n+1
f 0n(x) = 1� (1 + tan(x)2) � (1� tan(x)2 + :::+ (�1)n tan(x)2n
On reconnait la somme d’une série géométrique de raison :� tan(x)2.

f 0n(x) = 1� (1 + tan(x)2) �
(1� (� tan(x)2)n+1

1 + tan(x)2
= (�1)n+1 tan(x))2n+2

3/ La fonctionf2�p a une dérivée negative pour toutp � 0, doncf2�p est décrois-
sante. En particulierf2�p(0) = 0 > f2�p(�=4).
La fonctionf2�p+1 a une dérivée positive pour toutp � 0, doncf2�p+1 est crois-
sante. En particulierf2�p+1(0) = 0 < f2�p+1(�=4).
III/ On a donc pour toutp � 0 :
f2p+1(�=4) = �=4� up > 0 et
f2p(�=4) = �=4� vp < 0
Donc pour toutp � 0 :
up < �=4 < vp.
On a donc4 � u6 < � < 4 � v6 = 4 � u6 + 4=27.
Pour avoir4 � un < � < 4 � vn = 4 � un + 4=4 � n + 3 � 4 � un + 10�3 il faut
prendre commen un entier qui vérifie4 � n+ 3 � 4000 soitn � 1000.
Doncu1000 etv1000 donnent un encadrement de� de diamètre inférieur à10�3.
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