Première S -  2003/2004


Présentation du TP 11

Ce TP a été expérimenté dans une classe de première S en février 2004. Toute critique constructive est bienvenue.

Ce TP fait suite aux TP 9 et 10. Il est prévu pour deux séances d’une heure en salle informatique, un compte-rendu étant à rédiger à la fin de chaque séance.

On aborde la notion de suite arithmétique, mais son principal objectif mathématique est la comparaison des croissances des suites arithmétiques et géométriques, ainsi que l’approximation linéaire que l’on peut faire dans le cas d’augmentations successives d’un faible pourcentage.

A propos de XCAS, l’utilisation du tableur se poursuit : on utilise, pour la première fois, la notion de référence absolue d’une cellule. Les croissances comparées des suites géométriques et arithmétiques se visualisent à la fois à l’aide du tableur et sur le graphique, avec des couleurs différentes. Les élèves sont aussi amenés à réfléchir à la détermination d’une fenêtre graphique qui soit adaptée aux représentations graphiques que l’on veut faire. 

Le bilan qui suit ce TP est l’occasion de faire une synthèse sur :

· les suites arithmétiques,

· les suites géométriques,

· la comparaison de leurs croissances,

· le calcul de la dérivée d’une fonction composée (dans le cadre du programme de première),

· le réinvestissement de la notion de meilleure pproximation affine au voisinage d’un point.

Fiche-élève

TP 11

A l’aide du logiciel XCAS, nous allons étudier l’évolution d’un capital, placé dans une banque suivant des modalités différentes : a désignant un nombre réel positif,

· on peut faire un placement à intérêts simples au taux annuel de a % : à la fin de chaque année, le capital produit des intérêts dont le montant est constant et égal à a % du capital initial ;

· on peut faire un placement à intérêts composés au taux annuel de a % : à la fin de chaque année, le capital produit des intérêts dont le montant est égal à a % du capital obtenu l’année précédente, les intérêts s’ajoutant chaque année au capital de l’année précédente.

Il est recommandé de sauvegarder sa session et sa feuille de calcul, dans sa zone personnelle, à la fin de la séance : elles seront utiles pour la prochaine séance.

I – Organisation de la feuille de calcul, notion de référence absolue, formules de récurrence

1. Pour que l’on puisse utiliser judicieusement le tableur, une cellule va être réservée au pourcentage du taux de placement : marquer en titre t dans la cellule A0, puis saisir 0.05 (correspondant à 5 %) dans la cellule A1 (on pose t = a/100).

Barnabé et Chloé ont travaillé durant leurs vacances scolaires. Ils ont reçu chacun 1 200  €. Ils ont décidé tous les deux de les placer à la banque, sur des comptes bloqués. Barnabé a fait un placement à intérêts composés au taux annuel de 5 %. Chloé a fait un placement à intérêts simples au taux annuel de 5 %.

a) On note Bn le capital en euros acquis par Barnabé au bout de n années ; exprimer Bn en fonction de Bn–1 pour tout nombre entier naturel supérieur à 1. Quelle est la valeur de B2 ?

Saisir 1 200 dans la cellule B0, puis la formule    = B0*(1 + A1)   dans la cellule B1, remplir ensuite la colonne B. La cellule B2 contient-elle le capital acquis par Barnabé au bout de 2 ans ? Quelle est la formule que le tableur affiche dans la cellule B2 ?

( Pour bloquer le numéro d’une cellule lors de la recopie vers le bas d’une formule et éviter ainsi qu’il n’augmente de 1 à chaque ligne, on place le symbole $ devant le numéro de la cellule à bloquer.

De même, pour bloquer la lettre d’une cellule lors de la recopie vers la droite d’une formule et éviter ainsi qu’elle ne se change en la lettre suivante (dans l’ordre alphabétique) à chaque colonne, on place le symbole $ devant la lettre de la cellule à bloquer.

Pour bloquer le numéro et la lettre d’une cellule lors de la recopie vers le bas et vers la droite d’une formule, on place le symbole $ devant la lettre et devant le numéro de la cellule à bloquer.

b) Saisir donc la formule   = B0*(1 + A$1)   dans la cellule B1, remplir ensuite la colonne B. La colonne B contient-elle la suite des capitaux de Barnabé ?

c) On note Cn le capital en euros acquis par Chloé au bout de n années ; exprimer Cn en fonction de Cn – 1 pour tout nombre entier naturel supérieur à 1. Quelle est la valeur de C2 ?

d) Cette suite de terme général Cn possède la propriété suivante :

( « il existe un nombre réel r tel que chaque terme, sauf le premier, est la somme de r et du terme précédent. » Une suite qui possède cette propriété est dite « arithmétique », et le nombre r s’appelle la raison de la suite arithmétique.


Quelle est la raison de la suite arithmétique des capitaux de Chloé ?

e) Saisir 1 200 dans la cellule C0. Quelle formule faisant intervenir la cellule A1 peut-on saisir dans la cellule C1, de manière à ce que, par recopie vers le bas, la colonne C contienne la suite des capitaux de Chloé ?

f) Que penser de la croissance des capitaux de Barnabé et Chloé suivant chacun de ces placements ? Au bout de combien de temps le capital de Barnabé a-t-il doublé ? Au bout de combien de temps le capital de Chloé a-t-il doublé ? Donner deux manières différentes de justifier chacune de ces réponses.

II – Représentations graphiques, formules explicites en fonction de n

2. Les capitaux de Barnabé qui figurent dans la colonne B peuvent être considérés comme les valeurs prises par une fonction f de la seule variable n (désignant toujours l’année). Quelle est cette fonction ? En revenant à l’écran hist, saisir cette fonction (rappel :   f(n) :=…  ), puis la représenter graphiquement (en utilisant l’instruction   plotfunc   ). Attention, il faudra régler correctement la fenêtre graphique (en appuyant sur le bouton rouge  geo ) : réfléchir à un intervalle de valeurs correct pour n et pour les valeurs des fonctions que l’on veut représenter.

3. Les capitaux de Chloé qui figurent dans la colonne C peuvent être considérés comme les valeurs prises par une fonction g de la seule variable n. Quelle est cette fonction ? La saisir dans l’historique et la représenter graphiquement.

4. Décrire, dans le compte-rendu, le graphique obtenu.

III– Evolution des placements, suivant des taux d’intérêts qui varient

5. Revenir au tableur. En modifiant seulement le contenu de la cellule A1, examiner les capitaux des colonnes B et C si le taux d’intérêt des deux placements passe à 3 %. 

g) Au bout de combien de temps le capital de Barnabé a-t-il doublé ? Au bout de combien de temps le capital de Chloé a-t-il doublé ?

h) Pendant combien d’années les capitaux de Barnabé et de Chloé sont-ils égaux à moins d’un € près ?

Les capitaux de Barnabé qui figurent dans la colonne B peuvent être considérés comme les valeurs prises par une fonction h de la seule variable n. Quelle est cette fonction ? La saisir dans l’historique et la représenter graphiquement en rouge, pour n inférieur à 10.

i) Les capitaux de Chloé qui figurent dans la colonne C peuvent être considérés comme les valeurs prises par une fonction k de la seule variable n. Quelle est cette fonction ? La saisir dans l’historique et la représenter graphiquement en rouge, pour n inférieur à 10.

j) Décrire, dans le compte-rendu, le graphique obtenu en rouge.

En modifiant seulement le contenu de la cellule A1, examiner les capitaux des colonnes B et C si le taux d’intérêt des deux placements passe à 2 %. 

k) Au bout de combien de temps le capital de Barnabé a-t-il doublé ? Au bout de combien de temps le capital de Chloé a-t-il doublé ?

l) Pendant combien d’années les capitaux de Barnabé et de Chloé sont-ils égaux à moins d’un € près ?

Les capitaux de Barnabé qui figurent dans la colonne B peuvent être considérés comme les valeurs prises par une fonction u de la seule variable n. Quelle est cette fonction ? La saisir dans l’historique et la représenter graphiquement en vert, pour n inférieur à 10.

m) Les capitaux de Chloé qui figurent dans la colonne C peuvent être considérés comme les valeurs prises par une fonction v de la seule variable n. Quelle est cette fonction ? La saisir dans l’historique et la représenter graphiquement en vert, pour n inférieur à 10.

n) Décrire, dans le compte-rendu, le graphique obtenu en vert et le comparer au graphique en rouge.

6. Reprendre complètement la question 2. avec un taux d’intérêt de 1 % et la couleur bleue pour les deux représentations graphiques. Décrire, dans le compte-rendu, le graphique obtenu en bleu et le comparer aux graphiques en rouge et en vert.

7. Reprendre complètement la question 2. avec un taux d’intérêt de 0,5 % et la couleur jaune pour les deux représentations graphiques. Décrire, dans le compte-rendu, le graphique obtenu en jaune et le comparer aux graphiques en rouge, en vert et en bleu.

IV – Preuve d’une conjecture

8. Des représentations graphiques précédentes, quelle conjecture peut-on tirer concernant la comparaison des fonctions 
[image: image1.wmf], n désignant un paramètre entier naturel quelconque ?

( Une nouvelle formule de calcul de dérivée :

on considère la fonction affine w :
[image: image2.wmf], où a et b désignent des constantes réelles quelconques ;

on démontre que la fonction composée, w suivie de f, f o w, est dérivable pour toute valeur de la variable t telle que f soit dérivable en a t + b et sa dérivée se calcule par : (f o w)’(t) = a f’(a t + b)

(on remarquera que le nombre a qui multiplie f’(a  t + b) est aussi w’(t) ; f’ désigne la dérivée de f ).

9. Quelle est la meilleure approximation affine de u au voisinage de 0 ? La conjecture émise à la question 1. est-elle prouvée ?
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