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Résumeé

Ce document décrit une partie des algorithmes de calculdoutilisés
pour le logiciel de calcul formel Giac/Xcas, cf.
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1 Calculer sur ordinateur

1.1 Problémes spécifiques au calcul formel
1.1.1 Calcul exact et approché, types, évaluation.

Dans les langages de programmation traditionnel (C, Pascal,...), il existe déja
des types permettant une représentation exacte des données (typeoentise
représentation approchée (type flottant). Mais ces types de donnéseedcu-
pent une taille fixe en mémoire, le type entier est donc limité a un intervalle d’en-
tiers (par exempléo, 232 — 1] pour un entier non signé sur une machine utilisant
un processeur 32 bits) alors que le type flottant peut représenteoicidses réels,
mais est limité a une précision en nombre de digits de la mantisse et de I'exposant
(par exemple 12 chiffres significatifs et un exposant compris entree499).

En calcul formel, on souhaite pouvoir calculer rigoureusement d’urie gia
avec des paramétres dont la valeur n’est pas connue d’autre dat;donc s’af-
franchir de ces limites :

— pour les entiers relatifs, on utilise des entiergpdicision arbitrairedont la

taille en mémoire est dynamique (déterminée pendant I'exécution et non a la
compilation),

— pour les nombres complexes, on utilise un couple de nombres réels,

— pour les rationnels, on utilise un couple d’entiers relatifs,

— pour les irrationnels algébriques (par exemp), on utilise un polynéme
irréductible dont ils sont racines,

— pour les parameétres: (y, z, t...), on utilise un type structuré contenant un
champ de type chaine de caractéres pour représenter le nom du parametr
un champ pour attribuer une valeur a (ou une hypothése sur) ce paametr

— pour les nombres transcendants (par exemplen est obligé d'introduire
un parametre auquel on attribue une valeur numérique, qui ne sera utilisée
gu’au moment ol on veut une approximation numeérigue d’une expression
contenant ce nombre transcendant, on parle de constante,

— lorsqu’on a besoin d’'une approximation numérique d’un nombre, oh peu
utiliser des conversions de ces types en un type flottant. On peut aussi po
lutter contre les erreurs d’arrondi utiliser des nombres flottants éterhis d
la précision est dynamique ou méme des intervalles de flottants étendus,

— il faut aussi un nouveau type, appelé expression ou symboliquaggant
d’appliquer une fonction qu’on ne peut évaluer directement sur legsobje
précédents, par exempi(z). Il doit s’agir d’'une opération de cléture, au
sens ou appliquer une fonction a un objet symbolique ne nécessite pas la
création d’un nouveau type (en général on renvoie un objet symbalique

Enfin, il faut pouvoir évaluer un objet (en particulier symbolique) : panaeple
évaluersin(z) lorsqu’on assigne une valeurza Dans cet exemple, on voit qu'il
faut d’abord remplaceg par sa valeur avant de lui appliquer la fonction sinus.
C’est le mécanisme général de I'évaluation, mais il y a quelques exceptians o
souhaite empécher I'évaluation d’un ou plusieurs arguments d’une faretamt
I'évaluation de la fonction. Par exemple si on veut calculer la valeur nuongriq
d’'une intégrale par des méthodes de quadrature, on ne souhaiteechascher
une primitive de la fonction a intégrer. Dans le jargon, on parle alors detégu
un argument (I'origine du terme vient probablement de la notdtiolu langage



Lisp). Certaines fonctions doivent toujours quoter leurs argument&gemple la
fonction qui permet de purger le contenu d’'un parameétre), on parfleipdiauto-
guotation.

1.1.2 Forme normale et reconnaissance du 0.

Une fois défini ces types de base représentant les nombres d'umeyde
calcul formel, il faut pouvoir comparer ces nombres, en particulier éésicdeux
représentations distinctes correspondent au méme nombre ou, ce igat By
méme, par soustraction décider quand un nombre est nul. Par exérapé 2
représentent le méme nombre. Lorsqu’on dispose d'un algorithme pertradtan
représenter un nombre d’'une maniére unique, on parle de forme no@edt.
par exemple le cas pour les nombres rationnels, la forme normale usuelle est la
fraction irréductible de dénominateur positif. C'est aussi le cas pourdetidns
rationnelles de polynémes a coefficients entiers représentées paraatienfrir-
réductible, avec au dénominateur un coefficient de plus haut degté.ddal-
heureusement, il n'est pas toujours possible de trouver une forme leopmiar
diverses raisons théoriques ou pratiques :

— 0n ne connait pas toujours le statut de certaines constantes (par elemple

constante d’Euler),

— il n'existe pas d’algorithmes permettant de déterminer s'il existe des rela-

tions algébriques entre constantes,

— il n'existe pas forcément une seule forme plus simple, par exemple :

V2+1D)z+1  z+vV2-1
r+V2+1 (V2-1a+1

Ce cas se présente fréquemment avec les extensions algébriques.
— en pratique il peut étre trop colteux d’utiliser une forme normale, pan-exe
ple le ponnéme’% posséde 1000 monbmes
En résumé, au mieux on a une forme normale, au pire on risque de ne pas rec
naitre un zéro, entre les deux on peut ne pas avoir de forme normale neais étr
capable de reconnaitre a coup sdr une expression nulle (par colgrsystéme de
calcul formel détermine qu’une expression est nulle, alors elle I'est).

Il n'existe pas d'algorithme solution pour le probléme de la reconnaissance
du zéro pour une classe d’'expressions "assez générale". ldearent, dans la
plupart des cas pratiques on sait résoudre ce probléme, en se rareephrs
souvent au cas des polyndémes et fractions rationnelles. Par exemplesippli-
fier une expression trigonométrique, on remplace les fonctions trigonoomesriq
sin(x), cos(x), tan(x) par leur expression en fonction de= tan(xz/2), on est
ainsi ramené a une fraction rationnelletague I'on écrit sous forme normale.

Les polynémes ont un réle central dans tout systéme de calcul formeluyauis
sauf dans les cas les plus simples (fractions d’entiers par exemple), la siaplifi
tion d’expressions fait appel a un moment ou a un autre a des calculsGe B&
polynédmes. Le PGCD de polynémes est un algorithme trés sollicité auquel nous
consacrerons une section. En effet, I'application brutale de I'algoritiEwectide
pose des problemes d'efficacité ce qui a obligé a inventer des méthodedfplus
caces. Anticipons rapidement sur un exemple qui montre I'un des problames
jeurs des algorithmes de calcul formel, I'explosion en taille (ici des coditEides
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restes successifs). Voici donc les restes successifs lorsqu’tiquappalgorithme
d’Euclide pour calculer le PGCD dB(z) = (z + 1)7 — (z — 1)% avec sa dérivée
(les deux polynébmes sont premiers entre eux) :

T(z+1)5 —6(x—1)°

162 5 =390 4 1060 5 780 , 474 . —78
19 19 19 49 49 49
157780, ~B0T640 5 200864 , 101523 28028
729 2187 729 729 729
L 1400328 TISSS o 1133352 T3S,

19" 2645 2645 3703 © " 18515
L 2161816376832 o —555136346944 301917024564,

X i

2187" 4669921 1669921 1669921

1 469345063045455  —47641670106615

(

129411872 + 129411872 )
5497465490623352995840

209648836272383412129

907235

Le lecteur voulant tester d’autres exemples pourra utiliser le prograXeae (cf.
I'appendice) suivant :

pgcd(a):={

local b,r,res;

b:=diff(a,x);

res:=NULL;

for (;b!=0;1{
res:=res,b;
r:=rem(a,b);
a:=b;
b:=r;

}

return(res);

1.1.3 Valeur générique des variables et hypothéses

Lorsqu’on utilise un symbole sans lui affecter de valeurs en mathématiques o
s’attend a une discussion en fonction du paramétre représenté panicelsyCe
gui nécessiterait de créer un arborescence de calculs (on reicolegeproblémes
d’explosion évoqués dans la section précédente). La plupart desmssde calcul
formel contournent la difficulté en supposant que le paramétre poasédealeur
générique (par exemple la solution @8 — 1)z = ¢t — 1 seraz = 1/(t + 1))
ou choisissent une branche pour les fonctions possédant un pdiramighement
(par exemple pour résoudr€ = t en fonction det). Certains systémes deman-
dent de maniere interactive a l'utilisateur si la variable est par exemplevgositi
différente de 1 mais cela s’oppose a un traitement automatique. On peiuauss
ticiper ce type de décision en faisant des hypothéses sur une pardmptupart
des systémes de calcul formel actuel proposent cette possibilité.



1.2 Structures de données

On a vu plus haut qu’'on souhaitait manipuler des entiers de taille non fixe,
des réels de précision fixe ou non, des fractions, des nombres compleseex-
tensions algébriques, des parameétres, des expressions symbolipagart des
systemes proposent un type générique qui recouvre ces divessdgpecalaire.

On peut par exemple utiliser un type structuré comportant un champ typeogt-la d
née ou un pointeur sur la donnée (avec dans ce cas un pointeur samptear de
références de la donnée pour pouvoir la détruire dés qu’elle n’estéfiérencés.

En programmation orientée objet, on utiliserait plutét un type abstrait domedér
ces différents scalaires et le polymorphisme.

Il faut aussi un type pour les vecteurs, les matrices et les listes. Ipfaut
dre garde a la méthode utilisée par le systéme lorsqu’on modifie un élément d’'un
vecteur, matrice ou liste : soit on effectue une copie de tout I'objet en motdifia
I'élément, soit on modifie I'élément de 'objet original. La premiére méthode (par
valeur) est plus aisée a comprendre pour un débutant mais la seconde engidr
référence) est bien plus efficace.

On peut se poser la question de savoir s'il faut inclure ces types dayysele
générique ; en général la réponse est affirmative, une des raisonggée les in-
terpréteurs qui permettront de lire des données dans un fichier textersgénéral
basé sur le couple de logicidisx(flex)/yacc(bison) qui ne peut com-
piler qu'a destination d’un seul type. Ceci permet également d’unifiameseul
type symbolique les fonctions ayant un ou plusieurs arguments en vdyar@ps
arguments comme un vecteur d’arguments. Les fonctions sont le plugi$ellee
méme incluses dans le type générique permettant ainsi a l'utilisateur de saisir de
commandes ou programmes fonctionnels (on peut utiliser une fonction comme ar
gument d’une commande).

Pour des raisons d’efficacité, les systémes de calcul formel utilisemesbu
des représentations particuliéres pour les polyndmes dont on a dit quédleid
un réle central. Pour les polynbmes a une variable, on peut utiliser la liste des
coefficients du polynédme, on parle alors de représentation dense ubayssi dé-
cider de ne stocker que les coefficients non nuls, on parle alors disegpation
creuse (on stocke alors un couple formé par le coefficient et le degmoddéme
correspondant). Pour les polynédmes a plusieurs variables, on pedrisglérer
comme des polyndmes a une variable a coefficients polynomiaux, on pade&alor
représentation récursive. On peut aussi décider de ne pas bdgerdérie entre les
variables (pas de variable principale), on parle alors de représentisinibuée,
le plus souvent les représentation distribuées sont creuses carrésergptions
denses nécessitent trés vite beaucoup de coefficients. Les méthodpsddenta-
tion creuses sont parfois aussi utilisées pour les matrices ayant opadecoef-
ficients nuls.

Voyons maintenant plus précisément sur quelques exemples de logicials de ¢
cul formel répandus quelles structures de données sont utiliséasuUPiEéments
entrent en compte dans les choix faits :

Certains systémes de calcul formel (calculatrices par exemple) utitisgieurs des méthodes
spécifiques pour gérer le probleme de la fragmentation de la mémaaeléagfgarbage collector”.
Ce type de méthode est intégré dans des langages comme Lisp oun)&/&+e- on trouve des
libraries pour cela, par exemple GC de Boehm, incluse dans la distrib&@iGCd.



le(s) profil(s) d'utilisation (enseignement, ingéniérie, calcul intensifeeche)
les ressources disponibles (mémoire, puissance du processeur...)

la facilité d'implémentation (choix du langage, outils disponibles en partic-
ulier débuggueurs, ...)

I'histoire du systeme (un systéme congu avec les outils disponibles aujour-
d’hui est forcément différent d’un systéme concu il y a 20 ans)

Nous allons d’abord parler des calculatrices formelles HP et Tl (le lepmura
facilement les tester grace aux émulateurs gratuits pour PC). Ce sopstiraas
plut6t destinés a I'enseignement, soumis a de fortes contraintes en termiie de ta
mémoire, et destinés a traiter des petits problemes. Puis nous présenexregps-d
temes pour ordinateur ou les ressources (par exemple mémoire) sont moireslimité
ce qui permet d'utiliser des langages de programmation de plus hautinivea

1.2.1 Calculatrices formelles HP

Les langages utilisés pour programmer ces calculateurs sont I'asserableur
le RPL (Reverse Polish Lisp) adapté a I'écriture de code en mémoire morte trés
compact.

Le type générique est implémenté avec un champ type appelé prologust(qui e
en fait un pointeur sur la fonction chargée d’'évaluer ce type d'objét) da la
donnée elle-méme (et non d’un pointeur sur la donnée, on économiskagitsie
mémoire du compteur de référence).

Le type entier en précision arbitraire est codé par le nombre de digits (sur 5
quartets) suivi du signe sur un quartet et de la représentation BCD (en base 10
de la valeur absolue de I'entier. Le choix de la représentation BCD a étéofait
optimiser les temps de conversion en chaine de caractéres pour |'adfitlzamé-
moire vive disponible est de 256K, c’est elle qui limite la taille des entiers etenon
champ longueur de I'entier. Il n'y a pas de type spécifique pour les ralsr{on
utilise un objet symbolique normal).

Les fonctions internes des HP49/50/40 utilisent le type programme po8sepr
ter les entiers de Gaul (complexes dont la partie réelle et imaginaire eseentiér
Les nombres algébriques ne sont pas implémentés, sauf les racines ¢aapéésen-
tée de maniére interne par le type programme). Il y a un type spécifique poéy
les flottants en précision arbitraire, mais I'implémentation des opérations sur ces
types n’a pas été intégrée en ROM a ce jour.

Les types listes, programmes et objet symbolique sont composés du grologu
(champ type) suivi par la succession d’objets situés en mémoire vive paide
teurs sur des objets situés en mémoire en lecture seule (ROM) et se ternainent p
un pointeur sur une adresse fixe (apped&Ml). Ces types sont eux-mémes des
objets et peuvent donc étre utilisés de maniere récursive. La longusuyks
listes, programmes, symboliques n’est stockée nulle part, c’'est le délimitaiir fi
qui permet de la connaitre, ce qui est parfois source d'inefficacitéutllse de
maniére interne les listes pour représenter les polyndmes denses (aésenta-
tion récursive pour les polyndmes a plusieurs variables).

Les calculatrices HP4xG utilisent une ﬁi,l(e’est—a—dire une liste de taille non

2un quartet=un demi octet
3Plus précisément deux piles, la pile de donnée et la pile gérant le flukaliimn. Cette derniére
n’est pas visible par I'utilisateur



fixée d’'objets. On place les objets sur la pile, I'exécution d’une foncti@mgbr
ces arguments sur la pile et renvoie un ou plusieurs résultats sur la pilei(ce q
est une souplesse du RPN comparé aux langages ol on ne peukeraqmane
valeur de retour). Il faut donc donner les arguments avant d’apfzlfenction
correspondante. Par exemple pour calcaleb on taperaa b +. C’estla syntaxe
dite polonaise inversée (RPN). Un avantage de cette syntaxe est quéalgeco
d’'un objet symbolique par cette syntaxe est évidente, il suffit de stdakeste
précédentda b +} . Les objets symboliques sont donc représenté par une suite
d’objets écrit en syntaxe polonaise inversée. L'évaluation d’un objebslique se

fait dans I'ordre polonaise inversé : les arguments sont évalués pdmnieions

leur sont appliqués. Pour des raisons d’efficacité, on représemtersdes objets
composites (listes, symboliques) par leurs composants placés sur la pidé(app
meta-objets).

Une rigidité de la syntaxe polonaise est que les fonctions ont toujoursmn no
bre fixe d’arguments par exemple I'addition a toujours 2 arguments, ainsi
b + ¢ est obtenu pafa + b) + ¢ ou para + (b + ¢) c’est-a-dire respectivement
ab+c+ouabc + + ceaquibrise parfois artificiellement la symétrie de
certaines opérations. En polonaise inversée, le systeme doit de plus janegte
l'autoquote puisque les arguments sont évalués avant I'opérateuventuélle-
ment demanderait & ne pas évaluer ses arguments. A noter I'existenescdim-
mandeQUOTEpermettant a I'utilisateur de quoter une sous-expression.

Les hypothéses sur des variables réelles sont regroupées ddisseusimckée
dans la variable globalREALASSUMEON peut supposer qu’une variable est dans
un intervalle. Il n'y a pas a ce jour de possibilité de supposer qu'urieblarest
entiére (ni & fortiori qu’une variable a une valeur modulo un entier fhiéy qu’il
ait été décidé de réserver la variable glodAlEEGERASSUME cet effet. Il n'y
a pas de possibilité de faire des hypothéses ayant une portée locale.

1.2.2 Calculatrices formelles Tl

Le langage utilisé pour programmer ces calculatrices est le langage Cuon pe
aussi écrire du code en assembleur pour ces calculatrices). Orveeiroles dif-
férents types de données regroupé en un type générigue qui ebtaautd’octets
(aussi appelé quantum). Le champ type est appelé tag dans la documenitation
Contrairement a ce qui précede, ce champ type est placé en mémoire ada fin d
I'objet, ce qui est possible car la longueur d’'un objet est toujours irdigu début
de I'objet. Ceci est fait afin de faciliter I'évaluation (cf. infra).

Les entiers en précision arbitraire sont codés par un tag parmi deuxdjo
férencier le signe), un octet pour la longueur, puis la valeur absoluemnter
(en base 256). lls sont donc limités par le champ longueur a 255 octetssle plu
grand entier représentable €sf2562%° — 1). Il existe un tag spécifique pour les
rationnels, pour les constantes réelles et entiéres qui apparaissenxepgple en
résolvant une équation. Il existe des tags utilisés de maniére internexguaple
pour les nombres complexes. Il n’y a pas de tag prévu pour les flottaptéesion

4Sauf si on utilise comme dernier argument le nombre d’arguments dadgdn ou si on utilise
(cf. infra) un tag de début de liste d’arguments

SToutefois une adaptation du logiciel utilisant comme quantum de base patpéx 32 bits
porterait cette limite #5536°°°3% — 1



arbitraire. ni pour les nombres algébriques (racines carrées papi3e

Les listes sont codées par la succession de leurs éléments. En principe elle
ne peuvent pas contenir des listes (sauf pour représenter une mapiedues
fonctions utilisent les listes pour représenter des polynémes densevariaise,
mais probablement pas pour représenter de maniere récursive dedmel/a
plusieurs variables (puisque le type liste n’est en principe pas récursif)

Comme les HP, les Tl utilisent une pile (non visible par 'utilisateur) appelée
expression stack afin de traduire un expression mathématique sous fomexte
en un objet symbolique codé exactement comme ci-dessus en syntaxeigmlona
Toutefois, la présence du champ longueur permet d’'évaluer un oljtatigue
sans perdre en efficacité en partant de 'opérateur final et encextlisnt ensuite
sur ces arguments, c’est la stratégie adoptée. C'est pour cela quelliel tangifica-
tion se trouve a la fin de I'objet. L'utilisation de cette méthode facilite grandement
I'autoquotation (on peut toutefois regretter que le systéme n’ait pas ghiéstruc-
tion permettant a l'utilisateur d'empécher I'évaluation d’'une sous-exiom®ss

On ne peut pas faire d’hypothése globale sur un paramétre par corpeuo
faire des hypothéses de type appartenance a un intervalle ayantrtéelpoale.

1.2.3 Maple, MuPAD, Mathematica, ...

Ces systémes ont un noyau fermé, au sens ou l'utilisateur n'a pas adoés,d
ou en tout cas pas facilement, aux structures de données de basedidpase
donc pas d'information sur les structures de données utilisées par la (fugar
MuPAD, on pourrait sans doute en savoir plus en achetant de la dotatioarsur
la programmation des modules dynamiques).

Linteraction systéme-utilisateur se fait quasiment toujours en utilisant le lan-
gage de programmation propre au systéme, langage interprété par leduiogys:
teme (ce qui ralentit I'exécution). Ces langages utilisateurs sont essenéatle
non typés : on travaille avec des variables du type générique sansipacséder
aux types sous-jacents. On ne bénéficie en général pas des vérifidattes lors
de la compilation avec un langage type¢, de plus ces systémes ne sont pagsstoujo
fourni avec de bon outils de mise au point. Enfin ces langages ne sasibpdard-
isés d'un systeme a l'autre et il est en général impossible d'utiliser cénsys
comme des librairies depuis un langage de programmation traditionnel. Leét intér
principal réside donc dans une utilisation interactive en profitant de lariéode
fonctions accessibles.

1.2.4 Giac/xcas

Il s’agit du systéme de calcul formel que jimplémente actuellement sous forme
d’une bibliotheque C++ (ce qui permettra aux programmes tiers d’utiliser-bea
coup plus facilement du calcul formel qu’avec les systémes précédeotgectif
est d’avoir un systéme facile a programmer directement en C++, prodhaghge
utilisateur, lui-méme compatible avec Maple ou MuPAD, tout cela sans tropgperdr
en performances comparativement aux librairies spécialisées écrité€en.Ce
qui explique un choix de type génériqgugef) non orienté objet, avec un champ
type et soit une donnée immédiate (pour les nombres flottants par exemfile), so
un pointeur vers un objet du type correspondant au champ type podoheges
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de taille non fixe (on pourrait donc se contenter du langage C, mais le kQyag
permet de redéfinir les opérateurs sur des types utilisateurs ce qui anuélior
sidérablement la lisibilité du code source). Les données dynamiques npason
dupliquées, Giac utilise un pointeur sur un compteur de référence pouirdé&es
données lorsqu’elles ne sont plus référenceées.

Les entiers en précision arbitraire sont hérités de la bildjithGMP (écrite
en C) du projet GNU. Les flottants en précision arbitraire utiliseront aBs&?

(plus précisément MPFR). Il y a un type fraction, structure C composeédiamp
numeérateur et d’'un champ dénominateur, et un type nombre complexe.

Les listes, vecteurs, matrices utilisent le type paramétator<> de la li-
brairie standard C++ (Standard Template Library). Les objets symbolgprs
des structures composés d’un champ sommet qui est une fonction fuarsgu-
ment de typagen et renvoyant un résultat de tygen, et d’'un champ feuille qui
est de typgen. Lorsqu’une fonction posséde plusieurs arguments, ils sont rassem-
blés en une liste formant le champ feuille de I'objet symbolique. Les programmes
sont aussi des objets symboliques, dont le champ sommet est la fonctiaatiéva
d’'un programme. Les listes sont aussi utilisées pour représenter ieatairices
et polyndmes en une variable en représentation dense, on peut giagaedaleur
(:=) ou par référencex<). Les polyn6mes en représentation creuse ou en plusieurs
indéterminées sont également disponibles.

L'évaluation d’'un objet symbolique se fait en regardant d’abord sbtetion
au sommet doit évaluer ou non ses arguments (autoquote), on évaluplie=ats
si nécessaire puis on applique la fonction.

Une hypthése sur un paramétre est une valeur spéciale affectéeamepar
valeur ignorée par la routine d’évaluation.

1.3 Algorithmes et complexité.

On va présenter dans la suite quelques algorithmes que I'on peut censidér
comme classiques dans le domaine du calcul formel. Avant d'implémenter ce type
d’algorithmes, on a besoin des algorithmes de base en arithmétique. Le lecteur
trouvera en appendice une bréeve présentation de certains de céhalgey mes
références en la matiére sont le livre de Henri Cohen, et les livre®dal®Knuth
(cf. appendice).

La plupart des problémes posés en calcul formel nécessitent dels cidon
la taille croit de maniére exponentielle voire doublement exponentielle en fanctio
de la taille des données et ce méme si le résultat est lui aussi de taille petite. Un
exemple est la réduction des systemes de plusieurs équations polynonaaks (b
de Groebner). Dans certains cas, I'application de théories mathématiapdeis p
sophistiquées permet de réduire la complexité (par exemple, M. Van Hasipaid
vert récemment qu’un algorithme trés utilisé en théorie des nombres, I'algerith
LLL, permettait d'améliorer la complexité d’'une des étapes de la factorisatisn d
polynomes a coefficients entiers sur les entiers). Heureusement, daos\desux
cas, on peut réduire la complexité (donc le temps de calcul) par des adaptatio
au probléme d’'une méme idée a condition de faire des hypothéses sur les don
nées (autrement dit en abandonnant la volonté d’implémenter un algorithsne tré
générique, ou tout au moins en spécialisant des algorithmes génériques).

Par exemple lorsqu’on travaille avec des entiers (ou des polynémesfa coef
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cients entiers, ou des matrices a coefficients entiers...) on utilise souveaigdes
rithmes modulaires etadiques. Comme le calcul exact nécessite presque toujours
de calculer avec des entiers, ces méthodes ont un rdle central en foatoal,

nous les présentons donc maintenant brievement. Dans les prochaitiessse
nous utiliserons ce type de méthode, par exemple pour le calcul de PGCD ou la
factorisation de polynémes a coefficients entiers.

Les méthodes modulaires consistent a réduire un probleme&Zdasen équiv-
alent dansZ/nZ pour une ou plusieurs valeurs de nombre premier. Le calcul
dansZ/nZ a I'avantage de se faire avec des entiers dont la taille est bornée. En-
suite a I'aide d'estimations a priori sur la taille des solutions éventuelles du prob
[éme initial, on reconstruit la solution au probléme initial avec le théoréme des
restes chinois.

Par exemple, on peut calculer un déterminant d’'une matrice a coefficients e
tiers en cherchant ce déterminant déys:.Z pour plusieurs premiers, dont le
produit est plus grand qu’une estimation a priori de la taille du déterminant (d
née par exemple par I'inégalité d’'Hadamard, cf. Cohen, p. 50).

Les méthodeg-adiqgues commencent de maniére identique par un calcul dans
7/nZ, on augmente ensuite la précision de la solution en la « liftanZydé&Z
versZ/n*+17 ou versZ /n?*Z (lift linéaire ou lift quadratique), on s'arréte lorsque
k est assez grand (a l'aide d’estimations a priori) et on reconstruit alsudon
initiale. L'étape de «lift»est en général un lemme de Hensel dont ongeelgues
exemples dans les prochains articles. L'algorithme commun au lemme de Hensel e
au théoréme des restes chinois est I'identité de Bézout, que I'on retriaileuls
un peu partout (par exemple pour le calcul de primitives).

lllustrons cette méthode sur un exemple simple, la recherche de racines ra-
tionnelles d’un polyndmé(X) = ay X + - - - 4 ag a coefficients entiers ou poly-
nomiaux, avea, etag non nuls. L'algorithme générique (assez connu) consiste a
chercher les diviseurs dg et dea, et a tester toutes les fractions de ces diviseurs,
on montre en effet aisément queXSi= p/q fraction irréductible est racine de
alorsq divise aq4 et p divise ay. Cet algorithme est trés inefficacedsj ou ag est
un grand entier (car on ne sait pas forcément le factoriser) ou s’'ihadoeip de
facteurs premiers (la liste des diviseurs a tester est alors trés grande).

Lorsque les coefficients dB sont entiers, la recherche précédente revient a
trouver un facteur a coefficients entigfX — p de P, on peut donc réduire le
probléme modulo un entier premierqui ne divise pag, : si un tel facteur existe
dansZ alors ce facteur (réduit moduto) est un facteur dé dansZ/nZ donc P
admet une racine dai#/nZ (puisqueg est inversible modula car on a choisi
premier ne divisant pag;). On évalue maintenar® en lesn éléments d&./nZ.
S’iln’y a pas de 0, alor$’ n’a pas de racine rationnelle. S’il y a des racines, on va
les lifter deZ /n*7Z dansZ/n?*Z.

On suppose donc que pokie> 1, il existe un entiepy, tel que

P(pr) =0 (mod nk)
Il s’agit de trouver un entiet tel quepy,; = py + n*a vérifie
P(per1) =0 (mod n**)

On applique la formule de Taylor a I'ordre 1 pobrenpy, le reste est nul modulo
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n2k donc:
P(p) +n*zP'(py) =0 (mod n?*)

soit finalement : Ploo)
z=—=R2(P(p) (modn*)~!

On reconnait au passage la méthode de Newton, pour qu’elle fonctiorng il
fit que P'(py) # 0 (mod n) ce qui permet de I'inverser moduld® (et c’est ici
gu'intervient I'identité de Bézout). En pratique quand on factorise unrgohe,
on commence par retirer les multiplicités, on peut donc supposePges sans
facteur multiple dan&. Ceci n’entraine pas forcément qu'il le reste d@ns.Z
ce qui crée une contrainte supplémentaire sur le choix,@savoir queP et P’
restent premier entre eux dahgnZ (il existe forcément de tels, par exemple:
premier plus grand que le plus grand entier intervenant dans le calc@GDle
P et P’ dansZ).

Reste donc a revenir dafsa partir d’une racing;, dansZ/(n*Z) (ot on peut
choisir k). On va maintenant utiliser la représentation modulaire symétrique : on
prend comme représentant modulaire d’un entiglansZ/n*Z I'unique entier
congru &z modulon qui est strictement compris entren” /2 et n* /2 (si n est
pair, la deuxiéme inégalité est choisie large).

Si gX — p est un facteur de?, alorsaqg X — %dp est encore un facteur de
P (le quotient deP paraqgX — %dp est a coefficients rationnels mais le facteur

est a coefficients entiers). Si on a chadistel quen* > 2|aqag|, I'écriture en
représentation modulaire symétriqueadeX’ — %< p est inchangée, en effet on a des
estimations & priori sur les entiesetq : |q| gjad\ et|p| < |ao| puisqueyg divise
aq etp diviseayg. Commen X — %dp est égal &y (X — py) dansZ/(n*Z), il nous
suffit d’écrire en représentation modulaire symétrigyeX — pi) = agX — p'.
Pour conclure, on sait que; X — p’ est un multiple entier deX — p. On divise
donc le facteurny X — p’ par le pgcd de; etp’ et on teste la divisibilité dé par
ce facteur réduit.

Exemple
Considérons le polyndom2X? — X2 — X — 3 qui est sans facteur carré. On ne
peut pas choisin = 2 car on réduirait le degré, pour = 3,onaP’ = X — 1
qui est facteur deP, pourn = 5, P’ = 6X? — 2X — 1, on vérifie queP et P’
sont premiers entre eux (par exemple a@&DMOBur une HP49 ol on aura fixé
la variableMODULQ@ 5).

On teste ensuite les entiers de -2 a 2 surSeul -1 est racine modulo 5
(P(—1) = —5), on va maintenant liftep; = —1.

L'estimation & priori es|ag|jag| = 12 donck = 2 (52 = 25 > 12), une
itération suffira. On &’(—1) = 7, l'inverse deP’(—1) (mod 5) est-2 donc :

etpo = =145 x (—2) = —11 est racine de” dansZ/25Z. On calcule ensuite
ag(X —pr) = 2(X +11) = 2X + 22 = 2X — 3 en représentation symétrique,
le PGCD de 2 et -3 est 1 donc on teste le factekir— 3, ici il divise P donc P
admet un unique facteur entier de degré 1 quést- 3.
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2 Quelques algorithmes d’arithmétique de base.

— Les algorithmes de multiplication et division dit rapides des entiers et polymibme
(Karatsuba, FFT, ...). Cf. par exemple Knuth. ou pour les entiers la docume
tation de GMP.

— Au lieu de la division euclidienne, on utilise trés souvent la pseudo-divisio
pour les polyndmes : étant donné deux polyndmest B de degrés: et
b a coefficients dans un anneau contenu dans un corps (par exémple
multiplie A par une puissance du coefficient dominahtde B, plus pré-
cisément palB,‘j*b“, ce qui permet d’effectuer la division par sans que
les coefficients sortent de I'anneau.

BIT"™MA=BQ+R

On utilise cette méthode lorsqu’on peut multiplier les polynédmes par des
constantes sans changer le probleme (par exemple pour I'algorithme d’Eu-
clide).

— L'algorithme d’Euclide est un algorithme « générique »de calcul de PACD.
n'est en général pas utilisé tel quel. Pour les entiers on utilise une variation
adaptée a la représentation binaire des entiers (cf. Cohen ou le manuel de
GMP version 4 pour plus de détails). Nous décrirons des algorithmes de
PGCD plus efficaces pour les polynémes dans le prochain article.

— lidentité de Bézout, aussi appelée PGCD étendu. Etant donné deusentier
ou deux polyndmes etb on calculeu, v etd tels quean, + bv = d. On écrit

la matrice :
a 1 0
b 0 1

ol on remarque que pour chaque ligne le coefficient de la 1ére colshne e
égal aa multiplié par le coefficient de la 2éme colonne additionménulti-

plié par le coefficient de la 3éme colonne. Ce qui reste vrai si on effaes
combinaisons linéaires de lignes (type réduction de Gauf). Comme on tra-
vaille dans les entiers ou les polynémes, on remplace la réduction de Gaul3
des matrices a coefficients réels par une combinaison linéaire utilisant le
guotienteuclidieng dea parb. On obtient alors le resteen 1ére colonne :

10
0 1
1 —q

L3 =1L —qlo

= o9

et on recommence jusqu’a obtenir 0 en 1ére colonne. L'avant-defigaee
obtenue est I'identité de Bézout (la derniere ligne donne le PPCM ate

b). Si I'on veut I'inverse deax modulob on remarque gu’il n’est pas utile

de calculer les coefficients appartenant a la 3éme colonne. Enfin, les ligne
intermédiaires peuvent servir a reconstruire une fraction d’entieéseptée

par un entier d&Z/nZ lorsque le numérateur et le dénominateur sont de
valeur absolue inférieure {n /2.

— Le théoréme des restes chinois. Si on conna# a (mod m) etx = b
(mod n) avecm etn premiers entre eux, on détermindel quez = c
(mod m x n) (¢ = a + mu = b+ nv et on applique Bézout pour trouver
etv, on en déduit).
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— Les tests de pseudo-primalité. Il est essentiel d’avoir une méthodee rapid
permettant de générer des nombres premiers pour appliquer des méthodes
modulaires etp-adiques. On utilise par exemple le test de Miller-Rabin,
qui prolonge le petit théoréme de Fermat jf{sést premier, alora? = a

(mod p)).

2.1 Pour en savoir plus.

Sur des aspects plus théoriques :

— Knuth : TAOCP (The Art of Computer Programming), volumes 1 et suivants

— Henri Cohen : A Course in Computational Algebraic Number Theory

— Davenport, Siret, Tournier : Calcul formel : Systémes et algorithmes e ma

nipulations algébriques

Sur des aspects plus pratiques, quelques références en ligne, la plugta
accessibles gratuitement :

— le code source de Giac disponible & I'URL :

http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/giac.ht ml
— le code source de GiNaC, chttp://www.ginac.de
— le sitehttp://www.hpcalc.org pour les calculatrices HP, on y trouve

tout, de la documentation, des émulateurs de calculatrices HP, des outils de
développement pour Windows et Unix/Linux, ... Pour ce qui concerhe ce
article, je conseille de lire
http://www.hpcalc.org/hp48/docs/programming/rplman. zip

— le sitehttp://www.ticalc.org , On y trouve le portage tigcc du com-
pilateur C de GNU, des émulateurs, etc. Des informations de cet article ont
leur source dans le guide du développeur T189/92
http://education.ti.com/

— lalibrairie du system#uPADQ(archivée dans le fichidib.tar des distri-
butions Unix, pour une installation par défaut, ce fichier se trouve daésle r
pertoire/usr/local/MuPAD/share/lib ), cf. www.sciface.com
pour obtenir une licence d'utilisation.

— en Maple, il est possible de décompiler une instruclitaple avec la com-
mande
eval(instruction);
aprés avoir tapé
interface(verboseproc=2);

— le source du plus ancien systéme de calcul formeetima (devenu logiciel
libre) pour les personnes familieres du langage Lisp
http://sourceforge.net/projects/maxima
de méme pour le systeme Axiom

— le source de librairies plus spécialisées (GMP, GP-PARI, Singular, NTL
Zen, ALP, GAP, CoCoA, ...), rechercher ces moms sur google.
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3 Exercices sur types, calcul exact et approché, algorithmes
de bases

Pour télécharger et installer Xcas sur votre ordinateur, suivre lesigtisins
données sur
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/giac_fr .html
Pour lancexcas sous Unix, ouvrir un fenétre terminal et taper la commande

xcas &
Lors de la premiére exécution, vous devrez choisir entre différents tigsyntaxe
(compatible C, maple ou TI89). Vous pouvez changer ce choix a tout mament
utilisant le menu Configuration->mode (syntaxe).

L'aide en ligne est accessible en tap@nbm_de_commande. Dans Xcas,
vous pouvez aussi taper le début d’'un nom de commande puis la touthiauthe
tion (& gauche du A sur un clavier francais), sélectionner la commandéedawite
de dialogues puis cliquer sur Details pour avoir une aide plus compléte daas v
navigateur. Pour plus de détails sur I'interface de Xcas, consultez leain@ide-
>Interface). Si vous n'avez jamais utilisé de logiciel de calcul formelsymuvez
commencer par lire le tutoriel (menu Aide->Debuter en calcul formel->tutoriel)
et faire certains des exercices proposés (des corrigés sous fersesglons Xcas
sont dans Aide->Debuter en calcul formel->solutions)

Il peut étre interessant de tester ces exercices en paralléle aveeiXdas
calculatrices formelles....

1. Utiliserlacommandgype ouwhattype ou équivalent pour déterminer la
représentation utilisée par le logiciel pour représenter une fractiompmn n
bre complexe, un flottant en précision machine, un flottant avec 100 déci-
males, la variable;, I'expressiorsin(z) + 2, la fonctionx->sin(x)  , une
liste, une séquence, un vecteur, une matrice. Essayez d'accédearties
de I'objet pour les objets composites (en utilisaptpar exemple).

2. Comparer le type de I'objet si on effectue la commandR]:=0; aprés
avoir purgét ou apres avoir affecté=[1,2,3] ?
3. Comparer l'effet de I'affectation dans une liste et dans un vectewmeu

matrice sur votre logiciel (en Xcas, on peut utiliser au lieu de:= pour
stocker par référence).

4. Voici un programme écrit en syntaxe compatible maple (menu Cfg->Mode-
>maple dans Xcas) qui calcule la base utilisée pour représenter les flottants

Base:=proc()

local A,B;

A:=1.0; B:=1.0;

while evalf(evalf(A+1.0)-A)-1.0=0.0 do A:=2 *A; od;
while evalf(evalf(A+B)-A)-B<>0 do B:=B+1; od;

B;

end;

Testez-le et expliquez.

5. Déterminer le plus grand réel positifde la forme2=" (n entier) tel que
(1.0 + ) — 1.0 renvoie 0 sur PC avec la précision par défaut puis avec
Digits:=30
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. Calculer la valeur de := exp(7/163) avec 30 chiffres significatifs, puis
sa partie fractionnaire. Proposez une commande permettant de décider si
est un entier.

7. Déterminer la valeur et le signe de la fraction rationnelle
1335 11 T
Fz,y) = =y +2°(1a%y* = — 1217 = 2) + -y + %

enz = 77617 ety = 33096 en faisant deux calculs, 'un en mode approché

et 'autre en mode exact. Que pensez-vous de ces résultats ? Combien de
chiffres significatifs faut-il pour obtenir un résultat raisonnable en nagde
proché ?

. A quelle vitesse votre logiciel multiplie-t-il des grands entiers (en fonction
du nombre de chiffres) ? On pourra tester le temps de calcul du produit de
a(a + 1) olia = 10000!, a = 15000!, etc.

9. Comparer le temps de calcul d& (mod m) par la fonctionpowmodet la
méthode prendre le reste modutoapreés avoir calculé™.
Programmez la méthode rapide et la méthode lente.
Que se passe-t-il si on essaie d’appliquer I'algorithme de la puissgpide ra
pour calculer(z + y + z + 1)32? Calculer le nombre de termes dans le
développement der + y + z + 1)" et expliquez.

10. Déterminer un entiet tel quec = 1 (mod 3), ¢ = 3 (mod 5),¢c = 5

(mod 7) etc =2 (mod 1)1.
11. Programmation de la méthode de Horner
Il s’agit d’évaluer efficacement un polynéme

P(X)=a, X"+ ..+ ag
en un point. On posk) = P(«) et on écrit :
P(X) —bo = (X = )Q(X)

(o]

ou:
QX)) =0, X" 1 .+ X +b
On calcule alors par ordre décroissantb,, 1, ..., bg.

(a) Donnem,, en fonction deu,, puis pouri < n — 1, b; en fonction dez;
etb;, 1. Indiquez le détail des calculs po(X) = X3 — 2X + 5 et
une valeur dex non nulle.

(b) Ecrire un fonctiorhorn effectuant ce calcul : on donnera en arguments
le polyndme sous forme de la liste de ces coefficients (dans I'exemple
[1,0,-2,5] ) et la valeur dex et le programme renveri@(«). (On
pourra aussi renvoyer les coefficients@e

(c) En utilisant cette fonction, écrire une fonction qui calcule le développe
ment de Taylor complet d’'un polynéme en un point.

12. Algorithmes de base : écrire des programmes implémentant

(a) le pgced de 2 entiers

(b) l'algorithme de Bézout

(c) linverse modulaire en ne calculant que ce qui est nécessaird’alans
gorithme de Bézout

(d) les restes chinois
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4 LePGCD

Comme on I'a remarqué dans le premier article, I'algorithme d’Euclide est
inefficace pour calculer le pgcd de deux polynémes a coefficients erfiarsa
présenter ici les algorithmes utilisés habituellement par les systéemes de calcul
formel : sous-résultant (PRS), modulaire (GCDMOBR#adique (EEZGD) et heuris-
tigue (GCDHEU). Le premier est une adaptation de I'algorithme d’Euclidaéapte
a des coefficients assez génériques. Les trois autres ont en commatueléine
ou plusieurs variables du polynéme (dans ce dernier cas il est niteadsdien
distinguer le cas de polynémes a plusieurs variables) et de reconstpgedgar
des techniques distinctes, la plupart du temps ces algorithmes fonctioenéat s
ment si les coefficients sont entiers.

Soit doncP et ) deux polyndmes a coefficients dans un corps. Le pgcd de
P et () n'est défini gu'a une constante prés. Mais lorsque les coefficienf3 de
et Q sont dans un anneau euclidien comme par exeiptel Z[i], on appelle
pgcd deP et @ un polyndmeD tel queP/D etQ/D soient encore a coefficients
dans I'anneau, et qu® soit optimal, c’est-a-dire que si un multipleD de D
vérifie P/uD et Q/uD sont a coefficients dans I'anneau, alprest inversible.

La premiére étape d'un algorithme de calcul de pgcd consiste donc ardigise
pgcd des coefficients entiers de chaque polynéme.

Exemple: P = 4X? —4et@Q = 6X? 4 12X + 6. Le polyndmeX + 1 est
un pgced deP et puisqu’il est de degré maximal divisaftet Q mais le pgcd de
P etQ est2(X + 1). Remarquons qu’avec notre définitier2(X + 1) convient
aussi. Par convention on appelera pgcd le polyndme ayant un codftioimmant
positif.

Définition : On appelle content( P) d’'un polyndmeP le pgcd des coefficients
de P. On définit alors la partie primitive dB : pp(P) = P/c(P). Sic(P) =1, 0n
dit que P est primitif. On montre que :

D = pged P, Q) = pgedc(P), c(Q))pged pp(P), pp(Q))

4.1 Le sous-résultant.

La premiere idée qui vient a I'esprit pour améliorer I'efficacité de I'algonigh
d’Euclide consiste a éviter les fractions qui sont créées par les disigiodidi-
ennes. On utilise & cet effet la pseudo-division : au lieu de prendreste Rede
la division euclidienne du polyndme par (), on prend le reste de la division de
Pg’*1! par@, ol g désigne le coefficient dominant dget la différence entre le
degré deP et de(.

Exercice : En utilisant votre systéeme de calcul formel préféré, calculez les
restes intermédiaires générés dans I'algorithme d’Euclide lorsqu’on utijiselado-
division par exemple pour les polyndmB¢zr) = (z+1)" — (v —1)° et sa dérivée.

Une solution avec giac/xcas

/[ - *- mode:C++ - - a,b 2 polynomes -> pgcd de a et b

pgcd(a,b):={

local P,p,Q,q,R,g,h,d;

/I convertit a et b en polynomes listes et extrait la partie pr imitive
P:=symb2polyl(a);
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p:=lgcd(P); // pgcd des elements de la liste
P.=P/p;

Q:=symb2poly1(b);

q:=lgcd(Q);

Q:=Q/q;

if (size(P)<size(Q)){ // echange P et Q
R:=P; P:=Q; Q:=R;

}
/[ calcul du contenu du pgcd

p:=gcd(p,q);

g:=1;

h:=1;

while (size(Q)!=1){

g:=QIO0]; /I coefficient dominant
d:=size(P)-size(Q);

R:=rem(g™(d+1) *P,Q);

if (size(R)==0) return(p * poly12symb(Q/lgcd(Q),x));
P:=Q;

Q:=R;

/I ligne suivante a decommenter pour prs
/I Q:=R/I(g *h"d);

print(Q);

/I ligne suivante a decommenter pour prs
Il g:=q; h:=g"d/h~(d-1);

}

return(p);

}

On s’apercoit que les coefficients croissent de maniere exponentiglteuxieme
idée qui vient naturellement est alors a chaque étape de rendre le niestd,p
donc de diviserR par le pgced de ces coefficients. Cela donne un algorithme plus
efficace, mais encore assez peu efficace car a chaque étape ailadérde pgcd
de tous les coefficients, on peut imaginer le temps que cela prendra en idimens
1 et a fortiori en dimension supérieure. L'idéal serait de connaitrevad@e une
guantité suffisamment grande qui divise tous les coefficients du reste.

C’est ici qu'intervient I'algorithme du sous-résultant : aprés chageugo-
division euclidienne, on exhibe un coefficient "magique" qui divise tedffients
du reste. Ce coefficient n’est pas le pgcd mais il est suffisamment goamdju’on
évite la croissance exponentielle des coefficients.

Algorithme du sous-résultant

Arguments : 2 polynbmeg® et Q primitifs. Valeur de retour : le pgcd dE et
Q.

Pour calculer le coefficient "magique" on utilise 2 variables auxiliajresh
initialisées a 1.

Boucle a effectuer tant qu@ est non nul :

— on note) =degre’)-degre(Y) etq le coefficient dominant d&

— on effectue la division euclidienne (sans fraction)®e' P par@, soitR le

reste
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— Si R est constant, on sort de I'algorithme en renvoyant 1 comme pgcd

— on recopig dansP puis R/(gh®) dansQ

— on recopigy dansg eth!~%¢% dansh.

Si on sort normalement de la boucdig est nul, on renvoie donc la partie primitive
de P qui est le pgcd cherché.

Pour tester l'algorithme avexcas , il suffit de décommenter les deux lignes
Q :=R/(g *h"d); etg :=q; h :=q"d/h°(d-1); ci-dessus.

La preuve de I'algorithme est un peu longue et par ailleurs bien explicarée d
le 2éme tome de Knuth (The Art of Computer Programming, Semi-numerical Al-
gorithms), on y renvoie donc le lecteur intéressé. L'idée générale (aditie du
nom de l'algorithme) est de considérer la matrice de Sylvester des polyrdemes
départP et Q (celle dont le déterminant est appelé résultantRdet Q) et de
traduire les pseudo-divisions qui permettent de calculer les restesssifscdu
sous-résultant en opération de ligne sur ces matrices. On démontre @dolessq
coefficients deR divisés parh’ peuvent étre interprétés comme des déterminants
de sous-matrices de la matrice de Sylvester aprés réduction et c’'esticedarget
de conclure qu'ils sont entiers.

Par exemple, supposons qie = Ry, Q@ = Ri, Rs... diminuent de 1 en
degré a chaque division (c’'est le cas générique dans le déroulemdiatigb-
rithme d’Euclide). Dans ce cas, = 1, il s’agit par exemple de montrer que le
resteR; de) = R par R, est divisible par le carré du coefficient dominant de
@ = R;. Voyons comment on obtient les coefficients&ga partir de la matrice
de Sylvester dé” et ). Prenons la sous-matrice constituée des 2 premieres lignes
de P et des 3 premiéres lignes dg et réduisons-la sous forme échelonnée sans
introduire de dénominateur.

Pn  DPn-1 DPn-2 Pn-3
0 Pn Pn—1 Pn-2
gn—1 Q4n-2 Gn-3 (Gn—4
0 gn—-1 Gn-2 4n-3

0 0 dn—1 {n-2

On effectuely < q,_1L1 — ppL3 €t Lo < q,_1Lo — p,Ly4, C€ qui correspond a
I'élimination du terme erx du quotient deP parQ

0 4n—1Pn—1 — PnQn—2
0 0 dn—1Pn—1 — Pndn—2

dn—1 gn—2 dn—3 Gn—4
0 gn—1 dn—2 gn—3
0 0 dn—1 Gn—2

on effectue ensuite

Ly «— gn-1L1 — (gn—1Pn—1 — Pngn—2)L4
Ly «— qu-1L2 — (Gn—1Pn—1 — Pndn—2)Ls
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ce qui correspond a I'élimination du terme constant du quotien® gear ), on
obtient
0 0 T2,n—2 cee
0 0 0 T2,n—2
Gn—1 4n—-2 4n-3 dn—4
0 gn-1 Gn-2 qn-3
0 0 dn—1 dn—2

si on enléve les lignes 3 et 4, et les colonnes 1 et 2, on obtient (agrésgss de
lignes) une sous-matrice de la matrice de Sylvestep é¢ R,

dn—1 qn—2
T2n—2
0 T2.m—2

On recommence les opérations de réduction de cette sous-matrice codaaspd
la division euclidienne dé& par R., on obtient

0 0 r3n—3
T2,n—2
0 r2.n—2

puis aprés suppression des colonnes 1 et 2 et des lignes 2 et 3 la ligoeati
cients deRs.

Supposons qu’on se limite dés le début de la réduction & ne garder que les
colonnes 1 a 4 et une 5-iéme colonne parmi les suivantes, on obtient adia fin
la réduction une matrice 1,1 qui contient un des coefficientBgéselon le choix
de la 5-iéme colonne). Donc ce coefficient est égal au déterminant detrfi@ana
1,1 qui est égal, au signe prés, au déterminant de la matrice 3,3 dont isest is
par notre réduction (en effet, dans la 2iéme partie de la réduction, on a multiplié
deux foisL; parrg,—2, mais on doit ensuite diviser le déterminant pég_z
pour éliminer les colonnes 1 et 2). Quant au déterminant de la matrice 3,3, il se
déduit du déterminant de la matrice 5,5 par multiplicationggar, (2 lignes ont
été multipliées 2 fois pag,_1) et division parg>_; (élimination des colonnes 1 et
2). Au final, tout coefficient dé?; est égal au produit d’un déterminant 5,5 extrait
de la matrice de Sylvester d@ et Q par¢>_,, qui est justement le coefficient
“magique” par lequel on divise le reste & = ) par R, lors de I'algorithme du
sous-résultant.

4.2 Le pgcd en une variable

4.2.1 Le pgcd heuristique.

On suppose ici que les coefficients sont entiers ou entiers de Ganggeut
donc se ramener au cas ou les polyndmes sont primitifs.

L'idée consiste a évalud? et() en un entiek et a extraire des informations du
pgcdg des entierd’(z) etQ(z). Il faut donc un moyen de remonter de I'entiea
un polyndémeG tel queG(z) = g. La méthode consiste a écrire en badentier
g, avec une particularité dans les divisions euclidiennes successivgdisn le
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reste symétrique (compris entrer/2 et z/2). Cette écriture donne les coefficients
d’un polynémeG unique. On extrait ensuite la partie primitive de ce polynd@rme
Lorsquez est assez grand par rapport aux coefficients des polynétrets), si
pp(G) divise P et @, on va montrer que le pgcd deet de@ estD = pp(G).

On remarque tout d’abord quk:= D(z) divise g. En effetD divise P et Q
donc pour tout entier (ou entier de Gauss))(z) divise P(z) et Q(z). Il existe
donc une constantetelle que

g=ad

On a aussi pf7) divise D. Il existe donc un polyndmé€’ tel que :
D = pp(G)C

Nous devons prouver qué& est un polyndme constant. On suppose dans la suite
gue ce n'est pas le cas. Evaluons I'égalité précédente aufpantobtient

__9 5
4= c(G)C( )

Finalement a
1= o (e C(z)

La procédure de construction d&nous donne une majoration de ces coefficients
par|z|/2, donc dec(G) par|z|/2, doncC(z) divise un entier de module plus petit
que|z|/2, donc

2]

C2)| < =
CE)I <5
On considere maintenant les racines complexes. . ., z, du polynémeC (il en

existe au moins une puisqu’on a supp@séon constant). On a :
CX)=cn(X —21)....(X —2zp)

Donc, comme:,, est un entier (ou entier de Gauss) non nul, sa norme est supérieure
ouégalealet:

€)= [Tl = 12D
j=1

Il nous reste a majorer les racines@epour minorer|C(z)|. CommeC' divise D
il divise P et donc les racines d€ sont des racines commune®&tQ. On va
appliquer le :

Lemme 1 Soit x une racine complexe d’'un polynéie= a, X" + .... + ao.
Alors
1P|

o < 1y 1 1PI = gmas (i)

Application du lemme &'(X) : on al/|c,| < 1 donc si on a choist tel que
|z| > 2min(|P|, |Q|) + 2, alors pour touy, |z;| < |z|/2 donc

ci= ()

qui contredit notre majoration dé€'(z)|.
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Théoreme 1 Soit P et Q deux polynémes a coefficients entiers. On choisit un en-
tier z tel que|z| > 2min(|P|,|Q|) + 2, si la partie primitive du polyndmé&
reconstruit & partir du pgcd deé’(z)etQ(z) par écriture en base (avec comme
reste euclidien le reste symétrique) diviBeet () alors c’est le pgcd dé et Q.

Pour finir la démonstration du théoréme, il nous faut encore montrer le lemme.

Ona
—apz" = an_12" V. +ag

Donc
x|" —
|| —
Ici on peut supposer que| > 1, sinon le lemme est demontre, dont¢ — 1 est
positif et

n n— |
Janllz™ < [PI(1+....+[a]"™h) = |P|5—

=" =

1Pl

Jan|

1
lan|(Jz] = 1) < [Pl =——= = [z[ -1 <

[

Remarques

— Le théoreme publié par Char, Geddes et Gonnet porte sur des iemegfic
entiers et c’est comme cela qu'il est utilisé par les systémes de calcul formel
(en commencgant historiguement par Maple). Peu de systémes I'utilisent pour
les polynémes a coefficients entiers de Gauss. On peut d’ailleurs tgeéra
le théoreme a d’autres types de coefficients, a condition d’avoir un annea
euclidien plongé dan€ avec une minoration sur la valeur absolue des éle-
ments non nuls de I'anneau.

— Nous n'avons jusqu’a présent aucune certitude qu’il existe degsentiels
que la partie primitive dé- divise P et ). Nous allons montrer en utilisant
l'identité de Bézout que pour assez grand c’est toujours le cas. Plus pré-
cisément, on sait qu’il existe deux polynénigst V' tels que

PU+QV =D

Attention toutefois[J et V' sont & coefficients rationnels, pour avoir des co-
efficients entiers, on doit multiplier par une constante entiéredonc en
évaluant erx on obtient I'existence d’'une égalité a coefficients entiers

P(2)u+ Q(z)v = aD(z)

Donc le pgcdg de P(z) et Q(z) divise aD(z) = ad. Commeg est un
multiple ded, on en déduit qug = (3d, ou S est un diviseur de.. Si on a
choisiz tel que

2| > 2[D||e|

alors|z| > 2|D||5| donc I'écriture symétrique en baseale g estG = (D.
Donc la partie primitive dé&7 estD, le pgcd deP et(Q.

Exemple 1 SiPy = 6(X? — 1) etQo = 4(X? - 1).

Le contenu de”, est 6, celui d&) est 4.
On a donc pgcd des contenus =R,= X2 —1,Q = X3 — 1. La valeur initiale de
zestdon@x1+2 = 4. OntrouveP(4) = 15,Q(4) = 63. Le pgcd entier de 15 et
63 est 3 que nous écrivons symétriquement en base 4 sous la¥esme: 4 — 1,
doncG = X — 1, sa partie primitive esi — 1. On teste siX — 1 divise P et @,
c’est le cas, donc c’est le pgcd deet @ et le pged deP) et Qg est2(X — 1).
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Algorithme gcdheu
En arguments deux polyndmé}s et Qg a coefficients entiers ou entiers de Gauss.
Retourne le pged d€, et Qg ou faux en cas d'échec.

1. Calculer le contenu dB, et Q. Vérifier que les coefficients sont entiers de
Gauss sinon retourner faux.

2. Extraire la partie primitive? de P, et Q de Qo, calculer le pgcd des con-
tenus deP, etQq

3. Déterminer: = 2min(|P|,|Q|) + 2.

4. Début de boucle : initialisation du nombre d’essais a 1, test d'arré@rsur
nombre maximal d'essais, avec changement éatre deux itérations (par
exemplez «— 2z).

5. Calculer le pgcd de P(z) et Q(z) puis son écriture symétrique en base
dont on extrait la partie primitivé.

. SiGnedivisepa® passer a l'itération suivante. De méme pQur
. RetournerG
. Fin de la boucle

© 00 N O

. Retourner faux.

On remarque au passage qu’on a calculé le quotieit gar G et le quotient d&)
parG lorsque la procédure réussit. On peut donc passer a la procédiheLgibeux
parameétres supplémentaires par référence, les deux polynémes qaéfdciara

en cas de succes, ce qui optimise la simplification d'une fraction de 2 polgodme

4.2.2 Le pgcd modulaire

On part du fait que sD est le pgcd deP et @ dansZ (ou Z[i]) alors aprés
réduction modulo un nombre premiequi ne divise pas les coefficients dominants
deP et@, D divise le pgcd= de P et@ dansZ/nZ (par convention, le pgcd dans
Z,/nZ est normalisé pour que son coefficient dominant vaille 1). Comme on calcule
G dansZ/nZ, les coefficients des restes intermédiaires de I'algorithme d’Euclide
sont bornés, on évite ainsi la croissance exponentielle des coeffidiefatsdra
ensuite reconstruir® a partir deG.

On remarque d’abord que si on troutie= 1, alors P et () sont premiers entre
eux. En général, on peut seulement dire que le degr@ dst supérieur ou égal
au degré déD. En fait, le degré dé& est égal au degré de lorsque les restes de
I'algorithme d’Euclide (calculé en effectuant des pseudo-divisiond,exXercice
1) ont leur coefficient dominant non divisible parDonc plusn est grand, plus la
probabilité est grande de trouv&rdu bon degré.

Dans la suite, nous allons déterminer une badraepriori majorant les coeffi-
cients deD. On utilisera ensuite la méme méthode que dans I'algorithme modulaire
de recherche de racines évidentes : on multiplidansZ/nZ par le pgcd dang
des coefficients dominaniset ¢ de P et Q. Soit D = pgcdp, ¢)G le résultat
écrit en représentation symeétrique Sk bpgcdp, q) et siG est du bon degré, on
montre de la méme maniére glle= D. Comme on ne connait pas le degrélae
on est obligé de tester & divise P et Q. Si c'est le cas, alor® divise D donc
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D = D puisque degreD) = degréG) > degréD). Sinon,n est un nombre pre-
mier malchanceux pour ce calcul de pgcd (déghe> degré D)), il faut essayer
un autre premier.

Remarque : On serait tenté de dire que les coefficientsizisont bornés par
le plus grand coefficient dB. C’est malheureusement faux, par exemple+ 1)2
dont le plus grand coefficient est 2 divié& + 1)%(X — 1) dont le plus grand
coefficient (en valeur absolue) est 1.

Soit P = Y p; X' un polynéme a coefficients entiers. On utilise la norme

euclidienne
PP =" [pil? @

On établit d'abord une majoration du produit des racines de norme supéel

de P al'aide de|P|. Ensuite siD est un diviseur dé&, le coefficient dominant de

D divise le coefficient dominant de P et les racines d#® sont aussi des racines

de P. On pourra donc déterminer une majoration des polyndmes symétriques des
racines deD et donc des coefficients de.

Lemme 2 SoitA = >~7_; a; X7 un polyndme et € C. Alors
(X —a)A] = [(aX —1)4]

Pour prouver le lemme@, on développe les produits de polynémes. On pose
a_1 = aq+1 = 0 et on noteR la partie réelle.

a+1 a+1

(X =) AP = Jaj 1 —aa;]* =Y |aj1* + |af|a;|* — 2R(a;-1aa;)
=0 =0
a+1 a+1

(@X —DAP = |aaj 1 —a;|* = |al’|aj1|* + |a;* — 2R(aa;1a;)
=0 =0

Les deux donnent bien le méme résultat.
Soit P(X) = p[[(X — «;) la factorisation deP sur C. On introduit le
polynéme
P=p I x-ap) I @x-1
i/lej| 21 J/layl<1
qui d’apres le lemme a la méme norme gbeLa norme deP’ majore donc le
coefficient constant d& d’ou :

I el < 'P|' ()
i/lag|>1 p

On remarque quef reste vraie si on considere les racidgde norme plus grande
que 1 d'un diviseurD de P puisque le produit porte alors sur un sous-ensemble.
On écrit maintenant I'expression des coefficiefjtsle D a I'aide des racines; de

D:

|dm—;] = |d| Z H Ok

choixderacinesparmilesracinesde s, cracineschoisies
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Pour majorerd,,—;|, on commence par majoréf;| par 3, = max(1,|dx]). On
est donc ramené a majorer

Uj,m(ﬁ) = Z H Bk

choixdgparminvaleurs, g.echoix

avec pour hypothése une majoration tle = [[,", 8, donnée par la relation
(2). Pour cela, on cherche le maximumadlg,,(3) sous les contrainted/ fixé et
Br > 1.

On va montrer que le maximum ne peut étre atteint que si 'unddes M
(et tous les autres;, = 1). Sinon, quitte & réordonner supposons quesjesont
classes par ordre croissant. On a dgpc1 # 1, on poseﬁk = [ pourk < m—2,
Bm_1 = 1 etBm = Bm_1Sm. Comparonsr; ,,(3) eto, nm(ﬁ) Si le choix dej
parmim comportek = m — 1 etk = m, le produit est inchangé. Sinon on a la
somme de deux produits, 'un contenant m — 1 et 'autrek = m. On compare

doncB(Bm—1+ Bm) etB(1+ Bp-10m) avecB = [] 5  resteduchoids- Comme
1+ ﬂm—lﬁm > ﬁm—l + ﬁm

puisque la différence est le prodyit— 3,,,)(1 — Bn—1) de deux nombres positifs,
on arrive a la contradiction souhaitée.

Ensuite on décompose les choixdlg ; en ceux contenant/ et des 1 et ceux
ne contenant que des 1, d’ou la majoration

e (74 (77)
() E(77)

On peut en déduire une majoration indépendantg der les coefficients d®,
en majorantd| par|p| (puisqued divisep) et les coefficients binomiaux par—*
(obtenue en développafit + 1)™~1). D'ol le

et finalement

Théoreme 2 (Landau-Mignotte) SoiP un polynéme a coefficients entiers (ou en-
tiers de Gauss) eb un diviseur deP de degrén. Si|P| désigne la norme eucli-
dienne du vecteur des coefficientsiet p le coefficient dominant d& alors les
coefficientsi; de D satisfont I'inégalité

|dj| < 2"7H(P| + [p]) (4)
Avec cette estimation, on en déduit quexsast un premier plus grand que
min (208977 ~1(|p| + [p|), 20€9"€=1 (] + Jg))), (5)

alors le pgcd trouvé daris/nZ va se reconstruire en un pgcd déhsi son degré
est le bon.

Malheureusement la borne précédente est souvent trés grandgpartraux
coefficients du pgcd et calculer dafignZ s’avérera encore inefficace (surtout si
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le pgcd est 1). Cela reste vrai méme si on optimise un peu la major&bian (
repartant ded).

L'idée est donc de travailler modulo plusieurs nombres premiers plus petits et
reconstruire le pgcd des 2 polynémes a coefficients entiers a partir ddsipg
polyndmes danZ /nZ et du théoréme des restes chinois. En pratique on prend des
nombres premiers inférieurs a la racine carrée du plus grand entievdrarde la
machine (donc plus petits q2&° sur une machine 32 bits) ce qui permet d'utiliser
I'arithmétique hardware du processeur sans risque de débordement.

Algorithme du PGCD modulaire en 1 variable :

En argument : 2 polyndmes primitif8 et Q a coefficients entiers. Le résultat
renvoyé sera le polyndme pgcd.

Variable auxiliaire : un entiefV initialisé a 1 qui représente le produit des
nombres premiers utilisés jusqu’ici et un polynoidanitialisé a 0 qui représente
le pgcd dan®./NZ.

Boucle infinie :

1. Chercher un nouveau nombre premiequi ne divise pas les coefficients
dominantyp etqde P et@Q

2. Calculer le pgcdr de P et@ dansZ/nZ. SiG=1, renvoyer 1.

3. SiH = 0 ou si le degré de& est plus petit que le degré dé, recopierG
dansH etn dansN, passer a la 6éme étape

4. Sile degré dé&  est plus grand que celui dé passer a l'itération suivante

5. Sile degre dé- est egal au degré dé, en utilisant le théoreme des restes
chinois, calculer un polyndmé/ tel que / = H moduloN etH = G
modulon. Recopierd dansH etn/N dansN.

6. Ecrire pgcdp, ¢) H en représentation symétrique. Sflitle~ résultat rendu
primitif. Tester sil divise P et (). Si c’est le cas, renvoydi, sinon passer
a l'itération suivante.

Finalement on n’a pas utiligé la borne de Landau-Mignotte. On peut penser que
I'étape 6 ne devrait étre effectuée que lors@uest plus grand que pgga q)b.
En pratique, on effectue le test de I'étape 6 plus tbt parce que les taicu
pgcd sont rarement aussi grand dqueéMais pour éviter de faire le test trop tot,
on introduit une variable auxiliairé/’ qui contient la valeur dé7 de l'itération
précédente et on ne fait le test quefsi = H (ou bien s(r si on a dépassé la
borne).

Remarque:

L'algorithme ci-dessus fonctionne également pour des polynémes a phisieu
variables.

Exemple 1:

Calcul du pged déX + 1)3(X — 1)* et (X* — 1). Prenons pour commencer
n = 2. On trouve comme pgcd 4 + 1 (en effet—1 = 1 donc on cherchait le pgcd
de(X +1)"etdeX? +1 = (X +1)%). Onteste sX* + 1 divise P et(Q, ce n'est
pas le cas donc on passe au nombre premier suivantnPeu, on trouveX? —1.
Doncn = 2 n’était pas un bon nombre premier pour ce calcul de pgcd puisqu’on
a trouvé un pgcd de degré plus petit. On test& $i— 1 divise P etQ, c’est le cas
ici donc on peut arréter, le pgcd cherché &Est— 1.

Exemple 2:
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Calcul du pged déX + 1)3(X — 1)* et (X* — 1)3. Pourn = 2, on trouve
un polynéme de degré 7. Pour= 3, on trouveX% — 1 doncn = 2 était une
mauvaise réduction. Comme® — 1 ne divise pasP et Q, on passe & = 5. On
trouve X%+42X*—-2X2—1. On applique le théoréme des restes chinois qui va nous
donner un polyndéme dar%/15Z. On cherche donc un entier congru & 2 modulo
5 et a 0 modulo 3, -3 est la solution (écrite en représentation symétriqune))alo
polynéme modulo 15 est —3X* +3X2 —1 = (X2 —1)3. Ce polynéme divise
P et@, c’estdonc le pgcd d€ et de@.

4.3 Le pgcd a plusieurs variables.
4.3.1 Le pgcd heuristique.

On suppose comme dans le cas a une variable que les polynédmes sont primitifs,
donc qu’on a simplifié les polyndmes par le pgcd entier de leurs coefficietidsse

Le principe est identique a celui du PGCD a 1 variable, on évalue les deux
polyndémesP et (Q de k variablesX,....,X; en unX; = z et on calcule le
pgcdg des 2 polyndme®(z) et Q(z) dek — 1 variables. On remonte ensuite &
un polyndémeG par écriture symétrique en basele g et on teste si pf@~) divise
P et Q. Il sS’agit a nouveau de montrer quesiest assez grand, alors (jgp) est
le pgcd cherché. On sait qde= D(z) divise g. Il existe donc un polyndme de
k — 1 variables tel qug = ad. On sait aussi que ) divise D, donc il existe un
polynémeC' de k variables tel queéd = C * pp(G). On évalue en: et on obtient
d = C(z)g/c(G), ouc(G) est un entier, donc

c(G)=axC(z)

Commec(G) est un entiera et C(z) sont des polynbmes constants. Comme
précédemment, on a aussi(z)| < |z|/2 puisquelc(G)| < |z|/2.

— Premier cas : 90’ ne dépend que de la variab}g,. On continue le raison-
nement comme dans le cas unidimensionnel.

— Deuxieme cas : g0’ dépend d’'une autre variable, par exemple On re-
garde le coefficient de plus haut degre @epar rapport aX;. Ce coeffi-
cient divise le coefficient de plus haut degreflet de) par rapport aX;.
Comme('(z) est constant, on en deduit que le coefficient de plus haut degre
de P et par rapport aX; est divisible parX; — z donc le coefficient de
plus bas degre e, de ces coefficients de plus haut degre est divisible par
z, ce qui contredit la majoration de ce coefficient.

En pratique, cet algorithme nécessite le calcul récursif de pgcd sartigate

réussite. On I'évite donc s'il y a beaucoup de variables (la limite est panghee
de 5 pour MuPAD).

4.3.2 Le pgcd modulaire multivariables.

Ici, on travaille moduloX,, — «, ou X1, . ..., X,, désignent les variables des
polynémes. On considére donc deux polyn6érest (Q comme polynémes de la
variablesX,, avec des coefficients dafi$X1, .. .., X,_1]. On évalue erX,, = «,

on obtient deux polynédmes en— 1 variables dont on calcule le pgcd (récursive-
ment).
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Il s’agit de reconstruire le pged par interpolation. Tout d'abord, on@borne
évidente sur le degré du pgcd par rapport a la varidhle c’est le minimum
des degrés par rapportg, des polynbmes’ et Q). A premiere vue, il suffit donc
d’évaluer les polynbmes en+ 1 pointsc.
Il faut toutefois prendre garde aux mauvaises évaluations et a la naatiaalis
des pgcd avant d’interpoler. En effet,[3{ X1, .. .., X,,) désigne le pgcd d& et
etG(Xl, ey anl) le ngd daD(Xl, ey anl, a) et deQ(Xl, R anb a),
on peut seulement dir®(Xy,...., X,,—1,«) divise G. Plusieurs cas sont donc
possibles lorsqu’on évalue en un nouveau paint
— I'un des degrés dé est plus petit que le degré du polyndméreconstruit
par interpolation jusque la. Dans ce cas, toutes les évaluations qui @hticon
a reconstruireD’ étaient mauvaises. Il faut recommencer l'interpolation a
z€éro ou a partir dé- (si tous les degrés d€ sont inférieurs ou égaux aux
degrés du)’ reconstruit).
— l'un des degrés d€ est plus grand que le degré @i reconstruit jusque la.
Il faut alors ignorer.

— Tous les degrés d€ sont égaux aux degrés di’ reconstruit jusque la.
Dans ce cas(@ est un multiple entier du polyndm®’ reconstruit jusque
la et évalué enX,, = «. Si on suppose qu’on a pu s’arranger pour que ce
multiple soit 1, on ajoute le point aux points d’évaluation précedents

en posant :
Haj (O[ - a])

On voit que les mauvaises évaluations se détectent simplement par les Begrés
la normalisation, on utilise une petite astuce : au lieu de reconstruire IEpged
va reconstruire un multiple du pgdd (ce multiple appartiendra[X,,]). On voit
maintenant” et ) comme des polyndmes en-— 1 variablesX, . ..., X,,_1 a co-
efficients dan€.[X,,]. Alors Icoeff( D), le coefficient dominant d® (relativement
a l'ordre lexicographique sur les variabl#s, ..., X,,_1), est un polyndbme e,
qui divise le coefficient dominant dB et de@ donc divise le coefficient domi-
nant du pgcd des coefficients dominantsitlet de@). On va donc reconstruire le
polynéme :

D'=D'+(G-D"

A(X,)
/ = _— =
c’est-a-direD multiplié par un polynéme qui ne dépend queXig.
Revenons & en un pointw de bonne évaluation. C’est un multiple entier de
D(Xl, ey Xn_1, a) .

G= ﬁD(Xl, ce -7Xn—1;a>

Donc, comme polynémes d¥i, ..., X,,_1 a coefficients danZ[X,] ou dansZ,
Icoeff(G) = Slcoeff(D) x, —. Comme IcoeffD) divise A(X,,), il en est de méme
enX, = a donc IcoeffG) divise 5A(«). On en déduit qué\ ()G qui est divis-
ible par A(«)f est divisible par IcoefiG). On va donc considérer le polyndme
A(a)G/Icoeff(G) : ses coefficients sont entiers et son coefficient dominant est

A(a) = lcoeff(D' (X1, . ..., Xp_1,))
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donc
A(a)G/Icoeff(G) = D'(X71, ..., Xn-1,)

Algorithme du pgcd modulaire & plusieurs variables (interpolation densg:
Arguments : 2 polynémes primitif® et den variablesXy, ... ., X,, a coef-
ficients entiers. Renvoie le pgcd deet Q.

1. Sin =1, renvoyer le pgcd d€ et en une variable.

2. Test rapide de pgcd trivial par rapporka. On cherche des — 1-upletsa
tels queP (o, X,,) etQ(«, X,,) soient de méme degré qéreet () par rapport
a la variableX,,. On calcule le pgcd+ de ces 2 polyndémes en une variable.
Si le pgcd est constant, alors on retourne le pgcd des coefficiefitete.

3. OndiviseP et par leur contenu respectifs vu comme polynémeXen ..., X,, 1
a coefficients dang[.X,,], on noteC(X,,) le pgcd des contenus. On calcule
aussi le pgcd\(X,,) des coefficients dominants deet deq.

4. On initialiseD’ le pgcd reconstruit a @,(X,,) le polyndme d’interpolation
alo = (61,...,90—1) la liste des degrés partiels du pgcd par rapport a
X1,....,X,_1 au minimum des degrés partiels deet Q par rapport a
X1,....,X,_1, e le nombre d’évaluation a 0 €f I'ensemble des points
d’interpolation a la liste vide.

5. Boucle infinie :
— Fairea=entier aléatoire n'appartenant pag'usqu’a ce que

degreP(X1,...., X, 1,a))=degre;, (P(X1,....,Xn)
degréQ(Xy,...., X, 1,a)) = degree (Q(X1,. ..., Xn))

— Calculer le pged> (X7, . ..., X,,—1) enn—1 variablesde’( X1, ...., X,,—1, @)
et@(Xl, vy Xn—1, a).

— Si degréG); < ¢; pour un indice au moins. Si ded(€) < ¢, on pose
§ = degréG), D' = IWAGE?I%?)’ I =X,—ae=1etE = [a], sinon
on pose) = min(J, degréG)), D’ = 0,1 =1,e =0, E = [|. On passe a
I'itération suivante.

— SidegreG) > 4§, on passe a l'itération suivante.

— SidegréGG) = 4, oninterpole :

_ G = Ala)
G = Geoe O
1( X,
- D, = D/ + m(G - .D/()(l7 e .,anl,a))

- I:=1x%(X,—a)

— e:=e¢-+ letajouterv aFE

— Sie est strictement plus grand que le minimum des degrés partidts de
et Q par rapport aX,,, on poseD la partie primitive deD’(vu comme
polyndme a coefficients dai#§ X)), on teste sP et @ sont divisibles
par D, si c’est le cas, on renvoi® = C'(X,,)D

On observe que dans cet algorithme, on fait le test de divisibilit® ger P et

Q. En effet, méme apres avoir évalué en suffisamment de points, rien n‘indiqu
gue tous ces points sont des points de bonne évaluation. En pratiquestela r
extrémement improbable. En pratique, on teste la divisibilité plus tot, defue
n’est pas modifié par I'ajout d’'un nouveau point a la liste des
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Il existe une variation de cet algorithme, appelé SPMOD (sparse modyuar),
suppose que seuls les coefficients non nuls du pged-en variables sont encore
non nuls em variables (ce qui a de fortes chances d’étre le cas). L'étape d'inter-
polation est alors remplacée par la résolution d’'un sous-systéme d'tamsyse
Vandermonde. Cette variation est intéressante si le nombre de coeffimentsis
enn — 1 variables est petit devant le degré. Si elle échoue, on revient a l'olgerp
tion dense.

Notons enfin qu’on peut appliquer cette méthode lorsque les coefficients d
P et sont dan<Z/nZ mais il faut alors vérifier qu’on dispose de suffisamment
de points d’interpolation. Ce qui en combinant avec I'algorithme modulaireea un
variable donne un algorithme doublement modulaire pour calculer le pgcd de 2
polynémes a coefficients entiers. C'est cette méthode qu'utilise par exemple M
PAD (en essayant d’abord SPMOD puis I'interpolation dense).

Exemple :

Dans cet exemple, on donieet G sous forme factorisée, le but étant de faire
comprendre I'algorithme. En utilisation normale, on n’exécuterait cet algoeith
que SiF et étaient développés.

P=(z+Dy+22+1)(?+2y+1),Q = (z+ Dy +22+1)(y* —zy—1).

Prenonsc comme variableX; ety comme variableXs. Les coefficients dom-
inants deP et sont respectivementet —y doncA = .

Eny =0, P(x,0) = 22 + 1 n’est pas du bon degré.

Eny=1,P(z,1) = (z + 22 +2)(z+2) etQ(x,1) = (x + 22 +2)(—2) sont
du bon degré. Leur pgcd eSt= 22 + x + 2, A(1) = 1, doncD’ = 2% + z + 1.

On teste la divisibilité de” par D’, le teste échoue.

Eny = 2, P(x,2) = (22+22+3)(22+5) etQ(z, 2) = (2?+2x+3)(—22+3)
doncG = z% + 2z + 3, A(2) = 2. Oniinterpole :

D = x2+m+2+%(2(m2+2x+3)—(332+:1:+2)) = y(z®+3z+4)—(2z+2)
On teste la divisibilité de” par D’, le test échoue.

Eny = 3, P(z,3) = (2?2 +32+4)(32+10) etQ(z,3) = (2®+3z+4)(—3z+

8) doncG = 22 + 3z + 4, A(3) = 3. On interpole :

D' = y@*+3z+4) —(22+2)+

ijj?(g‘” (3(2® + 3z +4) — (3(2® + 3z +4) — (22 +2)))

y
(
B-2)B-1)

donc

(y—2)(y—1)

5 (—22-2) = 2%y + 2y’ +y° +y

D' =y(z? 43z +4)— (2 +2)+

On diviseD’ par son contenu et on trouv8 + zy + y + 1 qui est bien le pged de
PetQ.

4.3.3 EZGCD.

Il s’agit d’'une méthodep-adique. On évalue toutes les variables sauf une,
on calcule le pgced en une variable et on remonte au pgcd variable pablgaria
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(EEZGCD) ou toutes les variables simultanément (EZGCD) par un lemme de
Hensel. Il semble qu'il est plus efficace de remonter les variablesé&@pat.

Soit doncF etG deux polynémes primitifs dépendant des varialigs. . . , X,
de pgcdD, on fixe une des variables qu'on appelefa dans la suite. Soient
Icoeff( F") et Icoeff G) les coefficients dominants d€ et G par rapport aX;. On
évalueF' etG en unn — 1 upletb tel que le degré dé& et G par rapport aX; soit
conservé apres evaluation &ron suppose quB,(X1) = pgcd F'(b), G(b)) ale
méme degré qu®(b). On a donc I'égalité :

B Icoeff(F'(b)) (b) Icoeff(F')(b)
(£ x lcoeff(£7)) (b) = <Db Icoeff(Dy) > * ( Dy, Icoeff(F(i’))>

et de méme en remplacahtparG.
Pour pouvoir lifter cette égalité (c’est-a-dire généraliser a plusieuiablas),
il faut que Dy, et %{:) soient premiers entre eux. Sinon, on peut essayer de lifter
I'égalité analogue ave@. En général, on montre qu’il existe un entjeel queD,,
et W soient premiers entre eux. En effet, sinon au moins un des facteurs

irréductibles deD, va d|V|ser()LbG() pour deux valeurs distinctes geet va

donc diviser a la f0|sF— et ¥ an contradiction avec la définition de, =
pgcd F(b), G(b)). On I|fte alors I égalité obtenue en rempla¢dnpar (F + kG)
ci-dessus. Dans la suite, on suppose qu’on peut prehdse0 pour alléger les
notations.

On va aussi supposer gbe= 0. Sinon, on fait un changement d’origine sur les
polynédmesF’ et G pour queb = 0 convienne, on calcule le pgcd et on lui applique
la translation d'origine opposée.

On adopte ensuite la notation suivantek est un entier, on dit qu’un polynéme
P estunO(k) si la valuation de” vu comme polyndme efs, .. .., X, a coeffi-
cients dan&[X| est supérieure ou égalésaou de maniére équivalente si

P(X1,hXo,.....hXy,) = Op_o(h¥)
L'égalité a lifter se réécrit donc :
Flcoeff(F) = PyQo + O(1)

ou Py =D Ij(%ff(}@ etQo = %ﬁ):gggg% sont premiers entre eux et de
D

degré 0 par rapport aux variablés, . ..., X,,. Cherchons?, = O(1) et@Q, =
O(1) de degré 1 par rapport aux variablgs, . . . ., X, tels que

Flcoeff(F) = (Py + P1)(Qo + Q1) + O(2)
Il faut donc résoudre
Flcoeff(F) — PyQo = PyQ1 + QoP1 + O(2)

On peut alors appliguer I'identité de Bézout qui permet de détermineictigsimes
P, et @, satisfaisant I'égalité ci-dessus (avec comme réxt) nul) puisqueP,
etQo sont premiers entre eux. De plus, on chol3itet Q; tels que degre P <

degre,, (F)—degrdQo) = degre ) etdegre;, (Q1) < degré(Qo) etlcoeffy, (Po+
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P1) + O(2) = Icoeffx, (Qo + Q1) + O(2) = Icoeffx, (F'). On tronque ensuité;
et(@1 en ne conservant que les termes de degré 1 par rappoart.a. ., X,,.

On trouve de la méme maniére par récurreRget Q. homogénes de degké
par rapport aXs, . ..., X}, de degré par rapport®; respectivement inférieur aux
degrés dé&), et de P, et tels que

Fleoeff(F) = (Po+....+ Pg)(Qo+ ...+ Q) + O(k + 1) (6)

et Icoeff F') = Icoeffx, (Py + .... + Py) + O(k + 1) = Icoeffx, (Qo + .... +
Qr) + Ok +1).
Si on est bien en un point de bonne évaluation ét est plus grand que le

degré total (par rapport aux variabl&s, . ..., X,,) du polyndmeFIcoeff(F') on

va vérifier quePy + .... + P, = D{%ﬁ%. En effet, si on a deux suites de

polynémesP et P’ et etQ’ satisfaisant®) avec les méme termes de degré zéro
Py etQy, alors en prenant la différence, on obtient :

(Po+Pr.. 4+P:)(Qo+Q1 .. +Qk) = (Po+P; .. +P)(Qo+Q} .. +Q)+0(k+1)

On égale alors les termes homogénes de dggréur;j = 1, on obtientPy(Q, —

Q}) = Qo(P,— Py), doncQ divise @ — Q' qui est de degré strictement inférieur
au degré de€) par rapport aX; (car on a I'inégalité large et les termes de plus haut
degré sont égaux), dorig; = @Q; et P, = P;. On montre de la méme maniere que
Qj = Q;- etp; = Pj’ L'écriture est donc unique, c’est donc I'écriture en polyndme

homogeéne de degré croissantid gggﬁg)) gue 'on reconstruit.

Cet algorithme permet donc de reconstruirgl suffit de tester a chaque étape
Si Py+. ...+ Py divise Flcoeff(F'). On appelle cette méthode de remontée lemme
de Hensel linéaire. Il existe une variante dite lemme de Hensel quadratioceg
siste a passer d@(k) a O(2k). Elle nécessite toutefois un calcul supplémentaire,
celui de I'identité de Bézout@(2k) prés pour les polyndbmeg) + . ...+ Py_; et
Qo+ ....+ Qr_1. Ce calcul se fait également par lifting.

Algorithme EZGCD (Hensel linéaire)

Arguments : 2 polyndmesg' et G a coefficients entiers et primitifs. Renvoie le
pgcd deF’ et G ou false.

1. EvaluerF' etG en(Xay,....,X,) = (0,....,0), vérifier que les coefficients
dominants d&F" et deG ne s’annulent pas. Calculer le pgey de F(0) et
de G(0). Prendre un autre point d’évaluation au hasard qui n’annule pas les
coefficients dominants dE et deG et vérifier que le pgcd a le méme degré
queDy. Sinon, renvoyer false (on peut aussi faire une translation d’oragne
F et deG en un autre point mais cela diminue I'efficacité de I'algorithme).

2. On note IcF et IcG les coefficients dominantsfdet deG par rapport aX;.

3. SidegréF') < degréG) et degréD;) = degréG) et F' divise G renvoyer
F

4. SidegréG) < degréF') et degréD;,) = degréF’) et G divise F' renvoyer
G

5. SidegréF') = degré D;) ou si degréG) = degré D;) renvoyer false
6. Boucle infinie suy entier initialisé a 0, incrémenté de 1 a chaque itération :
si pged Dy, %ZG(O)) = C constant, alors arréter la boucle
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7. Lifter l'égalité (F + jG)(IcF + jIcG)(0) = Db% %
b)

remontée de Hensel linéaire ou quadratique. Si le résultat est falgeyeen
false. Sinon renvoyer le premier polynéme du résultat divisé par saermon
vu comme polynéme eX; a coefficients dang&[Xo, ... ., X,].

.. par

Remontée de Hensel linéaire

Arguments :F' un polyndme, IcF=IcoeffF") son coefficient dominant? un
facteur deF’(0) ayant comme coefficient dominant I¢F et dont le cofacteu®)
est premier aveg).

Renvoie deux polyndme® et Q tels queFIcF = PQ et P(0) = P, et
Icoeff(P) = Icoeff(Q) = IcF.

1. SoitG = FlcF, ,Qo = G(O)/Po, P =P, Q = QQ.

2. Déterminer les deux polyndmés et V' de l'identité de Bézout (tels que
PoU + QoV = d oud est un entier).

3. Boucle infinie avec un comptedrinitialisé a 1, incrémenté de 1 a chaque

itération

— Sik > degre,,  x, (G), renvoyer false.

— Si P diviseG, renvoyerP etG/P.

— SoitH = G—PQ = O(k). Soitu = U etv = VZ onaPyu+Qov =
H

— Remplacer par le reste de la division euclidiennedpar P, et par le
reste de la division euclidienne degpar()y. La somme des deux quotients
est égale au quotient euclidien éiepar Py (g, c'est-a-dire au coefficient
dominant deH divisé par le produit des coefficients dominantsigjeet
Qo (qui sont égaux) donc on a 'égalité :

Icoeff(H)
 Icoeff(Py)2 Foo

— Soita = (Icoeff(F)—Icoeff(P))/Icoeff(Py) ets = (Icoeff(F')—Icoeff(Q))/Icoeff( Fy).
On ajouten Py av, ainsi lcoeff P+ v) = Icoeff(F') + O(k + 1) et Qo &

u, ainsi lcoeff@ + u) = Icoeff(F) + O(k + 1)

Remarque : on montre alors quet+ 3 = ]%ﬁ% + O(k + 1) donc

Pyu+ Qov = H + O(k + 1) en utilisant les propriétés :

Pou+ Qov=H

Icoeff(F') = Icoeff(P) + O(k) = Icoeff(Q) + O(k) = Icoeff(Py) + O(1)

— Réduireu etv en éliminant les termes de degré strictement supériéur a
par rapport aXo,...., X,,. S'il reste un coefficient non entier, renvoyer
false

— Remplace® parP + v etQ parQ + u, passer a l'itération suivante.

Exemple:
F=(z+D)y+22+ D)@ +2y+1),G = ((z+ Dy +22+1)(y?> —zy— 1)
OnaF(0,y) = (y+ 1)(y*> + 1) etG(0,y) = (y + 1)(y*> — 1), le pgcd est
doncDy = (y + 1). On remarque qué®, est premier avec le cofacteur demais
pas avec le cofacteur de. Si on évalue en un autre point, par exemple 1, on
trouve un pgcdD; de méme degré, donc 0 est vraissemblablement un bon point
d’évaluation (ici on en est sdr puisque le pgcdidet G se calcule a vue...). On a
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lcoeff(F) = z+1, onvadonc lifteiG = ((z+1)y+x2+1)(y? +ay+1)(z+1) =
PQoUuPy = (y+1)etQo = (y*>+1).

On calcule les polyndmes de I'identité de Bézbut= (1 — y) etV = 1 avec
d =2, puisalordrek =1:

H=G—-PQo= (20" +2y* + 3y + 1)z + O(2)

doncu =restéUH /d, Q) = zy etv = restdVH/d, Py) = —x.

Donc@ = zy+aQo aveca = (z+1—1)/Icoeff(Py) = z etQo+Q1 = (y>+
1)(x+1)+zy. Demémep, = —z + Py, avecl = (z+1—1)/lcoeff(Py) = =
doncPy + P = (y + 1)(z + 1) — z. On remarque qué&, + P, etQy + Q1 sont
bien a0 (2) pres les facteurs dElcoeff(F') :

P = (z+1)y+a+1 = P+ P1+0(2), Q = (z+1)(y*+zy+1) = Qo+Q1+0(2)
Une deuxiéme itération est nécessaire. On calcule
H=G—(Py+P)(Qo+Q1) =2y +y+ 1)z*+0(3)

puis restéU H/d, Qo) = yx? et restéV H/d, Py) = 2. Ici les coefficientsy et

£ sont nuls car IcoeffF') n’a pas de partie homogene de degré 2. On trouve alors
P=PFP+P+PetQ = Qy+ Q1+ Q2. Pour calculer le pgcd, il suffit de
calculer la partie primitive dé& vu comme polynéme e, ici c’est encoreP car

le contenu deP est 1 (remarque : poup le contenu est + 1).

On trouve dond” comme pgcd.

4.4 Quel algorithme choisir ?

Il est toujours judicieux de faire une évaluation en quelquesl uplets pour
traquer les pgcd triviaux. (E)EZGCD sera efficace si (0,...,0) est unt ge bonne
évaluation et si le nombre de remontées nécessaires pour le lemme de éstnsel
petit donc pour les pgcd de petit degré, GCDMOD est aussi efficdealsgré du
pgcd est petit. Le sous-résultant est efficace pour les pgcd de degné car il y
a alors peu de divisions euclidiennes a effectuer et les coefficients pas trop
le temps de croitre. SPMOD est intéressant pour les polyndmes creuxdaqg
trivial creux. GCDHEU est intéressant pour les problémes relativepedits.

Avec des machines multiprocesseurs, on a probablement intérét a lancer e
parallele plusieurs algorithmes et a s’arréter des que I'un deux rederstieces.

4.5 Pour en savoir plus.

Parmi les références citées dans le premier article, ce sont les livresutie, K
H. Cohen, et Davenport-Siret-Tournier qui traitent des algorithmesgdd. @On
peut bien sdr consulter le source de son systéme de calcul formel 'lbesju
disponible :

— pour MuPAD sur un systéme Unix, depuis le répertoire d’installation de Mu-
PAD (en généralusr/local/MuPAD ) aprés avoir désarchivé le fichier
lib.tar du répertoireshare/lib par la commande
cd share/lib && tar xvf lib.tar
on trouve les algorithmes de calcul de PGCD dans le répertoire
share/lib/lib/POLYLIB/GCD
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— Pour l'algorithme EZGCD, je me suis inspiré de I'implémentation de Singu-

lar (logiciel libre disponible &ww.singular.uni-kl.de )
Sur le web on trouve quelques articles en lignes sur le sujet en chelehanots
clefs GCDHEU, EZGCD, SPMOD sur un moteur de recherche, il y a pemeie
une description un peu différente du pgcd heuristique sur :
www.inf.ethz.ch/personal/gonnet/CAll/HeuristicAlgor ithms/nodel.html
et un article de comparaison de ces algorithmes par Fateman et Liao (dont la
référence bibliographique est Evaluation of the heuristic polynomial GE&D.
ISSAC pages 240-247, 1995). Quelques autres références :

— K.O.Geddes et al "Alg. for Computer Algebra”, Kluwer 1992.

— pour GCDHEU Char, Geddes, Gonnet, Gcdheu : Heuristic polynomial gc
algorithm based on integer gcd computation, in : Journal of Symbolic Com-
putation, 7 :31-48, 1989.

— pour SPMOD "Probabilistic Algorithms for Sparse Polynomials”, in : Sym-
bolic & Algebraic Comp. (Ed E.W.Ng), Springer 1979, pp216,

5 Le résultant

Il s’agit d’'un point de vue d’algebre linéaire sur le PGCD. Considéndeux
polynémesA et B de degré etq et de pgcdD et I'identité de Bézout correspon-
dante :

AU+ BV =D (7)

avec degré) < g etdegréV') < p. Imaginons qu’on cherchié etV en oubliant
gu’il s’agit d’'une identité de Bézout, en considérant simplement qu'dis@un
probléeme d’algébre linéaire de+ ¢ équations (obtenues en développant et en
identifiant chaque puissance déde 0 ap + ¢ — 1) ap + ¢ inconnues (lep
coefficients dé/ et lesq coefficients dd/) On sait queA et B sont premiers entre
eux si et seulement si ce probleme d’algébre linéaire a une solution/petirl.
Donc si le déterminant du systéme est non nul, albest B sont premiers entre
eux. Réciproguement g et B sont premiers entre eux, le systeme a une solution
unique non seulement avec comme second merbmais avec n'importe quel
polynéme de degré infériewr+ ¢, donc le déterminant du systéme est non nul.
Définition :
On appelle résultant dd et B le déterminant de ce systemé).(ll s’annule si
et seulement sA et B ne sont pas premiers entre eux (ont au moins une racine
commune). On appelle matrice de Sylvester la transposée de la matrice du systéme
(les inconnues étant par ordre décroissant les coefficieritsatd”)

ag Gg—1 ... ... a 0 ... 0
0 ag .. ... a1 ay ... O
M(A,B) = 0 0 ag
by bp—1 ... by O O ... O
0 0 bo

(cette matrice contiet=degré B) lignes de coefficients du polynémketa =degré A)
lignes de coefficients du polynonig)
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Lien avec I'algorithme du sous-résultant (calcul de PGCD)
On peut calculer le déterminant avec la suite des restes de divisions auadigiie
de la maniére suivante, on part de la pseudo-divisiod gar B :

by " A=BQ+R

on effectue alors sur chaque ligne contenant les coefficientsldenanipulation

de ligne correspondante, c’est-a-dire multiplier la Iigneb@af”rl et soustraireqy

fois la ligne deB terminant dans la méme colonng+fois la ligne deB terminant
une colonne avant+...). Toutes les lignes contenant les coefficientsate été
remplacées par des lignes contenant les coefficienfs. dges lignes contiennent

k zéros initiaux ave& > 1, ce qui permet de réduire le déterminant a celui de la
matrice de Sylvester dB et B (a un coefficient multiplicatif prés qui vaaf par

rapport au précédent domﬁ_b(“_bﬂ) par rapport au déterminant de départ). On
échange ensuit& et B ce qui change éventuellement le signe et on continue en
faisant les divisions euclidiennes de I'algorithme du sous-résultar€iiath ot on
utilise la matrice de Sylvester pour prouver que l'algorithme du sous-résekan
correct). Rappelons que le sous-résultant définit les sditgsly = A, A1 = B),

dy le degré dedy, or = di — di+1, gk (9o = 1, Sik # 0, g coefficient dominant
deAg) by, (ho = 1, hyty = hy gl ) et

Sp_1+1 Sp
g Aot = ApQit1 + gr—1hy T Ak

Théoreme 3 Le résultant est égal au signe prés au coefficignou ik correspond
au resteA;, constant (en supposant que le résultant soit non nul).

Preuve
La transcription de I'égalité précédente sur les résultants donne par ladaétho
ci-dessus :

g;(fk*ﬁl)dk RegA;_1, Ay)

g1 Red g 1 h ) Ay, Ay)
= gl (g BB ReS Ay, Ay)
On en déduit que :
w _dp—1—deg1—(
gl(jk—lhzk—_ll_l o

On observe que :

de1 Sk_1 dp—1
Sp—1dp+1—dp—1 _ 5 (Op—1—1)(dp—1) __ Sp—1—1\%*7* [ 9
hk*l - hk*l - hk 1 -

Op_1+1)dg 4 Op_1dr+1—djp_
k—1+1) khkk_ll k+1—dy 1Res{Ak+1,Ak)

. I
donc:
Reg A 1, Ay) o1\ et
A = g e (g‘f > Res Aci1, 4r)
k hk—l hk
11

d d dp,—96 1 e
_ gkkflf k+1— 0k —0k—1 <> Rquk:—f—laAk)
Red A1, Ak)

dk+1 dkfl
9y
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Donc en valeur absolue
‘ Reng, Al)
d17do—1
gol hOO

Res{Ak_l, Ak)

dy, dg—1—-1 |
Il

En prenant le rang tel que A, est constant, on &, = 0 et le résultant est égal a
g1 on obtient donc :

gdkfl
Reg g, A)| = | -2
k—1

Comme icid;_1 = d_1, le terme de droite eby|.

Remarque
On peut calculer au fur et @ mesure le signe du résultant en tenant coepte d
degrés ded;, pour inverser I'ordre del;_; et A, dans le résultant.

Utilisation
La valeur du résultant est trés utile pour savoir si 2 polyndmes dépetelparamétres
sont premiers entre eux en fonction de la valeur des paramétres. Ereeféenc-
tiongcd d'un logiciel de calcul formel calculera le PGCD par rapport a toutes les
variables en incluant les parametres. En cherchant quand le réstdiamile en
fonction des paramétres on obtient un autre type d’information.

Exemple :
Chercher quand le polynéné = 3 + pr + ¢ posséde une racine multiple en
fonction dep etq. On calcule le résultant dé et P’ et on trouvelp? + 27¢2, donc
P a une racine multiple si et seulementig? + 27¢> = 0.

Remarque :
Comme le coefficient dominant d& est un multiple du coefficient dominant de
P, le résultant de” et P’ est divisible par le coefficient dominant @& on appelle
le quotient discriminant.

6 Localisation des racines : les suites de Sturm.

L'algorithme du sous-résultant appliqué a un polynéme sans racine muhiple
et a sa dérivée permet, a condition de changer les signes dans la suistdes
de connaitre le nombre de racines réelles d’'un polyndme a coefficie ldeies
un intervalle. Ceci est tré utile pour par exemple simplifier des valeurs assdéu
polynémes dans un intervalle.

On définit donc la suite de polynémds = P, A, = P/, ..., A, 0 par :

A = Ai1Qivo — Aigo (8)

avec Ay, le dernier reste non nul, un polyndbme constant puisguea pas de
racine multiple. On utilise plutot I'algorithme du sous-résultant que I'algorithme
d’Euclide, il faut alors s’assurer que les signesdjeet A; 5 sont opposés lorsque
A; 41 S'annule quitte a changer le signedg 5 en fonction du signe du coefficient
dominant de4, 1, de la parité de la différence des degrés et du signe du coefficient
ghlfzﬁl

On définits(a) comme étant le nombre de changements de signes de la suite
A;(a) enignorant les 0. On a alors le
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Théoréme 4 Le nombre de racines réelles dg = P sur l'intervalle ]a, b] est
égal as(a) — s(b).

Preuve
Par continuité de la suite des polyndmesg peut varier que sil'un des polynémes
s’'annule. On considére la suite des signes en un point : elle ne peuticalgex
0 successifs (sinon toute la suite vaudrait 0 en ce point en applict)ant @ est
constant non nul). Elle ne peut pas non plus contenir +,0,+ ni -,0,- & clauke
convention de signe sur les restes 8 Donc une raciné de A; pour0 < i < k,
n'influe pas sur la valeur deau voisinage dé (il y a toujours un changement de
signe entre les positionis-1 eti+1). CommeA,, est constant, seules les racines de
Ap = P sont susceptibles de faire varierCommeA; = P/, le sens de variations
de Ay au voisinage d’'une racine d&, est déterminé par le signe di, donc les
possibilités sont -,+ vers +,+ ou +,- vers -,-, ce qui diminwkune unité.

Remarques

— On peut localiser les racines réelles par dichotomie : on sait que toutes les
racines sont situées dans l'intervalleC, C] avecC = |P|/|lcoeff(P)|.

On coupe lintervalle en deux, on calcule le nombre de racines dansehaqu
partie, et on continue en conservant uniquement les intervalles cohtanan
moins une racine. Lorsqu’un intervalle contient une seule racine, @epas

a la dichotomie classique (changement de signe), ou a la méthode de New-
ton (avec évaluation exacte du polymbéme et arrondi du dénominateur a une
puissance de 2). C’est ce qui est utilisé par I'instruct@adroot  de Giac.

— Il existe un autre algorithme de localisation de racines réelles di a Vincent,
Collins et Akritas. Un étudiant d’Akritas travaille sur une implémentation
C++ de cet algorithme dans Giac.

— Ces suites se générallisent dans le plan complexe, on peut détermin@r le no
bre de racines contenues dans un rectangle du plan complexe (ctepar e
ple I'article de Mickael Eiserman swww-fourier.ujf-grenoble.fr/~eiserm
Malheureusement, il faut calculer une nouvelle suite de Sturm pour ehaqu
rectangle (alors que daifison peut réutiliser la méme suite de Sturm). Ce
qui est donc beaucoup plus couteux, en pratiqgue on ne peut guaratalle
dela du degré 10 avec l'instructiamomplexroot  de Giac, analogue de
realroot

— Une autre méthode dans le cas complexe, peut-étre plus prometteuse, con-
sisterait & utiliser un hybride numérique-exact. Les racines d'un polynéme
sont aussi les valeurs propres complexes de sa matrice compahi@n
peut alors par une méthode itérative (on pdse= M, puis on factorise
A, = QR par la méthode de Hessenberg et on défipjt ; = RQ), fac-
toriser cette matrice sous forme de Schiif = P~!S P ou P est unitaire et
S diagonale supérieure aux erreurs d'arrondis prés. En apmita@hear une
matrice exacte”’, on peut essayer de controler la localisation des valeurs
propres deM a partir des coefficients diagonaux deet de la taille des
coefficients sous-diagonaux @)/ P/~ 1,
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7 Exercices (PGCD, résultant, ...)

7.1 Instructions

Les instructions arithmétiques sont en général dans la librairie standesl. E
sont dans les menus Cmds->Integer et Cmds->Polynomisate. Certaines de
ces instructions sont dans la libraimemtheory (en maple) ounumlib  (en
MuPAD) (utilisez?numtheory ou ?numlib pour avoir la liste des fonctions
de ces librairies), pour éviter de tapmumlib::  ou numtheory::  a chaque
fois, on peut lancer en maple la commamdth(numtheory); ou en MuPAD
export(numlib);

7.1.1 Entiers

— chrem (en MuPADnumlib::ichrem ) : restes chinois (entier)

— divisors  (en maplenumtheory::divisors , en MuPADnumlib::divisors

liste des diviseurs d’un entier

ged, Iem  : PGCD et PPCM

igcdex : Bézout pour des entiers

iquo etirem quotient et reste de la division euclidienne de deux entiers

isprime  test de primalité. En maple et MuPAD, il s’agit d’un test de

pseudo-primalité. En Xcas, utilisé&s_pseudoprime  pour effectuer un

test plus rapide de pseudo-primalité.

— mods : reste euclidien symétrique

— nextprime etprevprime (en MuPADnumlib::prevprime ) : nom-
bre premier suivant ou précédent

— powmod(a,b,n) (Xcas),a & b mod n (Maple),powermod(a,b,n)
(Mupad) : calcul des® (mod n) par I'algorithme de la puissance rapide

7.1.2 Polynbmes

On peut représenter les polynémes par leur écriture symbolique (papkxe
x"2+1 ), ou par des listes (représentation dense ou creuse, récursiisrdauée).
Xcas, Maple et MuPAD acceptent la représentation symbolique. Xcgmgeo
deux types de représentation, dense a une variglgl] ] ), ou distribuée
(%%%{ }%%%t des instructions de conversigooly2symb et symb2poly )
entre représentations. MuPAD propose également une représentatisgmbol-
ique, cf. la documentatioBpoly . L'intérét d'une représentation non symbolique
est I'efficacité des opérations polynomiales, (et la possibilité de chronenus
opérations comme le produit de 2 polyndmes).

Les instructions qui suivent utilisent la représentation symbolique, cestain
acceptent les autres représentations.

— coeff coefficient(s) d’'un polynédme,

— coeffs liste des coefficients d’un polynéme (a développer auparavant, en

mupad on utiliseoeff )

— content contenu (pgcd des coefficients)

— degree degré

— divide division euclidienne,

— gcd, Iem  PGCD et PPCM
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— gcdex Bézout,

— genpoly (en MuPADnNnumlib::genpoly ) : crée un polyndme a partir
de la représentatiostadique d'un entier (utile pour le PGCD heuristique)

— icontent  : contenu entier pour un polynéme a plusieurs variables

— indets : liste des noms de variables d’'une expression

— lcoeff  : coefficient dominant d’un polynédme

— ldegree :valuation

— (MuPAD) multcoeffs ~ multiplie les coefficients d’un polyndme

— (MuPAD) pdivide  pseudo-division

— (MuPAD) poly(expr,[var],coeff) crée un polynéme a partir de I'-
expression symboliquexpr par rapport une variable ou a une liste de vari-
ablesvar , on peut indiquer dans quel anneau vivent les coefficients (par
exemple dan& /13Z avec comme 3eme arguméntMod(13) )

— primpart  : partie primitive d’un polynéme

— quo, rem (xcas et Maple) quotient et reste euclidien (en MuPAD utiliser les
options Quo et Rem ddivide )

— tcoeff : coefficient de plus bas degré d'un polyndme

— interp  (MuPAD interpolate ) : interpolation de Lagrange

— convert(.,sqrfree) (MuPAD polylib::sqrfree ) : décomposi-
tion en facteurs n’ayant pas de racine multiples

— convert(.,parfrac) (MuPAD polylib::partfrac ) : décompo-
sition en éléments simples

— resultant ~ (MuPAD polylib::resultant ) : calcule le résultant de
2 polynémes par rapport a une variable.

Notez aussi que le meritxemples->poly->pgcd.xws de Xcas contient

des exemples de programmes de calcul de pgcd de type Euclide.

7.1.3 Calculs modulon

Pour travailler dan& /nZ[ X ] :

— avecXcas on utilise la notation % comme en C, par exengdd(P % 3,

Q % 3) On peut aussi utiliser la notation Maple en mode “syntaxe Maple”
(cf. ci-dessous)

— avec Maple, on utilise les formes inertes des instructions (qui renvaoient I
struction non évaluée), dont le nom est le méme que le nom de commande
habituel mais précédé par une majuscule, puis on inditpe n, par exem-
ple Ged(P,Q) mod 11 .

— avec MUuPAD, on désigne le type des coefficients par exemplagsod(13)
puis on construit des objets ayant des coefficients de ce type (par lex@dssp
polyndmes, cf. infra). Par exemppely(x"2+1,[x],IntMod(13))

7.2 Exercices PGCD

1. Calculez le pged de?°? + x101 + 1 et sa dérivée modulo 3 et modulo 5.
Conclusion ?

2. P =512% — 3522 + 392 — 115 etQ = 172* — 2323 + 3422 + 39z — 115.
Calculez le pged dé et@ modulo 5, 7 et 11. En déduire le pgcd Beet
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7.3

par le théoréme des restes chinois. Pourquoi ne doit-on pas essaygo mod
17?2

. Ecrire un programme qui détermine le degré probable du pgcd de Zpadg

en une variable en utilisant le pgcd modulaire (on considére le degré-proba
ble déterminé lorsqu’on trouve deux nombres premiers réalisant le minimum
des degrés trouves)

. Détaillez I'algorithme du PGCD heuristique pour les polynémies (z +

1)7 — (z — 1)5 et sa dérivée. Comparez avec I'algorithme d’Euclide naif.

. Ecrire un programme mettant en oeuvre le pgcd heuristique pour dedpuig

a une variable.

. On veut comprendre comment un logiciel de calcul formel calcule

/ 28 +2 d

— 5 ax

(@ 4172

On se ramene d’'abord a une fraction propre (numératéute degré in-

férieur au dénominateur), Sait = X3 + 1, calculez le PGCD d& et P,
puis deux polynéme¥ etV tels que :

N=UP+VP
On décompose alors l'intégrale en deux morceaux :

/N_/U+/VP’
P2 ) P P2

Faites une intégration par parties sur le deuxiéme terme et en déduire la
valeur de l'intégrale du départ.

. Ecrire un programme mettant en oeuvre I'algorithme modulaire de calcul du

PGCD.

. Ecrire un programme qui détermine le degré probable du PGCD par rap-

port a toutes les variables de 2 polyndme a plusieurs variables en utilisant
I'évaluation en toutes les variables sauf une.

. Calculer le pgcd par une méthode modulair¢de— z + 1)(zy + 22 + 1)

et(zy —z —y)(ay —z+1)

Exercices (résultant)

. Pour quelles valeurs gele polynémeX?® + X3 — pX + 1 admet-il une

racine multiple ?

. Résoudre le systéme en éliminant successivement les variables gréce a
sultant :

a4+ 4+ = 8

a2+ +c2 = 6

a+b+2c = 4

. Donner le détail des calculs avec Bézout de la décomposition en éléments

simples de :
1

(22 —1)%(z +2)
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puis calculer le coefficient de” du développement en séries entieres de

cette fraction en 0.
1— 2
/ L dx
1+ x4

en utilisant le résultant pour calculer les logarithmes.

4. Calculer

5. En utilisant uniquement l'instruction de calcul de PGCD déterminer la mul-
tiplicité maximale d’un facteur irréductible de* — 23 — 14212 + 122 +
78210 — 542° — 22428 + 11627 4 36125 — 12925 — 3302* + 7223 + 16022 —

162 — 32

7.4 Exercice (Bézout modulaire)

Soit A et B deux polynémes a coefficients entiers et premiers entre eux. Soit
c € Z* le résultant ded et B, on va calculer les polyndméset V' de I'identité de
Bézout
AU+ BV =¢, deqU) < degB),degV) < deg A4) 9)

par une méthode modulaire.

1. Montrer, en utilisant les formules de Cramer, que les coefficients etel”
sont des entiers de valeur absolue inférieure ou égale a la borne dmbiat
h de la matrice de Sylvester deet B (dont le déterminant est le résultant
de A et B). Calculerh en fonction de la norme euclidienne de B et de
leurs degrés.

2. Oncalcule: € Z* puis on résoudd) dansZ/p; Z[ X ] pour plusieurs nombres
premiersp; (choisis si possible inférieurs\#23! pour des raisons d'efficac-
ité), puis on calcule par le théoréme des restes chifpdahsZ/ [ | p; Z[ X].
Donner une minoration dE[, p; faisant intervenit: qui permette de garan-
tir que I'écriture en représentation symétrique €edansz/ [ p; Z[X] est
identique & 9) dansZ[X].

3. Application : résoudre de cette maniéere I'équation de Bézout pour
A=(X+1D)"(X-3), B=(X-1D)YX+2)

(vous pouvez utiliser sans justifications l'instruction de calcul de résultant,
des coefficients de Bézout dafgp; Z[X] et de reste chinois de votre logi-
ciel).

4. Ecrire une fonction mettant en oeuvre cet algorithme.

5. Que pensez-vous de l'intérét de cet algorithme par rapport a litdgor
d’Euclide étendu dang[X] ?

7.5 Exercice (Géométrie et résultants).

On cherche une relation algébrique entre les coordonnées de 4 poiits’, D
qui traduise le fait que ces 4 points sont cocycliques. Cette conditionigtanit
ante par translation, on cherche une relation entre les 6 coordonrggseleeurs
vy = (x1,91), v2 = (z2,y2) €tvs = (x3,y3) d’'origine A et d’extrémitéB, C' et
D. On peut supposer quitte & translater que le centre du cercle est I'prigirse
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donc 5 paramétres : le rayon du cerélect les 4 angles des points sur le cercle
0o, 01, 05 etfs. La relation cherchée va s’obtenir en éliminant les 5 paramétres des
expressions des 6 coordonnées en fonction de ces paramétres.
1. Exprimer les 6 coordonnées en fonctionftleta = tan(6y/2), b = tan(6;/2),
¢ = tan(fy/2) etd = tan(f3/2). On obtient ainsi 6 équations, par exemple
les deux premiéres sont de la forme

x1— F(R,a,b) =0, 1y —G(R,a,b)=0

oU F' etG sont deux fractions rationnelles.

2. En réduisant au méme dénominateur, calculer 6 polyndmes, fonction de
1,91, %2, Y2, T3,Y3, R, a,b, ¢,d, qui doivent s’annuler pour que les points
soient cocycliques (Vous pouvez utiliser I'instructiommer pour obtenir le
numeérateur d’'une fraction rationnelle).

3. Eliminerb des polyndmes contenant ety et factoriser le polynéme obtenu,
faire de méme aveg - ety, etd, x3 etys, en déduire (en supposant que
les points sont tous distincts) 3 polynémesagiyy, x2, ¥2, T3, Y3, R, a qui
s'annulent.

4. EliminerR eta, en déduire la relation cherchée.

5. Vérifier que cette relation est équivalente a la nullité de la partie imaginaire
du birapport des affixes, g, v,  des 4 points :

%(a—ﬁd—v) —0
a—y6—-08)

7.6 Décalage entier entre racines.

Soit P un polynéme a coefficients entiers sans racines multiples. On dira que
P ala propriétél si deux des racines de sont décalées d’'un entier. En d’autres
termes, si, ..., 7, désignent les racines complexes distincte$d# posséde la
propriéteZ s’il existe au moins un entier parmi les différenegs- r; pouri # j.
1. Soit
R(t) = resultant(P(x), P(x 4+ t))

Montrer queR est a coefficients entiers. Montrer que la proprig&st equiv-
alente a la propriétéR possede une racine entiére non nulle”. On va main-
tenant construire un algorithme déterminant les racines entieres du polynéme
R.

2. Aprés division deR par une puissance deon peut supposer qui a un
coefficient constant non nul. Aprées division &éepar son contenu, on peut
aussi supposer que le contenuRlest 1. En effectuant ensuite une factori-
sation square-free di, on peut se ramener au cas Bliet R’ sont premiers
entre eux. Soit, une racine deR.

(a) Donner une majoration de| en fonction du coefficient constant de

(b) Soitp un nombre premier ne divisant pas le coefficient dominan®de
et tel queR et R’ soient premiers entre eux modyloOn peut calculer
a & partir d’'une racine d& modulop en la “remontant” modulg*
pourk assez grand (algorithme p-adique). Pour quelle valeénmbait-
on reconstruire toutes les racines entiere®de
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3.

4,

(c) Comparer I'algorithme ci-dessus avec les algorithmes suivants : la fac-
torisation deR surZ, la recherche numérique des racines complexes
de R, la recherche des racines entieredtigarmi les diviseurs entiers
du coefficient constant dB et leurs opposés.

Une fois les racines entieres fleconnues, comment peut-on en déduire les
facteurs deP dont les racines différent de cet(ces) entier(s) ?
Soit

P(x) = 28 + 92° + 292 + 4123 + 3722 + 592 + 31

Montrer queP a la propriétéZ. Calculer la ou les racines entiéres Heet
donner la factorisation correspondanteftle

. Ecrire un programme qui effectue cet algorithme sur un polynéme quel-

conque. On pourra utiliser la fonctioationalroot de Xcas pour déter-
miner les racines entiéres de

. Application : on cherche a calculer

n o 2_2 o
Z 9z Tx — 30 (10)

— P(z)
Décomposer cette fraction en éléments simples (donner le détail des cal-
culs en utilisant la factorisation précédente et l'identité de Beabctiv en
Xcas).

. Calculer la somme précédentEd). On pourra remarquer que pokren-

. . . 1 1 y . .
tier strictement posmfm — F(z S'€xprime comme une somme de dif-

4 e 1 1
ferencessem ~ 7

. Ecrire un programme effectuant ce calcul avec une fraction quieon

lorsque cela est possible.
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8 Factorisation

On présente ici quelques algorithmes utilisés pour factoriser un polyndme a
coefficients entiers. Pour un polyndme en une variable, cele se fait sieynisi
étapes : on commence par se ramener a un polyrddhent tous les facteurs sont
de multiplicité un, ensuite on factoriggédansZ /pZ (par la méthode de Berlekamp
ou Cantor-Zassenhauss), puis on remorifgt' Z pourk suffisamment grand (en
fonction de la borne de Landau sur les facteurd?)get on recombine enfin les
facteurs modulaires pour trouver les facteurg’deorsqueP a plusieurs variables,
on utilise une méthode analogue a celle permettant de trouver le pgcd derpelyné
a plusieurs variables.

Rappel
Le pgcd des coefficients d’'un polynéme est appelé contenu de ce pudyridn
polynéme est dit primitif si son contenu est égal a 1.

8.1 Les facteurs multiples

Etant donné un polyndme a coefficients entiers, on cherche a écrire :
_ 1" k
P =1I_, P

ou lesP; n'ont pas de facteurs multiples et sont premiers entre eux deux a deux.
Comme on est en caractéristique 0, cela revient a dire que(pgct;) = 1 et
pgcd Py, Pj) = 1. Bien entendu on va utiliser la dérivée éedans 'algorithme
de recherche deB; :
P = kPPl L4 P!
k=1
SoitG le pged deP et deP’. On a:

G=1p_, P,
en effetG divise P et P’ :
P ) -
W= =M P, Zi= 5= > kPP

k=1

il s'agit de vérifier quelV; et Z; sont premiers entre eux. Sditun facteur irré-
ductible du pgcd déV; et 7y, alorsF' divise I'un desP;, appelonsP; ce facteur.
CommeF divisell,., P; sik # [, on en déduit qué’ divise le dernier terme de la
somme deZ;, c’est-a-dire qué” divise [ P11, P; donc I divise P/ puisque les
Py, sont premiers entre eux. Do¢ et P/ ont un facteur en commun, ce qui est
contraire aux hypotheses.

On pose alors :

Vi=2-W = Z(k’ — 1) P ILj. P
k>1

On définit alors par récurrence des suites de polyn8iigsy,, etG,, par :
= G = pgcd Wi, Yin)
- m+1 — Wm/Gm etYm—i—l = Ym/Gm - Wéﬁb
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On va montrer qué’,, = G,,,. Commencons au rang= 1, on voit queP; divise
Y1 (puisqu’il est commun atous I&s;.., P; cark > 1) etdiviselV;. Etc’est le seul
facteur commun, car tout autre facteur irréductible serait un diviseur &' pour

[ > 1, donc diviseraifl — 1) P/I1; ;-1 P;, donc diviseraitP]. Le raisonnement
en un rang quelconque est identique, les polynébmes sont donnés par :

Gm = va Wm - Hk>:mPk7 Ym = Z k> m(k - m)PIQHjZm,j;ékPj

Lorsqu’on programme cet algorithme, le test d'arrét@st= 1.

Square-free factorisation (Algorithme de Yun)
Argument : un polynéme primitif> & coefficients entiers (ou dafsi] ou dans un
corps de caractéristique nulle).
Valeur renvoyée : une liste de polyndmes telle queP = H’,;‘ZIP,f.

1. Initialiser la liste résultat a liste vide.

2. InitialiserW a P etY a P’. Calculer le pgcd= deW etY et simplifieriV
etY par leur pgcd puis poséf =Y — W',

3. Boucle infinie.

4. Calculer le pgcd> deW etY. SiG = 1, on renvoie la liste résultat sinon
ajouterG a la liste résultat.

5. Simplifier W etY par G, puis posely’ = Y — W’ et passer a l'itération
suivante.

Remarque : lorsqu’on veut factoriser un polynéme a coefficients mods)alir
faut aussi se ramener a un polynéme sans facteurs multiples mais on rEapeut
utiliser cet algorithme tel quel car la caractéristique du corps n’est pis nu

Exemple:

Factorisation sans facteurs multiples HeX) = (X3 — 1)(X + 2)%(X? + 3)3.
En mode interactif avec un logiciel de calcul formel, effectuons I'étapetidiiia
sation :

W:=normal((x"3-1) * (X+2)7"2  * (X"2+3)"3);
Y :=diff(W,x);
G:=gcd(W,Y);

XN5+2 * XM+6 * XN3+12 * xN2+9 x x+18
W:=normal(W/G);

XN6+2 * XN5+3 * XNM+5 * XN3+-2 * XxN2+-3 * X-6
Y:=normal(Y/G);
Y:=normal(Y-diff(W,x));

5% XN5+8 * XM+3 * X"3+-5 * x"2+-8 *X-3

On vérifie bien quéV = (x + 2) * (23 — 1) * (2 + 3) est le produit des facteurs
P;. On entame maintenant la boucle :

G:=gcd(W,Y);

x"3-1 > P1
Y:=normal(Y/G);
W:=normal(W/G);
Y:=normal(Y-diff(W,x));
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2% XN2+4 * X
G:=gcd(W,Y);

X+2 > P2
Y:=normal(Y/G);
W:=normal(W/G);
Y:=normal(Y-diff(W,x));

0
G:=gcd(W,Y);

x"2+3 > P33

puisW = 1etY = 0 et le prochainG vaut 1, on a bien trouvé tous les facteis

8.2 Factorisation en une variable

On suppose maintenant qu’on veut factoriser un polynd@msans facteur
multiple (et primitif). En général on commence par simplifféipar ses facteurs
linéaires (détectés avec 'algorithme présenté dans le premier article deseigt}e s
On commence par chercher un nombre premit que P dansZ/pZ conserve
le méme degré et reste sans facteur multiple (donc(@@dd)=1 dansZ/pZ), ce
qui est toujours possible (il suffit de prendrglus grand que le plus grand entier
apparaissant dans I'algorithme du sous-résultant pour calculer ledegedet P’
dansz).

Convention
Tous les polyndmes ayant leurs coefficients dans un corps fini sppbsés avoir
comme coefficient dominant 1 lorsque le choix existe (par exemple les facteur
d’un polynéme modulg).

8.2.1 Factorisation dansZ/pZ[X]

On suppose qu’on a un polynoniea coefficients dang/pZ sans facteur mul-
tiple. Il s’agit de factorise” dansZ/pZ[X]. Il existe essentiellement deux straté-
gies, 'une commence par factoriser par groupes de facteurs de ménéepués
casse les facteurs et I'autre plus directe a base d’algebre linéaire meduiaih-
ode de Berlekamp). Dans les deux cas, on utilise le fait géteesit un polynéme,
alors les polynémes a coefficients daty7Z modulo F' forment un anneaud qui
est aussi un espace vectoriel &pZ de dimension le degré d€ (si F est irré-
ductible, alors4 est un corps). On s'intéresse alors aux propriétés de I'application
¢ :x € A~ 2P, On observe d’abord que cette application est une application
linéaire. Cela découle du petit théoréme de Fermat paz) = Ap(z) et de la
formule de Newton et de la primalité gepourp(z + y) = ¢(x) + p(y).

Calcul de
Pour mettre en oeuvre ces algorithmes, on commence par déterminer la matrice
de I'endomorphisme> : = — zP dansZ/pZ[X] (mod P(X)) muni de sa base

canonique(1, X, ..., Xdedr)-1y

8.2.2 Distinct degree factorization

Cette méthode consiste a détecter les groupes de facteurs ayant udategré
(distinct degree factorization). Si nécessaire, on utilise ensuite unalgtméthme
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pour casser ces groupes. On utilise ici les propriétés des itérées dicbsipn
linéaire sur des espaces vectoriels de corps de Bdg&. On va déterminer le
produit P, de tous les facteurs deé de degrék en calculant le pgcd d& et de
X@) — X dansz/pZ[X].

Pourk = 1, X? — X est le produit desX — k pour toutk € Z/pZ par le petit
théoréme de Fermat{ = k (mod p)), donc le pged dé® et deX ") — X dans
Z/pZ[X] est le produit des facteurs d&de degré 1.

Pourk > 1, le raisonnement se généralise de la maniére suivante : on con-
sidére un facteur irréductiblE (X ) de P de degré: et le corpsk = (Z/pZ)[Y]
(mod F(Y)). Le corpsK est un corps fini, c’est aussi un espace vectoriel sur
7./pZ de dimensiork, doncK posséde” éléments ef(* est un groupe multipli-
catif ap* — 1 éléments, donc tout élément e vérifie I’équationccp'“—1 = 1donc
tout élément dek vérifie 2(P*) = z. En particulier pour: = Y (mod F(Y)) on
trouve queY ®") =Y (mod F(Y)) doncF(X) divise X?") — X dansZ/pZ.

Réciproquement, si on se donne un facteur irréducfibdgi diviseX?" — X,
soit K le corps correspondantid, alors le noyau de I'application linéaire

xEK»—vak—xEK

estK tout entier, cat” = Y?* (mod F) entraine(Y2)?") = y2" = (y?")2 =
Y? (mod F') et de méme pour les autres puissanceg dgii, avecY’’ = 1 égale-
ment dans le noyau, forment une base de I'espace vecforslrZ /pZ. Donc le
nombre d'éléments d& est inférieur ou égal au degré du ponnGrﬁ@k - X
(puisqueX(pk) — X est divisible patX — x pour toutz € K), donc le degré dé’
est inférieur ou égal A.

Donc P est égal au pgcd d&/I1;, P; avecX?" — X.

Algorithme distinct degree factorization
Argument : un polyndmé” a coefficients entiers sans facteur multiple et primitif.
Valeur renvoyée : la listé des produits des facteurs irréductibles et du degré cor-
respondant d& (ordonné par ordre croissant de degré).
On commence par initialisdr a vide et un polyndme auxiliair@ a X (il contien-
dra les valeurs d&?" — X (mod P)), on fait une boucle indéfinie sur com-
mencant a 1 et incrémenté de 1 a chaque itération

— Sik est strictement plus grand que le degréridivisé par 2, on rajoute le
couple (P,degref)) a L et on renvoiel
On remplace) par@? (mod P) en utilisant le calcul dg modulo P
On calcule le pgcdr de@ — X et deP.
SiG vaut 1, on passe a l'itération suivante
On rajoute le coupled,k) a la listeL et on remplacé’ par le quotient d&”
parG.

Exemple:
Factorisation en degré distincts (&3 + X + 1)(X* — X + 1) dansZ/5Z. On
regarde d’abord sP reste sans facteur multiple apres réduction modulo 5.

P:=normal((x"3+x+1) * (XM-x+1) mod 5);
gcd(P,diff(P,x));

1 mod 5 -> ok P est sans facteur multiple
P1.=gcd(P,(x"5-x)mod 5);

(2 mod 5) *x -2 mod 5 -> P1
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P:=normal(P/P1);
P2.=gcd(P,(x"(56"2)-x)mod 5);

1 mod 5 -> pas de facteur de degre 2
P3.=gcd(P,(x"(56"3)-x)mod 5);

(X"6+2 * x"5+x"2+x+2) mod 5

Donc P admet 3 facteurs dar$s/5Z : un de degré 1a — 2) et deux de degré 3
(dont le produit est® + 225 + 22 + x + 2).
Le méme calcul dang/7Z donne

P:=normal((x"3+x+1) * (XM-x+1) mod 7);
gcd(P,diff(P,x));

1 mod 7 -> ok P est sans facteur multiple
P1.=gcd(P,(x"7-x)mod 7);

1 mod 7
P2:=gcd(P,(x(7"2)-x)mod 7);

1 mod 7
P3:=gcd(P,(x\(7"3)-x)mod 7);

(x"3+x+1) mod 7

donc P posséde un facteur de degré 3 modulo 7, donc le facteur restantrdeddeg
est forcément irréductible.

On remarque sur cet exemple que 7 est plus intéressant que 5, cdotséac
tion modulo 7 donne moins de facteurs (a recombiner pour trouver la fattonis
dansZ) et la factorisation est complete modulo 7 alors que modulo 5 il faut casser
le facteur de degré 6 en deux facteurs de degré 3. La plupart deghalyes de
factorisation effectuent la factorisation en degré distinct modulo plusentisrs
(ce qui peut de plus étre parallélisé) et choisissent le meilleur.

8.2.3 La méthode de Cantor-Zassenhaus

Cet algorithme sert a casser des groupes de facteurs de méme desgjrane’
méthode probabiliste. On suppose donc qu’on a un pradudtau moins deux
facteurs irréductibles de degdéa casser. Soib I'un des polyndmes irréductibles
de degréi a coefficients dan& /pZ, et soitK = Z/pZ[Y] (mod D(Y')),ona:

XP' - X =Tex (X — @)

puisque le corpg posséde? éléments tous racines de I’équatimﬁd =X.
On considére un polyndniE non constant, et le polynon&” — 7. En rem-
placantX parT ci-dessus, on en déduit :

TP — T = aer (T — @)
Donc pour tout élément € K = Z/pZ[Y] (mod D(Y)),ona

(TP = T)(B) = Maex (T(B) — ) = 0

DoncT?" — T est divisible paO(Pd — X (puisque toutes les racines du second sont
racines du premier), donc est divisible par tout polynéme irréductibleedeéd
inférieur ou égal @ a coefficients dang/pZ. Comme

pto1 P41

" T =T(T" = —1) (T2 —1) (11)
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et que ces trois facteurs sont premiers entre eux, on en déduit queotpndme
irréductible de degré inférieur ou égalla coefficients dan&/pZ divise I'un des
trois facteurs ci-dessus. Pour casBet'idée consiste alors a calculer le pgcdHe

d
etT s — 1 pour un polynéme pris au hasard. On sait gudivise le produit des
3 termes deX1), et on espére que les facteurs irréductibleg’dee diviseront pas
tous le méme terme.

On va montrer que & est un polyndme de degré 2d — 1 choisi au hasard, la
probabilité que deux facteurs irréductiblesiae divisent pag*” — T est proche
de 0.5. Soient dond et B deux facteurs irréductibles d@ de degré&l. D'aprés
l'identité de Bézout, tout polyndoniE de degré< 2d — 1 s’écrit de maniére unique
sous la forme :

T =AU+ BV (12)

avec degrd{ < d — 1) et degrel’ < d — 1) et réciproquement une combinaison
linéaire de cette forme est un polyndme de degréd — 1. ChoisirT au hasard
revient donc & choisir un couplé/, V') de polynémes a coefficients darigpZ

au hasard et de maniére indépendante. D’autre dagt, B étant de degré, on
sait que dansi’ = Z/pZ[Y] (mod D(Y)) ces polyndmes admettedtracines.
Soit donca [respectivement] une racine ded [resp.B] dansK. Alors A divise

d_; pd_1

d_
T"5 —1sietseulement &(a)" = = 1 (etde méme pouB etf) carl" = —1

d_
a ses coefficients dafiy pZ (et non dand(). En appliquant12), A diviseT" 7 —
1 si et seulement si :

pi-1

B(a) 5V (a)"3

Le premier terme de cette égalité est une constante égale a 1 ou -1, le second a
une probabilité proche de 0.5 (égalé”;g}l) de valoir 1 ou -1 car, commd est
irréductible,V («) décrit K lorsqueV décrit les polyndmes de degréd — 1. De

=1

d_
méme,B a une probabilité proche de 0.5 de divigdr= — 1, et ces 2 probabilités
sont indépendantes puisqlieet V' le sont, donc la probabilité que solt soit B

d
divise diviseT" = — 1 est proche de 0.5.
Algorithme de Cantor-Zassenhaus
Argument : Un polyndme® a coefficients dang /pZ de degré: dont tous les fac-
teurs irréductibles sont de degté
Valeur renvoyée : la liste des facteurs irréductiblegde

— Sik = d renvoyer une liste contenafit
— Déterminer un polynbme aléatoire de degré inférieur ou égat@d— 1 et
de coefficient dominant 1. Calculer le pg&dde P et deT®*~1/2 — 1, Sj
le degré dd est égal a 0 ou A recommencer cette étape.
— Appeler récursivement cet algorithme avEet P/T et renvoyer la liste
réunion des deux listes renvoyees.
Exemple:
Cassons le polynbme de degré 6 obtenu dans I'exemple précédent (ndpdulo
DoncP := (x5+2x2°+22+2+2) (mod 5)etd = 3,2d—1 = 5, (p?—1)/2 = 62,
On choisit au hasard un polynéme de degré inférieur ou égal a 5, parpéx
T = 2* — 23+ +1, puis on calculd%? moduloP ce qui donngx® + 23+ 22 +1)
(mod 5) puis le pgcd dg%? — 1 et deP qui vautz® + z + 1 (mod 5), on a donc
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casséP en deux. En prenartt := z* — 23 + 2 + 2, on trouveT®? = 1 (mod P),
donc cel’ n'aurait pas permis de casser

8.2.4 La méthode de Berlekamp

Cette méthode permet de factoriser un polyndme sans facteurs multiples, elle
peut aussi servir a casser des groupes de facteurs de méme diegnétravaille
dans I'anneau des polyndmes a coefficients dansZ modulo le polyndbmeP et
on s'intéresse au noyau ge— Id (ol : z — zP). On suppose qu& = II'"_, F
ou lesF; sont irréductibles et premiers entre eux. On va montrer que le noyau de
¢ — Id est composé des polyndomestels que) (mod Fj) est constant (dans
Z/pZ) pour touty.

SiQ (mod Fj) = s; € Z/pZ, alorsQ? (mod Fj) = s% = s;, donc par le
théoréme des restes chindig= Q (mod P).

Réciproquement, $p? — @@ = 0 (mod P), en utilisant la factorisation :

XP — X =Tz pz(X — j)

on entireP diviseQ? — Q = Il;¢z,,7(Q(X) — j), doncF; divise I'un des facteurs
etQ(X) (mod Fj) € Z/pZ. Le noyau dep — Id est donc un espace vectoriel de
dimensionn, le nombre de facteurs irréductibles Best posséde dong® éléments
(en effet pour tout: uplet des;, on peut construire un polynéndg du noyau par
le théeoreme des restes chinois en posgar(inod Fj;) = s;).

Lintérét du noyau de&p — Id est qu’on peut le calculer sans connaitre #¢s
Une fois ce calcul fait, voyons comment on peut remonter BuxOn connait
déja la dimension du noyau donc le nombre de facteurs irréductibles. Deoplus
remarque que le polynome constant est un élément du noyau qu’on appellen
note alorsl, ..., T, les autres polyndmes du noyau. Ensuite, on calcule le pgcd de
P avecT, — jT) pourj € Z/pZ. On sait quél> = s ; (mod F}), donc ce pgcd
est égal au produit des facteur$ tels quesy ; = j77. L'un au moins des pgcd
calculés est non trivial car sindfy = 77 (mod Fj) pour toutj doncTy = T. Si
on a de la chance tous lgg; seront distincts et les pgcd non triviaux feavec
T, — jT7 donneront led ;.. Sinon il faudra continuer avet; — ;77 etc.

Exemple:

Revenons sur la factorisation d&:= (2% + 22° + 22 + x + 2) (mod 5). Com-
mencons par calculer la matrice dedans la basél, z, 22, ..., z°}. On a évidem-
mentp(1) = 1 ety(z) = 2°, puisp(2?) = 20 = 25 + 2* — 223 + 2 (mod P),
puis en multipliant par® et en divisant paP, p(23) = —2* + 223, de la méme
maniére on obtienp(z*) = —2° + 22 + 23 — 2% — 2 etp(a®) = 23 + 22 — .
La matrice dep est donc :

10 0 0 -2 0
00 1 0 0 -1
00 0 0 -1 1
M= 00 -2 2 1 1
00 1 -1 2 0
01 1 0 -1 0

On calcule ensuite le noyau ge— I'd (comme matrice a coefficients daBg57Z),
on obtient une base du noyau en prenant par exemple les vegtdurs 0, 0, 0, 0)
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et (0,0,—1,—1,0,—1). Donc le polyndmeP posséde 2 facteurs dafig5sZ[X].

Pour déterminer les facteurs, on calcule le pgcddavec le polynbmé; — s ou

Ty = —2° — 23 — 22 correspond au 2éme vecteur de la base du noyau. On obtient
pours = 0 un pcgd non trivial £3 + 2+ 1), ce qui permet de calculer les 2 facteurs.

Si on avait essayé d’autres valeurssgpours = 1 on obtient comme pgcd 1, pour

s = 2 on trouve le 2éme facteur + 222 — = + 2.

8.2.5 Remontée (Hensel)

Il s’agit de passer d’'une factorisation dedansZ/pZ[X] & une factorisation
de P dansZ/p* Z| X], la méthode est analogue a celle de I'algorithme EZGCD de
calcul de pgcd de polynémes.

On suppose donc que

P=1j_,P; (mod p)

ou lesP; sont premiers entre eux deux a deux dangsZ. Il s’agit de trouver des
polyndmesP; ;, = P; (mod p) tels que

P=1;_Pjr (mod ")
Commencons par le cas= 2. On pose
Pjs=P;+pQ;=P; (mod p)
Onaalors:
P = Mj_Pjs (mod p?) = I7_, (P; +pQj) (mod %)

n
= H?lej —i—pz le_I]ﬁ,,gJ]D]C (mod pQ)
j=1
Donc :
d PP,
D Qillyy Py = —— =

j=1

(mod p)

On est ramené a résoudre une identité de Bézout généralisée. On malainsr
I'appendice le :

Théoreme 5 (Identité de Bézout généralisée) SBit ..., P, (n > 2) des polynbmes
premiers entre eux deux a deux modutlélors pour tout polynémé, il existe des
polynémeg), ..., @, tels que :

> QTP =Q (mod p)
j=1
On a donc réussi a remonter I'égalif¢ = IIP; (mod p) a P = IIP;,
(mod p?). Le passage d& = I1P;; (mod p') & P = IIPj;;; (mod p'*t?) est
identique, on a:
Pjj1=Pj; + P'Q;
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ou les@; sont les solutions de l'identité de Bézout généralisée avec :
_ P—1I7_, P
I

Lorsqu'on programme cet algorithme (cf. 'appendice), on calcule oige f

pour toutes les solutions de I'identité de Bézout pQue 1, et on multiplie pax.

Algorithme de remontée de Hensel linéaire

Arguments : Un polyndmé a coefficients entiers, la liste = {P;} de ses fac-
teurs dan&./pZ[ X |

Valeur renvoyée : la liste des facteurs BelansZ /p!Z[ X |

On calcule la borne de Landau-Migndtigour les facteurs d&, on multiplie par
le coefficient dominant d& et on calculd tel quep' est strictement plus grand que
deux fois cette quantité. On calcule aussi les polynoghede l'identité de Bézout
généralisée poup) = 1

Puis on fait une boucle poudrvariant de 2 d :

— On détermineg® —I1; P; (mod p*), on divise pap”~! et on place le résultat
dans(@

— On multiplie les polynémeg); de l'identité de Bézout généraliseée (corre-
spondants au polynéme 1) p@ret on détermine le reste de la division eu-
clidienne deQQ; par P;, on multiplie parp~! et on ajoute le résultat a
P;.

Il existe une version quadratique de cette méthode. On passe aldts=te

I1P;, (mod p')aP =1IP;% (mod p?). Pour cela, il faut trouver les polyndmes
Q; solutions de I'équation :

Z Q2 Py = Q (mod p')

=1

Pourl = 1, c’est I'identité de Bézout généralisée, mais ce n’'est plus le cas pour
[ > 1. En fait, on résout cette égalité en remontant I'identité de Bézout quadra-
tiguement, plus précisément pour trouver$essolutions de

> SiMsiPeoyy = @Q (mod p*)
j=1

on poseS; = Q; + p'R;, il 'agit donc de trouver le®; solutions de

n

Z(Qj +p'Rj)kzjProy = Q (mod p*)
=1

soit : .
Q — > i1 Qi Pry

mod p'
o ( )

n
Y Rillpy;Pry =
j=1
on en déduit leg?;.
Algorithme de remontée de Hensel quadratique
Arguments et valeur renvoyée identiques a I'algorithme de remontée deslHens

®Rappelons qu'il s’agit d’une majoration sur la valeur absolue dedicieefts des facteurs de
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linéaire ci-dessus.

On commence comme dans le cas linéaire par calculer les coefficients de l'identité
de Bézout généralisée poQr = 1 et la valeur dd telle quepQZ Soit supérieur a
deux fois la borne de Landau des facteurdtis le coefficient dominant de.

On fait une boucle suk variantde 1 & :

— On calculeP — IT; P; (mod p2*), on divise pap? " et on place le résultat
dansQ@

— On multiplie par@ les polyndmes); de l'identité de Bézout généralisée
(avec comme second membre le polynéme 1), on calcule le reste euclidien
du résultat paP; (moduI0p2IH), on multiplie parpz'“_1 et on ajoute &
(avec les notations précédentes, on passe aing?ggs: aux P o)

— Sik =l onrenvoie la liste de#;

— On calculel — 3=, Q;TTxx; Py (mod p?"), on divise pap?* " et on place
le résultat dang)

— On multiplie par@ les polynémesg); de l'identité de Bézout, généralisee et
on calcule le reste euclidien du résultat [Egr(moduloﬁk*l), on multiplie
parp?k*1 et on ajoute &); (ce qui ajuste les polynomeg; qui verifient
maintenant l'identité de Bézout modysd")

Remarque

Pendant I'étape de remontée de Hensel, une optimisation classique cotesste a
la divisibilité dansZ du polyndmeP par le facteur liftéP; (7) lorsqu'il n’a pas subi
de modification pendant 2 étapes successives (autrement dit [dPsqueod p') =
P; (mod p'*!) (ou (mod p*) pour le lift quadratique). Si la division est exacte,
on obtient un facteur irréductible de dansZ. On recalcule alors la borne de Lan-
dau deP/ P; pour diminuer le nombre d'itérations a effectuer dans cette étape.

Exemple:

Reprenons le polyndmB(X) = (X34 X +1)(X* — X +1) et supposons qu’on
ait choisi de le factoriser modulo 5 puis de remonter. On a 3 facteutsr — 2,
b=2a2>+x+1etec = 22 + 222 — x + 2. Si on développeP, on trouve 6
coefficients non nuls de valeur absolue 1, on peut calculer la bornegal-
Mignotte correspondante sur les coefficients d'un facteur en@iéf/(6) + 1)
soit un peu plus de 110, il suffit donc d’'effectuer 3 étapes de remdintéégire
(5* = 625 > 111/2). On commence par trouver 3 polyndmésB, C tels que

Az + o+ 1)(2 +22% — 24+ 2) + Bz — 2)(2® + 222 — 2 + 2)+
+C(x—2)(z*+24+1) = 1 (mod5)

On commence par résoudfi®z® + 222 — 2 +2) + C(z —2)(z® +z +1) =1
(mod 5), on trouveC' = 222 —2etD = —2x3 —2x2 422+ 1. Puis on calculet et
Benrésolvanf(z® +x+ 1)+ F(xz —2) = 1 quidonneE = 1 etF = —22 — 2z
qu’on multiplie parD, doncA = D et B = 2z° + z* + 22® — 22. Ce qui donne
l'identité de Bézout généralisée.

Passons aux calculs de remontée. @he= 27 — 425 4 5% + —92% — 2% — 4
etP=2a2"+2°+ 23— 22 +1,doncQ = (P — abe) /5 = 25 — 2% + 223 +1.On

"Plus exactement, on multiplig; par le coefficient dominant d& modulop’
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pose alors

ap = a+5(QA (moda)) (mod 25),
by = b+5(QB (modb)) (mod 25),
ci = c¢+5(QC (modc)) (mod 25)

donc :
ap=a+5x(=2), by=b+5x0, ¢ =c+5x (22> 1)

En principe, on continue encore 2 itérations de la méme maniére. La 2éme itération
donne :

Q= (P —aibyc1)/25 = 62° — 32 + 72 +32% — 22 + 1

az = a1 +25(QA (moda)) (mod 125),
by = b1 +25(QB (modb)) (mod 125),
co = ¢1+25(QC (modc)) (mod 125)

donc:
ag = a1+25(—1) = =37, by = by = b, c3 = c1+25(z%+1) = 23 +372°—62+27

On peut aussi observer gie= b, ceci laisse a penser ghest un facteur d&
dansZ ce qu’on vérifie en effectuant la division euclidienneltlparb = x> +z+1.
Comme elle tombe juste, on est ramené a factorier = + 1 et donc & remonter
la factorisation deuc. La borne de Landau diminueséy/3 + 1) puisque le degré
est 4 et la norme euclidienne du polyndme €8t Il suffit alors de remonter dans
Z,/125Z au lieu deZ /6257 (on gagne ainsi une itération).

8.2.6 Combinaison de facteurs

Lorsqu'on a les facteurs dB dansZ/p*Z[X] avecp” plus grand que le pro-
duit du coefficient dominant d& multiplié par la borne de Landau-Mignotte sur
les coefficients d&?, on commence par tester la divisibilité ddAgX] de P par
chaque facteur trouvé multiplié par le coefficient dominanPd&i la division est
exacte, on a un facteur irréductible, mais si elle n’est pas exacte il p@ubduire
qu’un facteur irréductible d& dansZ[X| soit un produit de deux, voir plusieurs,
facteurs modulaires. Il faut donc tester la divisibilité elansZ[ X] par toutes les
combinaisons possibles de produits de facteurs modulaires (toujours muléplié p
le coefficient dominant d®). Cette étape peut étre exponentiellement longue si le
nombre de facteurs modulaires est grand et si par exeMpls irréductible, bien
gue les cas soient tres rares.

Algorithme de recombinaison
Arguments : un polyndme a coefficients entiers, primitif et sans facteur multiple
P de coefficient dominant,,, la liste L des facteurs d& dansZ/p! Z[X| pour!
assez grand et
Valeur de retour : la listé” des facteurs d& dansZ.

Initialiser F' a vide, initialiser le nombre de facteurs a combirge1, entamer une
boucle infinie :
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— Sic est strictement supérieur au cardinalldéivisé par 2, ajouter le quotient
de P par le produit des facteurs déa F et retourned”’

— Initialiser un vecteuv = (vy, ..., v.) &c composantes a la vale(f, ..., ¢)

— Boucle indéfinie intérieure :

1. Faire le produit des facteurs déd’indice v, multiplier parp,, dans
7./p' Z, écrire le facteur en représentation symétrique, le rendre primitif
et tester si c’est un facteur dédansZ.

2. Sionatrouveé un facteur, le rajouter a la listet supprimer les indices
dew de la listeL, terminer cette boucle intérieure.

3. Sinon, incrémentar de la maniére suivante :
On fait une boucle sur un index initialisé a la taille dev, diminuant
de 1 a chaque itération : on ajoute 1 a I'élemenwddindice m, si
I'élément obtenu est inférieur ou égal au cardinallde m — n, on
arréte cette boucle, sinon on passe a l'itération suivante. Si0 a la
fin de la bouclep ne peut pas étre incrémenté.

4. Siv ne peut étre incrémenté, on incrémentet on termine la boucle
intérieure.

5. Sinon on fait une boucle a nouveau suren partant de la valeur
actuelle incrémentée de 1, et tant gque< n on posev,, = v, 1 + 1.
Puis on passe a l'itération suivante de la boucle intérieure.

Il existe différentes méthodes qui améliorent la complexité de cette étape :
— La recherche des degré possibles de facteurs fondée sur las@aiibor en
degrés distincts pour différents nombres premiers permet d'éviter dss tes
de division si une combinaison de facteurs est d’'un degré exclu pacda f
torisation pour d’autres nombres premiers.
— Le test de divisibilité du coefficient dominant ou du coefficient congiant
met aussi d’éviter des divisions compléetes de polyndmes.
Mais ces astuces n’évitent pas I'énumération de toutes les combinaisaitdgms
de facteurs et donc la complexité exponentielle. Lorsque les combinaidoms d
petit nombre de facteurs (par exemple 3) échouent, les systémes réilesgstu
I'algorithme knapsack de Van Hoeij basé sur I'algorithme LLL (recheddbase
d’'un réseau ayant des vecteurs de petite norme) qui permet d’eliming&te-
ment cette complexité exponentielle.
Exemple:
Toujours le méme exemple, il nous restait deux facteurs @ddm85Z, le facteur
x> + x + 1 ayant été détecté comme un facteurflle= o7 + 2° + 23 — 22 + 1
dansZ. On teste chacun des facteugs= = — 37 etcy = 2% + 3722 — 6 x = + 27
séparément, sans succes. On les multiplie alors modulo 125, ce qui dbrne
x + 1 en représentation symétrique qui est bien un facteup ggonc un facteur
irréductible).

8.3 Factorisation a plusieurs variables

Comme pour le PGCD en plusieurs variables, on se raméne d’abord en une
variable, en général on évalue toutes les variables sauf celle candesgau de-
gré partiel le plus faible. On factorise ensuite en une variable puis on temin
chaque étape de remontée, il peut étre & nouveau nécessaire de cquuisivars
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facteurs. Différentes stratégies existent, comme pour le PGCD : facton$euris-
tique (avec reconstructiosradique), remontée variable par variable ou toutes les
variables en méme temps comme dans EZGCD. On va présenter ici plus en détails
I'algorithme de factorisation heuristique.

Soit P un polynéme ernXy, ..., X,, a coefficients entiers avec> 1, on choisit
une des variables par exemplg,, qu’on noteraX dans la suite. On considére
P comme un polyndme e, ..., X,,_; a coefficients dan&[X]. On suppose
que P est primitif (Quitte & extraire son contenu qui est dd@hX]). On calcule
ensuiteP(z) pour un entierz tel qué |z| > 2|P| + 2. On factoriseP(z) dans
Z[Xl, ceey Xn—l] .

P(2)(X1, .o, Xn1) = () 1pj(X1, ..o, Xn1) (13)

ou ¢ est le contenu du polyndmg(z) (comme polynéme en — 1 variables a
coefficients entiers). Il s'agit de reconstruire les facteur®departir degp; et de
c. Deux problémes se posent alors, celui de la recombinaison possiblestupsu
facteursp; pour obtenir un facteur irréductible d, et I'existence d’un facteur
entier du contenu: a combiner avec un ou plusieups pour obtenir ce facteur
irreductible. Plus précisément, Bj. est un facteur irréductible de, on a :

Py(z) = d(2)¢ertaingpj>» 0Ud(z) divisec(z) (14)
Onale:

Théoréme 6 Soit P(X1, ..., X,,—1, X) un polynéme a coefficients entiers ayant
au moins 2 variables. On suppose gheest primitif vu comme polynéme en les
variables X1, ..., X,,_; a coefficients dang [ X]. Il existe une majoratiorC' du
contenulc(z)| de P évalué enX = z (plus précisément on peut trouver un entier
C tel quec(z) diviseC).

Il existe un nombre fini de tels que I'un des facteurs irréductiblé% de P évalué
en X = z soit réductible (c’est-a-dire tels qué4) admette plusieurs facteugs
distincts)

Preuve
Pour déterminel’’, on remarque que les facteurs du contenuRge) sont des
facteurs communs des coefficients Beévalués en: vu comme polyndme en
X1, ..., Xp—1 & coefficients danZ[X]. Doncc(z) divise le générateur de l'idéal
engendré par ces coefficients (ce générateur est un polyno#i&deui est con-
stant car on a suppogé primitif), on peut aussi dire que deux au moins des coef-
ficients dan<Z[X] de P sont premiers entre eux, alarg:) divise le coefficient de
l'identité de Bézout de ces 2 coefficients vu comme polyndmeXk en

Considérons maintenant un facteur irréductiBjede P de degréi par rapport
aX.PourXy, ..., X,_ fixés, on factorisé’, surC :

Po(X) = ppTl)_ (X — z))

On va maintenant se restreindre a un domainedes., X,,_; surlequel leg; ont
une dépendance analytique par rappotha..., X,,_1. Pour cela on veut appliquer
le théoréme des fonctions implicites pour détermineau voisinage d’une solution

8lci | P| désigne le plus grand coefficient deen valeur absolue
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donnée. On calcule donc la dérivé¢ de P, par rapport aX. On sait queP n'a
pas de facteurs multiples, do¢, et P, sont premiers entre eux, donc d’aprés
l'identité de Bézout, il existe un polynéme non nldépendant de&, ..., X;, 1

et deux polyndme#’ etV dépendant d&4, ..., X,,_1, X tels que :

UP,+VP,=D

Si D(X;,...,X,—1) ne s'annule pas, on va pouvoir appliquer le théoréme des
fonctions implicites. On se fixe1, .., z,—1, on calcule dan€ les racines:; du
polynémeP(z1, .., z,—1,X) pour une solutiory; telle queP(z1, .., xp—1,2j) =

0, commeD est non nul, on &’ (z1,...,z,—1,2;) # 0, donc on peut écrire au
voisinage déz1, .., z,_1)

Zj :Zj(Xl,...,Xn_l), P(Xl,...,Xn_l,Zj) =0

avec des fonctions; analytiques. SD est constant]) ne s’annule pas, sinon quitte
a permuter les variables, on peut supposer que le degfé i rapport axX; est
non nul. On peut alors se restreindre a une zBne>> Xy >> .. >> X, 1 >>
1 ou D sera non nul ce qui permet de suivre analytiquement;les

Supposons maintenant qu’il existe un nombre infinizdeels Py (z) soit ré-
ductible. Alors il existe un ensemble infitd de ces valeurs de pour lesquels
I'un des facteurs a coefficients entiefsde Py (z) correspond a un méme sous-
ensembleR des racines; de P, et a un méme contenu(puisqu’il y a un nombre
fini de combinaisons possibles des racines en facteur et un nombre @iviseurs
possibles du contenu d&,). Pourz € Z,on a:

fj(X17 ...,Xn,Z) = CHZGR(Z - Zj)a fj € Z[X17 "'7Xn—1]

Soit L(X) le polynbme obtenu par interpolation de Lagrange en cardial 1
pointsz de Z, égal af; enX = z. Pour des raisons de degré, on a:

L= CHZGR(X - Zj)

doncL est un facteur d&. De plusL est un polynéme eX1, ..., X,,_1, X a coef-
ficients rationnels (par construction). Ceci vient en contradiction abgpdthése
P, irréductible, car on a construit un facteur flg a coefficients rationnelé de
degré strictement inférieur.

Corollaire
Pourz assez grand, la reconstructioradique de:(z)p;(z) est un polyndme dont
la partie primitive est un facteur irréductible &

Preuve du corollaire
On prendz assez grand pour que tous les facteurs irréductibleB dgalués en
z aient un seul facteur polynomial (i.e. soient de la foridte)p;(z)). Quitte a
augmenter, on peut supposer que| > 2C'L ou C est la majoration dé:(z)| et
L estla borne de Landau sur les facteurgtdlors la reconstruction-adique de
c(z)p;(z) este(z)/d(z)P;, donc sa partie primitive est un facteur irréductible de
P.

Algorithme de factorisation heuristique a plusieurs variables
Argument : un polynémé primitif en au moins 2 variables.
Valeur renvoyée : les facteurs irréductiblesrle
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Choisir la variableX par rapport a laquell® est de plus bas degré puis factoriser
le contenu de” vu comme polyndéme a coefficients défis\|. Initialiser un entier

z &2|P| + 2 (ou|P| est le plus grand coefficient entier éeen valeur absolue) et
une listeL a la factorisation de du contenu ée

Boucle indéfinie :

— Si P = 1renvoyer la listel, des facteurs d&.

— Tant que pgcdP(z), P'(z)) = 0 incrémenter de 1.

— FactorisetP(z) = c(z)Ilp;

— Pour tous les facteugs, déterminer le polyndome; tel quec(z)p; = P;(z)
par remontée:-adique (avec les coefficients dg écrit en représentation
symétrique, de valeur absolue plus petite fu¢2). Tester si la partie prim-
itive de P; divise P. Si oui, rajouter un facteur irréductible a la liste et
diviser P par ce facteur.

— Augmenterz, par exemple remplacerpar la partie entiére dg/2z.

8.4 Preuve de l'identité de Bézout généralisée

Elle se fait par récurrence. Pour= 2, c’est I'identité de Bézout usuelle. Pour
passer du rang — 1 au rangn, on isoleP,, dans l'identité a résoudre :

n—1

Z Qj(Mi<k<n—142iPr) | P+ Qulli<n—1Pr = Q (mod p)
=

CommeP, est premier avedl,<, P, en appliquant Bézout, on trouve deux
polynémes),, et R, tels que :

R, P, + ankﬁn—lpk = Q (mOd p) (15)
Il reste a résoudre
n—1
Z Qilli<k<n—1k2jPr = R, (mod p)
j=1

ce gue I'on peut faire par hypothése de récurrence.

8.5 Algorithme de Bézout généralisé

Arguments : une listd™, ..., P, de polyndmes premiers entre eux 2 a 2 et un
polynéme() a coefficients dang/pZ
Valeur renvoyée : la liste de polynbmes, ..., Q,, tels que

> Qs Py =Q (mod p)

j=1

On peut commencer par calculer le produit de tousiepuis faire une boucle sur
J pour calculer les produits dé3 pourk # j en divisant le produit complet pa;
(on fait ainsin—1 multiplications et divisions au lieu dex(n—1) multiplications).
Boucle indéfinie sun décrémenté de 1 par itération :
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— Sin = 2, onrajoute a la liste résultat les polyndnigset ), de I'algorithme
de Bézout usuel et on renvoie la liste
— Sinon, on calcule les polynbmés, et Q,, vérifiant (L5), on rajouteq,, en
début de liste, on remplacg par R,,.
Remarquons que lorsque nous utiliserons cet algoritiheera la différence entre
deux polyndmes de méme degré (le degré?)let de méme coefficient dominant
1, on peut donc remplacer 1€5 par le reste euclidien d@; par P; sans changer
I'égalité.

8.6 Pour en savoir plus

Pour factoriser des polyndmes ayant des coefficients dans desierteabk
gébriques, il existe un algorithme assez simple, I'algorithme de Trager, &gti n
pas forcément le plus performant (la recherche est encore actigedalomaine),
cf. le livre de Henri Cohen pp. 142-144.

Pour factoriser sur des corps finis, on peut consulter la these derdarn
disponible sur le webhttp://www.bernardin.lu ).

On peut aussi consulter le code source de Mupad, les routines dedaintm
se trouvent dans le répertoiib/POLYLIB/FACLIB aprés avoir désarchivé la
lib.tar . Le point d’entrée pour factoriser des polynémes a plusieurs variables
surZ est le fichiemfactor.mu , on observera que I'algorithme utilisé par Mupad
est assez différent de celui gu’on a détaillé dans la section précédente.
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8.7
1

4.

5

Exercices (factorisation des polynémes)

Déterminer le nombre de racines-de’ + z* + 122 — 5 comprises entre 0
et 6 (en utilisant les suites de Sturm, on donnera les détails des calculs).

Ecrire un programme calculant la suite de Sturm d’un polyndme supposé
squarefree (on peut tester avegrfree ), en utilisant I'algorithme d’Eu-
clide.

Trouver les facteurs de degré 1 s'ils existensde+ 25z* + 6723 4+ 7722 +
55x+13 en remontant ses racines daiy®Z[ X | pourp premier bien choisi.

Factoriser le polynome® + z + 1 par la méthode de Berlekamp.

Calculer avec un logiciel les valeurs numérigues des racines complexes
P(z) = z° + = + 1. Trouver les combinaisons de racines dont la somme
est entiere (aux arrondis prés). En déduire la factorisation en fadreéy
ductibles sutZ de P.

Factorisation numérique s@ Ecrire un programme qui calcule une racine
d'un polynéme a coefficients complexes en utilisant une méthode itérative
de type méthode de Newton (avec éventuellement un préfacteur lorsqu’on
débute la recherche). Les polynémes seront représentés par la listesie
coefficients et I'évaluation faite par la méthode de Horner. Trouverignsu
toutes les racines du polyndme en éliminant la racine trouvée (toujours avec
Horner). Trouver les combinaisons de racines correspondant acteuf a
coefficients entiers.

. Méme question pour les facteurs de degré 2 d'un polynéme a coefficien

réels sans racines réelles en utilisant la méthode de Bairstow décrite ci-
dessous.
On cherche un factedr = 2 + sz + p de P, on calcule le quotient et le
reste de la divisiorP = F'@QQ + R par une méthode de type Horner, il s'agit
de rendreR (vu comme un vecteur a 2 composantes) nul. On calcule donc
0spRR (en cherchant le quotient et le restead@ et Q) par F, pourquoi ?) et
on pose :

(8:P)n+1 = (8,P)n — A(as,pR)_lR(Svp)n

ou )\ est un préfacteur compris entre 0 et 1 et ajusté a 1 lorsqu’on estgproch
du facteur.

. Soitp un entier premier eP un polyndme a coefficients dafigpZ. On a la
relation
ged(x?* —X,P)= [ f firéductible
fIp.deg f)|k

En utilisant cette relation, déterminer les degrés des facteurs de
(P 4+ 2z+D)(z* +z+1)

modulo 5 et 7 (sans utiliser la commande factor). Peut-on en déduire que
3+ 2+ 1etz? + 2 + 1 sont irréductibles SUf. ?

. Utiliser les options “verbose” de votre logiciel de calcul formel pour fa

toriserz202 4 191 + 1 et vérifiez que vous avez compris la méthode utilisée.
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10. Montrer qu&x +x2y + 23 +2z* + 4> +2° estirréductible suZ sans utiliser
l'instruction factor a 2 variables (on pourra factoriser pour quelgagesuvs
dex ou dey)

11. Que se passe-t-il lorsqu’on exécute I'algorithme de Yun dang. ?

12. Déterminer les degrés des facteurgaet = + 1)(z* + 2 + 1) modulo 5 et
7 (sans utiliser la commande factor). Peut-on en déduirerduex + 1 et
x* + 2 + 1 sont irréductibles SUf. ?

13. Utiliser les options “verbose” de votre logiciel de calcul formel pag-f
toriserz202 4 191 + 1 et vérifiez que vous avez compris la méthode utilisée.

14. Montrer quez + 22y + 23+ 22* 4+ 9% + 2° estirréductible suz sans utiliser
directement I'instruction factor (on pourra factoriser pour quelquéesuva
dex ou dey)
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9 Intégration

9.1 Introduction

Que peut-on espérer d'un systéme de calcul formel lorsqu’il s’agibtailer
une primitive ? Tout d’abord, on peut espérer qu'’il sache résaedgeie I'on donne
en exercice a nos étudiants! Ceci suppose donc de connaitre queigtlesdes
classiques, par exemple : intégration de polynémes (!), polynémes multipliés pa
exponentielle ou/et fonctions trigonométriques, de polynémes trigonomé&trique
par linéarisation, de fractions rationnelles, de fractions trigonométrigieesac-
tions de racines carrées de polyndmes du second ordre, de fon¢yioasenant
par une ou plusieurs intégrations par parties ou par changement demhofpar
exemple reconnaissance de forn#&s:)«’ ) ou par changement de variables, etc.

Mais au-dela de ces méthodes (qui ont I'avantage de la rapidité mais tiennent

parfois plus de la recette de cuisine que de I'algorithme...), on peut se densnd
la primitive d’'une fonction donnée peut ou non s’exprimer en terme degifors
“élémentaires”. Par exemple, tout le monde “sait” que la fonatibm’admet pas
de primitive “simple”, encore faut-il donner un sens mathématique précitté ce
affirmation. Ceci nécessite de donner une définition rigoureuse du termtdn
élémentaire. On peut alors appliquer un algorithme développé par Risehl€so
extensions dites transcendantes, obtenue par ajout des fonctiomeetiple et
logarithme) qui permet de répondre a la question : il s’agit vu de tres loined’
extension de 'algorithme d’intégration des fractions rationnelles.

Cet article se décompose en deux parties principales :

— la sectiom.2 présente les définitions de fonctions élémentaires, de tour de
variables, et donne deux théorémes, le théoreme de structure de Risch qu
permet d’'écrire une fonction contenant des exponentielles et deghoges
comme une fonction élémentaire par rapport a une tour de variable, et le
théoréme de Liouville qui donne la forme que peut prendre une primitive
d’une fonction élémentaire lorsqu’elle est aussi élémentaire.

— la section9.3 décrit I'algorithme d’intégration de Risch permettant de dé-
cider si une fonction élémentaire donnée posséde ou non une primitive élé-
mentaire et de la calculer dans le premier cas. Nous ne présentons ici I'algo
rithme de Risch que pour les extensions transcendantes pures (In.et exp)

Le lecteur intéressé par le cas des extensions algébriques poursiteolasthése
de Trager. Pour les extensions plus générales (incluant en particslienigions
tangente, arctangente), la référence est le livre de Bronstein denrsgetiord.4.

9.2 Fonctions élémentaires

9.2.1 Extensions transcendantes, tour de variables

On se donne une expressififc) dépendant de la variableque I'on souhaite
intégrer par rapport a. L'algorithme de Risch s’applique a cette expression si on
peut I'écrire comme une fraction rationnelle a plusieurs variables algémignt
indépendantes

€z, fl(‘r)7 f2($, fl(x))7 ey fn(xa fl(x)7 f2(x7 fl(x))7 sy fn—1<x7 fl(x)7 ey fn_Q(f)))
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ou les f; sont soit I'exponentielle soit le logarithme d’une fraction rationnelle (le
corps de base appelé aussi corps de constantes ici €6t soit une extension al-
gébrique d&) ou une extension algébrique d’'un corps de fractions rationnelles s'il
y a des parametres). On appelle tour de variables la suite,dgs..., f,, (chaque
étage est donc une exponentielle d’'une fraction rationnelle ou le logaritume d
fraction rationnelle dépendant des étages précédents) et on difeegtiane fonc-
tion élémentaire par rapport a cette tour de variables.

L'intérét de I'écriture d’'une expression sous forme de tour est quéslistable
par dérivation : si on dérive par rapportrtaune fonction élémentaire dépendant
d’une tour de variables, on obtient encore une fonction élémentairendépiede
la méme tour de variables. Autrement dit, I'ensemble des fonctions élémentaires
pour une tour fixée est un corps différentiel.

Exemples :

— ¢ est bien dans ce cas, pour= 1, f; est 'exponentielle de:? qui est
algébriquement indépendantdeles fonctiong 222 —1)e*” ouz/(e*” —1)
sont aussi élémentaires par rapport a la tour de variébl,ees”CQ}.

— zIn(x) exp(x) est élémentaire par rapport a la tduf, In(x), exp(z) }, mais
aussi par rapport a la togr, exp(x), In(z)}.

— ze*(®) est élémentaire, en prenant= 2, f; = In(z) et fo = e*/1.

— 2™ = ""(*), olin est un paramétre, convient avec comme faytin(z), e )

— e(®) ne convient pas car il n’est pas algébriquement indépendantadler)
mais on peut le réécrire sous une forme acceptable puidtftie= z.

— ¢(*)/2 ne convient pas non plus car son carré est égalldne réécriture
ne suffit pas, cet exemple est bien siir une extension algébrique &anen
scendante.

Dans la suite, on va s'intéresser aux tours de variables dans lesquelées o
effectué des simplifications évidentes. On élimineliesexp de la maniére suiv-
ante : sify = In(gx), on regarde sy vu comme fraction erf, ..., fr—1 posséde
un facteurf;" (avecm € Z) lorsquef; = exp(g;) est une exponentielle. Si c’est
le cas, on &} = my; + In(gx/g;"). On change alors de tour en remplacgnpar
fi = In(g/g}") = fr —mg;. On élimine aussi lesxp o In, si f; = exp(gx), pour
J < k si f; estun logarithme, on regardecsi= 9y, gx| ;=0 €st un entier, si c’est
le cas on remplacg, par fi, = fk/g,‘;j.

Exemples :
:E2
1
ln(%) — —z+ ln(e”2 +1)
€
3 In(z)+In(z)?+5 _ xSeln(x)2+5

9.2.2 Théoréme de structure de Risch

On voit donc qu'il est nécessaire de disposer d’'un algorithme poudetéc
si des exponentielles et logarithmes sont algébriguement indépendanhtdgQ-
rithme est basé sur un théoréme de structure di a Risch :

Théoréme 7 Soit f = In(g(z)) le logarithme d’une fonction élémentaigepar
rapport a une tour de variable¥', alors soit f est algébriguement indépendant
des variables d&’, soit f est élémentaire et plus précisément combinaison linéaire
rationnelle des logarithmes et des arguments des exponentielles de [&.tour
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Soitf = exp(g) I'exponentielle d’'une fonction élémentajygar rapport a une
tour de variablesT’, alors soit f est algébriguement indépendante des variables
de T, soit il existen tel que f™ soit élémentaire par rapport & (on peut alors
appliquer le cas précédentigy = In(f™))

Démonstration:
Commencons par le cas de I'exponentielle. On considére le polynéme minimal de
f=exp(g):
anf"+...+a=0, a,#0,a0#0

ou lesa; sont des fractions rationnelles &nOn dérive et on appliqu¢ = ¢'f :
(a!, + nang ) f* + ... + (a), + karg ) fF+ ... =0

c’est un multiple du polynéme minimal donc il existe une fraction rationn€lle
(par rapport a la tour de variables) telle que :

vk, (a% + k:akg’) = Cay

Commea,, # 0, cela entraine, /a,, + ng’ = C. Le coefficient constani, est
aussi non nul, done/ay = C' et

a
ng = ay/ag — al,/an, = ng = ln(a—o) +k
n

ol k est constant, donf” = exp(ng) = e*ag/a, est élémentaire.
Passons au cas du logarithme, supposonsfgseln(g) dépende algébrique-
ment de la toufl’, on va commencer par montrer gfi@st élémentaire. On écrit :

anf” +...+a90=0
ou lesa; sont des fractions rationnelles &nOn dérive en appliquant = ¢'/g:
! rn ! / n—1 / /
anf"+ (nanf +a,_ )" Farf +ag

Comme f’ est une fraction rationnelle efi, le polyndmea, X™ + (na,f' +
al, X" 1+ ..+ aif + ajy qui annulef doit étre un multiple du polynéme

minimal def, il existe donc une fraction rationnele par rapport & telle que :
a, =Ca, (na,f +a,_;)=Can_1

On en déduitf’ :

/

O _ /
f/ _ @ dn—1 7 Qp_1 _ <_an—l>

nan, Nay,

donc il existe une constantdelle que :

—Qn—
f: n—1 P
Nan,

donc f est élémentaire par rapport a la méme tbugueg.
Montrons maintenant qu’un logarithife= In(g) qui est élémentaire par rap-
port a une tour de variabl& est combinaison linéaire a coefficients rationnelles
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des logarithmes et des arguments des exponentielld&’d8oit X la derniére
variable de la touf". On factorise maintenant le numérateur et le dénominateur de
gen Hj Pj ou lesP; sont sans facteurs multiples et premiers entre eux 2 a 2 (par
rapport aX), il existeC' indépendant d& tel que :

g=C[[ P/ =In(g) =n(C)+ > jn(P)) (16)
JEZ JEZ

Alors f" =1In(C)" + 3_; jP}/P; donc [ P; f’ est un polyndme eX. Soit N/D
la fraction irréductible représentafiton a :

f_ND—NU
=5
on vient donc de montrer que :
N'D—-ND' R
117 — 57— estun polyndme ex (17)
J

Soit P un facteur irréductible d& de multiplicité k tel queD = P*Q (donc P
premier aved), mais P est aussi premier ave¥ car f = N/D est irréductible).
Alors en simplifiant numérateur et dénominateur P4r!, on a:

N'PQ — N(kP' PQ’
117 Q-NkPQ+PQ) estun polynéme eX.  (18)
j

pk+1Q2

On en déduit, aprés simplification d’'au plus un factéuau dénominateur avec
I'un desP;, queP* divise N' PQ — N (kP'Q + PQ') doncP divise P'. Ceci n'est
possible que sP = 1 (et donc le dénominateur deest égal a 1) ou si la variable
X est une exponentielle ét = X.

Montrons que ce deuxiéme cas est en fait exclus : en effetsiX = exp(Y)
est une exponentielle, on a alafs = X* et = 1. CommeP’ = Y'X, (18)
devient :

X(N'—EkENY' R
117 ( S ) estun polynéme e
j

CommeX ne divise pasV, N posséde donc un coefficient constaptmon nul.
Le coefficient constant d&’ — kNY’ estag — kaoY”. Si ce terme était nul alors
ap = kagY’ doncag = cexp(kY) = cX* or ag ne dépend pas d& doncc = 0
doncag = 0, absurde. Don&X ne divise pasV’ — kNY’. CommeXF**! divise
[IP;X(N' — ENY’), on en déduit que* divise un desP;. Donck = 1 et
P; = X@Q;. Revenons maintenant &d), on a :

f=In(g) =In(C) + jIn(XQ;) + > _In(R)

I#3
on dérive : 0 /
; P,
"=1n(CY 4+ Y + =L + ) =L
f=I(C) +j o, %;B

Scette preuve peut étre sautée en premiére lecture

67



on voit qu'il n’est plus nécessaire de multipligrpar P; pour avoir un polynéme,
multiplier par@; suffit, plus précisément

N'D - ND'
|J Bk Qj— 5 estun polynome eR’.
I#j

doncX**! divise (Hl# Pl) Q;X (N’ — kNY’) ce qui estimpossible.
Donc D = 1 dans tous les cas et onfa= N. Donc

f'=N =In(C) + ZjP]f/Pj est un polyndme par rapportd
J

On en déduit que leB; ne dépendent pas dé sauf si.X est une exponentielle et
P; = X. Dans les deux cad" ne dépend pas d& donc le polynémeV est de
degré 0 ou 1 etX (si X est une exponentielléy est forcément de degré 0)

— SiX = exp(Y) est une exponentielle (av&télémentaire ne dépendant pas
de X), alorsf = N estindépendant d&. On retirejY a f et on divisey par
X7 (en posan§ = 0 si aucun de®; n’est égal a\), qui devientindépendant
de X, on conserve ainsi I'égalitgé = In(g) mais avec une variable de moins
dans la tour de variables par rapport a laquéli g sont élémentaires.

— Si X n'est pas une exponentielld] = ¢X + d avecc dans le corps de
constantes, etindépendant d&’. Si X = z, on ag = exp(cx+d) quin’est
rationnel que st = 0. On a alorsi doncf etg constants. SK = In(Y') est
un logarithme (avet” élémentaire ne dépendant pasig alorsvy, P; = 1
doncg est élémentaire indépendanteXieOn a alors :

f=N=cln(Y)+d=In(g)

avecc dans le corps des constantégt g élémentaires indépendants de
On cherche maintenant la fonction élémentair€ette fonction n'est pas
le logarithme d’une fonction élémentaire en généralcatest pas forcé-
ment entier, mais!’ a les mémes propriétés que la dérivée du logarithme
d’une fonction élémentaire. On peut donc reprendre le méme raisonnement
mais avec une variable de moins dans la tour de variables. Si la tour qu’'on
a choisie est normalisée, aldrsne contient au numérateur et au dénomina-
teur aucune puissance d’'une exponentielle d’'une variable de la toadelon
polyndmeP; du cas précédent ne peut proveniridee qui entraine qug
est bien entier dans le cas précédent (biencuele soit pas forcément).
Aprés avoir fait une récurrence sur le nombre de variables de la toardonc
f qui s’exprime comme combinaison linéaire a coefficients entiers des arguments
gr. des variables exponentiellgs = exp(gx) de la tour et a coefficients a priori
quelconque des variables logarithmfes= In(g;) de la tour :

F=> drge+ Y _xiln(g) =In(g)
k 1

Commeyg est élémentaireh = g/ [], exp(gx)’* est élémentaire de logarithme
>, z1In(g;). Montrons que si les arguments dessont des polynémes sans fac-
teurs multiples, alors leg, sont entiers. Rappelons que le$g;) sont algébrique-
ment indépendants, on peut donc construire des polynémes irrédudiilpes
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rapport aux variables de la tour tels glielivise une foisy; mais ne divise pas les
gi précédents. Soit = HjeZ P]? la factorisation sans facteurs multiples/deOn
dérive alordn(h) ce qui donne :

> wigi/o =Y iP}/P;
z j

ou Hj PJJ est la décomposition sans facteurs multiple:d€ommel; divise un
et un seul des?; on en déduit quer; est egal auj correspondant et est donc
entier. (Remarqgue : si on n'impose pas aux arguments des logarithmes agétr
polyndmes sans facteurs carrés, on obtiendrait ici des coefficigiatsmels).
En pratique :
On peut effecter I'algorithme de la maniére suivante :
— on cherche les variables généralisées de I'expression qui dépetede
— On ajoute les variables généralisées en commencant par la moins longue
— Si c’est un logarithme, on extrait les puissances des exponentielles- pré
dentes dont il dépend. On cherche des relations entre fondiioes les
réécrivant comme combinaison linéaire ldeindépendants. Pour avoir des
In indépendants, on se raméne d’abord & des polynémes sans facteurs multi-
ples en utilisant la relatiom(a/b) = In(a) — In(b) et en écrivant la factori-
sation sans facteurs multiples de chaque polyndme argument, puis on extrait
le PGCD 2 a 2 des arguments de logarithmes jusqu’a obtenir des arguments
deln premiers entre eux.
— Sic’est une exponentielle, on teste si son argument est combinaisaindiné
a coefficients rationnels :
— des arguments des exponentielles précédentes,
— desln des logarithmes précédents,
— deln(z) etdei x .
Pour cela on substitue lés par des indéterminées, et on dérive une fois
par rapport a cette indéterminée, le résultat doit étre un rationnel, pour les
variables exponentielles, il faut réduire au méme dénominateur et résoudr
le systéme linéaire obtenu en identifiant les coefficients du numérateur. Si
I'exponentielle est indépendante des précédentes, on extrait der@xpo
tielle a rajouter la partie linéaire de la dépendance einl@sécédents si le
coefficient correspondant est entier. Par exemple, on réécrit :

2 2
$€21n(z)+1n(m) _ 1,36111(:16)

Remarque
On n’est pas obligé de se limiter aux seules fonctions logarithmes et exjaiesn
'essentiel est de pouvoir tester I'indépendance algébrique desssiqme créées.
Pour éviter d’avoir a introduire des exponentielles et logarithmes compliexes
une expression réelle, on peut autoriser par exemple des extensi@mgente ou
en arctangente.

9.2.3 Théoréme de Liouville

On a vu que la dérivée d’'une fonction élémentaire dépendant d’'unedéour
variables est une fonction élémentaire dépendant de la méme tour de \ariable
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Réciproquement, supposons qu’une fonction élémentaire admette une jgromitiv
soit élémentaire, c'est-a-dire gu’elle doit étre une fraction rationellea@rart a
une tour de variables mais pas forcément identique a celle de départ. hiong,
telle écriture existe, a des termes logarithmiques prés, elle ne peut dépeadte
la méme tour de variables, plus précisément on a le théoréme de Liouville :

Théoreme 8 Soit f une fonction élémentaire par rapport & une tour de variables
T et un corps de constantds admettant une primitive élémentaife. Alors il
existe un nombre fini de constantgs..., ¢, et de fonctions élémentaires, ..., v,

par rapport a7 avec comme corps de constantes une extension algébkide

K tel queF — ), c; In(vy) soit élémentaire par rapport @ et K.

Preuve :*°
Soit f élémentaire de touF; (corpsK) et F' sa primitive supposée élémentaire de
tour Ty, et de corpsk’ une extension algébrique d&. On commence par rajouter
apres les élements d& les élements nécessairesidgoour obtenir une tour’ par
rapport a laquellg’ et F' sont élémentaires (plus préciséméhsera élémentaire
quitte a autoriser des puissances fractionnaires des variables etiptheedel?).
Le théoreme de structure de Risch permet de faire cela, en effet aulegoaur
chaque élément dg, s'il est algébriguement indépendant des éléments;dau
non. S'il I'est, on le rajoute a la todf, s'il ne I'est pas alors dans le cas d’'un log-
arithme il est élémentaire et dans le cas d’une exponentielle, une de ssnpes
est élémentaire. Donk est bien une fraction rationnelle par rapport aux éléments
logarithmiques d€7, aux racines-ieme des éléments exponentielsigeet a des
éléments d€% dans cet ordre (le corps des constantes étant

Premiére étape :
Commencons par les éléments restanféeSoit X, I'élément au sommet de la
tour T'. La dérivéef de F' par rapport aX, ne dépend pas d&,. Donc soitF'
ne dépend pas d& et on passe a la variable suivante, s6jt = In(vg) est un
logarithme etF’ = ¢ In(vy) + di, avece, € K’ ety etdy, indépendants d&(y.
S'il n’y a pas d’autres éléments restantsideon passe a la 2éme étape. Sinon soit
X1 lavariable suivante (juste en-dessousXjedans la tour). En dérivant, on a :

/

F,:Ckvfk—i-d/ :f
Vg

Supposons que, dépende deX;_, on fait alors un raisonnement analogue a
celui de la preuve du théoreme de structure de Risch, en décompgsampro-
duit/quotient de facteurs sans multiplicités = HP]? et en écrivantly, = N/D
ona:

N'D - ND'
17| —%—
J
est un polyndme erX;_;. On en déduit comme précédemment que= 1,
N’ = dj, estindépendant d&;,_,. Comme on a supposé qugdépend deX;,_,
X1 = exp(Yx_1) estalors une exponentiell&, = d; ne dépend pas d€;_; et
I'un desP; = X, (sinon tous les’; seraient constants eXi,_; doncwv;, aussi).

1Opeut étre omise en premiére lecture
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On élimine alors la variabl&’;,_; en écrivanin(vg) = jYi—1 +1In(wy), avecYy_q
etw;, élémentaires et indépendantsXg._;.

Si vy, est indépendant d&;,_, alorsd; aussi donc soitl;, est indépendant
de X;._; et on passe a la variable suivante, sbjt_; est un logarithme ef;, =
ck—1In(vg_1) 4+ dx—1. En continuant pour toutes les variables restanteB,den
obtient

F = Z cplnvg +d
k
avecd etvy, €élémentaires pouf; (avec exponentielles modifiées en en prenant une
racinen-ieme) etK’.

Deuxieme étapdl s’'agit de montrer que pour les exponentielles, il n’est en fait
pas nécessaire de prendre de racingme. La compréhension de cette étape de-
mande un peu de familiarité avec I'algorithme de Risch (cf. infra). On va faire
la preuve pour la variable au sommet de la t@ursi c’est une exponentielle.
On verra dans le déroulement de l'algorithme de Risch que pour les aaties v
ables, il y a appel récursif de I'algorithme d’intégration, donc traiter |éatde au
sommet suffira. Soit donexp(Y') la variable au sommet de la tofdi, on note
X = exp(Y/n) la racinen-iéme de cette variable qui est utilisée pour exprimer
F = > ¢xInv, + N/D comme une fraction rationnelle ex alors quef = F’
est une fraction rationnelle exi™. On a donc :

!/

/
N . .
Z ek 4 2L = f = fraction rationnelle efx")
vy D

Notons que le fait qu& soit une exponentielle est essentiel, car par exemple I'in-
tégrale d'une fraction rationnelle dépendantadlecommex? ou 1/(z® — 1) ne
s’exprime pas en fonction de’. On traite d’abord la partie polynomiale général-

isée def en X" :

> ai(xmy

JEL
Son intégrale est un polyndme généralisé, éventuellement dépendant sist
ez A;X7. On dérive, et on obtient podrnon multiple den, AY/n + A; =0
dont A;, = 0 est solution. La partie polynbme généralisé ne dépend donc que de
X", On effectue aussi les intégrations par parties pour réduire le dénoaridate
f aun polyndme sans facteurs multiples (réduction de Hermite), ce qui safait e
introduisant des fractions rationnelles &t uniquement. Reste la partie logarith-
migue. On utilise le critere du résultant, les coefficients des logarithmes sont les
racinesc, du polynéme e

Res¢(D,N —tD")

ou ces racines doivent étre indépendantes (feuisquel” existe) et lesy, corre-
spondants sont égaux a
gcd D, N — ¢, D)

Or commeX est une exponentielld)’ est un polyndme eX™, de méme queéd
et N, doncwv;, est un polynbme exX ™.

Troisieme étapell reste enfin & montrer que seuls lgset v, nécessitent une
extension algébrique d&. Ceci est encore une conséquence de l'algorithme de
Risch, la construction de la partie polynomiale (éventuellement généralisée) e
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la partie fractionnaire ne font en effet intervenir que des coefficieams ¢t corps
K.

9.3 Lalgorithme de Risch

On suppose dans la suite qu’'on s’est ramené a une fraction rationnelbppa
port a une tour de variables (ou on a effectué les simplifications évidentesp,
ainsi queexp o In, dans le premier cas en extrayant les facteurs évidents en les
variables précédentes exponentielles, dans le deuxiéme cas en ex@gyarnie
linéaire a coefficient entier en les variables logarithmes précédentesiot@X
la variable au sommet de la tour &% /D, I'écriture de la fonction élémentaire
comme fraction irréductible ave¥, et Dy polyndmes erX.

Exemples

/(2x2 +1)e” X =e" Ny=(222+1)X,Dp=1

/“““(x) X =In(z) No=aX,Dy=z+X
x + In(z)

La premiére étape va consister a se ramener a un dénominateur sans facteu
multiples. Elle est analogue au cas des fractions rationnellesedest basée sur
l'identité de Bézout entré® et P’ vu comme polynémes en la variable du haut
de la tour. Il apparait toutefois une difficulté pour les extensions exgmiles, a
savoir queX = ef et X’ = f’X ne sont pas premiers entre eux comme polyndmes
en X, on devra traiter le p6le 0 d’'une fraction rationnelle en une exponenfielle
comme on traite I'intégration d’un polyndme enSi P est sans facteurs multiples
et premier avecX, alorsP(X) et P(X)' = f'XP'(X) vu comme polynémes en
X n'ont pas de facteurs en commun.

On commence donc, s{ est une exponentielle €2y un multiple deX, par
appliquer Bézout pour décomposer la fractigg/ Dy en :

No N

— —, gedX,Dy)=1,Dy=X"*D
DO D1+Xk> ch? 1) » 70 1

Onisole aussi la partie polyndmiale en effectuant la division euclidienié,gear
Dy (ou deN; parD; si X est une exponentielle), on obtient alors une écriture sous

la forme : N

ou la somme sujy est finie et porte sur des entiers positifs ou nuksi’est pas
une exponentielle, ou sur des entiers relatif¥ stst une exponentielle.

On effectue la méme écriture sur la partie fractionnairéfdet en identifi-
ant les parties polynomiales et éventuellement la partie polaire efX0esit une
exponentielle, on peut séparer I'intégration en 2 parties : intégration dertie p
polynomiale (généralisée) et intégration de la partie fractionnaire propre.

Exemples

— (22% + 1)e*” = 0+ (222 + 1)X est un polyndme,
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xIn(x) xX x? n
= = — €T
r+In(z) z+X r+ X

la partie polynomiale est (de degré 0 enX), la partie fractionnaire est
—22/(z + X)

2z 2
x(e*® +1) _ x(X*+1) % L oaxl
e*(e? +1)2  X(X+1)2 (X +1)2

la partie polynéme généralisé ask —!

9.3.1 Intégration d’'une fraction propre
9.3.2 Reéduction sans facteurs multiples

On factoriseD en[], P! avecP; sans facteurs multiples (et I¢3 premiers
entre eux 2 a 2) et on décompose en éléments simples relativement a cette facto
sation (en appliquant Bézout) :

5> %
D i>0 F
Pour chaque polynomg;, on applique Bézout &; et P, :

N; A; B;P/
Ni:AiPi‘i'BZ’P-,ifZ.: ‘il )
1 Pil Piz ]Dil

on intégre par parties le second terme

N A B; B!
PP Gonp ) Gonpt
? ) j )

(2

on rassemble les deux intégrales anyﬁ1 au dénominateur et on recommence
jusqu’a avoir une puissance 1 au dénominateur. |l reste alors a intégrepmme
de fractions du typéV/D avecD et D' premiers entre eux.

Exemple
On reprend le dernier exemple de la section précédente pour éliminer larméss
2 au dénominateurN, = 2z et P, = (X + 1) avecX = e*. OnaP; = X, donc
Ay =2z etBy = —2x:

/ 2x _/2x+/—2xP2’_/2:c+2x 2
(X+1)2 | P P /PR P P

il reste donc a intégrez: — 2)/(e® + 1).

9.3.3 La partie logarithmique

Comme on I'a vu lors de la preuve du théoreme de structure de Risch, si on
dérive une fraction erX, le dénominateur de la dérivée ne peut se décomposer
gu’en produit de facteurs de multiplicité supérieure ou égale a 2. |l eteggue
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la fraction & intégrer résiduelle (encore nofée N/ D) aprés I'étape de réduction
ci-dessus ne peut provenir que de la dérivatiodde >, cj In(vy)

f= % —F = (Zk:ck In(uvy,)) = Zk:ckzl’z

En identifiant les décompositions en éléments simple&’ds f, on montre égale-
ment que les,. divisent D, plus précisément on peut imposer ayxd'étre pre-
miers entre eux 2 a 2 et dans ce €as- [ | vx. Donc :

et:
N = Z CRU; H v
k j#k

Soitt un parameétre, formons le polyndéme— tD’ :

N—tD':Z (ck—t)vfcnvj

k £k

donc le pgcd erX des polyndmes®v — tD’ et D est :

— sit n'est égal a aucun des, N — tD’ est premier aveo,, pour toutk car
v divise 3, (e — t)vy [ 1 v; €ty [1;44 v; est premier aveey. Donc
le pgcd est 1.

— sit est égal a I'un des, alors le pgcd est le produit deg tels quec, =t
(notons que dans ce cas on peut rassemblep,cad’intérieur d’'un méme
logarithme)

Considérons le polyn6mR de la variable égal au résultant par rapportida des
polyndmesD et N —t D’ (rappelons qu'il s’agit du déterminant du systéeme linéaire
AD + B(N —tD') = 1 ou les inconnues sont les coefficients des polynomes

B, ce déterminant est nul si et seulement si le systéme n’a pas de solutiosido
et seulement sD et N — ¢D’ ne sont pas premiers entre eux), alors ce polynéme
ent s'annule si et seulement si= c¢;. On cherche les racines, ent de ce
polynéme, elles doivent étre indépendantescdi F' est élémentaire, et dans ce
cas la primitiveF’ de f = N/D vaut

F= Y cn(@edN — D', D))
¢, racine der
Exemples
2x — 2 , . ,
———, D=X+1,D=¢"=X, N—-tD'=22-2—-tX
et +1

On calculeR = —2 xx — t + 2, I'unique racine est = 2 — 2z qui n'est pas
constante donc cette fonction n'admet pas de primitive élémentaire.
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(222 —z—-2)X -1
X2+ (z+ D)X +2’

OnaD' =22z +1)X?+ (1+ 2z + 1)(z+1))X +1

X = exp(a? + z)

R=—-2z—-1)(z+1)2x+1)(z - 1)*t+1)(t—-1)

les racines ensont constantes et égalesa 1l et-1, dgne 1 etv; =gcd N —
D',D)=X+1letca =—1,v9 =gcd N + D', D) = 2z + X donc :

/(2:32—95—2))(—1
X2+ (z+ D)X 4z

=In(X +1) —In(z + X)

Remarque importante
Pour les extensions exponentielles ou logarithmiques, la dérivée de lalpgdtie
rithmique calculée comme ci-dessus contiendra en général une partie eatiere
stante par rapport &, il faut donc retirer cette partie entiére a la partie polynomi-
ale.

9.3.4 La partie polynomiale (généralisée)
O A;x7)Y =) a; X
J J
avec une somme syre 7Z si X est une exponentielle g¢tc N sinon.

SiX =z, j > 0 etlarésolution estimmédiate : on preAdd = 0 et A =
a;/(j+1).

On doit résoudre :

9.3.5 Extension logarithmique

Si X = In(Y') est un logarithmej > 0 et on doit résoudre :

, Yy’ .
Z(A; +(j+ 1)Aj+17)XJ = ZanJ
>0 J

Soitk la plus grande puissance non nulle fién; = 0 sij > k eta; # 0). Pour

j>k,ona:
/

) Y

On résout pour des valeurs gedécroissante, pouj suffisamment grand, on a
A1 = 0 car la somme suj est finie, doncA; est constant. Sil; # 0, alors au
rangj — 1, on aA; ; = —jA;Y'/Y qui n'admet pas de solutions cdr_; ne
peut pas dépendre deé = In(Y"). On en déduit que poyr> k£ + 1,onad; =0

et A, est constant. En fait la valeur constante4je ; sera déterminée par une
condition de compatibilité en résolvant I'équation au rang du dessous.r@inge
la résolution de

Af+ G+ DA In(Y) =

par valeur décroissante gea chaque rang on va déterminéy a une constante
pres en résolvant un probleme d’intégration (par appel récursif itithme de
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Risch, mais sj # 0 sans autoriser I'ajout de nouveaux logarithmes $a(if"))
et la valeur de la constante dg_,; (on fait varier4;; de la constante nécessaire
pour absorber le terme én(Y") qui apparait lors de I'appel récursif de Risch). Au
rang 0, on est ramené a un probléme d'intégration avec une variable dg fi@oin
constante indéterminée dans peut par exemple étre choisie comme le coefficient
constant dén(Y) s'il en apparait un en intégrant).

Exemple
X =1In(x? + 1) et on cherche l'intégrale d&2. On a doncA; est constant,

Ay 4+ 3A3In(z2 +1) =1

La primitive de 1 est élémentaire et ne fait pas intervenitrddonc A; = 0 et
A, =xz+Cs. Aurangl,ona:

Al + Sxxfj_l +Cyln(z? +1) =0
On calcule la primitive d&s=2/(z% + 1) qui doit étre une fraction rationnelle a
un C'In(x? + 1) prés, on voit que ce n'est pas le cas don¢ n'’admet pas de
primitive élémentaire. Remarque : si on avait voulu intégkeau lieu deX?,

la méme méthode montre que la primitive existe, car au rang 0 il n'y a plus de
contraintes sur lek qu’on peut rajouter.

9.3.6 Extension exponentielle

Si X = exp(Y) est une exponentielle, on doit résoudre :

D (A +YANXT = a7
J J

Ceci va se faire degré par degré :
A4 YAy = a (19)

Exemple
Pour calculer[ a(x) exp(z?), on aj = 1, et on doit résoudre I'’équation différen-
tielle :

Al + 2241 = a(z)

Pourj = 0, il suffit de faire un appel récursif a I'algorithme de Risch, mais pour
j # 0, la situation se complique ! Notoris la variable située juste en-dessous de
X dans latour de variables (dans I'exemple ci-deséus x), il s’agit de résoudre :

Yy +fy=g (20)

avecf, g élémentaires par rapport a une tour dont le variable au somm#gt est
cherchey élémentaire par rapport a cette tour (jci= jY’ est une dérivée mais
dans certains cas nous devrons résoudre par appel récursifjukgiods du type
ci-dessus olf ne sera pas une dérivée).

Elimination des dénominateurs
Soit P un facteur irréductible du dénominateur glenotonsa < 0 la valuation
dey par rapport aP, 3 celle def, ~ celle deg. Si P n’est pas une exponentielle,
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la valuation dey’ esta — 1, celle defy esta + 3. Si3 # —1, il n'y a pas de
simplification possible dans le membre de gauche dere min(3, —1) = ~.
Autrement dit, sj3 > 0 alorsa. = y+ 1 etsifg < —1 alorsa = v — 3. On observe
quey < 0 doncP est un facteur du dénominategyr de g. De plus, on va montrer
gue la valuatiorx de P dansy est I'opposé de celle dB dans :

_ gcd(g4, 0z94)
gcd(c, dzc)

En effet, si3 > 0, P ne divise pag; donc ne divise pag, donc la valuation dé
dansD est—y — 1. Si < —1, alorsa = v — 3 < 0 entraine—vy > —3 donc la
valuation deP dansc est—g et la valuation de&” dansD est—y — 1 — (=5 — 1).

Si g = —1, s'il n'y a pas de simplifications dans le membre de gauche pour
les termes de plus petite puissanceferalorsa = v + 1. S'il y a simplification,
on décompose en éléments simples (avec Bézout) puis on ordonne panpess
croissantes dé :

c=gcd fq, 94) (21)

y=NP*+ .., f=NoP bt 4.,

avecNp, N, de degré plus petit qui, puis on remplace dan&@). On cherche les
termes de valuation — 1 en P qui doivent se simplifier :

aN{P'P*~ ' 4+ NyP7IN, P =0

donc:
N2 = —OéP,

ce gui déterminer.

Récapitulons
Si f est une dérivée, alors = —1 est exclus et on peut appliquéxlj pour déter-
miner D. Si f n'est pas une dérivée, on calcule les facteurs de degréfl de

__ Ja
gcd(f4, 0z fa)

on décomposg par Bézout en isolant la parti€/ f1 lesa possibles sont alors les
racines entiéres (ef) du résultant erZ de N — tf{ et f1, ils correspondent aux
facteurs gcdNV — af1, f1) que 'on retire def,; pour appliquerZ1).

Exemple
Reprenong/ + 2zy = a(z). Sia(x) = 1 (résolution de[ exp(z?)), ou plus
généralement si(x) est un polynéme, alor® = 1. Sia(x) = 1/22, on trouve
D = z eton posg = zz, doncz?(z2' +2)+22*2 = 1 soitz32’ + (22* +1)z = 1.

Reste le cas o est une exponentielle & = exp(z). On reprend le méme
raisonnementy’ a pour valuation-« < 0, fy a pour valuation-3 — «, donc si
8>0,a=~vetsif<0,a=v—0.Sig=0,s'l ny apas de simplifications
du terme de plus bas degré, on est ramené au cas précédgnt: 8Biet s'il y a
simplification des termes de plus bas degré&emotonsf le coefficient constant
de f par rapport & ety, le coefficient dez® dansy, on a

fi

v+ (a2’ + fo)ya =0

donc:

I
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Commey, est élémentaire et indépendant Zleon en déduit par le théoréme de
structure de Risch queaz— [ f est combinaison linéaire a coefficients rationnels
des logarithmes et des arguments des exponentielles de la tour, de plifdeecve
de z doit étre nul pour que,, soit indépendant d&, ce qui impose la valeur de
(aprés avoir résolu récursivement le probleme d’intégration gigur

Majoration du degré du numérateur de y
En multiplianty parDZ~%, puis en réduisant au méme dénominateur, on se ramene
alors a une équation différentielle a coefficients polynomiaux par rapgantari-
ableZ dont I'inconnue est un polyndm¥ :

RN'+ SN =T (22)

On va chercher une majoration sur le degré possibl¥ geis utiliser I'identité de
Bézout pour simplifier cette équation.

On écrit maintenanv' = >"7_, N, Z" et on remplace, il y a & nouveau trois
cas selon le type d&.

Si Z = x : cas exponentielle rationnelle
DoncZ’ = 1, le degré deR N’ estr +n — 1 (si NV est non constant c’est-a-dire si
T n’est pas un multiple d§), le degré d&5' N ests +n. Sir — 1 # s, on en déduit
que:

n =1t —max(r —1,s)

Sir — 1 = s, on peut avoir une simplification du terme de plus haut degrén
(sinon on est dans le cas précédent)Bj. = S d’oll on déduit le degré de N.

Par exemple, powy’ 4 2zy = T ou pourz3z’ + (22 + 1)z = lonar = s — 1
doncn + s = t, donc pas de solution dans le deuxiéme cas, dans le premier cas il
ne peut y avoir de solutions quetsk s, en particulier il 'y a pas de solution pour
t =1, on a donc démontré queexp(z?) n'admet pas de primitive élémentaire.

Si Z = exp(z) : cas exponentielle d’exponentielle
Ici les IV, peuvent ne pas étre constants, on a :

n
N’ = (N; + kN2) Z*
k=0

Comme on I'a déja observéY), + nN,,z’ # 0, donc le degré de&v’ est égal au
degré deV. On a donc trois cas :
— sir # s, alorsn =t — max(r, s)
— sir = s et les termes de plus haut degré du membre de gauche ne se simpli-
fient pas, alorsp =t —r =t — s.
— sir = s et s'ily a simplification, alors :

R, (N], +nN,z') + SsN, =0

donc: g
N;L+(Rfi+nz')]\7n:0
et:
N, =Cex (—nz—/SS)
n=Cexp i

On appelle alors I'algorithme de Risch avec une variable de maéine{
R, ne dépendent plus dg) pour calculer] = [ S;/R,. Il s'agit alors de
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trouvern tel que I'exponentielle précédente soit élémentaire et indépendante
de la variableZ. Le théoréme de structure de Risch implique gue: —
| Ss/R, est combinaison linéaire a coefficients rationnels des logarithmes
et des arguments des exponentielles de autres variables de la tourdjusqu’
z non compris). Ceci permet de déterminede maniére unique (c’est le
coefficient rationnel dgf Ss/ Ry enz).
Si Z = In(z) : exponentielle de logarithme
Ici aussi, lesV,, peuvent ne pas étre constants, on a :

n !
N' =S (NLZF 4+ kN 2R
k=0 &
Si N,, n'est pas constant, le terme de plus haut degl@NéestN, R, Z"*", si N,
est constant, le terme de plus haut degr&a& estR,.(nN,,z'/z+N! _,)Z"~* qui
est non nul (sinon’/z = CN/ _, etz = exp(C'N,,_1) serait une exponentielle).
Le terme de plus haut degré 4&V estN,, S, Z" "5,
— Sir < sousir = s sans simplifications, alors =t — s.
— Sir > s+ 1ousir = s+ 1 sans simplifications, alors de§j’) = ¢t — r
doncn=t—roun=t—r+ 1.
— Sir = s+ 1, et s'il y a simplifications, alorgv,, est constant et :

R, (nNy2'/2+ N}, _{)+ SsN, =0

alorsN,,_; = C(— [ N,Ss/R, — nN, In(z)) doit étre élémentaire et in-
dépendante d& donc [ S/ R, est élémentaire, on déterminen éliminant
le coefficient deZ = In(z) provenant def S,/ R,..

— Sir = s, et s'il y a simplification des termes de plus haut degré du mem-
bre de gauche, alord) R, + N,,S; = 0 doncN,, = exp(— [ Ss/R;)
est élémentaire et indépendante 4eOn peut donc changer d'inconnue
N = N, M sans changer le fait gug est un polynéme de méme degré que
N. On se raméne alors a une équation du méme type

, Ss T
RM'"+ (S RRT)M A
mais avea diminué de 1 au moins.

Réduction (algorithme SPDE de Rothstein)

On observe d'abord que $t et S ont un facteur en commun, alors ce facteur
divise T' car N’ et N sont des polynémes efi. On peut donc quitte a simplifier
par gcd R, S) se ramener au cas dliet.S sont premiers entre eux, il existe donc
deux polynébmeé/ etV tels que :

RU+ SV =T, deqV) < dedR) (23)

En soustrayan®(3) de (22), on montre que? divise N — V. SoitH = (N —-V)/R.
Alors N = RH + V donc

R(RH'+ RH+V')+ SRH+ SV =T = RU + SV
donc apres simplification pa&fl” et division parR, H vérifie I'équation :

RH'+(S+R)H=U -V’

79



C’est une équation du méme type mais aved #8gdedg V)-deg R) ou H = 0
(siN = V). DoncsidegR) > 0, au bout d’'un nombre fini d’étapes on doit tomber
sur un second membre nul ou des simplificationgdavecS + R’ telles queR
simplifié soit constant ed.

Résolution
Si R est constant par rapportg on simplifie parR et on doit résoudre

N +SN =T

Si S = 0, c’est un probléme d’intégration. Supposons donc §ug 0. Si S est

non constant par rapportaou siZ = x, le degré deV’ est strictement inférieur

au degré deS N, on peut donc facilement résoudre. Reste le cas$ og b est

constant non nul par rapportaet Z est une exponentielle ou un logarithme.
SiZ = exp(z)

On a alors doit alors résoudre

]\7]/~C + kNpz' + bNp = Ty,

c’est une équation différentielle de Risch mais avec une variable de moins.
SiZ =1n(z)
On doit alors résoudre

/

N, + (k+ 1)Nk+1% Ny = T

c’est aussi une équation différentielle de Risch avec une variable dsmoin
Exemple

Voyons comment on intégre™ avecn un parameétre par I'algorithme de Risch

(cela illustre les possibilités couvertes par I'algorithme mais aussi I'efficaedé d

méthodes traditionnelles d’intégration lorsqu’elles s’appliquent). On éatitodd

2" = ") donc la tour de variables eft, Z = In(x), X = ")}, il s’agit

donc d’intégrerX qui est un polynéme généralisé. On cherche ddnsolution

de I'équation différentielle de Risch

/1+n/xA1 =1

Par rapport & = In(x) la fonctionf = n/z est un polyndme, donc on applique le
dernier cas ci-dessud; est aussi indépendant g z) et on se raméne a résoudre
la méme équation mais avec comme variable principaéd non Z. Cette fois,

il y a un dénominateur: en f. Si A; posséde un dénominateur, il faut qu’il y
ait annulation du terme de plus bas degrécerar le second membre n’'a pas de
dénominateur, on obtient + o« = 0 qui n'a pas de solution, dond; est un
polynéme enc et I'équation se réécrit en :

TAl +nA =2

On majore alors le degré ende A; par 1, car il ne peut pas y avoir d’annulation
de terme de plus grand degré. Ensuite, on peut appliquer I'algorithme SEDE
Rothstein pour réduire le degré, ou ici conclure a la maitiyisenA; doncA; =
Cz qu'on remplace e€ = 1/(n + 1). FinalementA; = z/(n + 1) et [ 2" =
x/(n+1)x".
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9.4 Quelques références

— M. Bronstein :
Symbolic Integration |, Transcendental functions, Springer
— M. Bronstein :
Integration tutorial,
http://www-sop.inria.fr/cafe/Manuel.Bronstein/publi cations/mb_papers.html

— J.H. Davenport, Y. Siret, E. Tournier :
Calcul formel : Systemes et algorithmes de manipulations algébriques

— R.Risch:
les références des articles originaux de Risch sont dans le “Integtat@n
rial” de Bronstein.

— B. Trager:
PHD thesis MIT, 1984

— On peut lire en clair le code source de l'implémentation en MuPAD (sous
Unix, désarchiver le fichidib.tar du répertoirdusr/local/MuPAD/share/lib
et regarder dans le sous-répertdibdiNTLIB )

10 Intégration numérique

Les fractions rationnelles admettent une primitive que I'on calcule en décom-
posant la fraction avec Bézout comme expliqué précédemment. Mais eltes fon
figure d’exceptions, la plupart des fonctions n’admettent pas de prisigues’-
expriment a I'aide des fonctions usuelles. Pour calculer une intégralejmmtre
donc a la définition d’aire sous la courbe, aire que I'on approche, erantilgsar
exemple un polynome de Lagrange.

Le principe est donc le suivant : on découpe l'intervalle d’'intégratiosudn
divisions[a,b] = [a,a + h] + [a + h,a + 2h| + ...[a+ (n — 1)h,a +nh = b, OU
h = (b—a)/n estle pas de la subdivision, et sur chaque subdivision, on approche
I'aire sous la courbe.

10.1 Lesrectangles et les trapézes

Sur une subdivisiofw, 3], on approche la fonction par un segment. Pour les
rectangles, il s’agit d’'une horizontale : on peut prendite), f(3) (rectangle a
droite et gauche) oy ((a + (3)/2) (point milieu), pour les trapézes on utilise le
segment relianio, f(a)] a8, f(B)].

Exemple : calcul de la valeur approchéeﬂeﬁdt (on en connait la valeur
exactel /4 = 0.25) par ces méthodes en subdiviséntl| en 10 subdivisions (pas
h = 1/10), donca = j/10 et3 = (j + 1)/10 pour j variant de 0 & 9. Pour
les rectangles a gauche, on obtient sur une subdivigien = (5/10)® que I'on
multiplie par la longueur de la subdivision séit= 1/10 :

9 .
1 i 81
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Pour les rectangles a droite, on obtient

10 .
1 iy 121
=N (5P = 2 =10.3025
10 jzl(lo) 400

Pour le point milieuf ((+3)/2) = f((j/10+ (j+1)/10)/2) = f(j/10+1/20)

1
10

9 .

J L3

—_— —_— = 1 = _24
3_0(10+20) 99/800 = 0.24875

Enfin pour les trapézes, l'aire du trapeze délimité par I'axeaxddses verticales
y = «, y = ( et les points sur ces verticales d’ordonnées respecfiweset f(3)

vaut
1) + 1(9)
>
donc .
1 ' 1 101
o <(1‘7O)3 + (‘7;;))3> = o5 = 0:2525

j=0
Dans la somme des trapézes, on voit que chaque terme apparait dewaufdes s

premier et le dernier.
Plus générallement, les formules sont donc les suivantes :

n—1
rectangle gauche= 1) _ f(a+ jh) (24)
=0
rectangle droit = %Y _ f(a+ jh) (25)
j=1
n—1 h
point milieu = hjz(:) fla+jh+3) (26)
n—1
trapezes = h W + Z fla+ jh) (27)

J=1

ouh = (b— a)/n estle pas de la subdivision,le nombre de subdivisions.

On observe sur I'exemple que le point milieu et les trapézes donnent une bie
meilleure précision que les rectangles. Plus généralement, la précisiopgi®Xa
imation n’est pas la méme selon le choix de méthode. Ainsi pour les rectangles a
gauche (le résultat est le méme a droite), st continument dérivable, de dérivée
majorée par une constamé; sur|a, b], en faisant un développement de Taylor de
f enq, on obtient

8 B B B )2
\/a f(t)dt—/a fla)dt] = |/a f1(6y)(t—a)dt] ng/a (t—a)dt:Ml(ﬁQ)

Ainsi dans I'exemple, on &/, = 3, I'erreur est donc majorée par015 sur une
subdivision, donc pab.15 sur les 10 subdivisions.
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Pour le point milieu, on fait le développement en+ 3)/2 a I'ordre 2, en
supposant qug est deux fois continument dérivable :

B B [0 p [0 «
[ ro- [ =1 [ e 25
*/Bf”w”@—“ﬁ)ﬂ

2 2
M2 s CY+/82
< =22 t— ——)dt
< X /[< =)
(8—a)’
< My——
> 2 24

Dans I'exemple, on &/, = 6, donc I'erreur sur une subdivision est majorée par
0.25e — 3, donc sur 10 subdivisions par25e — 2 = 0.0025.

Pour les trapézes, la fonctigrdont le graphe est le segment religmt f («)] &
B, f(B)] estf(a)+ (t—a)/(B— ) f(B), c'est en fait un polynome de Lagrange,
si f est deux fois continument dérivable, on peut donc majorer la différentre
f etg en utilisant ¢1), on intégre la valeur absolue ce qui donne

B B B ¢ e
l/a f<t)dt—/a g(t)dtlg/a L fm)(x—a)(x_ﬁngMz(ﬁm)

ou M, est un majorant dgf”’| sur|a, b].

Lorsqu’on calcule lintégrale sufa,b] par une de ces méthodes, on fait la
somme sur = (b — a)/h subdivisions de longueyt — « = h, on obtient donc
une majoration de I'erreur commise sur l'intégrale :

— pour les rectangles a droite ou gauelid; h?/2 = Mih(b — a)/2

— pour le point milieuMzh?(b — a)/24

— pour les trapézekl>h?(b — a)/12.
Lorsqueh tend vers 0, I'erreur tend vers 0, mais pas a la méme vitesse, plus rapide-
ment pour les trapézes et le point milieu que pour les rectangles. Plus mch@p
précisément la fonction sur une subdivision, plus la puissanéevdedtre grande,
plus la convergence sera rapide lors@usera petit, avec toutefois une contrainte
fixée par la valeur dé1;,, borne sur la dérivék-ieme def (plusk est grand, plus
M, est grand en général). Nous allons voir dans la suite comment se comporte
cette puissance deen fonction de la facon dont on approche

10.2 Ordre d'une méthode

On appelle méthode d’intégration I'écriture d’'une approximation de I'intégrale
sur une subdivision sous la forme

Jé] k
/ FOdt~ () =3 wi £ (3)
« j=1

ou lesy; sont dans l'intervalléx, 3], par exemple équirépartis siar, 3]. On utilise
aussi la définition :

B k
/ FOdt~ () = (B—0) > w5 (y5)
[0 ]:1
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On prend toujourgj w; =B —a(ou Zj w; = 1) pour que la méthode donne le
résultat exact si la fonction est constante.

On dit qu’une méthode d’intégration est d’ordrsi il y a égalité ci-dessus pour
tous les polyndmes de degré inférieur ou égalei non égalité pour un polynéme
de degrén + 1. Par exemple, les rectangles a droite et gauche sont d’ordre 0, le
point milieu et les trapézes sont d’ordre 1. Plus générallement, si oacpgt par
son polyndéme d’interpolation de Lagrangeren 1 points (donc par un polyndome
de degré inférieur ou égals), on obtient une méthode d’intégration d'ordre au
moinsn.

Si une méthode est d’ordreavec desv; > 0 et si f estn+ 1 fois continument
dérivable, alors sur une subdivision, on a :

(5_a)n+2 1
(n+1)! (n+2

B
| / f—I(f)| < Muis Iy (28)

En effet, on fait le développement de Taylor fipar exemple e a I'ordren

f@) = Tn(f)+wf[n+l}(9t)’
(n+1)!
T(f) = f(a)+(t—a>f'(a)+...+“‘n!‘l)”f[n}(a)
Donc
| aﬁf_/aBTn(f)’S/aﬂm’f[n-l—l](et”S [M"HWK
De plus,

— )l k N |
1) = 1) = 11 (£ ) < Yl =0
j=1

IN

k
‘ (ﬂ _ a)n—H
jz:; |w; |Mn+1W

Donc comme la méthode est exacte pdf/f), on en déduit que

I} B 16
\/ foI(f) = |/ f—/ To(f) + I(To(f)) — 1(f)]

IN

B 6
| / ;o / To()| + [1(Tu()) — 1(F)]

(B=a)™?  §~p o (Bt
Vet T ¥ 2 il T

IN

Silesw; > 0, alorsy-"_ jw;| = Y%, w; = 8 — a et on obtient finalemengg)

On remarque qu’on peut améliorer la valeur de la constante en faisafésous
développement de Taylor €n + 3)/2 au lieu dea, Aprés sommation sur les
subdivisions, on obtient que :
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Théoréme 9 Pour une méthode d’ordre a coefficients positifs et une fonctign
n + 1 fois continument dérivable

hn+1

!(b—a)(LH)

b
| / F= 10 £ Munr g Ess

On observe que cette majoration a la bonne puissanéeste les exemples
déja traités, mais pas forcément le meilleur coefficient possible, parceayse n
avons traité le cas général d’'une méthode d’'ordre

10.3 Simpson

Il s'agit de la méthode obtenue en approchant la fonction sur la sutwdhivis
[a, 8] par son polynome de Lagrange aux point$a + 3)/2, 3. On calcule I'in-
tégrale par exemple avec un logiciel de calcul formel, avec Xcas :

factor(int(lagrange([a,(a+b)/2,b],[fa,fm,fb]),x=a.. b))

qui donne la formule sur une subdivision

h
1) = 250 + 45T 1 18
et surfa, b] :
h n—1 h n—1
I(f) =5 [ f@+fO)+4Y flatjh+3)+2) flat+ih) | (29)

7=0 J=1

Si on intégret® sur[0, 1] en 1 subdivision par cette méthode, on obtient

1 1 1

c’est-a-dire le résultat exact, ceci est aussi vérifié popolynome de degré in-
férieur ou égal a 2 puisque I'approximation de Lagrangg @st alors égale &.
On en déduit que la méthode de Simpson est d’ordre 3 (pas plus car la méthod
Simpson appliquée a l'intégrale désur [0, 1] n’est pas exacte). On peut méme
améliorer (cf. par exemple Demailly) la constante générale de la sectionpréeé
pour la majoration de I'erreur en :

b h4
-1 < —(®b—-a)M.

[ =101 = 50— M
Cette méthode nécessite + 1 évaluations d¢ (le calcul def est un point étant
presque toujours I'opération la plus couteuse en temps d’une méthodedfa-qua
ture), au lieu dex pour les rectangles et le point milieuret- 1 pour les trapézes.
Mais on a une majoration €t au lieu deh? donc le “rapport qualité-prix” de la
méthode de Simpson est meilleur, on l'utilise donc plutot que les méthodes précé-
dentes sauf sf n'a pas la régularité suffisante (oul, est trop grand).
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10.4 Newton-Cotes

On peut généraliser I'idée précédente, découper la subdivjsigh] en n
parts égales et utiliser le polynébme d’interpolation en ge$ 1 pointszg =
a,r1,...,z, = (3. Ce sont les méthodes de Newton-Cotes, qui sont d’oicha
moins. Comme le polyndme d'interpolation dépend linéairement des ordonnées,
cette méthode est bien de la forme :

I(f) = (B—a))_w;f(x;)
j=0

De plus lesi; sont universels (ils ne dépendent pas de la subdivision), parce qu’o
peut faire le changement de variables= « + ¢(5 — «) dans l'intégrale et le
polyndme d’interpolation et donc se ramenédd al |.

Exemple : on prend le polynéme d'interpolation en 5 points équidistribués sur
une subdivisior{a, b] (méthode de Boole). Pour calculer lés, on se raméne a
[0, 1], puis on tape

int(lagrange(seq(j/4,j,0,4),[f0,f1,f2,f3,f4]),x=0.. 1)

et on lit les coefficients df® af4 quisontlesiy awy : 7/90, 32/90, 12/90, 32/90,
7/90. La méthode est d’ordre au moins 4 par construction, mais on vérifiequ
est en fait d’ordre 5 (exercice), la majoration de 'erreur d’'une meghidrdre 5
est

b
[ 11001 g+ =

elle peut étre améliorée pour cette méthode précise en

b M6 6
yéffu»snmﬂmh@@

En pratique, on ne les utilise pas trés souvent, car d’une partrpou, les
w; ne sont pas tous positifs, et d’autre part, parce que la constantevient trop
grande. On préfere utiliser la méthode de Simpson en utilisant un pas plus petit.

Il existe aussi d'autres méthodes, par exemple les quadratures de (Baus
choisit d’interpoler en utilisant des points non équirépartis tels que 'atdria
méthode soit le plus grand possible) ou la méthode de Romberg qui est ure méth
ode d'accélération de convergence basée sur la méthode des trapepesnd la
méthode des trapézes en 1 subdivisiorjdé], puis 2, puis2?, ..., et on élimine
les puissances dedu reste/ f — I(f) en utilisant un théoreme d’Euler-Mac Lau-
rin qui montre que le développement asymptotique de I'erreur en fonctibmede
contient que des puissances pairegde plus, on peut étre amené a faire varier
le pash en fonction de la plus ou moins grande régularité de la fonction.

10.5 Enrésumé

Intégration suia, b], h pas d’'une subdivision}/;, majorant de la dérivég-
iéme de la fonction sy, b]

formule | Lagrange degré ordre erreur
rectangles | (24), (25) 0 0 Mih(b—a)/2
point milieu |  (26) 0 1 Msh?(b — a)/24
trapézes 27) 1 1 Msh?(b —a)/12
Simpson (29 2 3 | Myh*(b—a)/2880
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11 Algebre linéaire

On présente ici des algorithmes autour de la résolution exacte de systémes
(réduction des matrices sous forme échelonnée) et la recherche des\aiepres
et de vecteurs propres (diagonalisation et jordanisation des matrices).

11.1 Reésolution de systemes, calcul de déterminant.
11.1.1 La méthode du pivot de Gauf3.

— Le pivot : on détermine a partir d’'une lignéa lignej ou apparait le premier

coefficient non nup dans la colonne a réduire. On échange les ligretg.

Puis pour; > i (réduction sous-diagonale) gu# i (réduction compléte),

on effectue I'opératiod; «— L; — 22 L;.

Inconvénient : avec des données exactes de taille non bornée, la giténple
des coefficients augmente plus vite qu’en choisissant le pivot le plus simple
possible, (remarque, lorsque les données sont approchées,tilisenpuas

non plus cette méthode pour des raisons de stabilité numérique). Le domaine
d’utilisation naturel concerne donc les coefficients dans un corpspami (
exempleZ /nZ).

— Le pivot partiel. On choisit le meilleur coefficient non nul de la colonne,
ou meilleur dépend du type de coefficient : avec des données exagctes, o
choisirait le coefficient de taille la plus petite possible, avec des données ap
proximatives, on choisit le coefficient de plus grande norme dans lamm®lon
Le domaine d'utilisation naturel concerne les coefficients approchés. Po
les coefficients exacts, on remplacerait la réduction/par— pL; — p;L;
pour ne pas effectuer de division. Mais avec cette méthode, la taille des co-
efficients augmente de maniére exponentielle. On peut améliorer la taille
des coefficients intermédiaires en divisant chaque ligne par le PGCde se
coefficients, mais comme pour le calcul du PGCD par I'algorithme du sous-
résultant, il existe une méthode plus efficace présentée ci-dessous.

— La méthode de Bareiss : on initialise un coefficie@dt 1. On remplace I'é-
tape de réduction ci-dessus pay — (pL; — p;L;)/b. A la fin de I'étape
de réduction, on met le coefficienta la valeur du pivop. L'intérét de la
méthode est que la division se fait sans introduire de fraction (la preawe p
les deux premiéres étapes se fait facilement a la main ou avec un systéme de
calcul formel (cf. infra), pour le cas général, on vérifie que le détaantide
la matrice de départ est égal au dernier coefficient sur la diagonateugise
cette méthode de réduction, ce dernier est donc entier, le méme raisonnement
fait sur des sous-matrices dont on prenddgzemieres lignes et colonnes
et une autre ligne et une autre colonne montre que tous les coefficients des
matrices intermédiaires sont entiers). On peut utiliser cette méthode aussi
bien pour la réduction sous-diagonale que pour la réduction compléte (les
lignes intervenant dans la combinaison linéaire subissent des maodifications
identiques dans les deux cas).

Montrons avec MuPAD ou xcas en mode mupad (commangge mode(2) )
gu’en effet, on n’introduit pas de dénominateur dans la méthode de BaBeains
restreindre la généralité, il suffit de le montrer avec une matrice 3x3 ficierfs
symboliques génériques.
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pivot:=proc (M,n,m,r) // n ligne du pivot, m colonne, r ligne
local col,i,a,b;
begin
col:=ncols(M);
a:=M[n,m];
b:=M[r,m];
for i from 1 to col do
/I print(i,a,b,n,m,r);
M[ril:=a  *M[r,il-b  *M[n,i];
end_for;
return(M);
end_proc; / * End of pivot * [
A:=matrix(3,3,[[a,b,c],[d,e.f],[g,h,]]]);

A:=pivot(A,1,1,2); A:=pivot(A,1,1,3); / * reduction lere colonne
A:=pivot(A,2,2,3); A:=pivot(A,2,2,1); / * reduction 2eme colonne
factor(A[3,3]);

Ce qui met bien en évidence le facteulansAs; 3.

11.1.2 Le déterminant.

On peut bien sir appliquer les méthodes ci-dessus en tenant compte-des pi
ots utilisés et du produit des coefficients diagonaux. Dans le cas de ladadtho
Bareiss, si on effectue la réduction sous-diagonale uniqguement, flpdeséces-
saire de garder une trace des pivots et de calculer le produit ddxiere$ di-
agonaux, montrons que la valeur du déterminant est égal au dernféciene
diagonal : en effet sk désigne la matrice réduite et que I'on pdag, = 1, alors
la réduction par la méthode de Bareiss de la colarmeour effet de multiplier le
déterminant de la matrice initiale par(R;;/(R;—1,-1)" . Donc :

n—1

det(R) = det(M) H(Riﬂ;/(Rifl’ifl)n_i

ﬁRm‘ = del(M) H Rm‘
=1

=1
R,, = det{M)

Pour les matrices a coefficients entiers, on peut aussi utiliser une méthdde mo
ulaire : on calcule une borne a priori sur le déterminant et on calcule |enuiésnt
modulo suffisamment de petits nombres premiers pour le reconstruire pastes r
chinois. L'avantage de cet algorithme est qu'il est facile a paralléliser.

On utilise souvent la borne d’Hadamard sur le déterminant :

[detM)| < T [ D Imayl
1<i<n \| 1<j<n

Preuve de la borne : on majore le déterminant par le produit des normes des
vecteurs colonnes d¥/.

Remarque:
Si on veut juste prouver I'inversibilité d’'une matrice a coefficients entiessiffit
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de trouver un nombre premiegrtel que le déterminant de cette matrice modulo
soit non nul.

Développement par rapport a une ligne ou une colonne
On a tendance a oublier ce type de méthode car le développement complet du
déterminant (faisant intervenir une somme sur toutes les permutations guegrou
symétrique) nécessite d'effectuet produits den coefficients etn! additions ce
qui est gigantesque. Or on peut "factoriser" une partie des calcsks mener
an.2™ opérations élémentaires au lieude!. Remarquons aussi que le nombre
d’opérations élémentaires n’a guere de sens si on ne tient pas compteate-la
plexité des expressions, I'avantage principal de la méthode de dévaieppétant
d’éviter d’effectuer des divisions.

Calcul du déterminant par développement de Laplace
On calcule d’abord tous les mineurs 2x2 des colonnes 1 et 2 que I'on gdarse
une table de mineurs, puis on calcule les mineurs 3x3 des colonnes 1 a 3 en
développant par rapport a la colonne 3 et en utilisant les mineurs gritseg@uis
les mineurs 4x4 avec les mineurs 3x3, etc.. On évite ainsi de recalculeryshusie
fois les mémes mineurs. Cf. par exemple I'implémentation en C++ dans giac/xcas
(www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/giac.html ) qui utilise le
type génériquenap<> de la librairie standard C++ (STL) pour stocker les tables
de mineurs (fonctiodet_minor du fichiervecteur.cc ).

Nombre d’opérations élémentaires : il ) mineurs d’ordre 2 a calculer néces-
sitant chacun 2 multiplications (et 1 addition), pt{g mineurs d’ordre 3 nécessi-
tant 3 multiplications et 2 additions, etc. donc le nombre de multiplications est de
2(5)+3(%) + ... +n(}), celui d’additions est ) + 2(5) + ... + (n — 1)(}?) soit un
nombre d’opérations élémentaires majorépar.

On observe "expérimentalement" que cet algorithme est intéressantddesqu
nombre de paramétres dans le déterminant est grand et que la matricet@st plu
creuse (majorité de coefficients nuls). Il existe des heuristiques de fziomues
lignes ou des colonnes visant a optimiser la position des zéros (par exéesple,
auteurs de GiNaGaww.ginac.de ) suite a des expérimentations privilégient la
simplification des petits mineurs en mettant les colonnes contenant le maximum de
Zéros a gauche selon la description faite ici).

Pour se convaincre de I'intérét de cet algorithme, on peut effectuestl©te
de Lewis-Wester
http://www.bway.net/~lewis/calatex.html
il s’agit de calculer un déterminant de taille 15 avec 18 paramétres.

11.1.3 Systémes linéaires

On peut appliquer la méthode du pivot de Gaul3 ou les régles de Craraer. Po
les systéemes a coefficients entiers non singuliers, on peut aussi utikseraihode
p-adiqgue asymptotiquement plus efficace. On calcule d’abord une barress
coefficients des fractions solutions de I'équatién = b en utilisant les régles de
Cramer et la borne d’Hadamard. On calcule ensgitd'inverse deA modulop
(en changeant desi A n’est pas inversible modulg), puis, si

T = Zzipi, A(Z z;p') =b (mod pk)

i<k
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on ajouter;p* et on obtient I'équation :

b— Zi<k Tip*
oF

gui déterminer;. On s'arréte lorsqué est suffisamment grand pour pouvoir re-

construire les fractions a I'aide de I'identité de Bézout (cf. I'appendme)jui est

le cas sip” est supérieur a 4 fois la borne de Hadamardidsu carré. Pour éviter

de recalculer plusieurs fois— Y, _, z;p’, on utilise la récurrence suivante

Az = (mod p)

yr — Axy,
vo=">b, wxp=Cyy (modp), Yr41="—"

Pour une matrice de tailke il faut O(n?®) opérations pour calculé¥, puiskn? In(n)
opérations pour calculer; (le termeln(n) vient de la taille des coefficients dg
dans le produiCy;), donc pour pouvoir reconstruine il faut prendrek de I'ordre
denIn(n), ce qui nécessite finaleme®{n?3 In(n)?) opérations.

Application au calcul de déterminant de matrices a coefficient enties
Cette méthode-adique peut servir a accélérer le calcul du déterminant d’'une ma-
trice a coefficients entiers de grande taille. En effet, le PPQMs dénominateurs
des composantes deest un diviseur du déterminant, etisest choisi avec des
coefficients aléatoires, on a une forte probabilité d'obtenir le derni¢edadn-
variant de la matriced. Comme le déterminant dé a une trés faible probabilité
de contenir un gros facteur carré, ce dernier facteur invarianté&siptoche du
déterminant. Ce dernier est pour une matricaléatoire lui-méme a un facteur de
I'ordre de(2/m)™ proche de la borne de Hadamard. Il suffit donc de trés peu de
nombres premiers pour déterminer dét/ f par le théoreme des restes chinois.
En pratique pour des de I'ordre de 100 a 1000, cet algorithme est plus rapide
gue le calcul uniqguement par les restes chinois. Pourndpkls grands, il faut
se rabattre sur des algorithmes probabilistes avec arrét prématurétfgoptud
rapide (on s’arréte lorsque le déterminant n’évolue plus par recatistipar les
restes chinois pour plusieurs nombres premiers successifs), et égalettiser
des méthodes d’inversion ou de réduction de type Strassen.

11.1.4 Bézout et leg-adiques.

Soitn et a/b une fraction irréductible d’entiers tels gquesst premier avee
etla] < /n/2et0 < b < /n/2. Il S'agit de reconstruire. et b connaissant
r=ax (b~') (mod n) avecz € [0,n].

Unicité
S'il existe une solutiorfa, b) vérifiant|a| < /n/2 et0 < b < \/n/2, soit(da’, V)
une solution dec = a x (b=1) (mod n) et vérifiant|a’| < \/net0 <V < /n,
alors :

ab = a’b (mod n)

Comme|ab’| < n/2, |a'b] < n/2, on en déduit quab’ = a’b. Donca/b = o' /¥
donca = a’ etb =¥ cara/b eta’ /b’ sont supposées irréductibles.
Reconstruction lorsqu’on sait qu'’il y a une solution
On suit I'algorithme de calcul des coefficients de Bézout pour les entietse.
On pose :
apn + Opr = 1)

90



ou lesr; sont les restes successifs de I'algorithme d’Euclide, avec la condition
initiale :

Qg = 17ﬁ0 = 0,0(1 = 0751 = 1,T0 =n,rr=a
et la relation de récurrence :

Tk — Tk+2

Br+2 = Bk — Ge+2Bk+1,  Qri2 =
Tk+1

On afrx = r, (mod n) pour tout rang mais il faut vérifier les conditions de
taille surgy, etr, pour trouver le coupléa, b). Montrons par récurrence que :

Bro1mk — i1 B = (—1)Fn (30)

Au rangk = 0, on vérifie I'égalité, on 'admet au ranig alors au rang: + 1, on
a:

Bri+2Th+1 — Th+2Bk+1 =  BrTk+1 — Qet2Tk+18k+1 — Tk+28k+1

Brrk41 — (e — Tkt2) Bet1 — Ter2Bk+1

BrTk+1 — TkBr+1
= —(-1*n

On vérifie aussi que le signe dg est positif sik est impair et négatif st est pair,
on déduit donc de30) :
Bkl <m

(avec égalité siy 1 = 0)

Considérons la taille des restes successifs, il existe unkragigquer, > /n
etrpr1 < +4/n.Onaalordfi1| < n/rp </n.

Donc l'algorithme de Bézout permet de reconstruire I'unique couple salutio
s'il existe.

Exemple
On prendn = 101, a = 2,b = 3, a/b = 68 (mod 101). Puis on effectue Bézout
pour68 et101 en affichant les étapes intermédiaires (par exemplel&@€D sur
une HP49 ou exercice avec votre systéme de calcul formel) :

= alpha *101+beta *68

101 1 0

68 0 1 L1 -1+L2
33 1 -1 L2 -2 *L3
2 -2 3

On s’arréte a la premiére ligne telle que le coefficient de la 1ére colonre-est
férieur a4/101, on retrouve bier? et 3. Quand on programme l'algorithme de re-
construction, on ne calcule bien sir pas la colonnexdes qui donne par exemple
le programme xcas ou mupad suivant :

/I Renvoie a/b tel que a/b=x mod n et |a|,|b|<sqgrt(n)
padictofrac:=proc (n,x)

local r0,beta0,rl,betal,r2,g2,beta2;
begin

ro:=n;
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beta0:=0;

rl:=x;

betal:=1;

sgrtn:=float(sqrt(n));

while rl>sqrtn do
r2:= irem(ro,rl);
g2:=(r0-r2)/r1,;
beta2:=beta0-q2  *betal,
betaO:=betal; rO0:=rl; betal:=beta2; rl:=r2;

end_while;

return(rl/betal);

end_proc;

11.1.5 Base du noyau

On présente ici deux méthodes, la premiére se généralise au cas damsysté
a coefficients entiers, la deuxiéme utilise un peu moins de mémoire (elle travaille
sur une matrice 2 fois plus petite).

Premiére méthodeSoir M la matrice dont on cherche le noyau. On ajoute a
droite de la matrice transposée &lE une matrice identité ayant le méme nombre
de lignes qué\/t. On effectue une réduction sous-diagonale qui nous améne a une
matrice composée de deux blocs

(M'I,) — (UL)
Attention, L n’est pas la matricé& de la décompositioU de M*, on a en fait
LM'=U

donc )
ML =U?

Les colonnes dé&! correspondant aux colonnes nulleside(ou si on préfére les
lignes del correspondant aux lignes nulles &¢ sont donc dans le noyau dé
et réciproquement si/v = 0 alors

UNLHY =0

donc, commé/ est réduite(L')~ v est une combinaison linéaire des vecteurs de
base d’indice les lignes nulles @& Finalement, les lignes decorrespondant aux
lignes nulles dé/ forment une base du noyau dé.

On peut faire le raisonnement ci-dessus a l'identiqu&/sést une matrice a
coefficients entiers, en effectuant des manipulations élémentairesinfe®dans
7, grace a l'idendité de Bézout. &iest le pivot en ligne, b le coefficient en ligne
j a annuler, et, v, d les coefficients de I'identité de Bézout + bv = d on fait
les changements :

b a

L; «—ulL; +vLj, Lj+ —gLiJrng
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qui est réversible darig car le déterminant de la sous-matrice élémentaire corre-
spondante est

b

d

Cette réduction (dite de Hermite) permet de trouver une base du noyaltfia coe
cients entiers et telle que tout élément du noyau a coefficient entier £énrine
combinaison linéaire a coefficients entiers des éléments de la base.

Deuxiéme méthodeOn commence bien s(r par réduire la matrice (réduction
compléte en-dehors de la diagonale), et on divise chaque ligne paremiep
coefficient non nul (appelé pivot). On insére alors des lignes de 0 qoei les
pivots (non nuls) se trouvent sur la diagonale. Puis en fin de matricgoote au
on supprime des lignes de 0 pour avoir une matrice carrée de dimension leenombr
de colonnes de la matrice de départ. On parcourt alors la matrice en deagona
Si le i-ieme coefficient est non nul, on passe au suivant. S'il est nul, aloss to
les coefficients d'indice supérieur ou égal du i-iéme vecteur colonne; sont
nuls (mais pas forcément pour les indices inférieuis & on remplace lé-iéme
coefficient dev; par -1, il est facile de se convaincre que c’est un vecteur du noyau,
on le rajoute donc a la base du noyau. On voit facilement que tous les reedieu
ce type forment une famille libre de la bonne taille, c’est donc bien une hase d
noyau.

sl

Qe <

11.2 Réduction des endomorphismes
11.2.1 Le polynéme minimal

On prend un vecteur au hasard et on calcule la relation linéaire de degré
minimal entrev, Av, ..., A"v en cherchant le premier vecteurdu noyau de la
matrice obtenue en écrivant les vecteurslv, etc. en colonne dans cet ordre. Les
coordonnées de donnent alors par ordre de degré croissant un polynBnae
degré minimal tel qué’(A)v = 0 donc P divise le polynédme minimal/. Donc
si P est de degre, P = M. Sinon, il faut vérifier que le polynbme obtenu annule
la matrice A. On peut aussi calculer en paralléle le polynomerécédent pour
quelques vecteurs aléatoires et prendre le PPCM des polyndmes obtenus

Exemple 1

Polyndme minimal de( ; _41

1 -1 —-11 1 0 —6
—
2 10 38 01 5

Le noyau est engendré par6, 5, —1) doncP = —22 + 5z — 6.

>. On prendv = (1,0), la matrice a réduire est

alors :

Exemple 2
3 2 2
A= -1 0 1
1 1 0
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en prenant = (1,0, 0) on obtient la matrice :

1 3 5 7 1 0 -1 -2
A=10 -1 -2 3 |—={(01 2 3
0 1 2 3 00 0 O

le permier vecteur du noyau dst1, 2, —1) d’ou un polyndme divisant le polyndme
minimal —z2 + 2z — 1.

11.2.2 Le polyndme caractéristique

Pour une matrice générigue, le polynébme caractéristique est égal admayn
minimal, il est donc intéressant de chercher si le polyn6me annulatedisdeun
vecteur aléatoire est de degrecar le temps de calcul du polynéme caractéristique
est alors erO(n?). Si cette méthode probabiliste échoue, on se rabat sur une des
méthode déterministe ci-dessous :

— on utilise la formulelet(\] — A) déterminé par une des méthodes de calcul
de déterminant ci-dessus. Cela nécesSite?) opérations mais avec des
coefficients polynémes ek

— on fait une interpolation de Lagrange en donnaitl valeurs distinctes A.

Ce qui nécessit®(n*) opérations mais avec des coefficients indépendants
de ), de plus cette méthode est facile a programmer de maniére paralléle.

— sila matrice est a coefficients entiers on peut utiliser la méthode de Hessen-

berg (voir ci-dessous), on calcule une borne a priori sur les ceafficdu
polynéme caractéristique (cf. Cohen p.58-59) :

|Pk| < < nﬁk‘ > (n— kj)(n*k)/2‘M|”*k ’

on calcule le polynéme caractéristigue modulo suffisamment de petits entiers
puis on remonte par les restes chinois.

11.2.3 La méthode de Hessenberg

Pour les matrices a coefficients de taille bornée (modulaires par exemple) on

préfere la méthode de Hessenberg qui est plus efficace, car elksitécke I'ordre
den? opérations sur les coefficients.
On se raméne d’'abord a une matrice triangulaire supérieure a une deagona

prés qui est semblable a la matrice de départ puis on applique une formule de

récurrence pour calculer les coefficients du polynédme caractéristique.
Algorithme de réduction de Hessenberg :
Dans une colonne: donnée de la matricH, on cherche a partir de la ligne + 1
un coefficient non nul. S'il n'y en a pas on passe a la colonne suivatitg en a
un en lignei, on échange les lignes + 1 eti et les colonnes: + 1 eti. Ensuite
pour touti > m + 2, soitu = H; ,/Hyv1,m, ON remplace alors la ligng; de H
parL; —uL+1 etla colonne’,, 1 parC,+1+uC; ce quirevient “a remplacer le
vecteure,, de la base par le vecteey, . 1 +ue;” ou plus précisément a multiplier

a gauche pa( B 0 > et a droite par la matrice |nveri<eu (1) > (en utilisant

1
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les lignes et colonnes: + 1 et au lieu de 1 et 2 pour ces matrices). Ceci a pour
effet d’annuler le coefficient/; ,,, dans la nouvelle matrice.

On obtient ainsi erO(n3) opérations une matric&l’ semblable af de la
forme :

/ / / / /
Hl,l H1,2 Hl,n—2 Hl,n—l Hl,n
/ / / / /
H2,1 H2,2 HQ,n—Q H2,n—1 H2,n
/ / / /

0 H3,2 H3,n—2 H3,n—1 H?),n
/ / /

0 0o .. H47n_2 H47n_1 H4’n
/ !

0 0o .. 0 Hnm_1 H;

On calcule alors le polynd6me caractéristiqueitigpar une récurrence qui s’obtient

en développant le déterminant par rapport a la derniére colonne :

hn(A) = det(M, — H) = (A= H, ) hn1(A) = (—H}, ) (= Hyp 1) hn—2(A) +
+(_H7/’L—2,TL)(_H';L,7L—1)(_ 7,1—1,n—2)hn—3(>‘)_

ou lesh; s’entendent en gardant legpremiéeres lignes/colonnes d&. On peut
écrire cette formule poun, < n:

h‘m()‘) ()‘ Hl Z m— zmH m—j+1,m—j hi— 1()‘)

Pour effectuer cette récurrence de maniére efficace, on consefyg(le) dans un
tableau de polynémes et on utilise une variable produit contenant siveraent

IeSH m—j+1,m—j*

11.2.4 La méthode de Leverrier-Faddeev-Souriau

Cette méthode permet le calcul simultané des coefficignt$ = 0..n) du
polyndme caractéristigu(\) = det(AI—A) et des coefficients matriciel3; (i =
0..n — 1) du polynédme en\ donnant la matrice adjointe (ou comatrid@j\) de
A —A:

M —-A)BXN) =X -A) > Bl =0 _mX)I=PNI (31
k<n—1 k<n

Remarquons que cette équation donne une démonstration assez simpléege Cay
Hamilton puisque le reste de la division euclidienne du polyn&te) I parAl— A
estP(A).

Pour déterminer simultanément lgset By, on a les relations de récurrence :

Bn1=pul =1, By— ABgi1=pri1l (32)

Il nous manque une relation entre lgs et B, pour pouvoir faire le calcul par
valeurs décroissantes éeon va montrer le :

Théoréme 10 La dérivée du polyndme caractéristiqié()), est égale a la trace
de la matrice adjointe da/ — A

tr(B) = P'(\)

95



Le théoréme nous donné By) = (k + 1)pr+1. Sion prend la trace d&%), on a:

tr(Bn-1) = npn, (k+1)prg1 — tr(ABry1) = nprs1
donc on calculey, en fonction deBj.1 puis By :

tr(ABj1)

B, = AB I
Frl_n Ok k+1 T Pk+1

Prk+1 =

Démonstration du théoreme :
SoientVi()), ...V, () les vecteurs colonnes dd — A etb; ;(\) les coefficients
deB,ona:

P'(ho) = det(Vi(A), Va(A), -, V(M) a2
= det(V{(Xo), V2(Mo), -+ Va(Mo)) + det(Vi(Xo), V3 (X)), -, Vi (No)) +
+... + det(Vi(Xo), Va(Xo), ..., V(X))

Il suffit alors de remarquer qui’(\o) est lei-ieme vecteur de la base canonique
donc :

det(‘/l()\o), VQ()\()), ey Vi/()\()), ey Vn()\()» = bm‘(/\o)
Finalement :

P'(Ag) =) bii(ho) =tr(B(Xo))
=1
Remarque:
En réindexant les coefficients deet B de la maniére suivante :

P(\) = N4+ p A" A" 4,
B(\) = N4+ N"?By+..+ B,

on a montré que :
A=A, p1=—tr(4), Bi=A +pl

Ay = ABy, pa= —3tr(Ay), By = As+pol

Ay = ABj_1, pr=—4tr(Ag), B = Ap+ppl

On peut alors vérifier quB,, = A,, + p,I = 0. D’oU ce petit programme a utiliser
avec xcas en mode mupaadple_mode(2); ), ou avec MuPAD, ou a adapter
avec un autre systéme :

iequalj:=(j,k)->if j=k then return(l); else return(0); en d_if;
faddeev:=proc(A) // renvoie la liste des matrices B et le pol
local Aj,AAj,Id,coef,n,pcara,Imat;

begin

n:=ncols(A);

Id:=matrix(n,n,iequal)); /[ matrice identite

Aj:=Id;

Imat:=[]; /I B initialise a liste vide

pcara:=[1]; /I coefficient de plus grand degre de P
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for j from 1 to n do

Imat:=append(Imat,Aj); /I rajoute Aj a la liste de matrices
AAj:=A] +A;
coef.=-trace(AA))/; /I mupad linalg::tr

pcara:=append(pcara,coef); // rajoute coef au polynome ca
Aj:=AAj+coef  =*Id;

end_for;

Imat,pcara; /I resultat

end_proc;

11.2.5 Les vecteurs propres simples.

On suppose ici qu’on peut factoriser le polyndme caractéristique (oulealc
dans une extension algébrique d’'un corps). Lorsqu’on a une vatepre simple
Ao, en écrivant la relatiofA — X\oI) B(A\g) = P(Xo)I = 0, on voit que les vecteurs
colonnes de la matric&(\y) sont vecteurs propres. Remarquer @e\y) # 0
sinon on pourrait factorisex — Ao dansB(\) et apré& simplifications on aurait :

B P
A= l)——(Ng) = —— (o)
( 0)/\_/\0(0) /\_)\0(0)
or le 2éme membre est inversible & ce qui n'est pas le cas du premier. Pour
avoir une base des vecteurs propres associgsan calculeB(\o) par la méthode
de Horner appliquée au polynénig(\) en A = ), et on réduit en colonnes la
matrice obtenue.

11.2.6 Laforme normale de Jordan

Pour les valeurs propres de multiplicité plus grande que 1, on souhaiterait

généraliser la méthode ci-dessus pour obtenir une base de I'espactdatique,
sous forme de cycles de Jordan. Sqitn; les valeurs propres comptées avec leur
multiplicité. On fait un développement de Taylor &n:

—P\)I = (A=) (B(A,-) + B (M)A = N) 4+ BOHW(A - )\i)”_1>

SOl | CE YL
j#i

CommeA—\I = A—\;I—(A—X\;)I, on obtient pour les; premiéres puissances
deX — \;:

(A= XD)B(\) = 0 (33)
(A=NDB'(N) = B(\) (34)
(35)
By BT
(A= X\I) e R ] (36)
(4 npBUI) B0 [T -1 @)
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Le calcul des matrice®(™ ()\;)/n! pourn < n; se fait en appliquant; fois
I'algorithme de Horner (avec reste).

Théoréme 11 L'espace caractéristique dg est égal a l'image d& ™~V ()\;) /(n;—
1)L

Preuve :
On montre d’abord que I8~ ()\;)/(n;—1)! estinclus dans I'espace caractéris-
tique correspondantg en appliquant I'équatior8g) et les équations précédentes.
Réciproquement on veut prouver que tout vecteur caractéristigsé dans I'im-
age deB(™~1();)/(n; — 1)!. Prouvons le par récurrence sur le plus petit entier
tel que(A — \;)™v = 0. Le casm = 0 est clair puisque = 0. Supposons le cas
m Vvrai, prouvons le cas: + 1. On applique I'équation37) a v, il suffit alors de
prouver que
n; .
w=(A— )@Mv

appartient a limage d&( 1) ();)/(n; —1)!. CommeB (™) ();) commute aved
(car c’est un polynéme eA ou en appliquant le fait quB(\) inverse ded — \I) :
N .
(A—=X\)"w = M(A -2y =0
n;.
et on applique I'hypothése de récurrence.a

Pour calculer les cycles de Jordan, nous allons effectuer une réuyaio
le pivot de GauR simultanément sur les colonnes des matBt&s)\;)/k! ol
k < n;. La simultanéité a pour but de conserver les relatid® & (36) pour
les matrices réduites. Pour visualiser I'algorithme, on se représente lesawatric
les unes au-dessus des autres, colonnes alignées. On commenceupar lee
matrice B()\;) jusqu’a ce que I'on obtienne une matrice réduéte recopiant
les opérations élémentaires de colonnes faitesW;) sur toutes les matrices
B®)()\;)/k!. On va continuer avec la liste des matrices réduites issué (de),
ooy B=D(0\) /(n; — 1)), mais en déplacant les colonnes non nullesBde;)
d’une matrice vers le bas (pour une colonne non nulle de la matrice réglUite
les colonnes correspondantesiié) ()\;) réduite sont remplacées par les colonnes
correspondantes dB*~1)()\;) réduite pourk décroissant de,; — 1 vers 1). A
chaque étape, on obtient une famille (éventuellement vide) de cyclesdis,Joe
sont les vecteurs colonnes correspondants aux colonnes non reiliesmdtrice
réduite du haut de la colonne. On élimine bien sir les colonnes correaptaank
fins de cycles déja trouvés.

Par exemple, sB()\;) # 0, son rang est 1 et on a une colonne non nulle,
et un cycle de Jordan de longueuwyr fait desn; vecteurs colonnes des matrices
B®)(\;)/k! réduites. Plus généralement, on obtiendra plus qu’'un cycle de Jordan
(et dans ce caB()\;) = 0).

11.2.7 Exemple 1

3 -1 1
A=12 0 1
1 -1 2



A = 2 est valeur propre de multiplicité 2, on obtient :

-2 -1 1 1 1 -1
BN =XI+X[ 2 -5 1 |+| -3 5 -1
1 -1 -3 -2 2 2

on applique 'algorithme de Horner :

1 -1 1
B2 = [ 1 -1 1],
0 0 0
2 -1 1
B2 = |2 -11
1 -1 1

CommeB(2) # 0, on pourrait arréter les calculs en utilisant une colonne non
nulle et le cycle de Jordan asso¢ig2,1) — (1,1,0) — (0,0,0). Expliquons
tout de méme I'algorithme général sur cet exemple. La réductidi(des’obtient

en effectuant les manipulations de colonngst C; — C5 etC3 — C; — C3.0n
effectue les mémes opérations #{f2) et on obtient :

0
0 J
0

—1
~1

0

NN o= =
O = oo o

L'étape suivante consiste a déplacer vers le bas d’une matrice les eslaon
nulles de la matrice du haut, on obtient :

11 -1
11 -1
00 O

gui se réduit en :

1 00

1 00

000
on chercherait alors dans les colonnes 2 et 3 de nouveaux cycdegula colonne
1 a déja été utilisée pour fournir un cycle).

11.2.8 Exemple 2

3 2 =2
A= -1 0 1
1 1 0
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A = 1 est valeur propre de multiplicité 3. On trouve :

000
B1) = [ 00 0|,
00 0
2 2 -2
Ba1) = [ -1 -1 1 |,
1 1 -1
100
B _ o1 0
2 00 1

Le processus de réduction commence avéad) en haut de la liste de matrices, on
effectue les opérations élémentaires de colatihe C; — Cy etCs + C1 — O3
et on obtient :

2
-1

o O O
o O O

1
1 -1 1
0 1 0
0 0 1
La premiére colonne donne le premier cycle de Jofdaf,0) — (2,—1,1). On
déplace les premiéeres colonnes d’'une matrice vers le bas :

gu’on réduit par les opératio¥’, + C; — Cy et2C3 — C7; — Csen:

2
-1
1

[E S )
_ = O

Puis on effectu&€’s — Co — C3 et la deuxieme colonne nous donne le deuxieme
cycle de Jordan, réduit ici a un seul vecteur praprd, 1).
11.2.9 Le polynébme minimal par Faddeev

On vérifie aisément que le degré du factéur )\;) dans le polyndme minimal
de A est égal &; — k ouk est le plus grand entier tel que :

Vi<k, BYON\)=0

11.2.10 Formes normales rationnelles

On se place ici dans une problématique différente : trouver une matrice sem-
blable la plus simple possible sans avoir a introduire d’extension algébrayure p
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factoriser le polyndme caractéristique. Quitte a “compléter” plus tard la factor
sation et la jordanisation a partir de la forme simplifiée. Il existe diversese®r
associées a une matrice et plusieurs algorithmes permettant de les relietlestre
forme de Smith, de Frobenius, forme normale de Jordan rationnelle.

On va présenter une méthode directe de calcul d’'une forme normale antten
le maximum de zéros (dont la forme dite normale de Jordan rationnelle peut se
déduire) en utilisant le méme algorithme que pour la forme normale de Jordan.
SoitQ()\) = qo + ... + gz un facteur irréductible de degrket de multiplicitég
du polyndme caractéristique. Il s’agit de construire un sous-espace de dimension
dq formé de “cycles de Jordan rationnels”. On part toujours de la reléén-
A)S o1 BAk = P(X\)I. On observe qué)(\)I — Q(A) est divisible par
(M — A) donc il existe une matric#/ () telle que :

QNI = QAN Y Bd") = Q(N)IM())

k<n—1

On observe aussi qug a pour coefficient dominant 1 puisqu’il divide, on peut
donc effectuer des divisions euclidiennes de polyndbmes donc de podmaé co-
efficients matriciels paf) sans avoir a diviser des coefficients. Ce qui nous permet
de décomposeB(\) = >, .., BrA* en puissances croissantes@e

B(A) =) Ce(NQMN", dedCr) <q
p

On remplace et on écrit que les coefficients des puissances inférieyrds Q
sont nulles (la-iéme étant non nulle cav/(\) n’est pas divisible paf) pour les
mémes raisons que pour la forme normale de Jordan). On a donc les relations

Q(A)Cy =0, Cr=Q(A)Cit1

ce qui donne une colonne de matri€g_; — Cy—»... — Cy — 0 qui sont images
I'une de l'autre en appliquar®(A). On peut alors faire I'algorithme de réduction
simultanée sur les colonnes dés On observe ensuite que le nombre de cycles de
Jordan de&)(A) de longueur donnée est un multipledieen effet il suffit de multi-
plier un cycle par, ..., A%~ pour créer un autre cycle, de plus ces cycles forment
des familles libres car on a suppa@érréductible. On peut donc choisir pour un
cycle de longueuk: des bases de la formey_1, Avy_1..., A% top_1) — ... —

(vo, Avg..., A% 1vg) — (0, ...,0) ol la fleche— désigne I'image paf)(A). Si on
écrit la matrice ded dans la basey, Avg..., A% vy, ..., v5_1, Avg_q..., A% Loy

on obtient un “quasi-bloc de Jordan rationnel” de talltfemultiple ded :

00 ... —q 00 .. 1
10 .. -—-q 00 ..

1 e —qo 00 .. 0
00 .. —gz1 00 .. 0
00 0 0 0 —q0
0 0 0 1 0 —q
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Exemple
Soit la matrice

1 -2 4 -2 5 —4

5 -7 -5

oLz 3 2

1 = 2 =L 5 3

A= oy %K o
0 -1 35 5 3 7

0 O 2 -2 3 -1

-3 —1 3 1

I 5 5 1 5 3

Son polynéme caractéristique €st-2)? (22 —2)? et on va déterminer la partie bloc
de Jordan rationnel correspondant au facteur irréductible sur tesssQ(z) =
(22 — 2) de multiplicitéq = 2. On calculeB(z) et I'écriture deB comme somme
de puissances de (ici avecxcas en modexcas ) :

A:=[[1,-2,4,-2,5,-4],[0,1,5/2,(-7)/2,2,(-5)/2],[1,( -5)/2,2,1/(-2),5/2,-3],
[0,-1,9/2,(-7)/2,3,(-7)/2],[0,0,2,-2,3,-1],[1,(-3)/ 2,1/(-2),1,3/2,1/2]];
P:=det(A-x *idn(6));
B:=normal(P *inv(A-x =idn(6))); // preferer un appel a faddeev bien sur!
ecriture(B,Q,q):={
local jk,l,n,C,D,E;
C:=B;
D:=B;
E:=NULL;
n:=coldim(B);
for (j:=0;j<q;j++){
for (k:=0;k<n;k++){
for (I1:=0;l<n;l++){
Dlk,I]:=rem(C[k,],Q,X);
CIk,l]:=quo(CIk,1],Q,X);

return E;
|3
E.=ecriture(B,x"2-2,2);
QA:=A* A-2 xidn(6);

On vérifie bien quemormal(QA *E(0)) etnormal(QA *E(1))-E(0)) sont
nuls. On sait qu’on a un bloc de taille 2 de cycles de Jordan de longueong,
il n’est pas nécessaire de faire des réductions ici, il suffit de peetmale colonne
non nulle deE(0), par exemple la premiére colonne en= 0 et la colonne cor-
respondante dé&(1) et leurs images pad, ici cela donne(4,24,12,32,8, —4)
correspondant &0,4, —4,8,4,—4), on calcule les images pat, la matrice de
I'endomorphisme restreint a ce sous-espace est alors le bloc de taille 4 :

O O = O
S O O
= o o O
oON O -
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Cette forme normale minimise le nombre de coefficients non nuls, mais présente
un inconvénient, la partie nilpotente ne commute pas avec la partie bloc-diegona
contrairement a la forme normale rationnelle de Jordan qui contient desitiotc
tités au-dessus de la diagonale de blocs. Pour créer la forme normaleedéate

0 1
Jordan, on doit donc remplacer les blogs... 0 0 | par des matrices iden-

tités. Supposons constitués lepremiers blocs de taillé numérotés de 0 a— 1
avec comme base de vecteurs,, ..., vo.4—1, ---, Vj—1,4—1)- |l S'agit de trouver un
vecteurv;, pour commencer le bloc suivant. On définit alorg en fonction de
vj1—1 en appliquant la relatiodv;;—; = v;; +v;—1,;—1. Il faut donc chercher; o
tel que

Avjg-1 = —qovj0 — - — qd-1Vj,d—1 + Vj_1,4-1 (38)

En utilisant les relations de récurrence précédentes, on voit que eigatra fixer
Q(A)v; en fonction desyj; avecj’ < j (I quelconque). Ce qui est toujours
possible en utilisant la colonne de matriggs qui s'obtiennent en fonction des
Cjr41 en appliquant)(A).

Plus précisément, calculons leg en fonction dev; o et desv; i (' < j). On
utilise les coefficients binomiauéin) calculés par la regle du triangle de Pascal et
on montre par récurrence que :

inf(1,5)

Vil = AlUj,O - Z Gn) Vj—m,l—m (39)
m=1
On remplace dans3g) d'ou :
inf(d.5) d inf(z,5)
Advj,O - Z (%) Vj—m,l—m + Z QI(Alvj,O - Z <£n) Ujfm,lfm) =0
m=1 =0 m=1
finalement :
inf(,5)
Qw0 = > (b) vi-mim (40)
=1 m=1

Application a I'exemple :
Ici vo0 = (4,24,12,32,8,—4) etvg; = Av; dont une préimage pap(A) est
wipo = (0,4, —-4,8,4,—4) etw; 1 = Aw . On applique 40), commeg; = 0 et
g2 = 1 on doit avoir :

2
Q(A)v1o = Z aQ Gn) Vlem,l—m = 2V0,1

donc :

vio = 2A(0,4,-4,8,4,—4) = (—8,—32,0,—48,-16,16)
v1,1 = Avio —vop = (4,40, —4, 64,24, —20)

On vérifie bien quedv; 1 = 2v19 + vo 1.
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11.2.11 Fonctions analytiques

Soit f une fonction analytique €t/ une matrice. Pour calculgi( /), on cal-
cule la forme normale de Jordan 8ie = P(D + N)P~! ot D =diag(dy, ..., dp)
est diagonale eV nilpotente d’ordren. On calcule aussi le développement de
Taylor formel def enz al'ordren — 1, on a alors :

1y ) )
) = p [ 37 GO

j=0

NI | p!

11.3 Quelques autres algorithmes utiles
11.3.1 Complexité asymptotique

Pour calculer le produit de matrices, on peut utiliser I'algorithme de Strassen
on présente ici la variante de Winograd. Soit a calculer :

a1 aip big big )\ [ cq ci2
a1 a2 ba1 b2 C2,1 €22

§1=4a21+ a2, S2=381—0G11, S3=011—0azl, S4=012— 82

On calcule :

t1=0b12—0b11, to=0boo—t1, t3=byo—b1o, t4="0by1—1o
puis :

p1=ai1br1, p2=aigba1, p3=sity, ps=saoto

D5 = 83t3, Pe = Saba2, D7 = azaty

Uy =p1+p2 U2=p1+p4, U3=UuU2-+pPs, Us=U3+P7
Us = u3z +p3, Ue = U2 +P3, U7 = Us+ Do

Alors C1,1 = U1,C12 = U7,C21 = U4, C22 = Us5.

Cet algorithme utilise 7 multiplications et 15 additions ce qui économise 1 multi-
plication et permet en appliquant récursivement cet algorithme pour deisesa
blocs de réduire la complexité d'un produit de grandes matrices normal@ment
O(n? = n"®)/In2)) 3 O(n™(")/n(2)) (1a preuve est analogue a celle de la multi-
plication des polynémes par l'algorithme de Karatsuba).

En utilisant une factorisatiohU par blocs, on peut montrer que cette complex-
ité asymptotique se généralise au calcul de I'inverse. On peut d’ailleulfoaene
I'exposant, mais la constante non explicitée dan3 sigmente aussi. En pratique,
Strassen n’est pas utilisée pour des matrices de taille plus petites que jlasieur
taines de lignes et colonnes.

De méme on peut gagner sur le calcul du polynébme minimal en faisant des
opérations de multiplication par bloc.

11.3.2 Numériques

La plupart des algorithmes d’algébre linéaire “numérique” ont une utilité en
calcul exact : par exemple la factorisatid/ (avec les variations décrites dans
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la section réduction de Gaul), la factorisat@R (et donc la méthode de Gram-
Schmidt, ici pour des raisons d’efficacité on orthogonalise d’aborcde the départ
et on la normalise a la fin seulement), Cholesky,....

Certains algorithmes numériques peuvent s'utiliser conjointement a des algo-
rithmes exacts. Par exemple, pour une matrided coefficients rationnels, on
peut localiser par des méthodes exactes les racines du polynéme dstiqoisr
on trouve une valeur approchéal’une valeur propre a une précision fixée, puis
calculer par la méthode de la puissance appliquée & r1)~! un vecteur propre
approché. Inversement, des méthodes de diagonalisation numérigpesesaudu
calcul exact peuvent permettre de localiser des valeurs propres casiple

11.3.3 Décomposition de Schur
Il s’agit d’'une factorisation de matrice sous la forme
A=pPSp7!

ou P est unitaire etS diagonale supérieure. Existence (théorique) : on prend une
valeur propre et un vecteur propre correspondant, puis on projetterthogonal

de ce vecteur propre et on s’y restreint, on prend a nouveau ung patgre et un
vecteur propre correspondant, etc.

On peut approcher cette factorisation par un algorithme itératif qui utilise la
factorisation@ R d’'une matrice quelconque comme produit d’'une matrice unitaire
par une matrice triangulaire supérieure a coefficients positifs sur la dibyadn
fait 'hypothese que les valeurs propresSisur la diagonale sont classées par ordre
de module strictement décroissakt| > |A2| > ... > |\, | (développement inspiré
par Peter J. Olver dans le cas symétrigtip://www.math.umn.edu/~olver/aims_/qr.pdf
On peut toujours s’y ramener quitte a rempladepar A — al. Posonsd; = A,
et par récurrencel,, = Q, R, (avec@, unitaire etR triangulaire supérieure a
coefficients diagonaux positifsf,, 11 = R,Q.. On a alors

A% = (Q1R1)(Q1R1)(Q1R1)...(Q1R1)(Q1Ry)
= Q1(R1Q1)(R1Q1)(R1...Q1)(R1Q1) Ry
= Q1(Q2R2)(Q2R2)..(Q2R2) Ry
= Q1Q2(R2Q2)R2..Q2R2 Ry
= @Q1Q2(Q3R3)..Q3R3R2 Ry
= @Q1..QrRk..R;y
D’autre partA = PSP~! doncA* = PS*P~!. Soit D la forme diagonale dé

etU la matrice de passage= UDU !, ouU est triangulaire supérieure et ol on
choisit la normalisation des coefficients sur la diagonal& dalant 1. On a donc

AF — pupFU-1p-1

Ensuite, on suppose qu’on peut factoriger' P~! = LU sans permutations, donc
gu’on ne rencontre pas de pivot nul, et quitte a multiplier les vecteurs gstde
P~ par une constante complexe de module 1 on peut supposer que les pitots s
positifs donc qué/ a des coefficients positifs sur la diagonale, on a alors

A¥ = PUDFLU = Q;...Q,Ry,...R1
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puis en multipliant pat/ ~!|D|~*
PUDFL|D|™* = Q,...QxRy,..R\U Y D—"*

OURy...R U~ D|~* est triangulaire supérieure a coefficients positifs sur la diago-
nale et ...Q;, est unitaire. On regarde ensuite les entrées de la m&fiéeD|~*,
sous la diagonale elles convergent (géométriquement) vers 0,ldDAE.|D|~*
tend vers une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagoalent
e’k2r2(Aj) On montre que cela entraine g@e...Q;, est équivalent #(D/|D|)*

Q1...Qr ~ P(D/|D))*, Ry..R\U Y D|™* ~ (D/|D|)"*UD*L|D|™*

Donc, Q. tend a devenir diagonale, &.Q; = A1 triangulaire supérieure. De
plus

A=Q1AQ7" = ... = Q1..QrA+1(Q1...Qx) !

la matriceAy, est donc semblable A.

En pratique, on n’impose pas la positivité des coefficients diagonaixddes
la factorisationQ R, ce qui ne change évidemment pas le fait qes’approche
d’'une matrice diagonale et; d’'une matrice triangulaire supérieure (avec conver-
gence a vitesse géométrique). On utilise aussi des “shifts” pour aackaeren-
vergence, c'est-a-dire gqu’au lieu de faiR et RQ sur la matriceA; on le fait
sur A, — a1 ol A\ est choisi pour accélerer la convergence vers 0 du coefficient
d’indice lignen colonnen —1 (idéalement il faut prendre; proche de\, la valeur
propre de module minimal, afin de minimigey, — ax|/| -1 — ax|). En effet, si
A — Ml = Qi Ry et Apr1 = RpQr + A1 alors:

(A—arD)..(A—apl) = QiR1(Q1R1 — (e — a1)I)...(Q1R1 — (a2 — 1))
= Q1(R1Q1 — (2 — 1) )R (Q1R1 — (a3 — a1)])...(Q1 Ry — (a2 — an)I)
= Qi(A2 —anl — (a2 — ) ) R1Q1(F1Q1 — (a3 — ) ) Ry...(Q1 Ry — (a2 -
= Q1(As — agl)(As — asl)...(As — ax_11) Ry

= Q1..QuRk..R:

On peut aussi éliminer la derniére ligne et la derniére colonne de la mattice po
accélerer les calculs dés que le coefficient en lignelonnen—1 est suffisamment
petit.

On remarque que pour une matrice réelle si on choisit des shifts conjugués
alorsQ;...QiRy...Ry estréel. Or sQR = QR et siR est inversible

Q 'Q=RR™!

On a donc une matrice symétrigque (@?1 = Q') et triangulaire supérieure. On
en déduit qu&) 'Q = D est diagonale, don® = QD. On peut donc rendr&
réelle en divisant chaque colonne pareffh et rendreR réelle en conjuguant par la
matriceD. Mais ce procédé de retour au réel apres élimination de 2 valeurs propre
complexes conjuguées d’'une matrice réelle se heurte a un probléme dgooend
nement parce que le choix d’'un shift intéressant pour la convergencendre
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la matrice R proche d’'une matrice non inversible (les deux derniers coefficients
diagonaux dek sont proches de 0). On a alors seulement

Q0 'QR=F
Sion décompos@le, R, Rparblocsn —2,n—2,n—2,2,2,n —2et2,2,0n
a

( QQ11 QQ12 > ( Ri1 Rio > _ ( QQ11 R QQ21R11 >
QQ21 QQ2 0 Rop QQ11R12 + QQ12R22  QQ21R12 + QQ22Ra2

_ ( Rin Rig )
0 R22
Donc on aQQy; = R Ry}. CommeQ est unitaireQQ = Q' Q = Q' Q est
symétrique, donQ Q1 est diagonale puisque symétrique et triangulaire supérieure.
On peut donc ramenép,; et R11 en des matrices réelles.
Revenons a la localisation des valeurs propres. On suppose qu’ontamaain
une matrice unitaird® et une matrice triangulaire supériewgaux erreurs d’'ar-

rondi prés) telles que
PlAP =35

Que peut-on en déduire ? On va d’abord arroridien une matrice exacte a co-
efficients rationnels, dont les dénominateurs sont une puissance ddait @est
exactement ce que donne I'écriture d'un flottant en base 2, une foiséatmes les
exposants a la méme valeur). On a donc une maRigaresque unitaire exacte et
telle que

S. =P, TAP,

est semblable a4, et presque triangulaire supérieure. (comPaest presque uni-
taire, sa norme et la norme de son inverse sont proches de 15da@st proche
de S, les coefficients de&5. sont de la méme taille que les coefficients Ale le
changement de base est bien conditionné et c’est la raison pour laguallghoisi
d’effectuer des transformations unitaires).

Notons 1, ..., iy, les coefficients diagonaux d&., soite un majorant de la
norme des coefficients sous-diagonauxSdeet soitd un minorant de I'écart en-
tre 2 p; distincts. On a dons, = U + E ou U est triangulaire supérieurg;
est triangulaire inférieure avec des 0 sous la diagonale et des codffidie mod-
ule majorés pat. Sie est suffisamment petit devafiton va montrer qu’on peut
localiser les valeurs propres de (qui sont celles del) au moyen deg,;.

En effet, fixons;j et soitC' un cercle de centrg = p; et de rayor < 6/2. Si
A est une matrice diagonalisable, on sait que

1
nombre de valeurs propresC = ,trace/ (A—zI)7t
2im c

En prenantd = S., et en écrivant
(Se—z2D) ' =(U—-2I+E) =T+ U—-20)"'E)y (U -2D)!

on développe le second terme sila normélde-»1) ~! E est strictement inférieure
al

(Se—2D) L= (U—2D) ' —(U=2D) ' E(U—2D) ' +(U—=2I) ' E(U—21) ' E(U—21)" ...
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puis on calcule la trace

trace(S, — z1) "' = (1 —2) "' 41
J
avec X
(U —21)""E]|

—1
T —=n
Au final, le nombre de valeurs propres dangst donné par

In| < 2ma|(U — 2I)

—1H H(U_ZI)—IEH

Vi, [l < amaxec||(U = 21) ™ |17— U= 21)1E]

Il suffit donc que le max soit plus petit que 1 pour avoir I'existence deleur
propre et une seule d& dans le cercl€’ (a distance au plua de i). Ce sera le
cas si

1 s \"! o«
e< =
=2 <2y\SeH> Vn—1

on choisit donax pour réaliser I'égalité ci-dessus, sous réserve fjoe soit pas
trop petit, rappelons quedoit étre plus petit ou égal® 2. Sid est petit, il peut étre
nécessaire d'utiliser une précision plus grande pour les calculs dedmgésition
de Schur en arithmétique flottante.

Typiquement, on peut espérer (pour un éégrais trop petit) pouvoir localiser
les racines d’'un polyndme de degiéoar cette méthode avec précisibbits en
O(nb? + n?b3) opérations pour le calcul de la décomposition de Schur en flot-
tant (23b? pour Hessenberg initial puis’b? par itération et un nombre d'itérations
proportionnel &). Pour le calcul exact d&,, il faut inverser une matrice de taille
n avec des coefficients de taille proportionnelle @oncO(n*bIn(n)) opérations
(en modulaire, la taille des coefficients de I'inverse@stbIn(n))) puis calculer
un produit avec une matricg, n de coefficients de taille proportionnellebasoit
O(n*v? In(nb)) opérations. Asymptotiquement, on peut faire mieux avec des méth-
odes de multiplication et d'opérations matricielles par blocs. Pour éviter la perte
d’'un facteurn, on peut aussi ne pas faire de calculs en mode exact et controler les
erreurs sur la matric&. On peut regrouper les valeurs propres par “clusters” si
elles sont trop proches a la précisionideits. Pour la recherche des racines d’'un
polyndmeP, on peut montrer, en calculant le résultantdet de P’ qui est en
module plus grand ou égal a 1, et en I'écrivant comme produit desetiffés des
racines, et en majorant toutes les différences de racine sauf uneeédé&ld norme
infinie de P, qu'il faut b = O(n) bits pour séparer les racines).

11.3.4 Autres

On peut aussi facilement programmer la recherche de la décompdgitioR
d’'une matrice symétrique et en déduire la signature d’une forme quadrafigans
enfin l'algorithme L L L (cf. Cohen) qui est utile dans de nombreux domaines (il
permet de trouver des vecteurs assez courts dans un réseaupoe pasdes plus
courts, mais en contrepartie on les trouve trés vite).
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11.4 Quelques références

— Comme toujours on renvoie a I'excellent livre de Henri Cohen : A Coiarse
Computational Algebraic Number Theory

— Gantmacher : Théorie des matrices

— Pour une implémentation des algorithmes de forme normale de Smith ou de
Frobenius, cf. le source de MuPAD ou

http://www.mapleapps.com/maplelinks/share/normform. html
— Ferrard, Lemberg : Mathématiques Concrétes, lllustrées par la TI@F bt
89

Présente aussi des algorithmes plus numériques, et le lien avec la diagonali-
sation numérique de matrices.
— Press et al. : Numerical recipies in Fortran/C/Pascal.
Pour des algorithmes numériques (sur les matrices et autres).
11.5 Exercices (algebre linéaire)
11.5.1 Instructions

— Les commandes d’algébre linéaire de Xcas sont regroupées dansue men

Math->Alglin . En maple et mupad, la commarlmalg  affiche la
liste des commandes d’algébre linéaire.
— Enmapile il est conseillé d’exécuteith(linalg) ; , en mupadkxport(linalg) ;

sinon il faut précéder chaque commanddidalg : :

— En maple, attention il faut utiliser le caract&eavant la multiplication et il
faut souvent utiliseevalm dans les programmes utilisant des matrices et
vecteurs.

— Pour travailler avec des coefficients modulaires, en Xcas on faiteslasgr
coefficients ou matrices d& n en maple on utilise les noms de comman-
des avec une majuscule (forme inerte) suiviited n, en mupad on définit
les coefficients dans I'anneau, par exemple
Z19:=Dom::IntegerMod(19): MatZ19 := Dom::Matrix(Z19):
A:=MatZ19([[1, 2], [2]]); Z19(5) xA;

11.5.2 Exercices

1. En utilisant un logiciel de calcul formel, comparez le temps de calcul d’'un
déterminant de matrice aléatoire a coefficients entiers de tailles 50 et 100,
d’'une matrice de taille 6 et 12 avec comme coefficients symboliques ligne
Jj colonnek, ;. lorsquej + k est pair et 0 sinon. Peut-on en déduire une
indication sur l'algorithme utilisé ?

2. Ecrire un programme calculant la borne de Hadamard d’un déterminant a
coefficients réels (rappel : c’est la borne obtenue en faisant laujrdes
normes euclidiennes des vecteurs colonnes).

3. Créez une matrice 4x4 aléatoire avec des coefficients entiers comipeis en
-100 et 100, calculer la borne de Hadamard de son déterminant avex le pr
gramme précédent, calculer ce déterminant modulo quelques nombres pre-
miers choisis en fonction de la borne de Hadamard et vérifiez le résultat de
la reconstruction modulaire du déterminant.
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4. Créez une matrice 100x100 aléatoire a coefficients entiers et calanlez s
déterminant modulo quelques nombres premiers. Dans quels cas peut-on
conclure que la matrice est inversible d&® danszZ ?

5. Ecrire un programme calculant par interpolation de Lagrange le polynéme
caractéristique d’une matrice (en donnant@edet(\ — A), n+ 1 valeurs
distinctes).

6. (Long) Ecrire un programme qui calcule un déterminant de matrice en cal-
culant les mineurs 2x2 puis 3x3 etc. (méthode de Laplace)

7. Recherche du polynbme minimal. On prend un vecteur aléatoire a coeffi-
cients entiers et on calcule Av, ..., A™v puis on cherche une relation
linéaire minimale entre ces vecteurs, en calculant le noyau de la matrice
ayant ces vecteurs colonnes. Sile noyau est de dimension 1, alohgiémpe
minimal est égal au polynome caractéristique et correspond a un veeteur d
la base du noyau. Sinon, il faut choisir un vecteur du noyau comels au
degré le plus petit possible puis faire le PPCM avec les polynomes obtenurs
avec d’'autres vecteurs pour obtenir le polyn6me minimal avec une grande
probabilité. Essayez avec la matridele taille 3 ayant des O sur la diagonale
et des 1 ailleurs. Ecrire un programme mettant en oeuvre cette recherche,
testez-le avec une matrice aléatoire de taille 30.

8. Testez 'algorithme méthode de Fadeev pour la mattioe-dessus. Méme
question pour

3 -1 1 3 2 -2
A=[2 0 1], A= -1 0 1
1 -1 2 1 1 0

9. Ecrire un programme calculant par une méthode itérative la valeurgpiepr
module maximal d’'une matrice a coefficients complexes. Dans le cas réel,
modifier le programme pour pouvoir traiter le cas d’un couple de complexes
conjugués de module maximal. Dans le cas hermitien ou réel symétrique,
éliminer le couple valeur propre/vecteur propre et continuer la diagonalisa
tion numeérique.

10. Soient|al,|b] < /n/2 Ecrire une fonction ayant comme argumeaf®
(mod n) qui calculea etb.
Utiliser ce programme pour résoudre un systeme 4,4 a coefficients entiers
par une méthodg-adique.

12 Interpolation

Etant donné la facilité de manipulation qu’apportent les polynomes, on peut
chercher a approcher une fonction par un polynéme. De plus l'intdipolast un
outil trés utilisé pour calculer des polyndmes en calcul formel.
12.1 Interpolation de Lagrange

La méthode la plus naturelle consiste a chercher un polyndme de degré le plus
petit possible égal a la fonction en certains poins..., z,, et a trouver une majo-
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ration de la différence entre la fonction et le polynéme. Le polynome interpola
de Lagrange répond a cette question.

12.1.1 Existence et contrble de I'erreur.

Soit donczxy, ..., z, des réels distincts e, ..., v, les valeurs de la fonction a
approcher en ces points (on posgja= f(x;) pour approcher la fonctiofi). On
cherche don@® tel queP(z;) = y; pourj € [0, n].

Commencons par voir s'il y a beaucoup de solutions. Hodt (Q deux solu-
tions distinctes du probléme, aloFs— () est non nul et va s’annuler en, ..., z,
donc posséde + 1 racines donc est de degné+ 1 au moins. Réciproquement,
si on ajoute aP un multiple du polynomed = H?ZO(X — x;), on obtient une
autre solution. Toutes les solutions se déduisent donc d’une solutiorufiaréen
y ajoutant un polynome de degré au moins 1 multiple deA.

Nous allons maintenant construire une solution particuliere de degré au plus
n. Sin = 0, on prendP = zy constant. On procéde ensuite par récurrence. Pour
construire le polyndme correspondamt@..., x,, 1 on part du polynoéme, cor-
respondant &y, ..., x,, et on lui ajoute un multiple réel dé

n

Pn+1 :Pn+aH(X—xj)
7=0

Ainsi on a toujoursP,, 1 (z;) = y; pourj = 0,..n, on calcule maintenart pour
que P, +1(znt1) = yns1. En remplacant avec I'expression fg, 1 ci-dessus, on
obtient

n
Pn(!Tn—‘rl) +a H(xn—l—l - xj) = Yn+1
j=0
Comme tous les; sont distincts, il existe une solution unique

_ Ynt1 — Po(wny1)

On a donc prouvé le :

Théoreme 12 Soit n + 1 réels distinctszy, ..., x, et n + 1 réels quelconques
%0, ---, Yn. |l €Xiste un unique polynéme de degré inférieur ou égal a, appelé
polynome de Lagrange, tel que :

P(x;) =y

Exemple : déterminons le polynome de degré inférieur ou égal a 2 tel que
P(0) =1,P(1) = 2,P(2) = 1. On commence paF, = 1. Puis on pose’; =
Py+aX =1+4aX.CommeP(1) =2 =1+aonentirea = 1doncP; =1+ X.

Puis on pose”, = P + aX(X — 1), ona(2) = 3+ 2a = 1 donca = —1,
finalement?, =1+ X — X(X —1).

On peut calculer le polynome de Lagrange comme indiqué ci-dessus, la méth-
ode dite des différences divisées permettant de le faire de la maniere é&dfiglase
possible (cf. par exemple Demailly).

Reste a estimer I'écart entre une fonction et son polynome interpolatear, on
le:
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Théoréme 13 Soit f une fonctiom + 1 fois dérivable sur un intervallé = [a, b]
deR, z, ..., ,, des réels distincts d& SoitP le polynome de Lagrange donné par
lesz; ety; = f(x;). Pour tout réelr € I, il existe un réek, € [a,b] (Qui dépend

dex) tel que :
n+l]

f(o) — Pl = IS w +1 H (41)

Ainsi I'erreur commise dépend d’une majoratlon de la taille de la dénivéel-
ieme sur l'intervalle, mais aussi de la disposition des pointsar rapport a. Par
exemple si les points; sont équidistribués, le termd [_,(z — ;)| sera plus
grand prés du bord dequ’au centre dd.

Preuve du théoreme : Siest I'un dese; I'égalité est vraie. Soit

n

C=(f(x Hx—mj

J=0

on considére maintenant la fonction :
n
g(t) = f(t) H t— ;)

elle s’annule enz; pour j variant de 0 an ainsi qu'enz suite au choix de la
constanteC, doncg s’annule au moins: + 2 fois sur I'intervalle contenant les
z; etx, doncg’ s'annule au moins + 1 fois sur ce méme intervalle, don¢
s’annule au moing fois, etc. et finalemerg[”“] s’annule une fois au moins sur
cet intervalle. Or

g[n+1} — f[n-i-l} . C(TL + 1)|
car P est de degré inférieur ou égalnaet H};O(x — x;) — ™1 est de degré
inférieur ou égal &. Donc il existe bien un réel, dans l'intervalle contenant les
xj etz tel que

S
- (n+1)!

12.1.2 Différences divisées

Calcul efficace du polyndbme de Lagrange.
Avec la méthode de calcul précédent, on remarque que le polynéme denbagr
peut s’écrire a la Horner sous la forme :
P(x) = ap+ai(x—x9)+ ...+ ap(z — x0)...(x — 21—1)
= oo+ (z—x0)(a1 + (x —z1) (2 + ... + (x — p—2)(apn-1 + (z — Tp_1)an)...))

ce qui permet de le calculer rapidement une foisilgsonnus. On observe que

f@1) = f(o)

ag = f(wo), o1 = pa——

On va voir que lesy;, peuvent aussi se mettre sous forme d’'une différence. On
définit les différences divisées d’ordngpar récurrence

f[xl] = f(l‘z), f[ajz, "‘7$k+i+1] = f[$i+17 o x;}::+:j :il[xlﬁ "-7xk+i}
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On va montrer quey, = f[xo, ..., zx]. C'est vrai au rang 0, il suffit donc de le
montrer au rang: + 1 en I'admettant au rang. Pour cela on observe qu’on peut
construire le polyndme d’interpolation ep, ..., x;1 a partir des polynémes d’in-

terpolationPy enzy, ..., x; etQy enxy, ..., xx 11 par la formule :

(Thy1 — 2) P + (2 — 20)Qr

Pri(z) = P——

en effet on vérifie quéP, 11 (x;) = f(x;) pouri € [1,k] car Py(z;) = f(x;) =
Qr(x;), etpouri = 0eti = k+1,onaaussPyy1(xg) = f(zo) €t Pyr1(zk11) =
f(xgs1). Or oy estle coefficient dominant dB.; donc c’est la différence du
coefficient dominant d€);. et deP;, divisée par:; 1 — 1z, c’'est-a-dire la définition
de f[zo, ..., zx+1] en fonction def x4, ..., xx+1] et flzo, ..., Tk

Exemple : on repren®(0) = 1, P(1) =2,P(2) =1.0na

z;  flag] flwi, ©iq1] flzo, x1, 2]

2-1)/(1-0)=[1]

12 (-1-1)/(2-0) =[-1]
(1-2)/(2-1)=-1

2 1

doncP(z) =[1]+ (z — 0)(1]+ (z — D)(-1]) = 1 + 2(2 - 2).

On peut naturellement utiliser I'ordre que I'on souhaite pourdgsen obser-
vant que le coefficient dominant d@ ne dépend pas de cet ordre, on en déduit
quef|xo, ..., xx] estindépendant de I'ordre des on peut donc a partir du tableau
ci-dessus écriré par exemple avec 'ordre 2,1,0, sous la forme

Pz)=14(x—-2)(-14+(x—1)(-1)) =14 (x — 2)(—x)

12.2 Les splines

Il s’agit de fonctions définies par des polynomes de degré bornéesunter-
valles, dont on fixe la valeur aux extrémités des intervalles (comme pour le poly
nome de Lagrange) ce qui rend la fonction continue, de plus on exigegné d
de régularité plus grand, par exemple etre de cla&seEnfin, on fixe des condi-
tions aux bornes de la réunion des intervalles, par exemple avoir certgireses
nulles.

Par exemple supposons qu’on se donirgervalles, dona+1 pointsxy, ..., ,,
on se fixe une régularit€?—!. Ceci entraindn — 1)d conditions de recollement,
ony ajouten + 1 conditions de valeur enq, ..., z,,, on a dond + 1 conditions,
la borne sur le degré des polynomes doit donc étfeu plus, maisd suffit) ce
qui donnen(d + 1) degrés de liberté, on peut donc ajoufer 1 conditions, par
exemple pour les splines naturelles, on impose que les dérivées digedael — 1
soient nulles emnx et z,, (sid est pair, on commence a la dérivé2 + 1-iéme
nulle enzx,,).

Pour trouver les polynomes, on doit donc résoudre un grand systéragdiné
Une méthode permettant de diminuer la taille du systéme linéaire a résoudre dans le
cas des splines naturelles consiste a sefixeconnuesy, .., z, 1 représentant les
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dérivéesi-ieme de la spling enxz sur|xg, z1] &xy,—1 SUr[Z,—1, 2y, €t(d—1)/2
inconnuesf;, représentant la valeur de la dériveefdenz, pourj variant de 1 a
(d —1)/2. On peut alors écrire le polynome sur l'intervallg, ;] car on connait
son développement de Taylor eg. On effectue un changement d’origine (par
application répétée de Horner) en. On obtient alors le polynome sfir;, z2] en
remplacant uniquement la dérivéééme parz;. On continue ainsi jusqu’en,, 1.

Le systéme s’obtient en calculant la valeur du polynomegn., x,, et la nullité
des dérivées d’ordrgl — 1)/2 ad/2 enx,. On résoud le systéme et on remplace
pour avoir les valeurs numériques des coefficients du polynome.

13 La moyenne arithmético-géométrique.

La moyenne arithmético-géométrique est un processus itératif qui certvesy
rapidement et est trés utile pour calculer les fonctions transcendaonigogies
en multi-précision. On peut alors trouver les fonctions transcendantsetirpar
application de la méthode de Newton.

13.1 Définition et convergence

Soienta etb deux réels positifs, on définit les 2 suites

Uy, + Up

Ta Un4+1 = /UnUn (42)

On va montrer que ces 2 suites sont adjacentes et convergent densiedimite
commune noté@/ (a, b) et il se trouve que la convergence est trés rapide, en raison
de l'identité :

1
Unp+1 — Un4+1 = 5(\/ Up — V’Un)2 = 2(

Uug = a,vg = b7 Un+1 -

1 2

NoESVREAY

(43)

la convergence est quadratique.
On suppose dans la suite que> b sans changer la généralité puisque échanger
a etb ne change pas la valeur dg etv,, pourn > 0. On a alorsu,, > v,, (d'apres
(43) pourn > 0) etu,+1 < u, car
1

—(vp —up) <0

Up41 — Up = 9

etvpr1 = JUunUn > \/UnU, = v,. DONC (u,) est décroissante minorée (par

vo), (vy,) est croissante majorée (pa&jy), ces 2 suites sont convergentes et comme

Upt1 = % elles convergent vers la méme limitqui dépend de etb et que

I'on note M (a, b). On remarque aussi qué (a,b) = bM (a/b,1) = aM(1,b/a).
Précisons maintenant la vitesse de convergence lorsqueb > 0. On va

commencer par estimer le nombre d’itérations nécessaires pour,@ie,, soient

du méme ordre de grandeur. Pour cela, on utilise la majoration

In(up+1) — In(vpt1) < In(uy) — In(vp41) = %(ln(un) —In(vy,))

donc 1 1
. a
_ _ < — — = — 'y
In P In(uy,) — In(v,) < on (In(a) — In(b)) on In b
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Donc sin > W alorsln = < m (par exemple, on peut prendre= 0.1
pour avoiru,, /v, € [1,e%!]). Le nombre minimum d'itérations, est proportion-

nel au log du log du rapport/b. Ensuite on est ramené a étudier la convergence
de la suite arithmético-géomeétrique de premiers termes u,, etb = v,, et
méme en tenant compte dé(a,b) = aM(1,b/a) aa = 1 etb = v, /u, donc
0<a—b<1—e 0% AlorsI'équation ¢3) entraine

1
Upt1 — Vpg1 < g(un — vp)?

puis (par récurrence)

0<u, —v, < 8237_1((1—6)2”
Donc commeM (a, b) est compris entre,, et u,, 'erreur relative sur la limite
commune est inférieure a une précision dormae bout d’'un nombre d'itérations
proportionnel aun(In(1/¢)).

Typiquement dans la suite, on souhaitera calcid€i, b) avecb de I'ordre de
2™ en déterminant chiffres significatifs, il faudra alor®(In(n)) itérations pour
se ramener @1(1,b) avech € [e~"! 1] puis O(In(n)) itérations pour avoir la
limite avecn chiffres significatifs.

Le cas complexe
On suppose maintenant queb € C avecR(a) > 0,R(b) > 0. On va voir que la
suite arithmético-géométrique converge encore.

Etude de l'argument

On voit aisément (par récurrence) giéu,,) > 0; de plusR(v,) > 0 car par
définition de la racine carré®(v,) > 0 et est de plus non nul car le produit de
deux complexes d’arguments dgns /2, 7/2] ne peut pas étre un réel négatif.
On en deduit querg(un,+1) = arg(u, + vy,) Se trouve dans l'intervalle de bornes
arg(uy) etarg(v,) et quearg(vn1) = g (arg(uy,) + arg(v,)) donc

1
[arg(unir — arg(vns)| < 5| arg(u,) — arg(vy)
Aprésn itérations, on a
T
|arg(un) — arg(vn)| < o

Aprés quelques itérations,, et v, seront donc presque alignés. Faisons 4 itéra-
tions. On peut factoriser par exemplg et on est ramené a I'étude de la suite de
termes initiawa = u,, /v, d’'argumentrg(u, ) —arg(v, ) petit (inférieur en valeur
absolue ar/16) etb = 1. On suppose donc dans la suite que

Uny o /16

()| < °F

Etude du module
Ona:

Unt1 1 Un 4 1
Un+1 2 Un [ Un
Un
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Posonstz = p,e®", ona:

Unt1 1 0 /2 L —iv/2
— _ etVn + — e n
et~ 2lven =
1 1 On . 1. by
= —|(VpPn+ Ccos — + 1(\/Pn — ——) SIn —
1 1 0 1 0
= - 2 cos? = + — ——)%sin®
2\/( Pn ﬁpn) 5 (VP ,—pn) 5
1 1
= \/pn—i— + 2cos b,
2 Pn
Si p désigne le max dg,, et1/p,, on a alors la majoration
U 1
oISVt =p
n+
donc en prenant les logarithmes
1 1
Inppy1 < 2lnp:§|lnpnl (44)
On rappelle gu'on a la majoration
/16 1
Jarg( )] = 10n] < S < 5
qui va nous donner la minoration @gg
U 1 1
e =2 = 2 ot 42— 21— cosl)
Un+1 2 Pn
1 1 0
= - — + 2 —4sin?(>
2\/pn+pn+ sm(2)
1 1
1
E~ —l— — + 2x ,/1—
2 Pn + -+ Pnt L +2
> - 2 -n
> @/ + = + x\J1=

27

/ 62
l
4
S 1 /1 1
- ﬁ 4 x 922n+2

en prenant les log et en minordnt1 — z) par—2x

1

m)) (“ﬂpn| +

1
In Pnt1 = (_| In Pn’ + ln( 22n+3)
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Finalement aveci()

1
|1Ilpn+1| < (‘ h’lpn| + 22n+3)

On en déduit

1 1 1

[npn| < o lnpo+ tet ot o = lnf’0+2n+2

on+3
La convergence dln(u,, /v, ) vers 0 est donc géométrique, dancet v,, conver-
gent quadratiquement.

13.2 Lien avec les intégrales elliptiques

Le calcul de la limite commune des suitgs et v,, en fonction dexz etb n'est
pas trivial au premier abord. Il est relié aux intégrales elliptiques, plcgFrment
on peut construire une intégrale dépendant de deux paranaeEs et qui est
invariante par la transformatiar,, v, — w41, Vnt1 (42)

too dt
I(a,b) =
V(a® +2)(b2 + t2)
On a en effet
+o0
I(a + b / du
\/ 2 4 u2)(ab + u?)
On pose alors
1 ab
=_(t——), t
U 2( ; ), >0
out — u est une bijection croissante de|0, +oo] versu €] — oo, +0oo], donc
+o0 21 2
I(a;—b’\/%) _ / dt/2(1 4 ab/t?)
\/ 2 4 1/4(t — ab/t)?)(ab+ 1/4(t — ab/t)?)
. dt ~ I(a,b)

o V(a®+2)(? + %)

On note au passage quest définie s, b € C vérifientR(a) > 0, R(b) > 0, on
peut montrer que la relation ci-dessus s'étend (par holomorphie).
Lorsquea = b = [ (par exemple lorsqu’on est a la limite), le calcul e, 1)

est explicite
too dt T
I(,0) = ==
(&0 /_oo (12 +t?) l
donc -
I =1I(M M =
(a:6) = I(M(a,), M@ b)) = 3705
On peut transformef(a, b) en posant = bu
+oo du 2 [To° du

M =2 ) J@rmaire ah T @)
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Puis en posant = tan(z) (du = (1 + u?)dz)

I(a,b) / 1+ tan(z
1+ b/a2tan( )2

sin(z)?
1—sin(z)

I(a.5) / \/1 — (1 — %) sin(z)? e

Si on définit pourmn < 1

et enfin en posantn?(z) =

2

alors on peut calculek en fonction def, en posantn = 1 — b?/a? soitb?/a? =
1-m

K(m) = g[(a,a\/l—m) =

2 M(a,avI—m) 2M(1,vI—m)

d’ou I'on déduit la valeur de I'intégrale elliptique en fonction de la moyeniteragetico-
géomeétrique :

2 dz T
:/0 VI —msin(z)?  2M(1, T —m) (45)
Dans l'autre sens, pourety positifs
((x—y)g): ™ _ s T o z+y
Ty oy, i () ML VE) 2 MO /) A M)

et finalement
T r+y

4 xr— 2
K((52))
13.3 Application : calcul efficace du logarithme.

On peut utiliser la moyenne arithmético-géométrique pour calculer le loga-
rithme efficacement, pour cela on cherche le développement asymptotigi@de
lorsquem tend vers 1. Plus précisément, on va pdserm = k? aveck €]0, 1],
donc

/ V1= 1—kz2 ) sin(z / \/l—l—k:2 ) cos(y)?
enposany = /2 — x, et

dy
V/sin(y)? + k2 cos(y)?
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la singularité de I'intégrale pour proche de 0 apparait lorsqueest proche de 0.
Si on effectue un développement de Taylones 0, on trouve

sin(y)2 + k2 cos(y)2 =k + (1— l<:2)y2 + O(y4)

Il est donc naturel de comparéi(m) a l'intégrale

[
J =
0 \/k2 + (1 —k?)y?

qui se calcule en faisant par exemple le changement de variables

= sinh(¢
Y= s Smh(?)

ou directement avec Xcas,

supposons(k>0 && k<1);
J:=int(1/sgrt(k"2+(1-k"2) *y"2),y,0,pi/2)

qui donne apres réécriture :

J:\/11_7]{;2<1n<7];)+1n<;<\/1—k2+4i2+ 1—k2>>> (46)

et on peut calculer le développement asymptotiqué da 0

series(J,k=0,5,1)

len(%) +0(<1n_(11€)>5)

on peut alors préciser ce développement par

qui renvoie :

series(J+In(k)-In(pi),k=0,5,1)

qui renvoie (aprés simplifications et ol la notat@mpeut contenir des logarithmes)

< 1 N In(7) — In(k) — 1) K2 + Ok

2 2
donc
In(m) —In(k) — 1

7=~ +nr) + (5 + MO=RO = e o) )

Examinons maintenart” — J, il n’a plus de singularité ep = 0, et il admet une
limite lorsquek — 0, obtenue en remplacahtpar O

(K = J)jk=0 = /072r (sml(y) — ;) dy = {ln (tan (%)) - ln(y)}

D’ou pourK
Koozt (1o 1))
=0 =G In(k)

119

()

[=RENCTE




Pour préciser la partie du développementideen puissances de nous allons
majorerK — J — In(4/x), puisJ — In(7/k). Posons

A =sin(y)® +k*cos(y)?, B=y>+(1—y*)k*
Majoration de K — J — In(4/7)
Lintégrand de la différencé’ — J — In(2) est
Vi VB

sin(y) vy VAVB ysin(y)
B-A _y—sin(y) (49)
VAVB(VA+VB)  ysin(y)

(y* —sin(y)*)(1 —k?) y—sin(y),

VAVB(WA+VE) | ysn(y)
Soit
K_J_ln(é> _ /g (y —sin(y))[(1 — k*)ysin(y)(y + sin(y)) — VAB(VA + VB)]
T 0 VAVB(VA + VB)ysin(y)

(51)
On décompose l'intégrale en 2 parti@sk| et [k, 7/2]. Sur[0, k] on utilise @9),
on majore chaque terme séparément et on midogeB par

A=k +(1-E)sin(y)? > k% B=k+1-k)y* >k

K ¥ 1B — Al LS| 1
< , d+/ —— —-)d
AN Al A A el

ko2 (002
y® —sin(y) k k
< /0 BT dy + ln(tan(g)) — ln(§)
1k + Sk + 1 sin(2k) k k k
3 2 1 .
< 573 + 1n(s1n(§)) - ln(§) - ln(cos(§))
173 4 =1 1 8k3 | 32k°
sk + 5k + 5(2k — S5+ k
< 3 2 ! 6 5L r
< 573 1n(cos(2))
2 1 2
< B a2 (E)Y
30 21\ 2
K* k2
< X4
= 3 -l-

Surlk, /2], on utilise 61) et on minoreA et B par
A =sin(y)? + k% cos(y)? > sin(y)?, B =9+ (1 —y*)k* > o>

'/‘ / ywlsj+;58>
ou:

C = (1-k)ysin(y)(y +sin(y)) — AVB + BVA
= —A(VB—y) — B(VA=sin(y)) — Ay — Bsin(y) + (1 - k*)ysin(y)(y + sin(y))
= —A(VB—y) - B(VA —sin(y)) — k*(y +sin(y))

on obtient
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Donc

Cl < A(VB—y)+B(VA—sin(y)) + k*(y + sin(y))
B y? B A —sin(y)?
B \F B+y VA + sin(y)
Ak2 B K
2y " 2siny)

N

+ k% (y + sin(y))

+ E%(y + sin(y))

et

5 (y —sin(y)k* (3, + gy + (v +sin(y)))
’ / ’ < / 2sin(y)
y Sln( )(y +sin(y))
On peut majorey — sin(y) < %3/6, donc

K Ay By? Y
/ < /k 2sin(y)(sin(y) +y) | sin(y)2(sin(y) +y) | sin(y)

On majore enfird et B par 1,

| / < / Py v
= 6 J, 2sin(y)? " sin(y)
Le premier morceau se calcule par intégration par parties
ooy R Y ]n/z+/3 1
6 /i 2sin(y)2 6 tan(y) ¥ e tan(y)
k2 k )
= % (g * i1}

k2 k )
= 5 <tan(k) — ln(sm(k‘))>
— (1= 1In(k))

EINTE]

IN

Le deuxiéme morceau se majore en minokamty) > (2y)/x

k2 5 y2 k2 5 T k253
6 Ji sin(y) — 6/0 2

Finalement

4 1 1 1 1
K—J-n(o)| <k (k) + = =
K = J=In(2)]< <6n()+96+6+30+4>

ou J est donné en@).
Majoration de J — In(w/k)
Ona

T 1 T 1 1 k2
_ - — _ _ _ _ L2 . _ 12
|J ln<k>]—‘( — 1)1n(k>+ 1_k21n<2 (\/1 k +47r2+ 1 k:))'
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et on va majorer la valeur absolue de chaque terme de la somme: Rouf2, on

a
1 k2 k2

1= <

V1— k2 VI—E24+1—-k2 " 3/4++/3/2
Pour le second terme, on majore le fact: — par%, 'argument du logarithme
estinférieur a 1 et supérieur a

1 k2 k21— %) 1
-l ——" ) =1-k*(1-=)>1—-Fk
2( 2 + 2 ) ( 7r2)
donc le logarithme en valeur absolue est inférieur a

2k>

donc, pourk < 1/2,

Y 2 0
]J—ln(k)\g?Mln<k)+k2j§

Finalement, pouk < 1/2

4 9 Inm 4 7w 9 1 1
()19 (Gt v ot v o)

(52)
gue I'on peut réécrire
s 4 9
—_— - )< 8 —0.
]2 an ln<k>\_k (3.8 - 0.81n(k)) (53)

La formule 63) permet de calculer le logarithme d’un réel positif avec (presque)
n bits lorsquek < 2—"/2 (ce & quoi on peut toujours se ramener en calculant le
logarithme d’une puissanc®*-ieme dex ou le logarithme d&™z, en calculant

au préalabldn(2)). Par exemple, prenoris = 2727, on trouve (en 8 itérations)
M(1,2727) = M; = 0.0781441403763. On a, avec une erreur inférieurd & x

27 =1.1x1071

s Qo

M(1,2727) = My = 21n(229) ~ 58In(2)’
On peut donc déduire une valeur approchée deon connait la valeur approchée
deln(2) et réciproguement. Si on veut calculer les deux simultanément, comme
les relations entrén et w seront des équations homogeénes, on est obligé d’intro-
duire une autre relation. Par exemple pour calculer une valeur apprdetéon
calcule la différencén (22 + 1) — In(22%) dont on connait le développement au
premier ordre, et on applique la formule de la moyenne arithmético-géomeétrique
Il faut faire attention a la perte de précision lorsqu’on fait la différedes deux
logarithmes qui sont trés proches, ainsi on va perdre une trentainésdé taut
grosso modo calculer les moyennes arithmético-géométrique avec 2 foiseplus d
chiffres significatifs.

L'intérét de cet algorithme apparait lorsqu’on veut calculer le logarithvee a
beaucoup de précision, en raison de la convergence quadratiquerds/émne
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arithmético-géométrique (qui est nettement meilleure que la convergencedinéa
pour les développements en série, ou logarithmiquement meilleure poumi&xpo
tielle), par contre elle n'est pas performante si on ne veut qu’une @izigchiffres
significatifs. On peut alors calculer les autres fonctions transcendastesles,
telle 'exponentielle, a partir du logarithme, ou les fonctions trigonométriques in-
verses (en utilisant des complexes) et directes.

On trouvera dans Brent-Zimmermann quelques considérations permettandidrer
les constantes dans les temps de calcul par rapport a cette méthode ¢eskitaé
d’introduire des fonctions spécial@set d’'autres formules pour calculer

On peut ensuite a partir du logarithme, calculer I'exponentielle en utilisant la
méthode de Newton, rappelée ci-dessous.

13.4 La méthode de Newton.

La méthode de Newton est une méthode de résolution de I'équétion= 0,
attention a la différence avec le théoréme du point fixe qui permet dedisou
numériqguemenf (xz) = x. Six est proche de la racineon peut faire un développe-
ment de Taylor a I'ordre 1 de la fonctighenzy :

f(@) = f(xo) + (z = z0) f' (o) + O((z — 20)?)

Pour trouver une valeur approchée deon ne garde que la partie linéaire du
développement, on résout :

f(r) =0 f(xo) + (r — o) f'(x0)

donc (sif’(xg) # 0) :
_ fl=o)
f'(z0)
Graphiquement, cela revient a tracer la tangente a la courbe représedtgtiet
a chercher ou elle coupe I'axe desOn considére donc la suite récurrente définie
par une valeut, proche de la racine et par la relation :

f(un)

Un+1 = Up — f/(u )
n

T X

Il'y a deux théorémes importants, I'un d’eux prouve que ®st “assez proche”
der alors la suiteu,, converge vers, malheureusement il est difficile de savoir en
pratique si on est “assez proche” dg pour que ce théoréme s’applique. Le sec-
ond théoréme donne un critére pratique facile a vérifier qui assure Vergamce,

il utilise les propriétés de convexité de la fonction.

Théoréme 14 Soit f une fonction de classg? (2 fois continument dérivable) sur
un intervalle fermd. Soitr une racine simple d¢ située a I'intérieur def (telle
quef(r) =0etf'(r) # 0). Alors il existes > 0 tel que la suite définie par

f(un)

un+1:un_f,(u )7 |/I‘L0_r|SE
n

converge vers.
Sionalf’| < M et|1/f| < m surun intervalle[r — n,r + n] contenu dans
I, alors on peut prendre tout réel> 0 tel ques < 2/(mM) ete <.
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Démonstration: on a
. f(un) _ (un - r)f/(un) — f(un)
['(un) [ (un)
En appliqguant un développement de Taylorfdenw,, a I'ordre 2, on obtient pour
un réeld situé entre- etu,, :

Up4+1l — T =Up —T

0= £(r) = Fun) + (r = w)(un) + (7 = 02
donc: ”
(=) (i) — () = a1
dol :
. 1150

Upt1 — T < |up — 7
R T

On commence par choisir un intervalte— ¢,  + €| contenant strictemenmtet tel
quel|f”| < M et|1/f'| < m sur|r —e,r + €] (C'est toujours possible caf”’
et 1/’ sont continues au voisinage depuisquef’(r) # 0). Siu, est dans cet
intervalle, alors) aussi donc

|Un—7"|,

oMm _ |uy, —r|Mm
unss =] < fun — P20 <

- 2
On alu, —r| < &, on diminue si nécessairgour avoire < 2/(Mm), onaalors :

eMm

<1
2

lune1 — 7| < kluy — 7], k=

donc d’une part:,,1 est encore dans l'intervalle — ¢, r + €] ce qui permettra de
refaire le méme raisonnement au rang suivant, et d’autre part on aonergence
au moins géométrique vers En fait la convergence est bien meilleure lorsqu’on
est proche de grace au carré darjs,, — r|?, plus précisément, on montre par
récurrence que

)

|un, — 7| < |ug — r|2n (

il faut donc un nombre d'itérations proportionnekdn) pour atteindre une préci-
sion donnée.

Remarque : ce théoréme se généralise §let méme suR”.

Exemple : pour calculern/2, on écrit I'équationz? — 2 = 0 qui av/2 comme
racine simple suf = [1/2, 2], on obtient la suite récurrente

2
u, — 2

Un+1 = Up — 2,
Sion prendy = 1/2, on af’ = 2z et f/ = 2 donc on peut prendré/ = 2 et
m = 1lcar|l/f'| <1sur[v2—1/2,+/2+1/2].0na2/(mM) = 1, on peut donc
prendres = 1/2, la suite convergera pour tou§ € [v/2 — 1/2,v/2 + 1/2].

Plus générallement, on peut calculer une raghieme d’un réek en résolvant
f(z) = ¥ — a par la méthode de Newton.
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L'inconvénient de ce théoreme est qu'il est difficile de savoir si la vatku
départ qu’on a choisie se trouve suffisamment prés d’'une racinegoieua suite
converge. Pour illustrer le phénoméne, on peut par exemple coloreoitgs du
plan complexe em + 1 couleurs selon que la suite définie par la méthode de
Newton converge vers I'une desracines d’'un polyndme de degnéfixé au bout
de par exemple 50 itérations (te+ 1-ieme couleur servant aux origines de suite
qui ne semblent pas converger).

Passons maintenant a un critére trés utile en pratique :

Définition 1 (convexité)
Une fonctionf continument dérivable sur un intervallede R est dite convexe si
son graphe est au-dessus de la tangente en tout poiht de

Il existe un critére simple permettant de savoir si une fonction de cladsest
convexe :

Théoréme 15Si f estC? et f/ > 0 sur I alors f est convexe.

Démonstration:
L'équation de la tangente au grapheagrest

y = f(zo) + f'(x0) (2 — o)

Soit
g(x) = f(x) — (f(x0) + f'(z0)(x — x0))

ona:

g(xo) =0, ¢'(z)=f'(z) - f(z0), ¢'(x0)=0, ¢g"=f">0

doncg’ est croissante, commg(zy) = 0, ¢’ est négative pour < z, et positive
pourz > x(, doncg est décroissante pour < z( et croissante pout > xg.
On conclut alors qug > 0 puisqueg(xz) = 0. Donc f est bien au-dessus de sa
tangente.

On arrive au deuxieme théoreme sur la méthode de Newton

Théoréme 16Si f(r) = 0, f'(r) > 0 etsif” > 0 sur [r,b] alors pour tout
ug € [r, b] la suite de la méthode de Newton

et = T i )
n

est définie, décroissante, minorée paet converge vers. De plus

ogun—r<f(u”)

- S

Démonstration:
Onajf” > 0doncsif’(r) > 0alorsf" > 0 sur[r,b], f est donc strictement
croissante sujr, b] on en déduit qug > 0 sur]r, b] doncu,+1 < u,. Comme la
courbe représentative deest au-dessus de la tangente, an,a; > r (caru, 1
est I'abscisse du point d’intersection de la tangente avec I'axe)és suiteu,
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est donc décroissante minorée padonc convergente vers une limite> r. A la
limite, on a

N0

= f(1)=0

doncl = r car f > 0 sur]r, b].

Comme(u,) est décroissante, on a bién< wu, — r, pour montrer l'autre
inégalité, on applique le théoréme des accroissements finis, il éxiste, u,,| tel
que

flun) = f(r) = (un — 1) f'(0)
commef(r) =0,0na
e — = S (un)
" f'(0)
et la deuxieme inégalité du théoreme en découle parce’gest croissante.

Variantes :

Il existe des variantes, par exemplef&ir) < 0 et f”” > 0 sur[a, r]. Si f”/ <0, 0n
considérey = —f.

Application :

On peut calculer la valeur approchée de la radinéme d'un réela > 0 en
appliquant ce deuxiéme théoréme. En effet;si> 0, alorsz* — a est 2 fois
continument dérivable et de dérivée premiéré—! et secondei(k — 1)zF2
strictement positives suR™* (cark > 2). Il suffit donc de prendre une valeur
de départuy plus grande que la racineieme, par exemplé + a/k (en effet
(14 a/k)* > 1+ ka/k = 1 + a). En appliquant I'inégalité du théoréme, on a:

k

ke

Pour avoir une valeur approchée @& ac prés, on peut donc choisir comme test
d'arrét

k
U, —a U, —a

ka (1+3)

0<u,—va< ’

k
u, —a
< -—a<
ka

k ka
Uy —a < 5

e

e

Par exemple pouy/2, le test d’arrét serait? — 2 < 2.
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