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Chapitre 1

Fonctions et expressions en
seconde

Objectifs S’entrainer a lire, écrire, interpréter et simplifier des expressions.
Faire la distinction entre expression et fonction.

1.1 Les expressions

Une expression est une suite de termes séparés par un signe d’opération. Un
terme est un nombre ou un nom de variable ou un produit ou une parenthése conte-
nant une expression.

Convention La multiplication et la division sont prioritaires sur 1’addition et la
soustraction.

Le signe * est quelqufois omis dans 1’écriture, par exemple on écrit : 2z au lieu de
2 % .

1.1.1 L’énoncé
Voici 6 expressions formées a partir de 7' = 1 — z * 2 4+ z en rajoutant des
parentheses :
A=(1—-2)%x2+=x
B=1—(xx2)+x
C=1—-zx(2+2)
D=(1-zx*x2)+=x
F=1—(z*x2+ux)
G=(1-2)*(2+a)

1/ Y-a-t-il une (ou des) expression(s) égale a T'?

Si oui, pourquoi ?

2/ Calculer les valeurs de ces expressions pour x = 1 et pour x = —1.
3/ Parmi les expressions A, B,C, D, F, G :

- Lesquelles sont une somme de 2 termes ?

- Lesquelles sont une différence de 2 termes ?
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4 CHAPITRE 1. FONCTIONS ET EXPRESSIONS EN SECONDE

- Lesquelles sont une somme algébrique de 3 termes ?

- Lesquelles sont un produit de 2 termes ?

- Lesquelles sont égales ?

4/ Simplifier les expressions 4, B, C, D, F, G.

5/ Ecrire toutes les expressions formées a partir de S = 1 + z /2 * x en rajoutant
des parentheses.

1.1.2 Vérifions avec Xcas

On tape :

T:=1-x%x2+x

A:=(1-x)*2+x

B:=1-(x*2)+x

C:=1-x* (2+X)

D:=(1l-x%*2)+x

F:=1-(x*2+x)

G:=(1-x)* (2+x)

Puis on tape pour connaitre les expressions égales a T :

A==T, B==T, etc...

On trouve que la réponse de A==T est 0 ce qui veut dire que 1’expression A est
différente de T.

On trouve que la réponse de B==T est 1 ce qui veut dire que I’expression B est
identique a T etc...

1.2 Les fonctions

Une fonction reelle f définie sur I partie de R est une application qui a tout
nombre de x de I fait correspondre une expression f(x). La valeur de la fonction
en un point x est donc donnée par une expression.

Exemple avec Xcas

On tape :

Xpr:=3*x+2

On définit ainsi I’expression xpr
On tape :

f(x):=3xx+2

On a ainsi défini la fonction £

On tape :

subst (xpr, x=1) et on obtient 5
On tape :

£ (1) et on obtient 5

On tape :

plotfunc (3xx+2) ou,
plotfunc (xpr) ou,

plotfunc (f (x))

On obtient un seul graphe qui est le graphe de la fonction £
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1.2.1 DL’énoncé

1/ Définir 6 fonctions ayant pour valeurs respectives les expressions A, B, C, D, F', G.
2/ Tracer le graphe de ces fonctions et observer sur un méme graphique.

3/ Parmi ces graphes il y a des droites et des paraboles. Retrouver le graphe de
chaque fonction.

1.2.2 Vérifions avec Xcas

On tape pour définir les 6 fonctions :

a(x):=(1l-x)*2+x
b(x) :=1-(x*2)+x
c(x) :=1-x* (2+x)
d(x) :=(1l-x*2)+x
f(x):=1-(x*2+x)

)

g(x):=(1-x)* (2+x)

Puis on tape pour visualiser les graphes :
plotfunc([a(x),b(x),c(x),d(x),f(x),9(x)])
On obtient que 5 courbes de couleurs différentes.
On peut taper progressivement :
plotfunc([a(x)]),plotfunc([a(x),b(x)]) etc..
On voit ainsi que :

— le graphe de a est la droite noire,

— le graphe de b est une droite rouge,

— le graphe de c est la parabole verte,

— le graphe de d est la droite jaune qui se supperpose a la droite rouge,

— le graphe de £ est la droite bleue et,

— le graphe de g est la parabole verte.

1.3 Résolution d’équations

1.3.1 Le trindme du second degré

Pour résoudre les équations de la forme : az? + bx + ¢ = 0 on écrit :

ax?® +br +c=a((z +b/(2a))? — (b?/(4a®) — c/a))

Donc az? + bx + ¢ = 0 est équivalent a (x + b/(2a))? — (b — 4ac)/(4a?)) = 0
Les solutions dépendent donc du signe de b> — 4ac.

On tape :

solve (a*x"2+b*x+c)

On obtient :

[1/(2xa) x (-b+sgrt (=4d*a*xc+b”2)),1/ (2xa) x (-b-sqrt (-4d*a*xc+b"2)) ]
On tape :

solve (x"2+2x-5)

On obtient :

[-sqrt (6)—-1,sqgrt (6)-1]
On tape :

solve (x"2+2x+5)

On obtient :

[-14+2%x1i,-1-2%1]
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1.3.2 Visualisation géométrique des racines du trindme

Soient 2 réels s et p.

On veut visualiser les racines de 2 — sz + p.

Dans le plan muni d’un repere orthonormé d’origine O, on considére les points
J=(0,1), P =(0,p), M = (s,p), le cercle C'1 circonscrit au triangle .JPM et
le cercle O2 de centre O et de rayon +/|p|.

— Si le cercle C'1 coupe I’axe z, il le coupe en 2 points qui ont pour abscisse
les racines de 22 — sz + p.
Dans ce cas le carré du rayon de C'1 vaut (s? + (p—1)?)/4 et la distance de
son centre A I’axe des  vaut (p+1)/2onadonc: (p+1)% < s+ (p—1)?
c’est a dire :
le cercle C'1 coupe ’axe z si et seulement si s? — 4p > 0.
Les abscisses des points d’intersections M 1 et M2 ont :
comme demi-somme s/2 car le centre de C'1 se projette sur Ox au point
d’abscisse s/2 et
comme produit p car OM 1xOM?2 = OJ+O P=puissance de O par rapport
a C1. Ces 2 points d’intersection ont donc pour abscisses les racines de

22 —sr+p

— Si le cercle C'1 ne coupe pas 1’axe x, c’est que s> — 4p < 0 donc p > 0
et le cercle C'2 coupe la droite verticale x = s/2 en 2 points qui ont pour
affixes les racines de 22 — sz + p.

C2 est le cercle d’équation 22 + y?> = p (car s> — 4p < 0 donc p > 0)
donc les ordonnées y de I’intersection avec x = s/2 sont les solutions de
4y? = 4p — 2.

Ces 2 points d’intersection ont donc pour affixes les racines de 2% — sz + p.
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Avec Xcas, on tape dans un niveau de géométrie :

assume (s=3) ;
assume (p=2)
J:=point (i) ;

P:=point (p*1i);

M:=point (s+i*p);

Cl:=circonscrit (J,P,M);
C2:=cercle (0, sgrt (abs(p)));

d:=droite (x=s/2) :;d;

si s”2-4p>=0 alors R:=inter (Cl,droite(y=0)) :;
sinon R:=inter(C2,d):; fsi;

a:=evalf (affixe (R[0]));

b:=evalf (affixe (R[1]));

legende (-6+4%1i,a);

14

legende (-6+3.5%1,b);
legende (=6+5*1i, string ("s=")+evalf (s));
legende (-6+4.5%1, string ("p=") tevalf (p));

1.3.3 Simplification de v/ A + /B lorsque A% — B est un carré parfait

Montrer que :

xfz\/A+\/E=\/A+\/A2—B+\/A—\/A2—B

On tape :

normal (expand ( (sgrt (A+c)+ sgrt (A-c))"2))
On obtient :

sgrt (=4*c"2+4xA"2) +2%A
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On tape :
c:=sqgrt (A"2-B) normal (sqrt (=4*c”2+4xA"2) +2*A)
2*xA+sqgrt (4xB)

Donc :
VA+VA2—B++\A-VAZ-B=v2VA+ VB
On tape :

sgrt (5+sqgrt (21))
Onab?—21=4=225+2="T7et5—2=3

On obtient donc :

sqrt (7/2) +sqrt (3/2)

On tape :

sgrt (11+6xsgrt (2))
Onall2-72=49="7%11+7=18et11 -7 =4
On obtient donc :

3+sqgrt (2)

On tape :

sqrt (11+2+sqgrt (30))
Onall?—120=1=1%11+1=12et11 —1 =10
On obtient donc :

sqgrt (6) +sgrt (5)

On peut écrire un petit programme qui prend en entrée (a, b, s) pour simpli-
fier sqrt (a+s*xsqgrt (b) ).

On tape :
reduire2 (a,b, s) :={
local c;
si s== alors return sqrt(a);fsi;

c:=round(sqrt (a”2-bxs"2));
si c”"2==a"2-bxs"2 alors
si s>0 alors return sqgrt ((atc)/2)+sqgrt((a-c)/2);
sinon
return sqrt((a+c)/2)-sqgrt ((a-c)/2);
fsi;
fsi;
return sqgrt (ats=*sqgrt (b)) ;
bed

On tape :

reduire2 (18, 2,-8)

On obtient :

d-sqgrt (2)

On tape :

reduire2 (194320499737857776523212040,
97160249868928888261606031,19713979797994)

On obtient :

sqgrt (97160249868928888261606031)+9856989898997 ou bien, on
tape la fonction simply qui doit avoir r=sqgrt (a+sqgrt (b)) comme para-
metre ou b est sans facteur carré :
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simply (r) :={
local f,a,b,c,d;
si sommet (r)==""’ alors
f:=feuille(r);
a,d:=feuille (£[0]);
si type(a)==integer alors
b:=feuille(d) [0];
c:=sqgrt (a”2-b);
si (round(c))"2==a"2-b alors
retourne sqrt ((a+c)/2)+sqgrt((a-c)/2)
fsi;
sinon
d,a:=feuille(

£[00]);
b:=feuille(d) [0]
)

c:=sqgrt (a”2-b);
si (round(c))"~2==a”2-b alors
retourne sqrt ((a+c)/2)+sqgrt((a-c)/2)
fsi;

fsij;

fsi;

retourne r;

|

On tape :

simply (sqrt (9+sqrt (17)))

ou

simply (sqgrt (sqrt (17)+9))

On obtient :

(sgrt (34)) /2+ (sqgrt (2)) /2 oubien, on tape la fonction simplyf qui doit
avoir comme parametre r de laforme rsqgrt (a+s+sqgrt (b)) ousgrt (a+sgrt (b)) :

simplyf (r) :={
local f,a,b,c,d, s, sb;
si sommet (r)=='""’ alors
f:=feuille(r);
a,d:=feuille (£[01]);
si type(a)==integer alors
f:=feuille(d);
si f[1]==1/2 alors

s:=1;
b:=f[0];
sinon
s,sb:=f;

si type(s)==integer alors
b:=feuille (sb) [0];

sinon

sb,s:=f;
b:=feuille(sb) [0];

fsi;
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fsi;
c:=sqgrt (a®2-s"2xb);
si (round(c))"2==a"2-s"2xb alors
retourne sqrt ((a+c)/2)+sqgrt((a-c)/2);
fsi;
sinon
d,a:=feuille (f[0]);
:=feuille (d);
si f[1l]==1/2 alors

b:=f[0];
s:=1;
sinon
s,sb:=f;

si type (s)==integer alors
b:=feuille(sb) [0];

sinon

sb,s:=f;

b:=feuille(sb) [0];

fsij;

fsi;

c:=sqrt (a”2-s"2xb);

si (round(c))"2==a"2-s"2+xb alors
retourne sqgrt ((a+c)/2)+sqgrt((a-c)/2)
fsij;

fsi;

fsij;

retourne r;

b

On tape (car Xcas remplace sgqrt (128) par 8xsqrt (2) :
simplyf (sgrt (18+sqgrt (128)))

ou

simplyf (sgrt (sgrt (128)+18))

ou

simplyf (sgrt (8+sqgrt (2)+18))

ou

simplyf (sgrt (18+8xsqgrt (2)))

ou

simplyf (sgrt (sgrt (2) *x8+18))

ou

simplyf (sqgrt (18+sqgrt (2) x8))

On obtient :

d+sqgrt (2)

On tape :

simplyf (sqrt (194320499737857776523212040+
19713979797994xsqrt (97160249868928888261606031)))
On obtient :

sqrt (97160249868928888261606031)+9856989898997
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1.3.4 Les formules de Cardan

Les formules de Cardan permettent de résoudre les équations de la forme : 2 +
pr+q=0.

Pour cela, on pose z = u + v avec uv = —p/3 on a donc a résoudre :

B 4pr+qg=ud+v3+3uv(u+v) Fplutv)+qg=ud+v3+q=0.

et on doit résoudre :

ud +v3 + g = 0etudv® = —p3/27.

On adonc U = u3 et V = v2 qui sont les solutions de I’équation du 2-iéme degré :
X2 4 ¢X — p3/27 = 0 donc

— Sidp3+27¢> >0ona:

_ 2 4327
- q+\/q2+ p3/ ot

—q— /¢ + 4p3)27
v Ve

2
On tape :
solve (x"3-6%*x-9)
On obtient :

[3,1/2% (=3+ (1) *sqrt(3)),1/2x (-3-(1) *sqrt (3))]
En effet p = —6,q9 = —9 donc
4p3 /27 + ¢* = 49
X2 —9X — (=6)3/27T= X% -9X +8 = (X — 1)(X —8).
Onadonc:u=UY3=8Y3=2etv=V/3=1doncz =u+v =3
est solution eton a :
23 —6xr—9=(r—3)(22+3z+3)
— Sidp3+27¢> <Oona:

— i/ —aq2 — 4p3 /27
woy = EWTE W

2
arg(u) = —arg(v) =t = arg(U)/3 (mod 27/3) et
abs(u) = abs(v) =n = abs(U)1/3

x1 =u+ v =2ncos(t),
x9 =u+v =2ncos(t+ 27/3),
x3 =u—+ v =2ncos(t + 4m/3)

avec n8 = —p3 /27 soit n = ”—?p et

cos(3t) = —q/2/n® = —

N

,p3

27

1
1.3.5 Simplification de (A + v B)®

Soient : u = (A + \/E)% et
v=(A- \/E)%
On cherche a savoir si u + v est un entier.
On pose :
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U*V =7

U=uw=A++V/BetV=v3=A—-+vVB

Ona:

UxV =A% - B = (uxv)’=plet

U+V =u+v3 = (u+2v)(u?+0?—w) = (u+2v)((u+v)? - 3uv) = 24
donc (u + v)? — 3p(u +v) — 2A = 0 donc

u + v est racine de :

53 —3pS —24=0

Pour que ce trindme ait une racine entiere k il faut que A2 — B soit le cube d’un
entier p et que k divise 2 * Aie. k * (k2 — 3p) = 2 * A.

On cherche a simplifier :
u = (20 + 14v/2)'/3 et v = (20 — 141/2)'/3
Ona: A=20, B=142%2=239224 =40 A2 - B=8=23doncp = 2.
L’équation a résoudre est : S® — 65 = S(5% — 6) = 40
Les diviseurs de 40 sont :
idivis (40)
On obtient :
[1,2,4,8,5,10,20,40]
On tape :
L:=NULL; for k in idivis (40) do L:=L,k"2-6; end_for
On obtient :
-5,-2,10,58,19,94,394,1594
On tape :
(.,2,4,8,5,10,20,40] .«[-5,-2,10,58,19,94,394,1594]
On obtient :
[-5,-4,40,464,95,940,7880,63760]
donc k£ = 4 est solution et donc :
u = (204 14v/2)'/3 et v = (20 — 141/2)"/3 sont les racines de X2 —4X +2 = 0.
On tape :
solve (x"2-4x+2)
On obtient :
[-sgrt (2)+2,sgrt (2)+2]
Donc (20 + 14v/2)Y/3 = 2 + /2 et (20 — 14v/2)1/3 = 2 — /2.
On vérifie, on tape :
normal (expand ( (-sqrt (2)+2)"*3)),
normal (expand ((sqrt (2)+2)"3))
On obtient :
—1l4xsqgrt (2)+20,14xsqgrt (2)+20

~

On cherche a simplifier :
u=(9+4v5)3 etv = (9 — 4/5)'/3
Ona:A=9 B=4>+«5=8024=18A4>-B=1=13doncp=1
L’équation a résoudre est : S3 — 35 = S(5% — 3) = 18
Les diviseurs de 8 sont :
idivis (18)
On obtient :
[1,2,3,6,9,18]
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On tape :

L:=NULL; for k in idivis(18) do L:=L,k"2-3; end_for

On obtient :

-2,1,6,33,78,321

On tape en utilisant . * :

[1,2,3,6,9,18].x[L]

On obtient :

[-2,2,18,198,702,5778]

alorsque [1,2,3,6,9,18]*[L] renvoie 6696

donc k = 3 est solution et donc :

u=(9+4v5)3 etv = (9 — 4v5)"/3 sont les racines de X2 —3X +1 =0
On tape :

solve (x"2-3x+1)

On obtient :

[1/2%x(3-sqgrt (5)),1/2% (3+sqgrt (5))1]

Donc (9 + 4v5)1/3 = (34 v/5)/2et (20 — 14v/2)Y/% = (3 — V/5)/2.

On vérifie, on tape :

normal (expand ( (-sqgrt (5) /2+3/2)"3)),normal (expand ( (+sgrt (5) /2+3/2)"3))
On obtient :

—4xsqgrt (5)+9,4*sqgrt (5) +9

Remarque

La méthode utilisée ci-dessus n’est valable que lorsque le nombre pour lequel on
cherche les diviseurs est petit! Il est donc préférable de faire évaluer par Xcas
u+v puis de vérifier si u+v est entier.

On peut écrire un petit programme qui prend en entrée (a, b, s) pour simplifier
(at+s*sqgrt (b))~ (1/3).

On évite la décomposition en facteurs premiers trop longue en utilisant des round.
On utilise la fonction surd qui est la puisance 1/n par exemple :

sia>0, surd (a, 3) renvoiea” (1/3) etsia<0, surd (a, 3)renvoie — (—a) ~ (1/3)
On tape :

reduire3(a, b, s) :={
local c¢,d, r;
si s==0 alors return a”(1/3);fsi;
c:=round (surd(a”2-bxs"2,3));
d:=round (surd (at+sqrt (bxs"2), 3) +surd (a-sqrt (bxs"2),3));
si (¢c”"3==a"2-bxs”"2) alors
si (dx (d"2-3%c)==2%xa) alors
r:=solve (x"2-dxx+c) ;
si s>0 alors return r[l]; else return r[0]; fsij;;
fsi;
fsij;
return (a+sxsqrt (b))~ (1/3);
b

On tape :
reduire3(9,5,-4)
On obtient :

1/2% (3—-sqrt (5))
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On tape :

reduire3(747,5,428)

On obtient :

4dxsqgrt (5) +3

On tape (avec Digits:=30):

reduire3 (957707601542343957074807589821177843432,
9716024986949,291480749606796380809804976)

On obtient :

sqrt (9716024986949)+9856989898997

1.3.6 Exercices divers de résolution d’équations

Résoudre :
— 2?2 +22+2=0
On tape :
csolve (x72+42x+2=0)
Ou on tape si on a coché Complexe dans la configuration du CAS :
solve (x72+2x+2=0)
On obtient :
[-1-1,-1+1]
— 2t —6224+6=0
On tape :
solve (x"4-6x"2+6=0)
On obtient si on a coché Sgrt dans la configuration du CAS :
[-(sgrt (sqrt (3)+3)),-(sgrt (- (sgrt(3))+3)),
sgrt (= (sgrt (3))+3),sqgrt (sqrt (3) +3) ]
— 2% — 2625 + 2502* — 11602° + 274922 — 134z + 1320 = 0
On tape :
solve (x°6-26x"5+250x"4-1160x"3+2749x"2-3134x+1320=0)
On obtient :
[1,2,3,4,5,11]
— 2 —ax® — 622 + 6a2? + 1122 — 1lax — 62 +6 =0
On tape :
solve (x4 -a*xx"3-6*xx"3+06a*x"2+11x"2-1la*xx—-6x+6a=0)
On obtient :
[3,2,1,a]l
— 2t — a3 — 622 + 6mr? + 1122 — 11wz — 62+ 6 =0
On tape :
S01lve (XM4-pi*x"3-064xX"3+6xpi*x"2+11x"2-11xpi*xx—6x+6xpi=0)
On obtient :
[3,2,1,pi]
— 2?=3r—-1=0
On tape :
solve (x"5-3x-1=0)
On obtient :
Attention ! Extension algébrique non implémentée pour les poly [1,0,0,0,-
3,-1]
[-1.2146480427,0.8029510011728015413e-1+
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1.328355109820654077+*1,
0.8029510011728015413e-1-1.328355109820654077*1,
-0.3347341419433526871,1.388791984407254183]
— 4sin(x)? cos(z)? + cos(2z)? = 1
On simplifie, on tape :
simplify (4xsin(x)"2*cos (x)"2+cos (2x)"2-1)
On obtient :
0
On résoud, on tape :
solve (4xsin (x) "2+cos (x) "2+cos (2x) "2=1)
On obtient (A11_trig_sol est coché ou pas dans la configuration du
CAS):
[x]
— 4cos(x)? — 3cos(z) — sin(2x) — cos(3x) = 0
On simplifie, on tape :
simplify (4xcos (x)"3-3xcos (x)—-sin(2x)—-cos (3x))
On obtient :
—2xcos (x) *sin (x) Onrésoud, on tape :
solve (4xcos (X) "3-3*xcos (x)—sin(2x)-cos (3x)=0)
On obtient si A11_trig_sol n’est pas coché dans la configuration du
CAS:
[0,pi/2,-pi/2,pi]
On obtient si on acoché A11_trig_sol dans la configuration du CAS :
[2xn_0xpi, (4*n_l*pi+pi) /2, (4+xn_2xpi-pi)/2,2+n_3*pi+pil]
— 4 cos(z) cos(2z) cos(3z) =1
On tape :
solve (4*«cos (x) xcos (2x) xcos (3x)=1)
On obtient si A11_trig_sol n’est pas coché dans la configuration du
CAS :
[pi/3,-pi/3,2*pi/3,-2+pi/3,pi/8,-pi/8, 7+xpi/8,-T7+pi/8,
3xpi/8,-3%pi/8,5%pi/8,-5+pi/8]
On obtient si on acoché A11_trig_sol dans la configuration du CAS :
[ (6xn_6xpi+pi) /3, (6*n_6*pi-pi) /3, (6*xn_T+pi+2+pi) /3,
(6+n_T7xpi—-2+pi) /3, (L6*n_8+pi+pi) /8, (16*n_8+pi-pi) /8,
(16*xn_9+pi+7+pi) /8, (16*n_9*pi-Txpi) /8, (16*n_10+pi+3*pi) /8,
(16*n_10*pi-3+pi) /8, (16*n_1lxpi+5*pi) /8, (16*n_llxpi-5xpi) /8]
— le systeme linéaire :
[*+2y+32z2=1z+3y+2z=13x+y+2z=1]
On tape :
linsolve ([x+2y+3z=1, x+3y+2z=1, 3x+y+2z=1]1, [x,vy,2])
On obtient :
[1/6,1/6,1/6]
— le systeéme linéaire :
[x+2y+3z=m+5,20+3y+ 2z =21+5,3x + 7y + 7z = 57
On tape :
linsolve ([x+2y+3z=pi+5,2x+3y+2z=2%pi+5, 3x+tpixy+pi*xz=5*pil, [x,V,2])
On obtient :
[pi,1,1]
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— L étoile aux nombres : Avec des nombres de 1 a 8, il faut obtenir un total
de 19 sur chacune des branches de cette €toile :

Faire le programme dessinant I’étoile.

Solution

On cherche a résoudre un systeéme de 6 équations linéaires ayant 7 incon-

nues a,b,c,d, £f,g,h.

On tape :

linsolve ([a+5+d+g=19,atc+f+h=19,b+5+c+8=19, b+d+8+2=19,
g+8+3+h=19, £+8+3+2=19], [a,b,c,d,f,g,h])

On obtient :

[11-4, 9-d,-3+d,d, 6,3, 5]

Pour obtenir des nombres entre 1 et 8 il faut choisir d compris entre 4 et 8.

Il y a donc 5 solutions.

On tape :

[11-d,9-d,-3+d,d,6,3,5]$(d=4..8)

On obtient :
(r7,5,1,4,¢6,3,51,16,4,2,5,6,3,51,105,3,3,6,6,3,5],
(4,2,4,7,6,3,51,103,1,5,8,6,3,5]11

Remarque

On tape pour avoir la matrice associée au systeme :

M:=syst2mat ([a+t5+d+g=19, atc+f+h=19,b+5+c+8=19,
b+d+8+2=19,g+8+3+h=19, £+8+3+2=19], [a,b,c,d, £f,g,h])

On obtient :
(r1,o0,0,1,0,1,0,-14313,12,0,1,0,1,0,1,-191,10,1,1,0,0,0,0,-61,
(0,1,¢0,1,0,0,0,-91,10,0,0,0,0,1,1,-81,(0,0,0,0,1,0,0,-611
En supprimant dans M les colonnes d’indice 3 et 7 on obtient :
mi:=[([1,o,o0,0,1,01,711,0,1,1,60,11,(0,1,1,0,0,01,
(0,1,0,0,0,01,10,0,0,0,1,171,10,0,0,1,0,011

On a det (M1) renvoie 2

Donc M1 est inversible et la solution est :

la,b,c,f,g,h]:=normal (inverse (M1)«*[14-d,19,6,9-d,8,6])
On obtient :

[11-d4, 9-d,-3+d, 6,3, 5]

En supprimant dans M les colonnes d’indice 1 et 7 on obtient :
m2:=1[0,0,1,0,1,071,10,1,0,1,0,11,(,1,0,0,0,01,
(,0,1,0,0,01,10,0,0,0,1,171,10,0,0,1,0,011

On a det (M2) renvoie 2
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Donc M2 est inversible et la solution est :
[b,c,d,f,g,h]:=normal (inverse (M2)*[14-a,19-a,6,9,8,6])
On obtient :

[-2+a,8-a,11-a,6,3,5]

On tape :

[-2+a,8-a,11-a,6,3,1%(a=3..7)

On obtient les 5 solutions :
((3,1,5,8,6,3,51,14,2,4,7,6,3,5]1,105,3,3,6,6,3,5],
(6,4,2,5,6,3,5]1,17,5,1,4,6,3,5]1

Le programme de 1’étoile
On tape :
tricercle(A,B, r) :={
local C,1,L;
:=longueur (A, B) ;
:=A+ (B-A) xexp (i*pi/3);
:=NULL;
:=L,cercle (A, r);
:=L,cercle (B, r);
:=L, segment (A+r/1* (B-A),A+(1l-r) /1% (B-A));
:=L, segment (A+r/1x (C-A),A+(1l-r)/1x(C-A));
:=L, segment (B+r/1% (C-B),B+(1l-r) /1% (C-B));
retourne L;
b
tricercles (A,B, r) :={
local C,D,L0,L1, 3j;
L1:=NULL;
LO:=A, B;
pour j de 1 jusque 6 faire
Ll:=L1,tricercle(A,B,r);
C:=A+ (B-A) xexp (i*xpi/3);
D:=A+ (B-A) x2*exp (1*pi/3);
A:=C;
B:=D;
L0:=L0, A, B;
fpour;
retourne [LO], [L17];
bed
On tape dans un niveau de géométrie :
tricercles (point (0),point (10),2) [1];;
legende (-0.5,"3");
legende (9.2+1ix17.2,"8");
legende (-10.6+ix17.2,"5");
legende (=5.7-1%8.9,"2");
legende (-10.6,"8");
legende (=5.4+i%x25.7,"a");
legende (-20.6+ix17.2,"b");
legende (-0.5+i%x17.2,"c");

[ e e e O S
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legende (-15.8+i%8.5,"d");
legende (4.5+ix8.5,"f");
legende (-20.6,"g");
legende (9.2, "h");

Ona:

tricercle (A, B, r) trace un triangle équilatéral direct avec 2 cercles
de rayon r et de centre A et B.

L:=tricercles (A,B,r) (Aesten"3"etBen "h")

L[1] trace une étoile constituée de tricercle.

Affixe:=normal (affixe (L[0])) renvoie la liste des affixes des
pointsnotés: "3", "h","f", "8", "c", "aq", "5", "b", "d", "g","8","2".
On tape :

A:=point (0);B:=point (10) ;L:=tricercles(A,B,2);
affichage (tricercle(A,B,2),1);legende(L[0][2],"£f")
On obtient avec en rouge tricercle (A, B, 2) :

— Une aute étoile aux nombres : Avec des nombres de 1 a 8, il faut obtenir un
total de 15 sur chacune des branches de cette étoile :
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On tape :

linsolve ([a+12=15,b+c+6=15,d+h+5=15, f+g+9=15,
atb+f+d=15, ctg+h+2=15], [a,b,c,d, £,g9,h])

On obtient :

[3,-4+g+h,13-g-h,10-h, 6-g, g, h]

Pour obtenir des nombres entre 1 et 8 il faut choisir g compris entre 1 et 4,
h compris entre 2 et 8 et avoir g+h compris entre 5 et 12.

Donc on doit choisir :

si g=1 alors h est compris entre 4 et 8,

si g=2 alors h est compris entre 3 et 8,

si g=3 alors h est compris entre 2 et 8,

si g=4 alors h est compris entre 2 et 8,

si g=5 alors h est compris entre 2 et 7,

On obtient 5+6+7+7+6=31 solutions On tape :

([3,-4+g+h,13-g-h,10-h, 6-g,g,h]$ (h=5-g..8))$(g=1..3),
([3,-4+g+h,13-g-h,10-h,6-g,g9,h]$(h=2..7))S(g=4..5),
([3,-4+4+8,13-4-8,10-8,6-4,4,8]

On obtient les 31 solutions :
(3,1,8,6,5,1,41,13,2,7,5,5,1,5],13,3,6,4,5,1,61, (3,
(3,5,4,2,5,1,81,13,1,8,7,4,2,31,13,2,7,6,4,2,41, (3,
(3,4,5,4,4,2,61,13,5,4,3,4,2,71,13,6,3,2,4,2,81, 13,
(3,2,7,7,3,3,31,103,3,6,6,3,3,4],13,4,5,5,3,3,51, (3,
(3,6,3,3,3,3,71,13,7,2,2,3,3,81,13,2,7,8,2,4,21, (3,
(3,4,5,6,2,4,41,1[3,5,4,5,2,4,5),13,6,3,4,2,4,6]1,1[3,
(3,3,6,8,1,5,21,13,4,5,7,1,5,31,13,5,4,6,1,5,41, (3,
(3,7,2,4,1,5,61,13,8,1,3,1,5,71,13,8,1,2,2,4,8]
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Chapitre 2

Etude de fonctions

2.1 Exercice : étude et graphe de f(x) = sin(cos(z)) et de
g(z) = cos(sin(x))

Il faut étudier :
La période de f et la période de g et
les variations de f et de g sur une période.
Avec Xcas
On tape :
plotfunc([sin(cos(x)),cos(sin(x))],x=-2+*pi..2*xpi,color=[1,4]),
droite (x=pi),droite (x=-pi),droite (x=pi/2),droite (x=-pi/2)
droite (y=cos (1l),color=4),droite(y=sin(l),color=1)
On obtient :

y
1
N 7 05
\ / I \ /
\ / \ /
\ / . \ /
\ / \ /
\.‘\ L L L L L 7 L L | L Al \ L L L L ”," L L L L O
‘\‘ f ' ‘\ ;’J
\ / \ /
\ | /
\ / \ / 05
-6 -4 -2 0 2 4 6

Ona:

f est périodique de période 27

Sur | — 7, 7], f aun maximum en 0 et f(0) = sin(1) et f a un minimum en 7 et
f(r) = —sin(1)

Son graphe ressemble au graph de y = sin(1) * cos(z)....

g est périodique de période 7 Sur | — /2, 7/2], g a un maximumen O et g(0) = 1
et g a un minimum en 7 /2 et g(7/2) = cos(1)(1)

Son graphe ressemble a celui de y = (1 —cos(1))/2* cos(2*z) + (1 +cos(1))/2
On tape :
plotfunc([sin(cos(x)),cos (sin(x
plotfunc([sin(l) xcos(x), (1-cos(
x=-pi .. pi,color[2,5])

))]IXz_pi"pilCOlor:[lI4])l
1)) /2*cos (2x)+ (l+cos (1)) /21,

21
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On obtient :

2.2

. ’, 21'2 - 1
Exercice : étude de f(z) = ——
6z +x — 2
. Domaine de définition
On tape :
solve (6x"2+x-2)
On obtient :

[(=2)/3,1/2]
Donc f est définie sur R — {—2/3,1/2}

. Dérivée

On tape :

factor (diff ((2x72-1)/(6x"2+x-2))

On obtient :

(2%x " +4xx+1) / ((2%x-1) 2% (3xx+2) "2)

On tape :

normal (solve (2*xx"+4*x+1))

On obtient :

[ (-sqrt(2)-2)/2, (sqrt (2)-2) /2]

On tape :

evalf ([ (-sgrt (2)-2)/2, (sqrt(2)-2)/2])
On obtient :
[-1.70710678119,-0.292893218813]

On tape :

subst ((2x72-1)/ (6x"2+x-2) ,x=-1.70710678119)
On obtient :

0.35044026276

On tape :

subst ((2x72-1)/ (6x"2+x-2) ,x=-0.292893218813)
On obtient :

0.465886267852

f adonc deux extremum en ~ (-1.71,0.35) et (-0.29,0.47)
Donc f est :

croissante sur | — oo; (—v/2 — 2)/2]

décroissante sur [(—v/2 — 2)/2; —2/3]

décroissante sur | — 2/3; (v/2 — 2)/2]
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S 6X24+X -2
croissante sur [(v/2 — 2)/;1/2]

croissante sur |1/2; 4+o00[

2.2. EXERCICE : ETUDE DE F(X) 23

3. Branches infinies
On tape :
limit ((2x"2-1)/(6x"2+x-2),x=1inf)
On obtient :
1/3
On tape :
limit ((2x72-1)/ (6x"2+x-2),x=—1nf)
On obtient :
1/3

Donc y = 3 est asymptote.

On tape :

limit ((2x"2-1)/ (6x"24+x-2),x=-2/3,-1)
On obtient :

—infinity

On tape :

limit ((2x72-1)/(6x"2+x-2),%x=-2/3,1)
On obtient :

+(infinity)

Donc z = 3 est asymptote.

On tape :

limit ((2x72-1)/ (6x"2+x-2),x=1/2,-1)
On obtient :

+infinity

On tape :

limit ((2x72-1)/(6x"2+x-2),x=1/2,1)
On obtient :

—infinity

1
Donc z = 3 est asymptote.

4. Graphe
On tape :
plotfunc ((2x72-1)/ (6x"2+x-2) ,x=-8..8),
affichage (droite (x=1/2),droite (x=-2/3) ,droite(y=1/3),1)
On obtient :
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2.3 Exercice: étudede f(x) = acos (sin(z))+ asin (cos(z))

1. Domaine de définition et période.

2. Montrer que :

flet+m)=f(r/2—x) =7 — f(z)
3. Graphe de f et préciser son centre de symétrie et son axe de symétrie.
4. Valeur de f(z) sur [0, 7/2] et sur 7/2, 7].

Rappels
Ona:
sin(z) = cos(7w/2 — x)
cos(z) = sin(7w/2 — x)
sin(x 4+ m) = —sin(z)
cos(z + pi) = — cos(z)
asin (z) est une bijection de [-1,1] sur [—7/2, 7/2] sin( asin (z)) = z et
siz € [—m/2,m/2] alors asin (sin(x)) =

acos () est une bijection de [-1,1] sur [0, 7] cos( acos (z)) = x et
siz € [0, 7] alors acos (cos(z)) =z

asin (—x) = — asin (z)

acos (—z) = m — acos (x)

asin () + acos (x )—7r/2

asin (2)" = 1/4/(1 — 22

acos (z) = —1/\/1—x

La solution avec Xcas
On tape :
f(x):=acos(sin(x))+asin(cos (x))
donc on a aussi
f(x) :=acos (cos (pi/2-x))+asin(sin(pi/2-x))

l. flx+7m)=f(n/2—z)=m— f(z).
On tape :
simplify (f (x+pi)+f (x))
On obtient :
pi
En effet :
f (x+pi)=acos (-sin(x))+asin (-cos (x))
etona:
acos (—sin(x)) = m — acos (sin(x))
asin (— cos(z)) = — asin (cos(x))
D’ou le résultat.
On tape :
simplify (f(pi/2-x)+f(x))
On obtient :
pi
En effet :
f(pi/2-x)=acos (cos(x))+asin(sin(x))
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etona:
acos (sin(z)) + asin (sin(x) = 7/2
asin (cos(x)) + acos (cos(z)) = /2
D’ou le resultat.
2. Graphe de f.
On tape :
f(x) :=acos(sin(x))+asin(cos (x))
plotfunc (f (x))
On obtient :

SEREEEEETEEEE I EREE S L T
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Le point S(7 /4, 7/2 est un centre de symétrie car on a :
f(z)+ f(n/2 —x) = w donc
les points A(z, f(x) et B(w/2 — x, f(7/2 — x) sont 2 points de la courbe
qui sont symétriques par rapport a .S.
Eneffet 1/2x (z+7/2—x) =7n/det1/2x(f(x)+ f(x/2 —2)) = 7/2.
La droite d’équation x = 37 /4 est un axe de symétrie de la courbe.
En effet f(z + m) = f(w/2 — x) et donc les points C(x + 7, f(x + ) et
D(m/2 — z, f(7/2 — x) sont symétriques par rapport a la droite = = 37 /4
puisque 1/2 % (x + 7+ w/2 — ) = 3w /4
3. Valeur de f(z) sur [0, 7/2] et sur 7/2, 7. On tape :
assume (x>0 and x<pi/2)
simplify (f (x))
On obtient :
Pi-2%*x
Siz € [0,7/2)onan/2 —x € [0,7/2] donc f(x) := acos (cos(mw/2 —
x)) + asin (sin(7/2 — x)) = m — 2z On tape :
assume (x>=pi/2 and x<=pi)
simplify (f(x))
On obtient :
0
Siz € [r/2,mr]onax — /2 € [0,7/2] donc
f(z) := acos(cos(m/2 — x)) + asin (sin(r/2 — x)) =
acos (cos(x —7/2)) — asin (sin(z —7/2—)) =x—7/2—(z—7/2) =0
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Chapitre 3

Fonctions et équations en
terminale scientifique

x2—4xr +3

3.1 Etudede f(z) = In( )
— X

1. Domaine de définition
On tape :
solve (x"2-4x+3)
On obtient :
[1,3]
On tape :
solve (x72-1)
On obtient :
[(-1,1]
On tape :
normal ( (x"2-4x+3)/ (1-x"2))
On obtient :
(=x+3) / (x+1)
On tape :
solve ((x"2-4x+3) * (1-x"2)>0)
On obtient :
[ ((x>-1) && (x<1)), ((x>1) && (x<3))]
Donc f est définie sur | — 1; 1[U]1; 3.
Mais on peut prolonger f par continuité en 1 en posant f(1) =In(1) =0
2. Dérivée
On tape :
factor (diff (In((x"2-4x+3)/(1-x"2))))
On obtient :
4/ ((x=3) % (x+1))
Or (x —3) * (z+ 1) < Osur ] — 1;3[ donc f est décroissante sur | — 1; 3|
On cherche si f est dérivable en = = 1, on tape :
limit (In ((x"2-4%x+3)/ (1-x"2))/ (x-1),x=1)
On obtient :
-1

27
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Donc f est dérivable en x = 1 et sa dérivée vaut -1.

3. Branches infinies
On tape :
limit (In((x"2-4x+3)/(1-x"2)),x=-1,1)
On obtient :
+ininity
On tape :
limit (In ((x"2-4x+3)/ (1-x"2)),x=3,-1)
On obtient :
—ininity
Donc z = —1 et x = 3 sont asymptotes.
On tape :
limit ((2x72-1)/ (6x"2+x-2),x=-2/3,-1)
On obtient :
—infinity

4. Graphe
On tape :
plotfunc (1In ((x"2-4x+3)/(1-x"2)))
affichage (droite (x=-1),droite(x=3),1), affichage(droite (y=-x+1),
On obtient :

3.2 Calcul de dérivée n-ieme
3.2.1 Dérivée n-ieme de cos(z)? + sin(x)3

Calculer la derivée n-ieme de la fonction f(z) = cos(z)?+sin(z)? en fonction
de n.
On va faire cet exercice de deux facons :
— On fait le calcul directement en cherchant les relations de récurrence entre
la dérivée nieme et la dérivée (n + 1)-ieme en s’aidant de Xcas.
— On linéarise f(z) puis on dérive.
Solution

— On tape :
f(x) :=cos(x)"3+sin(x) "3
diff (f(x))
On obtient :
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—3%cos (x) "2*xsin (x)+3*xcos (x) *sin(x) "2

On tape :

diff (f(x),x,2)

On obtient :

—3%c0os (x)"3-3xsin (x) "3+6*xcos (x) "2+xsin(x)+6*xcos (X) *sin(x) "2
On tape :

diff (f(x),x,3)

On obtient :

6xCcos (X) "3-6*xsin(x) "3+21*cos (x)"2*sin(x)—-21*cos(x)*sin(x) "2
On tape :

diff (f(x),x,4)

On obtient :

21xcos (X) "34+21*sin(x)"3-60*cos (x) "2xsin(x)-60*cos (xX) *sin(x) "2
On tape :

diff (f(x),x,5)

On obtient :

-60xcos (x) "3+60%sin(x)"3-183%xcos (x) "2*sin (x)+183*cos (x)*sin (x) "2
On suppose que la derivée n-ieme est de la forme :

f(@)™ = a(n)cos(z)® + b(n) cos(x)?sin(z) + c(n) cos(x) sin(z)? +
d(n)sin(z)? avec u(n) = |a(n)| = |d(n)| et v(n) = |b(n)| = |e(n)] On a
la relation de récurrence :

u(0) =1letw(0) =0

u(n+1) =v(n)et

v(n+1) = 3u(n) + 2v(n).

Les signes de la(n),b(n),c(n),d(n)l sont les mémes modulo 4.
Onaa(n)*c(n) =b(n)*xd(n) <0.

On définit les fonctions :

p(n):=ifte(irem(n,4)==0 or irem(n,4)==1,1,-1)
g(n):=ifte(irem(n,4)==0 or irem(n,4)==3,1,-1)
q(n) = p(n + 1) donc la définition de ¢ est inutile.

On a alors :

f(@)™ = p(n+1)u(n) cos(z)3+p(n)u(n) sin(x)®—p(n)v(n) cos(x)? sin(z)—
p(n + 1)v(n) cos(x) sin(x)?

Il reste a trouver en fonction de n les valeurs de u(n) et de v(n) en fonction

de n.

On tape :

rsolve ([u(n)=v(n-1),v(n)=3xu(n-1)+2+«v(n-1)], [u(n),v(n)l,
[u(0)=1,v(0)=0])

On obtient :

[[3"(n+1) *1/12+(=1)"n*3x1/4,3" (n+1)*1/4—(-1) " "n*3%1/4]]
Donc :

* *
(p(n) cos(z)? sin(z) 4+ p(n+) cos(z) sin(x)?) * (3(n+1) T—(=1)"=2)
— Pour linéariser on utilise la formule de Moivre :
(cos(x) + i * sin(x))? = cos(3x) + i * sin(3z) donc
cos(x)3+3xix(1—sin(z)?)*sin(z) —3*cos(z)*(1—cos(x)?) —isin(z)? =
cos(3x) + ¢ * sin(3z)
Donc :
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4 cos(r)? = cos(3z) + 3 * cos(x)

4sin(z)® = — sin(3x) + 3sin(x)

Ou on tape :

tlin(cos (x)"3+sin(x)"3)

On obtient :

3xcos (x) /4+cos (3%x) /4+3*xsin(x)/4—-sin(3xx)/4
Il reste a connaitre la dérivée n-ieme de cos(z) et de sin(x).
Ona:

cos(z) = —sin(x) = cos(z + 7/2) et sin(x) = cos(z) = sin(x + 7/2)
donc

cos(z)™ = cos(x + nw/2) et sin(z)™ = sin(z + nw/2)

On en déduit que :

f(x)(n) _ 1*(3((305(%_’_@)+Sin(w+@))+3"(cos(3w+%)—Sin(3x+%)))

4 2 2
On vérifie et on tape :
k(x,n) :=(q(n) *cos (x) "3+p(n) *sin(x) *3) * (3" (n+1) x1/12+
(=1) "n*3+x1/4) - (p(n) *cos (x) "2+sin (x) +

g(n) *xcos (x) *sin (x) "2) x (3" (n+1) *1/4-(-1) "n*x3x1/4)
h(x,n) :=1/4% (3 (cos (x+n*xpi/2)+sin (x+n*pi/2))+
3"n* (cos (3x+n*pi/2) —sin (3x+n*pi/2)))

simplify (k(x,n)-h(x,n))S$(n=0..15)

On obtient :

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0

3.2.2 Dérivée n-ieme de exp(—z?)

On veut calculer la derivée n-ieme de la fonction f(x) = exp(—z?) en fonc-
tion de n.

— Montrer que f(z)™ = exp(—22)P,(z) ot P, est un polyndme réel de
degré n ayant pour terme de plus haut degré a,, = (—2)". De plus si n est
pair P, (x) est pair et si n est impair P,,(x) est impair.

— Montrer que pour n > 1 et pour tout z réel on a :

Poi1(z) = —22P,(x) — 2nP,_1(x)

— Montrer que, pour n > N, P, vérifie I’équation différentielle 3" — 22y’ +
2ny = 0.

En déduire la valeur P, (z)

— On tape :
f(x):=exp(-x"2)
diff (f(x))

On obtient :

—2*xxX*exp (—x"2)

On tape en décochant sgrt dans la configuration du CAS :
factor (diff (£ (x),x,2))

On obtient :

2% (2%xx"2-1) xexp (—-x"2)

On tape en décochant sgrt dans la configuration du CAS :
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factor (diff (f(x),x,3))
On obtient :
—4dxx* (2xx"2-3) xexp (-x"2)
On tape en décochant sgrt dans la configuration du CAS :
factor (diff (f(x),x,4))
On obtient :
4% (4%x"M4-12+x"2+3) xexp (-x"2)
On tape en décochant sgrt dans la configuration du CAS :
factor (diff (£ (x),x,5))
On obtient :
—8xxX* (4*x"4-20%x"2+15) xexp (-x"2)
On a obtenu :
Py(z) =1, Pi(x) = —2x, Py(z) = 42° — 2, P3(x) = —8z3 + 12z,
Py(x) = 162 — 4822 + 12, P5(z) = —322° + 16023 — 120z
On fait un raisonnement par récurrence pour montrer la propriété :
f(2)™ = exp(—22)Py,(z) ot P, est un polyndme réel de degré n avec
an = (—2)™.
Si f(z)" = exp(—22)P,(z) avec Py,(z) un polyndme de degré n alors
puisque
f(2)*) = exp(—a22)(—22P, () + Pu(z))
ona P,ii(x) = —2zP,(x) + P,(x)" et P,11 est bien un polyndme de
degré n + letapyy = —2 % (—2)" = (=2)"+L
La propriété est vraie pour n = 0 et si la propriété est vraie pour n alors elle
est vraie pour n + 1, donc la propriété est vraie pour tout entier naturel et
ona P, 1(z) = —2x2P,(z) + P,(z)" De plus si P, est pair (resp impair),
2x P, (x) etP,(x)" sont impairs (resp pairs) donc P, ;1 () est impair (resp
pair). Comme Py(xz) = 1 est pair on en déduit que P, (x) est pair (resp
impair) si n est pair (resp impair).
— On fait encore un raisonnement par récurrence pour montrer que :
P,(xz) = —2nP,_1(x) pourn > 1.
Ona:
Pi(z) =-2=-2x1xlet Py(z) =8z =—-2x%2x% P(x)
La propriété est vraie pour n = 1
Si elle est vraie pour n alors :
P,(xz) = —2nP,_1(x) et comme on a d’apres la question 1 on a :

Poi1(z) = —22P,(x) + P,(z)" on en déduit que :
Pot1(z) = —22P,(x) — 2nP,_1(x) donc
Poi1(z) = —2P,(z) — 22P, () — 2nP,—1(z) =

—2P,(z) + 4naxPp_1(z) — 2nP,_1(z) =

—2P,(z) — 2n(—2zP,—1(z) + Py—1(x)).

On a d’apres la question 1 :

—2n(—2zP,_1(x) + P,—1(z)) = —2nP,(z) donc

Poii(x) = =2P,(z) — 2nP,(x) = —=2(n + 1) P,(z).

La propriété est vraie pour n = 1 et si la propriété est vraie pour n > 1
alors elle est vraie pour n + 1, donc la propriété est vraie pour tout entier
n > 1.

Remarque

Plut6t que faire une récurrence, on peut aussi utiliser la formule de Leibniz
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pour calculer la dérivée n-ieme d’un produit, a savoir :

(uv)™ =31 comb(n, k)u®) x v(=F)

On a f'(x) = (—2x) * f(x) et comme les dérivées k-ieme de —2x sont

nulle pour k>l ona:

((=22) * F(@)) = —200) () + n(—2) = f(@)@D = —20 0 (z) -

2n f(x) "1

Donc :

=22 f(z) — 2nf ()" = f(a)0 Y

etpourn > 1, Ppi1(x) = =22 P, (z) — 2nP,_1(x)

— On vient de montrer que pourn > lona:

P,(z) = =2nP,_;(z).

En dérivant cette égalité on obtient :

P(x)" = =2nP,_1(x)

donc on a les 2 équations :

—2nP,_1(x) = P,(z)".

—2nP,_1(x) = P,(z)"

Puisque P, (z) = —22P,_1(x) + P,—1(z)" on en déduit que :

2nP,(z) =2z % (—2nP,_1(z) — (—2nP—1(x)") = 2zP,(x)") — P,(x)"

Donc P, (z)" — 2xP,(z)" + 2nP,(x) = 0 ce qui signifie que :

pour n > 1, P, vérifie I’équation différentielle vy’ — 2z’ + 2ny = 0.

Pour n = 0 on a Py(x) = 1 donc Py vérifie aussi cette équation différen-

tielle.

Si Py(z) = > 1_,a(k)z* avec a,, = (—2)" ona:

Po(z) =30 o ka(k)zFLet

Py(z)" =Y} o k(k — Da(k)z*2

donc "3 _o k(k — a(k)x*=2 + (2n — 2k)a(k)x* = 0

n—2

O (G +2)G + Dalj +2) + (20 = 2j)a(j)2?) + 2a(n - 1)z" " =0
=0

dn obtient :

anp—1 = 0et

aj = —a;j2(j +2)(J +1)/(2(n = j)).

On sait que a(n)n = (—2)"™ donc :

a(n —2) = —n(n—1)a(n)/(2*2)

aln—4)=—(n—2)(n—-3)a(n —2)/(2x4)

an—2j)=—-an—2j+2)x(n—2j+2)(n—25+1)/(2%2j)
Donc en multipliant membre 2 membre on obtient :

(—=1) a(n)n! . 2n=2ip)
a(n —2j) = (n—92)192541 (=1 Jill

(n — 2j)12% 5! (n —2j)!5!
Puisque a,,—;1 =0onaa(n—2j—-1)=0
Donc :

iquo(n,2)
Pu(x) = aln — 2j)a"
j=0
En résumé :
zquo(n,2 nl
P 2n—2k n—2k
n( = k:' (n — 2k)! v

On vérifie :
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On tape pour calculer Py(x) :

n:=4;

(=1) "nxsum((-1)*J*n!/ (J!*(n-23) ) 2"
On obtient Py(x) :

16xx"4-48%x"2+12

On tape :

n:=5;

(=1) "nxsum( (-1) "J*xn!/ (J!*x(n-23) ) 2"

On obtient Ps(z) :
—32xx"5+160xx"3-120%xx

3.2.3 Dérivée n-ieme de g(r) = exp(—1/2?)

Soit g la fonction définie par :

g(0) = 0 et pour x # 0, g(x) = exp(—1/z?).
Montrer que g est indéfiniment dérivable.

33

*x~ (n-27), J=0.

*x”~(n-273),J=0..

Puis, a I’aide de I’exercice précédent et de 1’exercice suivant calculer la dérivée

n-ieme de g(x).

g est indéfiniment dérivable sur R*.
On tape :

g(x) :=exp (-1/x"2)
diff(g(x),x,n)S$(n=1..3)
diff (g(x),x,4)

On obtient :

2«exp (=1/x72) /%73, (dxexp (-1/x"2) —6*xx"2xexp (-

1/x72))/x"6,

(8xexp (-1/x72) =36%x"2xexp (—-1/x"2)+24xx"d*exp (-1/x"2)) /x"9
(16*xexp (—1/x72) —144+x"2xexp (-1/x72)+300xx"4d*xexp (-1/x"2) -

120*x"6*xexp (-1/x72)) /x*12
Montrons par récurrence que :

=

o) = DD exp(1/a?)

ol @ (x) est un polyndme de degré 2(n — 1).
On a d’aprés les calculs précédents :

Qi(x) =
(m)—4 6 * 2
Q3(r) =8 — 36 * 22 + 24 x 2*

Qa(z) = 16 — 144 x 22 + 300 * 2% — 120 * 2°
On calcule g(z)™*) en fonction de g(z)™ :
si g(z)™ = Q"(m) x exp(—1/22%) ona

g(x)(“”;) ; Q"if) vexp(-1/2?) + L p(-1/a?) -
exp(—1/z

Donc :

g(z) ) = Cn1(2) * exp(—1/z%) avec

p3(ntl)

Qnt1(x) = _2Qn( )+x3Qn($)/_3n$2Qn( )= x?’Qn( )+

3nQy(x) .

$3n+1

(2—3n2?)Qn(2)

Qn+1(z) est donc bien un polyndme de degré 2 + 2(n — 1) = 2n Montrons que g

est indéfiniment dérivable en 0 et que ¢(™ (0) = 0.
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On tape :

limite (g(x),x=0)

On obtient :

0

g est donc continue en 0.

On tape :

limite (g (x)/x,x=0,1)

On obtient :

0

On tape :

limite (g (x)/x,x=0,1)

On obtient :

0

g est donc dérivable en 0.

Onag™ /z = f#(fl) * exp(—1/22).

Donc lim,_~ g™ /z =0

On tape :

assume (k, integer)

limite (g(x)/x"k,x=0,1)

On obtient :

0

On tape :

limite (g (x)/x"k,x=0,1)

On obtient :

0

Donc g est indéfiniment dérivable en 0 et (™ (0) = 0.

Ona:

2% % g'(x) = 29(x)

On dérive n fois 23 * ¢’() en utilisant la formule de Leibniz.
Les dérivées n-ieme de 3 sont nulles pour n > 3 donc :
29(@)") = (& + ¢ (2)) ") = T3_ CF) % (%) B (g(a) (n=k+D)
donc

2g(x)™ = 23g(x)™ D) 4 3na2g(x)™ + 3n(n — 1ag(x) ™Y 4 3n(n —1)(n —
2)g(x)"=2)

On en déduit que :
Qna1(2)+(3n2%—2)Qp(2)+3n(n—1)2*Qp—1(2)+3n(n—1)(n—2)25Q, _o(x) =
0

Pour déterminer @, () on va utiliser I’exercice précédent et I’exercice qui suit !

3.2.4 Dérivée n-ieme de g(z) = f(1/x)

Soit f une fonction indéfiniment dérivable. On cherche a exprimer la dérivée
n-ieme de g(z) = f(1/x) en fonction de la dérivée n-ieéme de f.
Puis en utilisant la valeur de la dérivée n-iéme de f(z) = exp(—22), on pourra par
exemple trouver les dérivées n-ieme de la fonction g définie par g(0) = 0 et pour
x # 0, g(x) = exp(—1/2?).
Pour cela on cherche a exprimer la dérivée n-ieme de g(x) = f(1/z) en fonction
de la dérivée n-ieme de f.



3.2. CALCUL DE DERIVEE N-IEME 35

On tape :

g(x):=f(1/x)

diff(g(x),x,n)S$(n=1..3)

On obtient :

£/ (1/x) /%72, (2xf" (1/x)+£" (1/x)) /x"3,

(=6*x"2xf7 (1/x)—6xx+£7 (1/x)-£"' (1/x))/x"6

On tape :

diff(g(x),x,4)

On obtient :

(24%x"3xf" (1/x)+36*xx"2*xE£" (1/x)+12*x*x£"’ (1/x)+£"" (1/x))/x"8

On va montrer que :
n

g™ (z) = Z a(k,n)z" " Ff*)(1/2) avec a(1,n) = (—=1)"n!

k(:l D "
alk:n) = L = i — k)l
a(n,n) = (=1)"
Ona: " n
g(n—H) (l‘) _ a(k:, n)x—n—k—Qf(k+1)(1/x)_ a(kj7 n) (n—f—k‘)gj_”—k—lf(k)(l/ﬂf)
k=1 k=1
Donc :

a(l,n+1)=—a(l,n)(n+1),
Comme a(1,1) = —1 on en déduit que a(1,n) = (—1)"n!
a(n+1,n+1)=—a(n,n),

Comme a(1,1) = —1 on en déduit que a(n,n) = (—1)"
En posant j=k-1 dans la 2i¢eme somme :
n n—1 ) '
S alk,n)(ntk)a " F O (1/2) = 3 (L, (ot j+ a9 20T (1))
k=1 5=0

Doncpourk=1..n—1:
alk+1,n+1)=—-a(k,n) —alk+1L,n)n(n+k+1)
ouencore j =k +1:

a(j,n+1) = —a(j —1,n) —a(j,n)n(n + j) pour j = 2..n
(—1)"nl(n — 1)!

|

Sia(k,n) = RI0E = Dl(n = k:)' pour k = 1..n

. (=1)"™nl(n —1)! (=D)™n!(n —1)In(n + k)
okt ) = = ik = D1 K= Din—ky AFT

1" Hnl(n —1 1 n+k
1) = (_ ) ( ) ‘( — + —)-

(k=2 k—D!(n—k)!'n—k+1 k(k—1)

On tape :
factor (1/ (n—-k+1)+ (n+k) / (kx (k=1)))
On obtient :

* (n+1) / (k*x (k=1) x (n-k+1))
Donc pour k = 2..n:
(—=1)"*nl(n + 1)!
k, 1
alk,n+1) = Fi(k— )i(n— k + 1)!
On a donc montré par récurrence que :
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- (=1)"n!(n —1)!

T e S L)

9" (@) =

k=1

Si f(x) = exp(—x?), on sait que :
M(1/z) = Py(1/x) exp(~1/x?)
donc si g(z) = exp(—1/2?) = f(1/z),ona:

n

90 = Y e Pl exp(-1/a?)
k=1

iquo(k,2) . ol
Pkl‘ = —1” _1]72k 2]3316 2j
0= X Y g
iquo(k,2) il
Pi(1/x) = (=1)" 1Y ok=2j,2j—k _ k
Or Py(1/z) = (—1) ; ( )ﬂ(k_2j)! T Ry (z) /2" donc
iquo(k,2) il
Ri(x) = (—1)" -1 j72k 2jx2j
k(@) = (-1) Z:: ( )J(k—2j)
k k
Z Z _j7
Jj=0 Jj=0
donc 7"~ kPk(l/x) = Ry(x)/x" 2k,
" (=1)"nl(n —1)! _
3n o (n) 2n—2k 1.2
9" () = (k Al 1)!(n_k)!Rk(w)w )exp(—1/z7)
Donc :
= 1)"n!(n —1)! e
k:(‘ ) )f(n — ;)!Rk(az)xQ 2k avec
zquo(k’,Q ol
Ry(z 72/%—2%2]‘
=0 _2.])

On vérifie que :

Qi1(z) = =2, Qa(x) = 4 — 622, Q3(z) = 8 — 3622 + 2424

Qa(z) = 16 — 14422 + 300z* — 12025

On tape :

R(n,x) :=(-1) "nxsum((-1) "J*n!/ (J!x(n-23) ') *x2" (n-23) *x* (23),
j=0..1iquo (n, 2)
QO(n,x):=sum((-1)*nx(n!*(n-1)!)/(k!x(k-1) !+~ (n-k)!)*
R(k,x)*x"(2xn-2k) ,k=1..n)

Q(3,x),0(4,x)

On obtient :

24%xx"4-36%x"2+8, —-120xx76+300%x"4-144+«x"2+16

Ouf! ¢’est correct !

3.3 Calcul exact et encadrement

Trouver les entiers m et n tels que :
n!" + m!7 = 232630643127370 et n'3 — m!3 = 96887416084
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Trouver les réels z et y tels que :

17 4y = 232630643127370 et 213 — y13 = 96887416084
Solution

On va faire un encadrement de 7.

Ona:n'7 < 232630643127370 et 96887416084 < n'3.
On tape :

a:=232630643127370; b:=96887416084
evalf (b"(1/13),a”(1/17)

On obtient :

[6.99999113947,7.00000022858]

Doncn =7

On tape :

normal ( (7" (13)-b)"(1/13))

On obtient : 3

La solution estdoncn = 7, m = 3.

Ou bien on cherche x et y comme racine d’un polyndme.
Onaz!™13 = 2221 = (g — y17)13 = (p 4 ¢13)17

Donc y est racine dy polynome :

P(y) = (a—y')¥ = (b+y)

On tape :

P (y) :=normal ((a-y~17)~13- (b+y~13)~17)
solve (P (y)=0,vy)

On obtient : [3]

On tape :

solve (x"221=(a-3"717) 713, x)

On obtient : [7]

On tape :

plotfunc (P (y),y=-5..5)

On obtient :

37

8e+184
6e+184
4e+184
2e+184
—2.1475e+09
—2e+184
—4e+184
—Be+184
—8e+184
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Chapitre 4

Arithmétique en terminale
scientifique

4.1 Enoncé sur la partie entiére

Montrer que la partie entiére de a = (3 + /5)™ est un entier impair quelque
soit I’entier n dans N.

4.1.1 Cherchons avec Xcas

On peut faire des essais dans le tableur.
Dans A0 on met 1

Dans Al on met=A0* (3+sgrt (5))
Dans BO on met =floor (A0)

Dans B1 on met =floor (B1)

Puis on remplit vers le bas.

Dans cet exercice il faut penser i associer a (3 4+ v/5)" sa quantité conjuguée
(3—5)"

Dans CO on met 1

Dans C1 on met =CO* (3—-sqgrt (5))
Dans DO on met =floor (A0+CO0)
Dans D1 on met =CO* (3-sqrt (5))
Puis on remplit vers le bas.

4.1.2 La démonstration

On remarque que :
b= (34 +5)" + (3 — v/5)" est un entier pair (d’apres la formule du bindme) et
que 0 < (3—+5)" < 1.
Onadonca < b < a+1,ouencore b — 1 < a < b avec b un entier pair.
Cela prouve que la partie entiere de @ = (3 4 +/5)" est b — 1 qui est un entier
impair.

39
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4.2 Enoncés sur le nombre de diviseurs d’un entier

4.2.1 L’énoncél

Quel est, parmi les entiers naturels de 1 & 2005, celui qui admet le plus de
diviseurs ? Quel est ce nombre de diviseurs ? Réponse avec Xcas On tape :
2%x3%x5%7
On obtient :

210

On tape :

2%x3x5%x7*11

On obtient :

2310

Cela nous dit que le nombre est de la forme :

20 430 % 5¢x T aveca >b>c¢>d >0

et alors son nombre de diviseurs est :
(a+1)(b+1)(c+1)(d+1)

On peut maintenant faire une recherche systématique :
Il semble qu’il faut supposer que d # 0 car avec - b = 0,¢ = 0,d = 0 on ne peut
avoir que 2'0 qui n’a que 11 diviseurs,
-c=0,d=0(a+1)(b+1)

vaut 20 poura =9etb =1 (29 % 3 = 1536)

vaut 28 pour @ = 6 et b = 3 (20 % 33 = 1728)
-d=0(a+1)(b+1)(c+1)

vaut 32 poura =7,b=1letc=1(2" * 3% 5 = 1920)
vaut 36 poura = 5,b=2etc =1 (2% % 32 x 5 = 1444)
-sid#0

On tape :

210+*6

On obtient :

1260

et 1260 admet 3*3*2*2=36 diviseurs ou on tape :
size (idivis (1260))

On obtient :

36

On tape :

210%8

On obtient :

1680

et 1680 admet 5*2*2*2=40 diviseurs ou on tape :
size (1idivis (1680))

On obtient :

40

On fait une recherche systématique :

210 = 1024 a 11 diviseurs,

29 % 3 = 1536 a 20 diviseurs,

27 x 32 = 1116 a 24 diviseurs,

26 x 33 = 1728 a 28 diviseurs,
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2% & 3% = 1296 a 25 diviseurs,

27 % 3 % 5 = 1920 a 32 diviseurs,

25 % 32 % 5 = 1440 a 24 diviseurs,
24 % 3 % 5% 7 = 1680 a 40 diviseurs.

4.2.2 L’énoncé 2

1. Trouver le plus petit nombre entier n qui admet exactement 50 diviseurs.

2. Existe-t-il un entier m qui soit inférieur a n et qui admette plus de 50 divi-
seurs ?

Réponse avec Xcas On sait que si n = a? * b? x ¢" le nombre de diviseurs de n
est (p+1)(qg+1)(r +1).
Ona:50=1%50=2%25=10%5=2%5%5 =2 %57

1. On cherche le plus petit nombre entier qui admet exactement 50 diviseurs,
donc les candidats sont :
949
22 %3
29 % 34
245 3% %5
C’est donc 6480 = 24 x 3% % 5
On tape :
size (idivis (6480))
On obtient :
50

2. On doit avoir :
m < 2% % 3% % 5 donc pour qu’il est plus que 50 diviseurs il faut que m soit
delaformem = 2P x 39 % 5" x 7P avec p <=4, < 4,r = 1,s = l et
4(p+1)(g+1) > 50.
Essayons p = 4,q = 2,ona4(p+1)(¢+1) =60 > 50 et m = 2% % 32 %
5 * 7 = 5040.
Donc m = répond a la question.

4.2.3 L’énoncé 3

Soit une séquence L d’objets. On prend 3 objets parmi cette séquence L.

1. Ecrire un programme triplets qui renvoie la séquence de dimension
comb (size (L), 3) constituée par les 3 objets obtenus.
Application numérique :
L est la liste des diviseurs de n = 12.

2. Soit un entier n. On cherche 3 diviseurs différents n1, n2, n3 de n, tels
que nl1+n2+n3 soit aussi un diviseur de n.
Modifier le programme précédent en solutions pour obtenir toutes les
solutions.
Application numérique :
n =12
n = 60
n = 6279
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Solution avec Xcas

1. On tape :

triplets (L) :={
local LR,LT, j,k,1,s;
LR:=NULL;
LT :=NULL;
s:=size(L)-1;
pour j de 0 jusque s-2 faire
pour k de j+1 jusque s-1 faire
pour 1 de k+1 Jjusque s faire
LT:=LT, [L[J],L[k],L[1]];
fpour;
fpour;
fpour;
retourne LT;

b

On tape pourn = 12 :
LT:=triplets (idivis (12));size (LT);comb (3);comb (6, 3)

On obtient :
(1,2,31,11,2,41,11,2,061,101,2,121,11,3,41,11,3,061,
(1,3,1231,11,4,6],1[1,4,12]1,1[1,6,12],1(12,3,41,12,3,61,
[(2,3,121,12,4,06],12,4,121,1[2,6,12]1,13,4,61,1[13,4,121,
[3,6,12],[4,6,12],20,20

2. On tape :

solutions (n) :={
locll1,3,12],al LR,LT,L, 3,k,1,s;
LR:=NULL;
LT:=NULL;
L:=idivis (n);
s:=size(L)-1;
pour J de 0 jusque s-2 faire
pour k de j+1 Jjusque s-1 faire
pour 1 de k+1 Jjusque s faire
LT:=LT, [L[J],L[k],L[L1]];
fpour;
fpour;
fpour;
s:=size (LT)-1;
pour j de 0 jusque s faire

si irem(n,sum(LT[]j]))==0 alors
LR:=LR,LT[7];
fsij;
fpour;

retourne LR;

|
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On tape pour n = 12:

LS:=solutions (12);size (LS)

On obtient 2 solutions (sur les 20 triplets) :
[(1,2,31,12,4,6],2

On tape pour n = 60 :

LS:=solutions (60);size (LS)

On obtient 20 solutions (sur les 220 triplets) :
(1,2,31,1,2,121,11,3,61,101,4,5]1,11,4,10]1,[1,4,15
(1,5,61,12,3,51,12,3,101,12,3,151,12,4,61,[2,6,12
[(3,4,51,13,5,121,1(3,12,15],(4,5,61,[4,6,10],[4,6
[5,10,15],[10,20,30],20

On tape pour n = 6279 :

LS:=solutions (6279);size (LS)

On obtient 9 solutions (sur les 560 triplets) :
[1,7,131,11,21,691,11,69,911,[3,7,131,[3,13,231,
[3,23,2731,17,23,39],1[21,91,1611]1,[23,161,299],9

4.2.4 L’énoncé 4

Soient (p, q) € N2

Trouver les nombres n = 2P x 37 sachant que 12 * n a 2 fois plus de diviseurs que
n.
Solution
na(p+1)*(q+ 1) diviseurs et 12n = 2P2 % 39+ a (p + 3) * (¢ + 2) diviseurs
On doit donc résoudre (p+3) * (¢+2) =2+ (p+ 1) * (¢ + 1) c’est a dire :
pxq—4—qg=0ouencoreqgx(p—1)=4=4%x1=2x2=1x4.
p et ¢ sont des entiers donc on peut avoir :
g=4etp=2cestadiren =22%3*=81%4=23240u
g=2etp=3clestadiren=23%32=9%x8="720u

= letp=>5clestadiren = 2° x 3 = 32 x 3 = 96. On vérifie avec Xcas.
On tape :
size(idivis (81)),size(idivis (12%81))
On obtient :
15,30
On tape :
size (idivis (72)),size(idivis (12%72))
On obtient :
12,24
On tape :
size (idivis (96)),size (idivis (12%96))
On obtient :
12,24

4.2.,5 L’énoncé 5

Soient (a, b, ¢, m,p, q) € NE.
Calculer le produit des diviseurs du nombre a"™b”c?. On pourra chercher le produit
des diviseurs des nombres :
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23 % 32,23 %32 % 5,23 %35 % 57,

Solution avec Xcas

Produit des diviseurs de 23 x 32

On tape :

L:=idivis (27"3%3"2)

On obtient :

[1,2,3,4,6,8,9,12,18,24,36,72]

On tape :

map (L, ifactor)

On obtient :
[1,2,3,272,2%3,273,3%2,2%2%3,2%3%2,2%3%3,2"2%3%2,2"3%3"2]
On voit que 2 apparait :

3 fois avec comme puissance 1,

3 fois avec comme puissance 2 et

3 fois avec comme puissance 3 donc

2 apparait dans le produit des diviseurs de 2% x 32 avec comme puissance :

(1+ 2+ 3) %3 = 18 On voit que 3 apparait :

4 fois avec comme puissance 1,

4 fois avec comme puissance 2 donc

3 apparait dans le produit des diviseurs de 23 * 32 avec comme puissance :

(14 2) x4 = 12 On vérifie, on tape :

ifactor (product (L))

On obtient :

2718%3712

Produit des diviseurs de 23 x 32 x 5

On tape :

Ll:=idivis (27"3%372x5)

On obtient :
(1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,18,20,24,30,36,40,45,60,72,90,120,180,360]
On tape :

map (L1, ifactor)

On obtient :

[1,2,3,22,5,2%3,23,32,2%5,22%3,3%5,2%3%, 2255 2% %3,2%3 %5,

22 %32 23%5,32%5,22%3%5,23%32,2%3%%5,23%3% 5,22 325,23 % 32 x 5]
On voit que 2 apparait :

3*2=6 fois avec comme puissance 1 (on a 2 * 37 % 5 pourj =0,1,2, k=0,1),
3*2=6 fois avec comme puissance 2 et

3*2=6 fois avec comme puissance 3 donc

2 apparait dans le produit des diviseurs de 23 x 32 x 5 avec comme puissance :
(1+ 2+ 3) %3 %2 =36 On voit que 3 apparait :

4%2=8 fois avec comme puissance 1 (ona 3% 2/ 5% pour j = 0,1,2,3, k = 0, 1),
4*2=8 fois avec comme puissance 2 donc

3 apparait dans le produit des diviseurs de 23 * 32 * 5 avec comme puissance :
(14 2) %8 = 24 On voit que 5 apparait :

4*3=12 fois avec comme puissance 1 (ona 5%2J x5k pourj =0,1,2,3,k=0,1,2)
donc

3 apparait dans le produit des diviseurs de 23 * 32 5 avec comme puissance :

12 On vérifie, on tape :
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ifactor (product (L1))

On obtient :

2736%x3724x5712

Produit des diviseurs de 23 * 3° x 57

Dans ce produit 2 apparait sous la forme :

2% 37 x5 22437 x5 23 %37 «5F pour j = 0..5etk =0..7

Donc 2 apparait dans le produit des diviseurs de 2% % 35 % 57 avec comme puissance
(1+2+3)%6x8=288

Dans ce produit 3 apparait sous la forme :

3% 2 %5k 32527 % 5F 3%« 27 «5F pour j = 0..3etk =0..7

Donc 3 apparait dans le produit des diviseurs de 2 x 3% x 57 avec comme puissance
(142434+44+5)*4%x8=480

Dans ce produit 5 apparait sous la forme :

5%27 %3F 52427 3% 57% 2 %« 3F pour j = 0..3etk =0..5

Donc c apparait dans le produit des diviseurs de 23 * 3% x 57 avec comme puissance
(142434+44+54+64+7)%x4%x6=0672

On vérifie, on tape :
L2:=1divis (2"3*x375%x5"7) :;
On obtient :
Done
On vérifie, on tape :
ifactor (product (L2))
On obtient :
27288%x37480x5"672
Cas général : produit des diviseurs du nombre a"b°c? Dans ce produit a appa-
rait sous la forme :
axb sxcf a?x b xcF.a™ b % cFpour j=0.petk=0.q
Donc a apparait dans le produit des diviseurs de a™b”c? avec comme puissance
(I+24+.+m)x(p+1)x(g+1)=mx(m+1)x(p+1)*(¢+1)/2
Dans ce produit b apparait sous la forme :
bxal xcF, b2 xal *cF..bP xal x bF pour j = 0..metk = 0..q
Donc b apparait dans le produit des diviseurs de abPc? avec comme puissance
(I4+2+.+p)x(m+1)x(g+1)=px(m+1)x(p+1)*(¢+1)/2
Dans ce produit ¢ apparait sous la forme :
cxal % bF, ?xal *bF...c? % a’ % b pour j = 0.m et k = 0..p.
Donc c¢ apparait dans le produit des diviseurs de abPc? avec comme puissance
(L4244 @) (m+1)x(p+1)=px(m+1)s(p+1)#(g+1)/2
On pose :
a=14+2+..4+m)xp+)x(g+1)=mx(m+1)x(p+1)x(g+1)/2,
B=0+2+..4+p)x(m+1)=*(¢g+1)=px(m+1)*(p+1)x(¢+1)/2,
vy=04+2+.+qg)xm+1)*(p+1)=gx(m+1)x(p+1)*(¢+1)/2
Le produit des diviseurs du nombre a™bPc? est alors :
a®bBer,

m

Le produit des diviseurs du nombre n = a;""..ap " est alors :

p
mg
aq ap — .
ay' * .. xap” avec ay = —= | |(mJ+1)
j=1
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On vérifie, on tape :

m:=3; p:=5; qg:=7;

alpha:=m* (m+1) * (p+1) » (g+1) /2
On obtient :

288

On tape :

beta:=p* (m+1) * (p+1) * (g+1) /2
On obtient :

480

On tape :

gamma :=q* (m+1) * (p+1) = (g+1) /2
On obtient :

672

Ou on tape :

P:=product (k+1,%k,3,7,2)/2
On obtient :

96

On tape :

(P+k)$ (k=3..7,2)

On obtient :

(288,480,672)

4.2.6 L’énoncé 6

Calculer la somme des diviseurs de n = 360, puis calculer la somme des divi-
seurs d’un entier n quelconque.
Vérification du résultat obtenu pour n = 16632.
Application
Trouver le ou les entier(s) n sachant que la somme des diviseurs de n vaut 24 ? vaut
28 ? vaut 1170 ? Solution avec Xcas
Pour faire la liste des diviseurs de 360 = 23 x 32 x 5 on peut écrire :
Les diviseurs de 23 : 1, 2, 4, 8,
Les diviseurs de 32: 1, 3, 9,
Les diviseurs de 5 : 1, 5.
Puis on remplace la premiere ligne par la ligne obtenue en multipliant cette pre-
miere ligne successivement par les éléments de la deuxieme ligne et on obtient 2
lignes :
1,2,4,8,3,6,12, 24,9, 18, 36, 72,
1,5,
Les diviseurs de 5 : 1, 5.
Puis on remplace la premiere ligne par la ligne obtenue en multipliant cette pre-
miere ligne successivement par les éléments de la deuxiéme ligne et on obtient la
ligne des diviseurs de 360 :
1,2,4,8,3,6,12, 24,9, 18, 36, 72,
5, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120, 45, 90, 180, 360.
On tape :
D:=1divis (360)
On obtient :
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(1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,18,20,24,30,36,40,45,60,72,90,120,180,360]
Pour calculer la somme on va calculer successivement la somme des éléments des
premicre lignes obtenues :

Si=(1424+4+48)=15
So=(1+4+2+4+8)(1+3+9)=15%13
S3=(14+24+448)(1+3+9)(1+5)=15*%13*%6 = 1170
On tape :
sum (D)

On obtient :

1170
Soit n = a{™..a,” on a alors comme premiére ligne :

l,al,a%, ...,af‘l qui a comme somme :

2 am1+1 - 1

Si=1+a+a}+.+al" =1 :
ay —

Puis on remplace cette premiere ligne par la ligne obtenue en la multipliant succes-

sivement par les éléments az, a3...a3" donc :

mi1+1 1 am1+1 -1 (Im2+1 -1
So—=-L - 2 B may _ 1 2
2 (1+az+a5+..+a3?) P E—

etc... On obtient donc a la fin une seule ligne dont la somme vaut :
P m;+1
a; —1 »
Sp = | | 1 On vérifie pour n = 16632, on tape :
s —
j=1

ifactor(16632)

On obtient :

273%x373%7T*11

Dl:=idivis (16632) :;

On tape :

(274-1) % (37M4=-1) % (7"2=1) * (1172-1) / (2%6%10)

On obtient :

57600

On tape :

sum(D1)

On obtient :

57600

Application

Si a est un nombre premier on a :
a?™t—1)/(a-1)=1+a+.+a?>1+a>1+2=3

Si la somme des diviseurs est 24

Onsaitque 24 = 1%24 = 3% 8 = 4x6 Sin = a” la somme des diviseurs de n est
aP™t —1)/(a—1)=1+a+..a° =24

Donc24 —1=23=a(l+a+..a’" L.

a est un nombre premier qui divise 23 donc a = 23 Si n = a® * b? la somme des
diviseurs de n est :

aP™ — 1) (b9 —1)/((a —1)(b—1)) = 3% 8 = 4 % 6 = 24 (on a aussi 24=2%12
mais puisque a?*! —1)/(a—1)=14+a+..+a” >1+a>1+2=3onne
peut pas avoir : a?™t —1)/(a — 1) = 2)

On cherche :

a?™t—1)/(a—1)=3=1+2etb?™ —1)/(b—1)=8=1+7
donca=2etb="7doncn =14
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On cherche :

aP™ —1)/(a—1)=4=1+3etb? —1)/(b—1)=6=1+5

donca =3etb=>5doncn =15

Si la somme des diviseurs de n est 24 c’est que n = 14 oun = 15 ou n = 23.

Si la somme des diviseurs est 28

On saitque 28 = 1 %28 = 2x 14 = 4 x 7 Si n = aP la somme des diviseurs de
nestaP™ —1)/(a — 1) = 28 donc 28 — 1 = 27 doit étre divisible par a, donc la
seule valeur possible pour a esta = 3

sia =3ona: [+3=4 1+3+9=13 et 14+3+9+27=30 donc a # 3

donc n # a”

Sin = aP x b? 1a somme des diviseurs de n est :

a1 —1)/((a—1)(b—1)) =28 =4 *TcaraP™ —1)/(a —1) < 3
donc a?™ —1)/(a — 1) # 2.

On cherche :

a?l —1)/(a—1)=4=1+3ett?™ - 1)/(b—1)=7T=1+2+4
ontrouvea = 3etp=1,b=2etq=2doncn = 3' ¥ 22 =12

On vérifie, on tape :

L:=1idivis (12)

sum (L)

On obtient :

28 On vérifie :

On tape :

L:=sum(idivis(k)) $ (k=1..28)

On obtient :
(1,3,4,7,6,12,8,15,13,18,12,28,14,24,24,31,18,39, 20,
42,32,36,24,60,31,42,40,56]

Si la somme des diviseurs de n est 28 c’est que n = 12.

Si la somme des diviseurs est 1170

On tape :

ifactor (1170)

On obtient :

2x372%5%13

On tape :

idivis (1170)

On obtient :
(1,2,3,5,6,9,10,13,15,18,26,30,39,45,65,78,90,117,130,195,234,390,585
Si n = a” la somme des diviseurs de n est a?*! — 1)/(a — 1) = 1170 donc
1170 — 1 = 1169 On tape :

ifactor (1170-1)

On obtient :

Tx167

On ne peut pas avoir a = 167 car 1672 > 1170. Peut-on avoir a = 7 ? On tape :
sum (79, 3=0..k) $ (k=0..5)

On obtient :

[1,8,57,400,2801,19608]

Donc n # aP.

Sin = aP * b? la somme des diviseurs de n est :

aPt — 1) (b —1)/((a—1)(b—1)) =2% 372 %5 13.
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Il y a donc plusieurs possibilités.

On prenant a ou b comme multiple possible de 13 on a en tout 2*3+2=12 possibi-
lités.

1/ Sionécrit 1170 = 13 % 90,0on a :

13 — 1 =12 = 3 % 4 est divisible par a donc on peut avoir a = 2 ou a = 4.

On a 1+2+4=7 et 1+2+4+8=15 donc a # 2

Ona 1+3+9=13donca = 3

On a 90 — 1 = 89 comme 89 est un nombre premier, on a b = 89.

Donc on peut avoir n = 3% x 89 = 801

On pose L:=801.

2/ Sion écrit 1170 = 26 * 45, 0on a:

26 — 1 = 25 = 5 * ) est divisible par a donc on peut avoir a = 5.

On a 1+5425>26>1+5 donc a # 5 donc 1170 = 26 * 45 ne donne pas de solution
3/ Sionécrit 1170 = 39% 30,ona:

39 — 1 = 38 = 2 x 19 est divisible par a donc on peut avoir ¢ = 2 ou a = 19.

On doit avoir 1 + 2 + ... + 27 = 2P*1 — 1 = 39 donc 39 + 1 = 40 = 271,
Puisque 40 est divisible par 5 ce n’est pas une puissance de 2 donc a # 2 On ne
peut pas avoir a = 19 car 1 + 19 + 192 > 39 > 1 + 19 donc 1170 = 39 * 30 ne
donne pas de solution

4/ Sion écrit 1170 = 65 % 18, on a :

65 — 1 = 64 = 26 est divisible par a mais on peut avoir a = 2 car sinon 64 + 1
serait une puissance de 2.

donc 1170 = 65 * 18 ne donne pas de solution

5/ Sion écrit 1170 = 78 x 15, 0ona:

78 — 1 =77 = 7 x 11 est divisible par ¢ mais :

on ne peut pas avoir ¢ = 7 car 1+74+49+343>78>1+7+49.

on ne peut pas avoir a = 11 car 1+11+121>78>1+11.

donc 1170 = 15 * 78 ne donne pas de solution

6/ Sion écrit 1170 = 117 % 10,0n a:

10 — 1 =9 = 3 * 3 est divisible par a mais :

on ne peut pas avoir a = 3 car 1+3+9>10>1+3.

donc 1170 = 117 * 10 ne donne pas de solution

7/ Sionécrit 1170 =130« 9,0n a:

9 — 1 = 8 = 23 est divisible par a mais :

on ne peut pas avoir a = 2 car 9+1=10 n’est pas une puissance de 2.

donc 1170 = 130 * 9 ne donne pas de solution

8/ Sion écrit 1170 = 195« 6,0n a:

195 — 1 = 194 = 2 % 97 est divisible par @ mais :

on ne peut pas avoir a = 2 car 195+1=196 n’est pas une puissance de 2.

on ne peut pas avoir a = 97 car 1 + 97 + 972 > 195 > 1 + 97.

donc 1170 = 195 * 6 ne donne pas de solution

9/ Sion écrit 1170 = 234 x 5,0n a :

5 — 1 = 4 = 22 est divisible par a mais :

on ne peut pas avoir a = 2 car 5+1=6 n’est pas une puissance de 2.

donc 1170 = 234 * 5 ne donne pas de solution

10/ Sion écrit 1170 = 390« 3,0on a:

390 — 1 = 389 est divisible par a puisque 389 est premier on peut avoir a = 389
etp=1.



50 CHAPITRE 4. ARITHMETIQUE EN TERMINALE SCIENTIFIQUE

3—1=2doncb =2etq = 1donc 1170 = 390 * 3 donne comme solution
n=389%2 =778

Ontape: L:=L,7781i.e L = 801,778

11/ Sion écrit 1170 = 2 % 585, 0n a :

2 — 1 = 1 est divisible par @ mais on ne peut pas avoir a = 1.

donc 1170 = 585 * 2 ne donne pas de solution.

Sin = aP x bic" la somme des diviseurs de n est :

aPtt — D -~ D (e = 1)/((a—1)(b—1)(c—1) =2%3"2%5 % 13.

Un des nombres a,b, ou c et un multiple de 13.

1/ Sion écrit 1170 = 13 * 3% 30,on a:

Ona:

13=1+349, 3=1+2 et 30=1+29 (29 est un nombre premier) donc 1170 = 13 % 3% 30
donne comme solution 7 = 3% % 2 x 29 = 522

Ontape: L:=L, 522 ie L = 801,778,522

2/Sionécrit 1170 = 13 x5 18,on a:

Ona:5—1=4maisa # 2 car 142+4>5>1+2

donc 1170 = 13 * 5 * 18 ne donne pas de solution.
3/Sionécrit 1170 =13« 6% 15,ona:

Ona:

13=1+3+9, 6=1+5 et 15=1+2+4+8 donc 1170 = 13 % 6 x 15 donne comme solution
n=23%%5%2%= 360

Ontape: L:=L, 360i.e L = 801,778,522, 360

4/ Sion écrit 1170 =13 % 9% 10,0on a :

Ona:9—1=8maisa # 2 car 14+2+4+8>9>1+2+4

donc 1170 = 13 % 9 % 10 ne donne pas de solution.

5/ On a vu précédemment que 1’on ne peut pas avoir :

a?tt —1)/(a—1) =26,a” —1)/(a — 1) = 39,aP™ —1)/(a — 1) = 65,
aP™ —1)/(a — 1) = 78 6/ Sion écrit 1170 = 117 2% 50u 1170 = 195 % 2 % 3
on ne peut pas avoir :

a?tt —1)/(a—1)=2

Les solutions sont donc :

L :=(801,778,522,360)

Vérifions :

D:=sum(idivis(k))$(k=2..1171):; D:=[0,D]

On tape le programme membres pour connaitre les indices des nommbres égaux
a a dans la liste L :

membres (a, L) :={
local j,s,M;
s:=size(L)-1;
M:=NULL;
pour j de 0 jusque s faire
si L[jl==a alors M:=M, j; fsi;
fpour;
retourne [M];

bis

membres (1170, D)
On obtient :
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[360,522,778,801]

4.3 Enoncés sur identité de Bézout

4.3.1 L’énoncél

Quel est le plus petit nombre entier avec lequel il faut multiplier 49 pour obtenir
un nombre se terminant par 999999999 (9 neufs) ?

Réponse niveau primaire
On peut faire une multiplication a trous :

49 % ......... =..999999999

On trouve :
49 % 693877551 = 33999999999

Réponse niveau colléege
On a 9999999999 = 10° — 1 et le résultat de la multiplication doit étre de la forme
n* 102 +10° — 1 avec 0 < n < 49 (ou de la forme p * 10° — 1) avec 0 < p < 49.
On utilise le tableur en cherchant n pour que : n * 10° + 10° — 1 soit divisible par
49.
On utilisera les commandes irem (a,b) et iquo (a, b) qui renvoient respecti-
vement le reste et le quotient de la division euclidienne de a par b.
Pour cela on met dans la premiére colonne les nombres de 0 a 48, puis dans la
deuxiéme colonne les nombres 1% 10?410 — 1 pour n de 0 2 48. Dans la troisieme
colonne on calcule le reste de la division de la deuxie¢me colonne par 49 et on trouve
que pour n = 33 ce reste est nul. Il reste a calculer iquo (33x1079+1079-1,49)
et on trouve :

693877551

Mais cette méthode est trés couteuse !

On peut aller un peu plus vite (surtout si on veut faire les calculs a la main) en
remarquant que 10 = 3 mod 7 et que 100 = 2 mod 49 donc :

10 = —1 mod 7

10 =1 mod 7

10° = —1 mod 7

10% = 2% = 16 mod 49

10° = 13 mod 49

13 % —7 = 7 mod 49

On cherche atel que a x 107 =49 xk +1=T7xp + 1.

donc —a = 1 mod 7et 13 x a = 1 mod 49

Sia=48onal3*xa=—13 =36 mod 49
Sia=41lonal3xa=13%«—-1+13%x—-7=—-13+7 = —6 mod 49
Sia=34onal3xa=13%x—-1+13%x -7+ 13 % -7 =1 mod 49
Donc 34 * 10° = 1 mod 49

Il reste a calculer iquo (34+x1079-1,49) eton trouve :

693877551

Réponse niveau TS
On a: 999999999 + 1 = 10°.



52 CHAPITRE 4. ARITHMETIQUE EN TERMINALE SCIENTIFIQUE

On cherche p pour avoir : 49p = 10%a — 1 c’est a dire 1 = 10%a — 49p.
Avec Xcas on tape :

bezout_entiers (49,1079)

On obtient :

[306122449,-15,1]

Donc :

49 % 306122449 — 15 * 10° = 1 et puisque 49 * 10° — 49 % 10° = 0, on a:
49 x (10° — 306122449) + (15 — 49) * 107 = —1.

Puisque 10? — 306122449 = 693877551 et (49 — 15) = 34,0n a:

49 % 693877551 = 34  10° — 1 = 33999999999

Pour faire les calculs a la main on écrit :
10 = 13 mod 49
donc on écrit les 2 premieres équations :

0x134+1%49 =149

1%134+0%49 =13

puisque 49 = 3% 13+ 10 on soustrait 3 fois I’équation 2 a I’équation 1 et on obtient
I’équation 3 :
—3%x13+1%x49=10

puisque 13 = 1 % 10 + 3 on soustrait I’équation 3 a I’équation 2 et on obtient
I’équation 4 :

4%x13—-1%x49=3
puisque 10 = 3 * 3 + 1 on soustrait 3 fois I’équation 4 a I’équation 3 et on obtient

I’idendité de Bézout :
—15%x13+4%49=1

Ona —15 = 34 mod 49 et 10° = 13 mod 49 donc :
34 % 10° — 1 est divisible par 49.
Il reste a calculer iquo (34+x1079-1,49) eton trouve :

693877551
4.3.2 L’énoncé 2
Résoudre en nombres entiers :
13z +b5y =1
or + 13y =6

Avec Xcas on tape :

bezout_entiers (13, 5)

On obtient :

[2,-5,1]

Donc 213 — 55 = 1.

etpuisque k* 135 —k*13x5=0,ona:
13% (24 5k) — (54 13k) *5 = 1.
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13z 4 5y = 1 a donc comme solutions x = 2 + 5k, y = —5 — 13k avec k dans Z.
En multipliant 1’égalité 13 % (2 4+ 5k) — (5 + 13k) *5 =1 par6ona:

13 % (124 30k) — (30 + 78k) x5 =6

5z + 13y = 6 a donc comme solutions x = —30 — 78k, y = 12 + 30k avec k dans
Z.

4.3.3 Exercice

On considere les triangles rectangles qui ont des cotés de longueur entiere et
dont le périmetre s’exprime avec le méme nombre que I’aire.
Déterminer la longueur des c6tés de ces triangles.
Une solution
Soient a et b les longueurs des c6tés de 1’angle droit du triangle rectangle.
D’apres Pythagore I’hypoténuse a pour longueur ¢ = v/a? + b2.
On cherche a € N* et b € N* pour avoir :

a+b+\/a2+b2:%b.

Sia € N* et b € N* vérifient cette équation on aura aussi Va2 + b% € N*,
On doit résoudre 1’équation d’inconnues @ € N* et b € N* :

a—i—b—i—\/aQ—i-bQ:%b.

Cette équation est équivalente a :

b
%—a—b: Va? + b2
qui est équivalente a :

(ab — 2a — 2b)* = 4a® + 4b% et 2a + 2b < abi.e. 0 < 2a < b(a — 2) donc
(ab—2a — 2b)%? = 4a® + 4b% eta > 2 et b > 2a/(a — 2)).
(ab — 2a — 2b)? = 4a® + 4b? est équivalent 2 :
a?b? — 4ab — 4ab® + 8ab = ab(ab — 4a — 4b+8) = 0
On cherche donc a résoudre dans N* :
ab—4a —4b+8) =0ie.b(a —4) = 4(a — 2)
4(a — 2
on en déduit puisque a > 2etb > 0quea > 4etque:b= (a4)'
a_
4(a — 2
Sia>4etb:(a4)a—t—onb—2a/(a—2) >07?
a_
Ontape : factor (4« (a—2) / (a—4)-2*a/ (a—2)
Onobtient : 2% (8—4*xa+a”2)/ ((-4+a) » (-2+a))
ce qui prouve que sia >4onab—2a/(a—2) > 0.

4(a — 2
Comment choisir ¢ > 4 et a € N pour que (a4) e N*?
a

Ona:
b(a —4) = 4(a — 2) donc
b(a — 4) est pair et a — 4 divise 4(a — 2).

1. Sia > 4 est impair, a — 4 est impair donc a — 4 est premier avec 4 donc
a — 4 divise a — 2.
Si a > 4 est impair cela entraine qu’il existe p € N tel que :
a=2p+beta—4=2p+1divisea — 2 = 2p+ 3.
Mais 2p + 1 et 2p + 3 sont premiers entre eux puisque :
(p+1)*x(2p+3)—(p+2)*(2p+1) =1donc
p=0eta=>5.
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On trouve alors :
a=>5b=12,c=13etonabien5+ 12+ 13 =5%12/2 =30

2. Sia > 4 est pair, cela entraine qu’il existe p € N tel que :
a=2(p+3),donca—4=2p+2eta—2=2p+4.
b(2p + 2) = 4(2p + 4) donc b(p + 1) = 4(p + 2) donc
puisque p + 2 et p + 1 sont premiers entre eux ((p+2) — (p+ 1) = 1), on
en déduit que (p + 1) divise 4 donc :
p=0oup=1oup=3etdonc
a=06,b=8 c=10etonabien6 +8+10=6%8/2 =24
a=8b=06,c=10etonabien8+6+10=8x6/2 =24
a=12,b=>5,c=13cetonabien5+ 12+ 13 =5%12/2 =30

On trouve donc 2 solutions ce sont les triangles ayant des c6tés de longueur :
6,8,10et5,12,13

Prolongements

Si on cherche les triangles rectangles de cOtés a, b, ¢ = Va2 + b? vérifiant :
a€eN*,beQeta+b+c=ab/2,larésolution est plus simple et la solution est :
pourn € Netn >4,ona:

a=n,
~In%(n—4)2+16(n — 2)?

‘T (n—4)2

On tape :

factor (n*2* (n-4) "2+16% (n-2) "2)

On obtient :

(8—4*n+n"2) "2

Comme 8 —4xn+n? = (n—2)2+4 > 0etquen > 4 on en déduit que
_ 8—4dxn+ n?

RO

donc la longueurs des cdtés des triangles rectangles de cotés vérifiant a € N¥,
beQ,c=va?+b>eta+b+c=ab/2sont:

4(n —2 —4 2
a—n>sp— =2 8-dxntn”

n—4 (n—4)
Par exemple :
. 4%8) 16) 100 —40+8  34)

=10,b = = —Ltetc=—F—— = —-.

sia , 6 3 etc 5 5
On tape :

[n, (4n-8)/(n-4), (n"2-4n+8)/ (n-4) 1% (n=5..20)

On obtient :
[5,12,13],1[6,8,101,17,20/3,29/31,18,6,101,1[9,28/5,53/5],
(10,16/3,34/31,111,36/7,85/71,[12,5,13]1,(13,44/9,125/97,
(14,24/5,74/51,(15,52/11,173/111, [(16,14/3,50/3],
(17,60/13,229/131,(18,32/7,130/71,[19,68/15,293/157,
[20,9/2,41/2]
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4.4 Enoncés sur des nombres de Z/pZ

4.4.1 L’énoncél

Trouver les 2 derniers chiffres de 199699969,

Solution

Ici, on est sir que le dernier chiffre est 9, puisque 19969 est un nombre impair.
Avec Xcas, on tape :

powmod (19969,19969,100)

On obtient : 29

On peut aussi taper mais le calcul est inefficace :
irem(19969719969,100)

4.4.2 L’énoncé 2

Trouver les 2 derniers chiffres de 1999619996

Solution

Ici, on est slir que le dernier chiffre est 6.
Avec Xcas, on tape :

powmod (19996,19996,100)

On obtient : 96

On peut aussi taper directement pour vérifier :
irem(19996719996,100)

4.5 TP sur ’indicatrice d’Euler

4.5.1 L’énoncé

Bijection entre Q N [0, 1] et N
On construit une bijection f entre les rationnels de [0,1] et N, pour cela :
— on ordonne les rationnels de [0,1] de la fagon suivante :

01112123 12 n-1
) 5273737474?47"'nn"' n PR

— on supprime les fractions non irréductibles et on obtient une suite L.

La fonction f attribue a un rationnel de [0,1] son rang dans la suite L,ona: f(0) =
2

0, F0) =1, F(5) = F() =2, f(5) =30 F) =6, F(3) =T

1. Déterminer le nombre d’éléments de L qui a comme dénominateur 23 (resp

24, 25...30), a I’aide de I’indicatrice d’Euler,
2. Déterminer f(2) puis (o), F(=2) et f(o2)
. clerminer — u1s —_— —) € —_—
7/ P 30”7 \30 307

3. Ecrire un programme qui étant donné deux entiers a et b (a < b) renvoie la
liste des entiers plus petit que a qui sont premiers avec b,

4. Ecrire un programme qui définit la fonction f ayant pour variable une frac-
tion 7 de [0,1],

5. Ecrire un programme qui pour n > 0 trace les points de coordonnées
a

a
(gvf(g)) avec b < n.

Afficherles points de coordonnées %, f (%) avec b <= 32.



56 CHAPITRE 4. ARITHMETIQUE EN TERMINALE SCIENTIFIQUE

6. Amusez vous a tracer ces points avec une couleur qui varie selon la valeur

4.5.2 Le corrigé avec Xcas

On utilise la fonction euler de Xcas qui est I'indicatrice d’Euler c’est a dire
euler (n) renvoie le nombre d’entiers inférieurs a n qui sont premiers avec n
(euler (n)=card ({p<n,gcd(n,p)=1})).

1. Le nombre d’éléments de L qui a comme dénominateur 23 est le nombre
d’entiers inférieur a 23 qui sont premiers avec 23 c’est donc euler (23).

On tape :
euler ([23,24,25,26,27,28,29,301)
On obtient :
[22,8,20,12,18,12,28, 8]
Ona:

1
f(g) esteuler (1) +euler (2)+...+euler (4)+1

1
On vérifie, on sait que f (5) =Tet

sum(euler(n),n, 1, 4)+1 vaut bien 7.
Ona:
f(?) esteuler (1) +euler (2)+...+euler (6)+1 donc on tape :

sum(euler (n),n,1,6)+1

1
On obtient f (?)
13
On tape :
sum (euler(n),n,1,29)+1
1
On obtient f(—):
n obtien f(30)

271

13
Pour avoir f(%), il faut avoir le cardinal des entiers p > 1 qui sont pre-

miers avec 30 et inférieurs ou égaux a 13. Les nombres premiers inférieurs
ouégaux a 13 sont 2,3,5,7,11,13 et ifactor (30)=2%3*5.

13 1
D —) = f(==)+3=274.
Puisque 30 est le plus grand élément de dénominateur 30, pour avoir f( 20 ),

on tape :

sum (euler (n),n, 1, 30)

2
On obtient la valeur de f (3—3) :

278

On sait que euler (30) =8 et les 8 entiers inférieurs ou égaux a 30 qui
sont premiers avec 30sont:1,7,11,13,17,19,23,209.
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2. On peut aussi écrire un petit programme qui renvoie la liste des entiersplus
petit que a et premier avec b :

Lppapremb (a,b) :={

local L, k;

L:=NULL;

for (k:=1;k<=a;k:=k+1) {
if (gcd(k,b)==1) {
L:=L, k;

}

}

return [L];
big
On tape :
sum(euler (n),n,1,29)+size (Lppapremb (1, 30))
On obtient £ (1/30) :
271
On tape :
sum (euler(n),n,1,29)+size (Lppapremb (13, 30))
On obtient £ (13/30) :
274
On tape :
sum (euler(n),n,1,29)+size (Lppapremb (29, 30))
On obtient £ (29/30) :
278

3. Pour avoir la valeur de f(a/b) il suffit connaitre la longueur s de la liste
des entiers plus petit que a et premier avec b .
On utilise les fonction numer (resp denom) qui renvoie le numerateur
(resp dénominateur) de la fracton simplifiée.
On tape :

f(r):={

local s,k

a:=numer (
(

,a,b;
r);
r);

b:=denom ;

s:=0;

for (k:=1;k<=a;k:=k+1) {

if (gcd(k,b)==1) {s:=s+1;}

}

return sum(euler(n),n,1l,b-1)+s;
bed

On tape :

£(1,30)
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On obtient £ (1/30) :
271

On vérifie en tapant :
l+sum(euler (k),k=0..29) eton obtient bien 271
On tape :

£(13,30)
On obtient £ (13/30) :
274
On tape :
£(29,30)
On obtient £ (29/30) :
278

On vérifie en tapant :
sum (euler (k) ,k=0..30) et on obtient bien 278

On tape :
£(31,32)
On obtient £ (31/32) :
324
On tape :
£(39,40)
On obtient :
490

. Pour tracer les points de coordonnées ¢, f(), on ne se sert pas de la fonc-

tion f mais on calcule sa valeur au fur et a mesure et on la met dans la
variable valf : a chaque étape valf augmente de 1.

) i ={
local L,a,b,valf;
L:=point (0),point (1);
valf:=1;
for (b:=2;b<=n;b:=b+1) {
for (a:=1;a<b;a:=a+l) {
if (gcd(a,b)==1) {
valf:=valf+1;
L:=L,point (evalf (a/b)+ixvalf);

tracef (n

}

}

return affichage (L, rouge+tpoint_point+
epaisseur_point_2);

|
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On tape :
tracef (40)

On obtient :

_Yn »* : - - - . o. a. -- .-. . AT n- .n . . =l
F .-o'_o..i P IR . P ....:..:-_:.:
Prr e gt R T e e e [0
L ex = %2 e Wt E B R PR
L :.' ‘_. K ." '. - = .." ".... -.... Pl Saa e el
'.........--’--’r:-.........'.__.‘ 200
Fg-e w e %, ....t.- l.l LI .... o L Y.l
LY e T "s * .‘-. Lot .". L T TR S|
g v 8 & . " . v_’l .l . :.: ".,.'. . .' T | 200
l" y ... * ..‘ , - * .. .: 'l. -l' .I' : - ...‘ l. .. f 100
J. ." u '.'.-.' ..’..' FE L B I T N
..\,";". ..'..' : .'....‘... . '-.".u.'_ '-_ :_-"_. " _’,_
I ‘.-T P 'Ir‘. . I-T TR | T'.‘ B 1
d 02 04 05 0’a {
Remarque

Si on tape :

tracer (n) :={
local L,a,b;
L:=point (0),point (1) ;
for (b:=2;b<n;b:=b+1) {
for (a:=1;a<b;a:=a+l) {
if (gcd(a,b)==1){L:=L,point (evalf (a/b)+ixf(a/b));}

}
return affichage (L, rougetpoint_point+
epaisseur_point_2);

}es

Le temps de réponse est beaucoup plus long car le programme calcule a
chaque etape £ (a/b) sans tenir compte des valeurs de £ calculées aupa-
ravant. Le temps mis pour faire tracer (100) est de 160.02s alors que
celuide tracef (100) estde 3.52s.

On peut encore diminuer le temps de calcul en stockant par référence (avec
=< au lieu de :=) les points dans la liste L. Pour cela il faut connaitre la
longueur s de la liste L qui est £ ( (n—-1) /n).

On tape :

tracerf (n) :={
local L,a,b,valf,s, j;
s:=f((n-1)/n);
L:=makelist (0,1, s);
L[0]=<point (0);
L[1l]=<point(1l);
valf:=1;
Jj:=2;
for (b:=2;b<=n;b:=b+1) {
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for (a:=1;a<bj;a:=a+l) {
if (gcd(a,b)==1) {
valf:=valf+1;
L[j]l=<point (evalf (a/b)+ixvalf);
j:=3+1;

}
return affichage (L, rougetpoint_point+
epaisseur_point_2);
b
On tape :
tracerf (100)

On obtient en 0.89s :

eiey L3t lesk A 4 vkl 37y facliszhiid 13000
[ W w 143
: ur

Tw?ﬁi ¥
A} 12000

500

Moo

Enl 500
e
0.4

5. On met un peu de couleur ....
On tape :

tracerfc(n) :={
local L,a,b,valf,s, j;
s:=f((n-1)/n);
L:=makelist (0,1,s);
L[0]=<point (0);
L[l]=<point(l);L:=point (0),point (1);
valf:=1;j:=2
for (b:=2;b<=n;b:=b+1) {
for (a:=1;a<b;a:=a+l) {
if (gcd(a,b)==1) {
valf:=valf+1;
L[j]=<point (evalf (a/b)+ixvalf,affichage=
irem(a,7) +tpoint_point+epaisseur_point_2);
J:=3+1;

}

return L;
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bis
On tape :
tracerfc (100)

On obtient en 0.84s :

!‘:.;l.::-' WY, WAl il Wk i, Y OO ' "'f"l':" i [3000
i}ll: 2500
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! 3 -%_“'{r.“lf . Fy
e oI g I s -
AR UL L

N o k. ) .D'I. o
o Tyt .'3- s o1,
g 0z 04 0.5

1 n—
_ t1 int
) etles points (" ("))

semblent étre sur des courbes symétriques par rapporta x = 1/2.

On remarque que les points (
Cela 'explique puisque (") +1 = f(——)
ela s’explique puisque f(—— = f(——).
prqte pHisq n n+1
4.5.3 Prolongement du TP sur I’indicatrice d’Euler

Approximation d’un nuage de points

La fonction f est la bijection entre Q N [0,1] et N qui a &té définie dans le TP
précédent.

1. A I’aide du tableur tracer le nuage de points de coordonnges :

) o

S|

f est la fonction définie précédement. On rappelle que I’on a :

n—1
)= 1+Z<I)(k:) pour n € N*
k=0

I

1
n
ou ® est la fonction d’Euler.

2. On se demande si ces points sont sur une courbe identifiable. Dans le livre
d’Hardy and Wright d’introduction a la théorie des nombres, il est dit que
n—1
3n? . -

Z O(k) ~ —5- pour n grand. Vérifier ce résultat en utilisant une régres-
T

k=0

sion convenable.
3. Faites une simulation pour vérifier que si on tire au hasard deux entiers et

qu’avec ces 2 entiers on forme une fraction de ]0 ;1], la probabilité d’obtenir
une fraction irréductible est égale a 6/72.

4. Faites une simulation pour vérifier que si on tire au hasard deux entiers la
probabilité d’obtenir deux entiers premiers entre eux est égale a 6/
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4.5.4 Corrigé du prolongement du TP sur ’indicatrice d’Euler

1. On ouvre le tableur avec par exemple 100 lignes.

— dans la colonne A, on met la suite des nombres entiers 1, 2....,
— dans la colonne B, on met 1’inverse de ces nombres.

Pour cela on met dans BO : 1 et dans B1 : =$BS$0/A1 ou plus simple-
ment =1/A1.

Puis on copie cette formule vers le bas.
— dans la colonne C, on metdans CO : 1,dans C1 : =euler (A0) +CO et
dans C2 : =euler (Al) +C1. Puis on copie cette formule vers le bas.

On sélectionne les 2 colonnes B et C, puis dans le menu Maths->2-d
stats on choisit nuage de points la plage de cellule est alors :

B0 :C99 etlacellule cible DO si on a coché Graphe et décoché Paysage
dans la configuration du tableur.
On obtient :

Table Edit haths |r99va val Savel[Nofienames=
|D2 o o ]
* Spreadsheet < H100C10 auto dowr = ¢ in
A B | ¢ - | >
o [ 1 1 : ZSI‘hTU_l
2 |2 172 3 H lzoocM_Menu
3 |4 174 5 :
4 |5 s 7 ] H
5 |@ e 1 % 1300
& |7 17 12 ’.:,!
7 |8 8 12 .
B |9 12 Foc) K Tooe
a |10 hfale] 22 i,
1o (11 111 33 % 50
1 [12 112 43 ‘\‘“«-ﬁ_
1z (13 b Ak 47 ’
o 1 E = o
] — ol oo? 0.0 003 0o o1

2. On modifie BO en 1.0 pour avoir des nombres approchés dans la co-
lonne B. Puis on sélectionne les 2 colonnes B et C, puis dans le menu
Maths->Regressions on choisit Puissance la plage de cellule est
alors : B40:C99 et la cellule cible D1 (on a coché Graphe et décoché
Paysage dans la configuration du tableur), puis on modifie D1 en :

=power_regression_plot (matrix (50,2, (B50):(C99)),color=1)
et on obtient en rouge :
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Table Edit Maths |r99va val Save[<Mofilename=

[B1 |=tEBROyIAT) Iy ]
* Spreadsheet << 10001 0 auto dowr =
A B | ¢ - |
1.0 1 u

z -
0333333333333 3 Fzone M Mehu
0.2s 5
0z 7
0.18B065658087 11 1500
0142857 142857 13
0123 12
111111111117 23

i) m‘w‘m|m|h|m|m -0
Wim =l @ by

10
11

:
%@
8
8

R
(=}
g
:
g
:
5

2 TRre .., L. H
o |1 |2 -l o
JE I 0] 0.02 0.04 0.08 0.08 01

3. onmetdans D2 = (M:=matrix (60,2, (B40) : (C99))).
Puis on tape : =power_regression (M)
On obtient : —2.01348683765,0.283029041082
Ce qui veut dire que y = 0.283029041082«x~2.01348683765 approche la
courbe y = f(x),c’estadire que f(1/n) =~ 0.283029041082xn 201348683765,
Ontape:evalf (3/pi”2)
On obtient: 0.303963550927

4. On écrit tout d’abord le programme :

fractirredO (n,p) :={
local a,b, j,k;
randseed;
k:=0;
pour j de 1 jusque p faire
a:=rand(n) +1;
b:=rand(n)+1;
si gcd(a,b)==1 alors k:=k+1;fsi;
fpour;
retourne evalf (k/p),evalf(6/pi"2);
b

On tape :
fractirred0(100000,1000000)
On obtient :
0.607658,0.607927101854

On tape :
fractirred0(1000000,1000000)
On obtient :
0.607544,0.607927101854

On tape :
fractirred0(2731,1076)

On obtient :

0.607876,0.607927101854
Mais ce programme n’est pas correct car le couple (a, b) peut prendre n?
valeurs alors que les fractions a/b €]0;1] avec b < n sont au nombre de
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n(n+1)/2.
On tape alors :

fractirredl (n,p) :={

local a,b, j,k;

randseed;

k:=0;

pour j de 1 jusque p faire

b:=rand(n)+1;

repeter a:=rand(n)+1l; jusqua a<=b;

si gcd(a,b)==1 alors k:=k+1;fsi;

fpour;

retourne evalf(k/p),evalf(6/pi*2);
b
On tape :
fractirredl (10000,10000)
On obtient :
0.6065,0.607927101854
Mais I’exécution rique d’étre longue car si on a tiré pour b 0 ou 1, trouver
un a plus petit risque de prendre du temps ! ! !!
Pour faire un programme plus "rigoureux", on va numéroter les fractions
sans enlever les fractions réductibles (par ex le rang de 2/2 est 3 et celui
de 2/6 est 17) puis tirer au hasard un nombre dans (1,2,...n(n + 1)/2) et
chercher la fraction ayant ce rang comme valeur.
On tape :

randfract (n) := {
local r,a,p,d;
a:=nx(n+l)/2;
r:=rand(a)+1;
g:=floor ((-l+sqgrt (8xr+1))/2);
p:=r-g*(qtl) /2;
retourne p,d;
bes
fractirred(n,p) :={
local a,b, j,k;
randseed;
k:=0;
pour J de 1 jusque p faire
a,b:=randfract (n);
si gcd(a,b)==1 alors k:=k+1; fsi;
fpour;
retourne evalf (k/p),evalf (6/pi™2);
b
On tape :
fractirred (1000,10000)
On obtient :
0.6059,0.607927101854
On tape :
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fractirred(60000,100000)
On obtient :
0.60509,0.607927101854
Remarque
Calculons la probabilité d’avoir une fraction irréductible parmi toutes les
fractions de ]0 ;1] qui ont un dénominateur d < n.
Le nombre total de ces fractions est n(n + 1)/2, en effetil y a:
une fraction de dénominateur 1,
deux fractions de dénominateur 2,..
n fractions de dénominateur n
donc en tout n(n + 1)/2 fractions de ]0;1] de dénominateur d < n,
Le nombre des fractions irréductibles parmi ces fractionsest Y ., _,euler(k),
eneffetilya:
euler (1) =1 fraction irréductible de dénominateur 1,
euler (2) =1 fraction irréductible de dénominateur 2,..
euler (n) fractions irréductibles de dénominateur 7
donc en tout euler (1) +euler (2) +..+euler (n) fractions irréduc-
tibles de dénominateur d < n.
On tape :
2xsum(euler(k),k=1..1000)/(1000724+41000.)
Onobtient: 0.607776223776
On tape :
2xsum(euler (k) ,k=1..10000)/(1000072+10000.)
On obtient: 0.607888931107
Si on suppose que n est grand et que 1’on a montré que Zz;é O(k) ~ ?’WL;,
la probabilité d’avoir une fraction irréductible parmi toutes les fractions de
[0;1] qui ont un dénominateur d < n est :
n 2
Zeuler(k) o~ 22*3* (n+1) _ b (n;—l)
P m2xnx(n+1) nm

g 6 e
Cette probabilité tend donc vers — quand n tend vers I'infini.
T
Idée pour montrer que si on tire au hasard 2 nombres entiers, la pro-
babilité d’obtenir deux entiers premiers entre eux est égale a —
72 §
Cette propriété résulte du fait que 3 est la somme de la série de terme

“+00
nécal 1. 1 2
énéral u,, = — 1.e. E — = —.
g "2 —n* 6

En effet, soit p un nombre premier.
La probabilité pour qu’un entier pris au hasard soit divisible par p (i.e. soit

1
un multiple de p) est égale a — (la probabilité pour qu’'un entier pris au ha-
p
1
sard soit divisible par 2 est égale a 3 la probabilité pour qu’un entier pris

1
au hasard soit divisible par 3 est égale a §)

La probabilité pour que deux entiers pris au hasard soient tous les deux di-

visibles par p est égale a ]?
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Donc la probabilité pour que le pged de deux entiers pris au hasard ne soit

pas divisible par p est égalea 1 — —.

Donc, si NV P est I’ensemble des nombres premiers, la probabilité pour que
le pged de deux entiers pris au hasard soit égal a 1 (i.e. divisible par aucun

nombre premier) est égale a H (1-—).
peENP p

. o 1 R .
Il faut maintenant écrire autrement H (1 — —2) ou plutdt son inverse

peENP
H 1
T
peENP 1= p2
1 = 1 =
On sait que i thn donc T = Zﬁ
n=0 p? n=0
. 1 R |
Finallement H T H Z =
pENP p2  peNPn=0

Comme les nombres entiers sont le produit de nombres premiers a une cer-
taine puissance, on a :

1 —+o00 1 +o0 1 71'2
Hi—=-ll>Xm"2p"-%
peNP p?  peNPn=0 k=0

Ainsi

IIo-5-5

peENP

4.6 Le probleme de Joseph Bertrand (1822-1900)

Soit un cercle de rayon R. On appelle corde type les cordes dont la longueur a
vaut a = R+/3. La longueur des cordes types est égale 2 la longueur des cotés des
triangles équilatéraux inscrits dans ce cercle.

Le probleme de Joseph Bertrand est :

quelle est la probabilité pour qu’une corde prise au hasard soit plus grande qu’une
corde type ?

Ecrire un programme qui simule le choix d’une corde prise au hasard dans un cercle
de rayon 1 lorsque :

1.
2.

On prend 2 points au hasard sur le cercle pour déterminer une corde,

On prend 1 point au hasard sur le cercle et une direction au hasard ce qui
déterminera une corde.

. On prend 1 point défini au hasard par ses coordonnées cartésiennes dans le

cercle. Ce point déterminera le milieu de la corde (et donc la corde),

. On compare les cordes qui ont la méme direction : pour cela, pour chaque

direction d, on prend un réel r au hasard entre — R et R et cela défini 1 point
sur le rayon orthogonal a d. Ce point déterminera le milieu de la corde (et
donc la corde).

Testez cees différents choix, puis expliquez les résultats obtenus.
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Les programmes avec Xcas
Une corde type AB d’un cercle de rayon 1 a pour longueur v/3 et son angle au

centre vaut 27/3 i.e si a est I’argument de I’affixe de A et b est I’argument de
I’affixe de B.

1. On prend 2 points A et B au hasard sur le cercle pour déterminer une
corde. Ces 2 points seront déterminés par leur arguments a et b choisis au
hasard entre —70 et 7. Ces deux points définissent une corde de longueur
supérieure a /3 si
| = AB? = abs(exp(i * a) — exp(i x b))2 = 2 — 2cos(a — b) > 3 ou si
27/3 < |a — b| < 4m/3. Cela donne les 2 programmes simulberl0 et
simulberll. Le programme simulber10 étant plus rapide puisqu’il
nécessite qu’un seul test.

On tape :

simulberl0 (n) :={
local j,a,b,1,s;
s:=0;
pour j de 1 jusque n faire
a:=rand(-pi,pi);
b:=rand (-pi,pi);
l:=2-2xcos (a-b);
si 1>3 alors s:=s+1; f£fsij;
fpour;
retourne s,n,evalf (s/n);

}es

simulberll (n) :={
local j,a,b,c,s;
s:=0;

pour j de 1 jusque n faire
a:=rand(-pi,pi);
b:=rand (-pi,pi);
c:=abs (a-b);
Ssi1 ¢c>2+pi/3 et c<4+pi/3 alors s:=s+1; fsi;
fpour;
retourne s,n,evalf (s/n);
big
On tape : simulber10(100000)
On obtient : 33315,100000,0.33315
On tape : simulber11 (100000)
On obtient : 33410, 100000, 0.3341
Dans ces 2 programmes, ce qui compte c’est la valeur de |b — a| qui est un
nombre entre 0 et 27. Il y a donc une chance sur trois pour que ce nombre
soit compris entre 27/3 et 47 /3

2. On prend 1 point A au hasard sur le cercle et une direction d au hasard pour
déterminer une corde. Le point A sera déterminé par son argument a choisi
au hasard entre —7 et 7 et la direction D par son angle d avec 1’axe des x
que I’on choisit au hasard entre O et 7. Ce point et la direction définissent
une corde AB de longueur supérieure a v/3 si (a + b)/2 = 7/2 — d (c’est
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adire b =7+ 2d — a).

On tape :

simulber2 (n) :={
local j,a,b,d,1,s;
s:=0;

pour j de 1 jusque n faire
a:=rand (-pi,pi);
d:=rand(0,pi);
b:=pi+2xd-a;
1l:=2-2+cos (a-b);
si 1>3 alors s:=s+1; fsi
fpour
retourne s,n,evalf(s/n);
b
Ontape : simulber2 (100000)
On obtient : 33264, 100000,0.33264
On a le méme résultat qu’en 1, puisque c’est pratiquement le méme pro-
gramme.

3. On définit au hasard dans le cercle le milieu de la corde par ses coordonnées
cartésiennes.

simulber3 (n) :={
local j,a,b,c,1,s;
s:=0;
pour j de 1 jusque n faire
repeter
a:=rand(-1,1);
b:=rand(-1,1);
Jjusqua a*2+b"2<1;
1:=4% (1-a"~2-b"2);
si 1>3 alors s:=s+1; fsi;
fpour;
retourne s,n,evalf(s/n);
b
On peut remplacer 1 : =4+ (1-a”2-b"2);si 1>3 alors s:=s+1;
fsi; par
l:=a”2+b"2;si 1<1/4 alors s:=s+l1; fsi;
On tape : simulber3(100000)
On obtient : 25039, 100000, 0.25039
Le cercle de rayon 1/2 a comme surface 7 /4 et celui de rayon 1 a comme
surface 7. La probabilité de se trouver dans le cercle de rayon 1/2 est donc
de 1/4.
Attention
Si on écrit :

simulber30 (n) :={
local j,a,b,c,1,s;
s:=0;
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pour j de 1 jusque n faire
a:=alea(-1,1);

c:=sqrt (1l-a”2);
b:=alea(-c,c);
1:=4%(1-a”2-b"2);

si 1>3 alors s:=s+l1; f£fsi;
fpour;

retourne s,n,evalf(s/n);

}es

le programme n’est pas correct car dans ce programme a et b ne sont pas

indépendants (voir la remarque du 14.14).

On tape : simulber30(100000)

On obtient : 20311, 100000, 0.20311 On fait le calcul de la probabi-

lité avec ce programme.

La probabilité d’avoir: a < < a+daetb <y < dbest: daxdb/aire(S)

avec S = {(z,y)a <z < a+da,0 <y < V1—a?}.

On obtient si cos(t1) = a et cos(te) = a + da : avec dt = —da/V/1 — a?

aire(S) = 2(t; — t2) + sin(2t2) — sin(2t;) = 2dt(cos(2t1) — 1) =

4da\/1 — a? donc db = 1/(4v'1 — a?)

Ona:

fl \ﬂlfo)
0 \/(1—902)(190

0 iy n tape :

romberqg (sqrt ((1/4-x"2))/sqrt ((1-x"2)),x=0..1/2)
On obtient (avec 7 digits) :
0.20315486

= 1 donc la probbilité d’étre dans le cercle de rayon 1/2 est :

4. On définit au hasard un nombre réel r entre —R et R. la longueur [ de la
corde de direction d et dont la distance au centre est 7 est : [ = 2v/1 — 12
et [ ne dépend pas de la direction. Donc pour une direction donnée la pro-
babilité cherchée ne dépend pas de la direction.

On tape (dans le programme R = 1 et/ est le carré de la longueur de la

corde) :

simulberd (n) :={
local j,r,1,s;
s:=0;

pour j de 1 jusque n faire
r:=rand(-1,1);
1:=4%x(1-r"2);

si 1>3 alors s:=s+1; fsi
fpour

retourne s,n,evalf(s/n);

|

On tape :

simulber4 (100000)

On obtient :
49993,100000,0.49993



70

4.7

CHAPITRE 4. ARITHMETIQUE EN TERMINALE SCIENTIFIQUE

En effet, onal = AB? = 4 % (1 — r2) et donc les conditions [ > 3 et
0 < r < 1/2 sont équivalentes.

Donc pour une direction donnée la probabilité cherchée est 1/2 et elle ne
dépend pas de la direction.cen en conclut que par rapport a la corde type, il
y a autant de cordes longues que de cordes courtes.

Remarque

Lorsqu’on définit au hasard dans le cercle le milieu M de la corde par ses
coordonnées polaires , t (i.e. I’affixe de M est m = rexp(it)). Pour cela
on choisit un réel r au hasard entre —R et R et un angle ¢ réel au hasard
entre 0 et 7 ce qui déterminera le point 7 exp(it).

On tape :

simulber40 (n) :={
local j,r,t,m,1,s;
s:=0;
pour Jj de 1 jusque n faire
r:=rand(-1,1);
t:=rand(0,pi);
m:=r+xexp (ixt);
1l:=4%(1-r"2);
si 1>3 alors s:=s+1; fsi
fpour
retourne s,n,evalf(s/n);

|

On tape : simulber40 (100000)

On obtient : 50068, 100000, 0.50068

En effet, on voit que la valeur de ¢ ne sert pas et que [ = AB? ne dépend
que de . Les conditions [ > 3 et 0 < r < 1/2 sont équivalentes. Donc la
probabilité cherchée est encre 1/2.

Question

Pourquoi selon que I’on choisit le milieu de la corde avec ses coordonnées
cartésiennes ou avec ses coordonnées polaires la probabilité passe de 1/4 a
1727

Il faut comprendre que :

r:=rand(-1,1);
t:=rand(0,pi);
M:=point (r*exp (ixt));

ne définit pas des points équirépartis dans le cercle de centre O et de rayon
1. En reffet, il y a plus de points proches du centre que sur la périphérie
(voir la remarque du 14.14).

Un exercice sur les congruences et les restes chinois

4.7.1 L’énoncé

Trouver un nombre entier n vérifiant 4 < n < N vérifiant :
n est divisible par 2
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n — 1 est divisible par 3
n — 2 est divisible par 5
n — 3 est divisible par 7
n — 4 est divisible par 11

4.7.2 Solution avec Xcas et les restes chinois

On utilise la commande ichinrem.

On tape :
ichinrem([0%2,1%3,2%5,3%7,4%11]))
On obtient :

=788 % 2310

On veut que 0 < n < N donc :

n = (2310—-788)+2310xk = 1522+ 2310%k avec k < iquo((N —1522),2310)
donc si N = 10000 on tape :
iquo ((10000-1522),2310)
On obtient :

3

On tape :
(15224+2310+k) $ (k=0..3)
On obtient :
1522,3832,6142,8452

4.7.3 Solution avec Xcas et I’identité de Bézout

On utilise la commande iabcuv qui étant donné trois entiers a, b, ¢ renvoie
une liste de deux entiers relatifs [u, v] vérifiant axu+bxv=c.
Remarque
— Si deux entiers relatifs u, v vérifie au + bv = ¢ alors on a aussi :
a(u + kb) + b(v — ka) = c pour tout k € Z.
— iabcuv estune généralisation de I’identité de Bézout (commande iegcd).
On a en effet : iegcd (a, b) renvoie une liste de trois entiers [u, v, d]
vérifiant axu+bxv=d=gcd (a,b) (ol gcd (a, b) estle pgcd de a et b).
Donc pour que iabcuv ait une solution il faut et il suffit que c soit un
multiple du pged de a et b. Donc iabcuv a toujours une solution si a et
b sont premiers entre eux.
On cherche un entier n qui est un multiple de 2 et aussi un multiple de 3 plus 1.
Doncona:n=2p=3q+ 1lavecp € Zetq € Z.
c’estadire 2p — 3¢ = 1.
On tape :
iabcuv (2, 3,1)
On obtient :
[-1,1]
Doncn =2x*(—1+3k)=-2%6.
De plus n est un multiple de 5 plus 2.
Doncona:n=5r+2=—-2+6kavecr € Zetk € Z.
c’est a dire 6k — 5r = 4.
On tape :
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iabcuv (6,5, 4)

On obtient :

[-1,2]

Doncn = 6% (—1 4 5k) —2 = —8 % 30.

De plus n est un multiple de 7 plus 3.
Doncona:n=7j+3=—-8+30kavecj € Zetk € Z.
c’est a dire 30k — 75 = 11.

On tape :

iabcuv (30,7,11)

On obtient :

[(2,-7]

Donc n =30 * (2 + 7k) — 8 = 52 % 210.

De plus n est un multiple de 11 plus 4.
Doncona:n=11m+4 =52+ 210kavecm € Zetk € Z.
c’esta dire 11m — 210k = 48.

On tape :

iabcuv (11,210, 64)

On obtient :

[-72,4]

Donc n = 11 % (=72 + 210k) + 4 = —788 % 2310.
On tape :

(-788+kx2310)$ (k=1..4)

On obtient :

1522,3832,6142,8452



Chapitre 5

Matrices en terminale scientifique

5.1 Les matrices de rotation

Etant donné ¢ € R on considére la matrice : A(t) = (

cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(t) )
Calculer A(t)" pour n € N.

Calculer A(t)2 — 2 cos(t)A(t) + I ot I est la matrice identité d’odre 2.

En déduire que A(t) est inversible et que A(t)~! = A(—t).

Calculer A(t)" pour n € Z.

Montrer que dans un repere orthonormé (O; _i>, 7), la matrice A(t) est la matrice
de la rotation de centre O et d’angle ¢.

Solution avec Xcas.

On tape :
A(t):=[[cos(t),
tlin(A(t)*A(t))
On obtient :

[[cos (2*t),—-sin(2*xt) ], [sin(2*t),cos (2*xt) ]]

On tape :

assume (n, integer)

An(t) :=[[cos(n*t),-sin(n*t)], [sin(nxt), cos (n*t)]]
tlin(An(t)~A(t))

On obtient :

[[cos (nxt+t), —sin(n+xt+t) ], [sin(nxt+t),cos (nxt+t) ]]
Donc on a montré par récurrence que :

A(t)" = A(nt).

On tape :

tlin(A(t) "2-2*xcos (t)*A(t)+idn (2))

On obtient :

[[0,01,100,07]]

On en déduit que : A(2cos(t)x I — A) =1

On tape :

B(t) :=normal (2+xcos (t) *idn (2)-A(t))

B(t)

On obtient :

[[cos(t),sin(t) ], [-sin(t),cos(t)]]

On tape :

-sin(t) ], [sin(t),cos(t)]]

73
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B(t)-A(-t)

On obtient :

({0,01,100,01]

Donc pour tout n € N,ona A(t)~! = A(—t) et A(t)™" = A(—t)" = A(—nt).
Donc pour tout n € Z, on a A(t)" = A(nt).

Dans la rotation 7 de centre O et d’angle ¢ :

- — -
le vecteur 4 se transforme en le vecteur : 7( KA ) = cos(t) i _+> sin(t) j
le vecteur j se transforme en le vecteur : r( j ) = —sin(¢) i + cos(t) j

Donc :
r(z 74y ) =ar(7)ryr(7) = (cos(t)—ysin(t)) 7 +(zsin(t) 4y cos(t)) 7

c’est a dire :
()= ) ()= ()
On tape :

coordonnees (rotation (0, t, x+ix*y))
On obtient :
[cos (t)*x—sin(t)ry,cos (t)*xy+x*sin(t) ]

5.2 Les matrices magiques d’odre 3

5.2.1 Résultat préliminaire

apo ao1r @02
Soit Alamatrice: A= | aip a1 a2
az0 Q21 a22
Si tran(A)) désigne la matrice transposée de A, montrer que :
B =1/2x (A + tran(A)) est une matrice symértrique et
C =1/2* (A — tran(A)) est une matrice antisymértrique.
En déduire que toute matrice se décompose de facon unique en la somme d’une
matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.
On tape :
A:=[[a00,a01,a02], [al0,all,al2], [a20,a2l1,a22]]
B:=1/2x (A+tran(A));C:=1/2x (A—tran(A))
normal (B-tran(B)),normal (C+tran(C))

On obtient :
rro,o0,01,10,0,01,(10,0,011,1(010,0,01,([0,0,01,1[0,0,011
On tape :

normal (A-B-C)

On obtient :

(co,0,01,10,0,01,00,0,07]]

Donc A est la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.
Cette décomposition est unique, en effet :

Si A= M + N avec tran(M)=M et tran(/N)=—N alors :

tran(A)=M — N donc

M =1/2x(A+tran(A)) = Bet N = 1/2x(A—tran(A)) = Cdonc A = B+C
d’ol 'unicité.
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5.2.2 Les matrices magiques d’odre 3

Une matrice A = (a; ) d’ordre 3 est une matrice magique de somme s lorsque
les 8 sommes :
Z?:o aj = spour k =0, 1,2 (somme de chaque colonne)
Z;ZO ajr = spour j =0,1,2 (somme de chaque ligne)-
ijo aj; = a3+ a2+ a1 = s (somme de chaque diagonale).
Déterminer les matrices magiques d’ordre 3 qui sont antisymétriques.
Déterminer les matrices magiques d’ordre 3 qui sont symétriques de somme s = 0.
Déterminer une matrice magique d’ordre 3, symétrique, de somme s et la plus
simple possible.
Montrer que la différence de 2 matrices symétriques magiques de somme s est une
matrices symétriques magiques de somme s = 0.
En déduire toutes les matrices magiques d’ordre 3, symétriques de somme s.
Trouver toutes les matrices magiques d’ordre 3 de somme s = 3.
Trouver toutes les matrices magiques d’ordre 3 de somme s = 9.
Solution avec Xcas
Les matrices magiques d’ordre 3 qui sont antisymétriques sont de somme s = 0
car la diagonale principale ne contient que des 0.
Soit A une matrice antisymétrique d’ordre 3 et magique de somme s = 0.
On tape :
A:=[[0,a,b]l, [-2,0,c], [-b,—c,0]]
linsolve ([a+b=0,-a+c=0,b+c=0], [a,b,c])

On obtient :

[c,-c,c]

Donc les matrices magiques A d’ordre 3 qui sont antisymétriques sont :
0 ¢ —c 0 1 -1

A=| —¢ 0 ¢ | =c| -1 0 1
c —c 0 1 -1 0

On tape :

A:=c«[[0,1,-11,[-1,0,1],1[1,-1,01]1

Soit Sy une matrice symétrique d’ordre 3 et magique de somme s = 0.

On tape :

SO0:=[[a,b,c], [b,d,el,[c,e,f]]

linsolve ([atb+c, at+d+f, b+d+e, cte+f, 2c+d], [a,b,c,d,e, £f])
On obtient :

[-f,£,0,0,-f, ]

Donc les matrices magiques Sy d’ordre 3 qui sont symétriques de somme s = 0
sont :

—f f 0 ~1 1 0
So=| f o0 —f =5 1 0 41
0 —f f 0 -1 1

Cherchons une matrice S la plus simple possible qui soit symétrique d’ordre 3 et
magique de somme s, par exemple :
S:=s/3%[[1,1,11,01,1,11,11,1,1]]

Si B est une matrice symétrique d’ordre 3 et magique de somme s, alors B — S est
une matrice symétrique d’ordre 3 et magique de somme s = 0.

Donc les matrices magiques B d’ordre 3 qui sont symétriques de somme s sont de



76 CHAPITRE 5. MATRICES EN TERMINALE SCIENTIFIQUE

la forme B := S + 5.

On tape :
B:=s/3%[[1,1,1],((1,1,11,(1,1,21]]+£f»[[-1,1,0],([1,0,-11,
[0,-1,11]1]

Donc les matrices magiques M d’ordre 3 qui sont de somme s = 3 (resp s = 12)
sont M := A+ S + Sy et elles dépendent de 2 paramétres c et f.

On tape pour s = 3 (s/3 =1):
M:=c«[[O,1,-11,([-1,0,11,([1,-1,0]]1+€%([-1,1,0],([1,0,-17],
(0,-1,111+90712,2,171,12,2,11,101,1,111

On obtient :

[[-f+1,c+f+1,-c+1], [-c+f+1,1,c—f+1], [c+1l, —c—f+1, f+1]]
Par exemple si f = 1, ¢ = 0, on obtient :

[10,2,11,12,1,01,11,0,211.

On tape pour s = 12 (s/3 = 4) :
M:=cx[[0,1,-1],[-1,0,1],[1,-1,0]]1+£%[[-1,1,0],[1,0,-11,
(0,-1,111+4~((12,2,17,102,1,11,11,1,111

On obtient :

[[-f+4,c+f+4,—c+4], [-c+f+4,4,c—£+4], [c+4,—c—f+4,£+4] ]
Par exemple si f = 1, ¢ = 3, on obtient :

[[3,8,11,12,4,61,17,0,511



Chapitre 6

Dénombrement

6.1 Opérations sur les ensembles finis

La reunion de n ensembles finis est un ensemble fini.

Ona:

pourn = 2:

Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B)
pour n = 3

Card(AU BUC) = Card(A) + Card(B) + Card(C) — Card(AN B)—
Card(ANC) —Card(CNB)+Card(ANBNC)

Si les n ensembles finis Ay sont 2 a 2 disjoints on a :

Card(A; U As... U A,) =) _, Card(4y).

Le produit cartésien de n ensembles finis Ay est un ensemble fini.

Ona:

Card(A; x As... x Ay,) = [1,_, Card(Ayg).

Reégles pour dénombrer

Quand on a plusieurs choix a réaliser , on fait :

- un produit quand on fait un choix et puis un autre etc..

- une somme quand on fait un choix ou bien un autre etc..

6.2 Nombre d’applications d’un ensemble fini dans un en-
semble fini

Soient deux ensembles ' dans F' de cardinaux respectifs n et p.

Soit A(E, F) I’ensemble des applications de E dans F'.

Soit u(n, p) le nombre d’applications de E dans F'.

Ona:

u(l,p) = pcarsi E = aet F' = by,by..b, les applications de £ dans F sont
définies par : fj(a) =bj) avec 1 < j <p

On montre par récurrence que u(n,p) = p-u(n — 1, p).

En effet :

si E = aj,as...a, et By = ag...ay, une application de E dans F' est définie par
une application de F; dans F' et par f(a;) = bj pour 1 < j < p.

Donc u(p,n) = p"

77
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6.3 Nombre d’injections d’un ensemble fini dans un en-
semble fini : les arrangements

Soient deux ensembles F dans F' de cardinaux respectifs p et n avec n > p.
Soit Z(E, F) I’ensemble des injections de E dans F'.
Soit v(n, p) le nombre injections de F dans F'.
Ona:
v(n,1) =ncarsi E = aet F = by, ba..b, les injections de E dans F' sont définies
par: fj(a) =bj)avec 1 < j<n
On montre par récurrence que v(p,n) = (n —p+ 1) xv(p,n — 1).
En effet :
si B = a1, a2...ap et E1 = as...ap, une injection de E dans [’ est définie par une
injection de f de E; dans F' et par f(a1) € F'\ f(E1).
Comme F'\ f(E;) apourcardinaln — (p—1)=n—p+1,ona:
v(n,p) = (n—p+ Lv(n,p—1).
Donc v(n,1) = n,v(n,2) = n(n —1),...,v(n,p) = n(n — 1')(n —-p+1)

n!

(n —p)!

En utilisant la notation factorielle on a donc : v(n,p) =
Définition

v(n, p) est le nombre d’arrangements sans répétition de p objets pris parmi n objets
» <n).

Avec Xcas v(n,p) se note perm (n, p) .

On tape :

perm(n, p)

Onobtient: (n!)/ ((n-p)!)

On tape :

perm (6, 3)

On obtient: 120

6.4 Nombre de bijections d’un ensemble fini dans un en-
semble fini : la factorielle

Soient deux ensembles E dans I’ de méme cardinaux n.
Le nombre de bijections de E dans F est égal au nombre d’injections de £ dans F’
car et F' ont le méme nombre déléments.
Le nombre de bijections de E dans F' estdonc 1%2x..xn = n! Avec Xcas v(n, p)
se note perm (n, p) .
On tape :
6!
On obtient : 720
On tape :
3!
On obtient : 6
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6.5 Nombre de parties a p éléments d’un ensemble a n
éléments : les combinaisons

6.5.1 La définition

Soit un ensemble F de cardinal n (n > 1) et soit un entier p < n.

Soit w(n, p) le nombre de parties de E ayant p éléments.
Soit f une injection de I = [1,p| dans E dans f(I) est une partie de E qui a p
éléments.
Soit F' I’application qui a une injection f de I = [1,p| dans E fait correspondre
F(M)ie. F(f) = f(M).
F' est surjective mais n’est pas injective car si :
F(f1) = F(f2) celaentraine fi1(M) = fa(M).
Soit f; une injection de I = [1,p] dans F et F' = f1(M). Donc I et F sont de
cardinal p.
D’apres le paragraphe précédent, le nombre d’injections f de I = [1,m] dans E
tel que f(M) = F est p! car ces injections sont des bijection de I dans F'. Donc le
nombre de parties de F ayant p éléments est égal au nombre d’injection de I dans
E divisé par p!.
Donc :
€8 = w(n,p) = —

" ’ (n—p)'p!
En mathématiques w(n, p) se note Ch, On remarquera que la formule est encore
valable pour n = p = 0 puisque C§ = w(0,0) = 1 Définition C}, = w(n,p) est
le nombre de combinaisons sans répétition de p objets pris parmi n objets (p < n).
Avec Xcas Ch se note comb (n, p) .
On tape :
simplify (comb (n,p))
Onobtient: (n!)/ ((n—-p) '+p!)
On tape :
comb (6, 3)
On obtient : 20

6.5.2 Propriétés

1. pCh = nCﬁj pourn >p>1

Ona: 1)

n! n(n—1)!
POR = Pl = T (p- D))
Donc :

pCh =nCh_}

2. Ch=0CP | +0P
Soit un ensemble F de cardinal n (n > 1) et soita € E.
Parmi les sous-ensembles F' de E ayant p éléments (p < nn), il y a ceux
qui contienne a et ceux qui ne contienne pas a.
Sia € Falors G = F\ {a} ap—1éléments doncily a Cﬁj sous-
ensembles F' de E contenant a et ayant p éléments.
Sia ¢ F alors F est un sous ensemble de £ \ {a} doncilya C?_; sous-
ensembles F' de E ne contenant pas a et ayant p éléments.
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On a donc :
cr—cr ot

. La formule du bindme de Newton

Montrons par récurrence que :

n

(o 4" = D Chaty
k=0

La formule est vraie pour n = 0,1, 2 car :
pourn = 0,ona (z + y)o =1= C’gxoyo
pourn =1,ona (z+y) =z +y = CYz'%"' + Cizly°
pourn = 2,ona (z +y)2 = 224+ 2y +y? = Cgscoyz +C’21x1y1 +C’22332y0
Supposons la formule vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour n+ 1.
Pi=(z+y)"t =(+y)(z+y)" = (z+y)* Do Charyn*
En utilisant la distributivité on a :
P=uxx ZZ:O Cﬁxky”_k +y * ZZ:O C"rkay"_k =

n p— n —
Zk:o Csxk+1yn k + Zk:o Cﬁl‘kyn—i_l k
Posons j = k 4 1 dans la premiere somme et j = k dans la deuxieéme
somme, P devient : A
P = Z?;l Cotpiynti=i 4 > Chaly i
Donc : A ‘
P =t 4 2?21 CItgiyntl=i 4 yntl 4 2?21 Chaiynti=i
c’est a dire : ‘ '
P =gt pgntl 4 Z?Zl(C%H + Ol ynti=d
Orona:

i+1 j i+1
xn+1 — ng__lll'nJrlyO et
yn+1 — Cg+1$0yn+1
Donc la formule est vraie pour n + 1 :

_ N ntl ~J J,mt+1—j
P=3 20 Crpn®’y

Cardinal de P(E) lorsque le cardinal de F est n

On va donner plusieurs démonstrations prouvant que le cardinal de P(E) est

2m,

6.6.1 Démonstration par récurrence

Montrons par récurrence pour n € N, la proposition :
P, : Le cardinal de P(E) est 2" lorsque le cardinal de E est n.
Py est vrai car si E = () alors P(E) = {{} donc le cardinalde P(E) est 2° = 1.
Py est vrai car si E = {a} alors P(E) = {0, {a}} donc le cardinal de P(E) est

2l =2

Soit F de cardinal n + 1, soita € F etsoit By = E'\ {a}.

On a Card(P(E))=Card(P(E1))+Card(P{X U {a}; X € P(Ej)})car E = E; U
{XU{a}; X € P(Ey)} et

EiN {X U {a};X S P(El)} = .
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Si P, est vrai le cardinal de P(E) est 2".

L application de F' de P(E) dans {X U {a}; X € P(E,)} définie par: F|(X) =
X U {a} est bijective.

Elle est surjective par définition et

elle est injective car si F/(X) = F(Y)ona{X U{a} ={Y U{a}et{X N{a} =
{Y Nn{a} =0 doncsiz € X alors

ze€{Y U{a}etx # adoncz €Y de méme

siz €Y alorsz € Xdonc X =Y.

Donc le cardinal de {X U {a}; X € P(E)} est 2"

Donc le cardinal de P(E) est 2" + 2" = 2"%! Donc le cardinal de P(E) est 2"
lorsque le cardinal de E est n.

6.6.2 Démonstration a ’aide de la formule du bindome

On a vu que le cardinal de {X € P(E)Card(X) = p} est C%.
Ona:
P(E) = My=o.n{X € P(E)Card(X) = p}
Donc :
Card(P(E)) = 35 o Cn=(1+1)" =27

6.6.3 Démonstration a I’aide des fonctions caractéristiques

Définition La fonction caractéristique d’une parte A de E est 1’application :
¢4 de E dans {0, 1} définie par :
pa(x) =1sixz € Aetsinon p4(z) =0
Montrons que I’application ¢ de P(E) dans I’ensemble des applications de F dans
{0, 1} définie par :
®(A) = ¢4 est bijective.
Montrons que P est injective.
Supposons que ®(A) = ®(B) i.e. pourtout x € Eona pa(z) = ¢p(x).
siz € Aonadonc ¢p4(x) =1 = ¢p(x)donc x € Betde mémesix € Bona
donc ¢p(x) =1 = ¢a(x) donc z € A et de méme donc si P(A) = (B) alors
A = B donc ® est injective.
Montrons que P est surjective.
Soit f une application de E dans {0,1} etsoit C = {x € E; f(z) = 1}.
On a donc :
siz € Calors f(z) =1et
siz ¢ C alors f(z) # 1ie f(x) = 0 puisque f est a valeurs dans {0, 1}. Donc
f = ¢c = ®(C) ce qui prouve que P est surjective.
® est bijective donc le cardinal de P(F) est égal au cardinal des applications de E
dans {0, 1}.
On sait que si E de cardinal n, le cardinal des applications de F dans {0, 1} est 2".
Donc le cardinal de P(E) est 2.
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6.7 Exercices

6.7.1 Calculer S; = >, _ Ck

Solution
Ona:
S1=Y 4 o Ch=3 ChFink = (14 1)" =2"
1_Zk:O n_Zk:O n _(+) -
Donc :
S1= ZZ:O Cﬁ =2"
Avec Xcas, on tape :
sum (comb (n, k), k=0..n)
On obtient :
2°n

6.7.2 Calculer A; = _ (—1)*C*

n

Solution
A= (-D)FCy
Ona:
0= (=1+1)" =34 Ch(=1)F1"F =30, CR(-1)*
Donc :

Ay = ZZ:o(—l)’“C’é =0

Avec Xcas, on tape :

assume (n, integer);sum((-1) “k*comb (n, k), k=0..n)
On obtient :

0

6.7.3 Calculer S, = >, _ kCk

Solution
S2 =2 k=0 kCr;
Ona:
n k—
S2 = o kCy = S5 kO = 30, nCn—%
Sy =n3 Cﬁfii
On pose j = k — 1 et on obtient :
Sy =ny =y Cl_y =n2n!
Autre méthode
En dérivant f(z) = (z + 1)" =Y}, Ckak =14+ 3"}, Ckzk ona:
J'(@) = nle + 1"t = S5 kChak=!
Onapourz =1:
n2" =370 o kCy
Donc :
So =0 kCF = p2n—1
Autre méthode
On remarque qu’en posant j =n — kona:
. - mo 0 o
Donc :
So = nS; — S5 ce qui donne puisque S; = 2" :
Sy = n2n—1
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Avec Xcas, on tape :

sum (k+xcomb (n, k), k=0..n)
On obtient :

nx2" (-=1+n)

6.7.4 Calculer A, =57 (—1)*kCE

Solution

= Yo (—1)FRC
Ona
Az =371 (= )kkck 2o (— )kk’ck dhe1(—1 nCﬁii
Ap=n37p (= )kcﬁ—}
On pose j = k — 1 et on obtient :
Ay = —n YU (-1C = —n(-1+1)"" =0
Donc :
Ay =30 o (~1)FkCE =0
Avec Xcas, on tape :
assume (n, integer); sum((-1) “kxkxcomb (n, k), k=0..n)
On obtient :
0

Cw
k+

6.7.5 Calculer S; = Z

Solutlon
ch

Sa =
’ Z p+1

p=0
cn n! (n+1)!

1
p+l  (n—p)!p+1)! m+1—-(p+))(p+D(n+1)
Donc :

cr Ccrhl
" — ~"*l donc
p+1 n+1
o i Cﬁﬁ Zn—i—l Cﬁii 1 _ on+1 _ Cgi% _ ontl _ 1
3 p:0n+1 n—+1 n—+1 n+1

Autre méthode
En intégrant f(z) = (z + 1)" = >°7_, Cha? on asi F est la primitive de f qui
s’annule en O :
(z+1)"

F(z) = — N "cr

@ =0T nx 1 Z
Onapourz =1:
F)y=2""/(n+1)=1/(n+1) =3 _(Ch/(p+1) = S

Donc :
2nt — 1

xP+1

S3 = ————
n+1

Avec Xcas, on tape :

sum((n')/ ((-(-n+k)) !« (k+1)!),k=0..n)

On obtient :

27 (14n) / (14+n) -1/ (1+n)
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" (~1)"Ch
6.7.6 Iculer A; = —n
Calculer A; Z 1
k=0
Solution
— (=1)PCh
A= L
’ pzo p+1
(-1nrey (—1)Pn! (—=1)P(n+1)!

p+1  (n—pllp+1)! (m+1—p+I)p+D(n+l)
Donc : .
(-yreh _ (O)Pen
=— donc
p+1 n+1
1,p+1
T S
n+1
p=0
On pose k£ = p + 1 donc puisque :
~ LA (DM = (A (DM 1) = ~0-1) =1
Ag = — i (CDRCEL) _ 1
n+1 n+1
Avec Xcas, on tape :
assume (n, integer) ;
On obtient :
sum ( (=1) *kx(n!)/ (((n=-k)) !'*x(k+1)!),k=0..n)
On obtient :
1/ (1+n)

6.7.7 Calculer S, = Y} (CF)?

Solution
Sy = 22:0(05)2
Pour calculer Sy, va utiliser la formule du bindme et 1’égalité :
(1+a2)"(z+1)" = (1 + )2
Yoo Chal S Chan=h = 333 CF
Cherchons le coefficient de =" :
Dans >7", C% z*, le coefficient de 2" est C3. .
Dans > }_, Ckzk S0 CEx"=* pour avoir le coefficient de 2™ il faut faire la
somme des produits z* par 2" donc :
Sy =0, = Y (Ch)?
Autre méthode
Considérons deux ensembles disjoints de cardinaux n.
Cherchons le cardinal des parties de A U B qui ont pour cardinal n.
Puisque le cardinal A U B est 2n, le nombres de parties de A U B de cardinal n est
cy,.
Ces parties peuvent étre formées par k éléments de A et par n — k éléments de B
pour £ = 0..n,il y en a donc :
S CEOnRE = Y7 (G
D’ou le résultat :

n

Si=) (Cp)* =03,
k=1
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On vérifie avec Xcas, on tape :

sum (comb (10, k) *2,k=0..10), comb (20, 10)

On obtient :

184756,184756

Avec Xcas, on tape :

sum (comb (14, k) *comb (14,k) ,k=0..14),comb (28, 14)
On obtient :

40116600,40116600

6.7.8 Calculer Ay = >} (—1)"(Ck)?
Solution

Ay =30 (= D)H(CR)?

On va considérer 2 casn = 2petn = 2p + 1 pour p € N.

Sin = 2p on se reportera au calcul de Ag = i’;o(—l)k(cgp)Q = (=1)PCy,
Sin = 2]20 —Jir—ll, ona (—1YCJ, | = —(-1)»H=ICH 77 donc:
Ay = kpo (_l)k(C§p+l)2 = -
Ay =30 o(=DF(CE, )2 + L (—DF(CE, )2
Posons j = 2p 4+ 1 — k dans la deuxiéme somme :
2p+1 —j2pF1—f
ka;H(_ )k(C§p+l)2 = Z?:p(_1)2p+1 ](ngjrrl J)Q =
0 e
Ay = k 0( )k(C§p+l)2 - Zj:p(_l)] (C%p+1)2 = 0.
Donc :
sin=2p+1, Ay =S PN (~1)F(CE, )2 = 0et
: 2
sin =2p, Ay = 33,7, (-1)¥(C3,)? = (-1)PC5,.
6.7.9 Calculer By = Y| _ k(C¥)?
Solution
By =3 Tho k(Cy)?
Onaenposantj =n —k: '
By = Yp_ o k(CE)? =30, (n— 5)(Ci ") = S0, (n — 5)(Ch)?
Donc :
By=nY;_,(C ) — By = nSy — By ce qui donne :
_ nGy, (2n)!
By = k\2 Qn —
4 Zk (Cn) 2(n!)2
6.7.10 Calculer D, = >} (—1)*k(Ck)?
Solution
Dy =35 o(=1)k(C})?
Pour calculer Dy, va utiliser la formule du bindme et 1’égalité :
(:132 _ 1)2n — (x + 1)271(1, _ 1)2n — (x + 1)2n(1 _ x)Q”
Ona:
(562 o 1)2n — ZZO C§n$2k(—1)2n_k — ZZO Cé:nka(_l k
Le coefficient de 22" de cette somme est (—1)"C%, = (—1)"(2n)!/(n!)?

1
(z+ 1) (=1 +2) = 3550 C5,a* 35500 CF ()" H (= 1)F

85
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Cherchons le coefficient de 22" de ce produit :
2
o (=1)*(C3,)?

Donc :
2n
Di= Y ((-DMCh = (-1 s
k=0

Avec Xcas, on tape :

sum ( (-1) “kxcomb (20,%k) ~2,k=0..20), (-1) ~ (10) xcomb (20, 10)
On obtient :

184756,184756

6711 S5 =Y ,(CkCy ") poura € Netbe N

Solution
Ss =S 7_o(CEC; %) poura € Netb € N
Considérons deux ensembles disjoints A et B de cardinaux respectifs a et b.
Cherchons le cardinal des parties de A U B qui ont pour cardinal n (n < a + b).
Puisque le cardinal A U B est a + b, le nombres de parties de A U B de cardinal n
est Cplyy
Ces parties peuvent étre formées par k éléments de A et par n — k éléments de B
pour k = 0..n :ily en adonc p_, CkCOp—*
D’ou le résultat :
S5 = Shy(Chep Ty = e,
Autre méthode
Pour calculer S5, va utiliser la formule du bindme et 1’égalité :
(1+2)*(x +1)° = (1 +2)**
> ko Caa® Z?:o Cyal = Zig Cop”
Le coefficient de 2™ du polyndme ZZ:S Ch ¥ est C iy ‘
Cherchons le coefficient de 2™ du polynéme P(x) = >_¢_, Ckzk 22:0 Clad.
Ona: ‘
P(a) = Yy Yl CEClah™.
Pour celaposons £+ j =nieonak <netj=n—k.
Ona:
>0 CaCyFar
Donc le coefficient de ™ est :
S ChCy
On a donc :

n
_ k nm—k _ ,m
=S ckept=cn,

k=0

Avec Xcas, on tape :

sum (comb (13, k) xcomb (16,10-k),k=0..10),comb(29,10)
On obtient :

20030010,20030010
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6.7.12 Calculer B; = Y _ kCkCp*

Solution
/{:CZf = aCf:ll donc
Bs =3 ko kCz]sz?—k =2 k=1 k:ijCgl_ka
Bs=aY i, CaiCy " =a¥i5 Ol Oy
D’apres le calcul de S5 on a donc :

_ n—1
B5 - aCa+b—l

Avec Xcas, on tape :

sum(k*comb (13,k) *comb (16, 10-k),k=0..10), 13+xcomb (28, 9)

On obtient :
89789700,89789700

6.7.13 Calculer Sg = 57" (Ck )?

Solution
S =Y 1o (CE,)?
Ona:
S4 = 2220(05)2 = an
donc )
Ss =Y _(C3,)* = Cfy
k=0

Avec Xcas, on tape :

sum(comb (26, k) "2,k=0..26),comb (52, 26)
On obtient :
495918532948104,495918532948104

6.7.14 Calculer B; = >;"  k(Ck )?

Solution
Bs =372 k(C5,)%)
Ona:
Byi=3%1 4 k(CF)? = %"an donc
2n
By =Y k(C3,)* =nCiy
k=0

Avec Xcas, on tape :

sum (k+xcomb (10, k) *2,k=0..10),5*«comb (20, 10)
On obtient :

923780,923780

6.7.15 Calculer Ag = > ;" (—1)"(C%,)?

Solution
Ag = Y i (—1)F(CE,)?
Ona:

87
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P(z) = (a? — 1) = (& — 1)?"(z + 1)

Cherchons le coefficient de 2.

D’aprés la formule du bindme le coefficient de 2" dans (22 — 1)?" est (—1)"C%,
D’apres la formule du bindme on a :

(=1 (@+1)%" = (—z+ 1) (z+1)* = Y32, CF, 2k (=1)F 33 € 27 =
ZZZO ?io(_l)kcgncgn‘rk—w

Sik+j =2nalors j = 2n — ket k = 0..2n donc le coefficient de 22" est :

o(—1)FCE, o = S (—1)M(C5,)?
Donc :
2n
Ag =) (-DF(C3,)* = (-1)"C3,
k=0

Avec Xcas, on tape :

sum( (-1) “kxcomb (26,k)*2,k=0..26), (-1) "~ (13) rcomb (26, 13)
On obtient :

-10400600,-10400600

6.8 Les combinaisons avec répétition

6.8.1 La définition

Définition
Soit un ensemble E de cardinal n (n > 1) et soit un entier p.
Le nombre d’ensemble ayant p éléments de E, chaque élément pouvant €tre est
appelé combinaison avec répétition de p éléments pris parmi n.

6.8.2 Une démonstration

Soit ¢(n,p) le nombre de combinaisons avec répétition de p éléments pris
parmi n.
On va montrer que ’on a : ¢(n, p) =comb (n+p-1,n-1) =comb (n+p-1,p) a
I’aide de I’exercice suivant.
Enoncé
Soient O et A 2 points tels que OA = p.
1/ On suppose p > n. De combien de maniéres peut-on placer entre O et A (O et
A exclus) n — 1 points d’abscisse entiere ?
2/ Application Nombre de solutions de ’équation x1 + z2 + ...z, = p:
a/ lorsque les x; sont des entiers >0 et p > n.
b/ lorsque les x; sont des entiers > (
3/ En déduire la valeur de ¢(n, p)
Solution
1/ Entre O et A (O et A exclus) il y ap — 1 points.
Donc on peut placer n — 1 points d’abscisse entiere de comb (p-1,n-1) ma-
nieres différentes.
2/ a/ Pour résoudre x1 + x2 + ...x, = p lorsque les z; sont des entiers >0, on place
n — 1 points M7, My..M,,_1 d’abscisse entiere m1, ms..my_1 entre O et A et on
pose :
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1 =MmM1,T2 =M2 — M1, ...Tpn—-1 = Mp-1Mp-2,Tp =P — Mn-1

On a alors x1 + 29 + ...x, = p.

Réciproquement a chaque solution z1, z3, ..., x, de 1 + 2 + ...z, = p lorsque
les x; sont des entiers >0, il correspond n — 1 points d’abscisse entiére entre O et
A ce sont :

My, Ms.. M, d’abscisse respective 1, z1 + T2, ..., > ,;_ . 1 Zi.

Le nombre de solution est donc comb (p—1,n-1).

2/ b/ Pour résoudre 1 + x3 + ...x,, = p lorsque les x; sont des entiers > 0, on se
raméne au cas précédent en posant :

y; = x; + 1 (si x; est un entier > 0, y; est un entier >0).

A chaque solution de x1 + x2 + ...z, = p ou les x; sont des entiers > 0 corres-
pond une solution de y; + y2 + ...y, = n + p ot les y; sont des entiers >0 et on a
n—+p>n.

Donc le nombre de solutions de 1’équation 1 + 2 + ...z, = p lorsque les z; sont
des entiers > 0 est comb (n+p-1, n—-1) =comb (n+p-1, p).

3/ On note ¢(n, p) le nombre de combinaisons avec répétition de p éléments pris
parmi n.

Soient a1, as, ...a, les élements de E. Le nombre de combinaisons avec répétition
de p éléments pris parmi n est le nombre d’ensembles de p éléments {z1,..,xp
avec rp € F (les z pouvant étre égaux).

A chaque solution de x1 + 2 + ... + £, = p avec z; > 0 pour ¢ = 1..n il corres-
pond une combinaison avec répétition de p éléments pris parmi ces n éléments a;
a savoir :

la combinaison qui correspond aux p éléments 1, .., T, est :

x fois ay, x2 fois ag,...,xy fois a, (il y bien p éléments puisque x1, 2, ...Z, = P.
Réciproquement a chaque combinaison avec répétition de p éléments pris parmi
ai,az,...ay il correspond une solution de z1,x2,...xz, = p avec z; > 0 pour
1= 1.n.

Donc ¢(n, p) =comb (n+p-1,n-1)=comb (n+p-1, p)

6.8.3 Autre démonstration

Soient ay, as, ...a, les n élements de F.
1/ On cherche combien de fois I’élément a; figure dans les ¢(n, p) combinaisons
avec répétition de p éléments pris parmi ces n élements a; (2 = 1..n).
Dans chaque combinaison il y a p éléments donc en toutily a :
p * c(n,p) éléments.
Les n éléments figurent le méme nombre de fois donc :
I’élément a; figure p * c(n, p)/n fois dans les ¢(n, p) combinaisons
et de méme pour tout 7 = 1..n,
I’élément a; figure p * ¢(n, p)/n fois dans les ¢(n, p) combinaisons.
2/ Cherchons une relation entre p * c(n,p)/n et ¢(n,p — 1).
Parmi les combinaisons a répétition, il y en a :
¢(n — 1,p)=comb (n+p—-2, p) qui ne contiennent pas a.
Parmi les combinaisons a répétition, il y en a :
¢(n,p — 1)=comb (n+p—-2, p—1) qui contiennent a; au moins une fois (car on a
comb (n+p—-2, p—1) +comb (n+p-2, p) =comb (n+p-1,p))
D’apres 1/ I’élément a; figure (p — 1) * ¢(n,p — 1)/n fois dans les ¢(n,p — 1)
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combinaisons

Donc dans les ¢(n, p) combinaisons il y a ¢(n, p— 1) combinaisons qui contiennent
a1 au moins une fois.

Cherchons le nombre de fois ol apparait a; parmi les combinaisons qui contiennent
a1 au moins une fois. Ces combinaisons sont au nombre de c¢(n,p — 1). Si on
enléve a; de ces combinaisons il reste une combinaison avec répétition de p — 1
éléments pris parmi ces n élements a; (¢ = 1..n). On sait d’apr‘es 1/ que a; figure
(p—1)*c(n,p—1))/n fois dans les ¢(n, p — 1) combinaisons. Donc I’élément aq
figure ¢(n,p — 1) + (p — 1) * ¢(n, p — 1)/n fois dans les ¢(n, p) combinaisons.
On a donc la relation :

(p—1*c(np—1) (n+p—1)

x c(n,
b ( p) = C(n7p - 1) + = C(nvp - 1)
n n n

Donc puisque ¢(n,1) =n:

(n+p— 1)c(n7p— 1) = m(n—l—p— 1')..(n+1)
p p:

c(n,p) = c(n,1) =

(mn+p—1)..(n+1)n (n+p—1)!

p!  (n—-1)lp!

donc on en déduit que :

¢(n,p) =comb (n+p-1,p)= comb (n+p-1,n-1)

Remarque

Onac(n,0)+c(n,1) + ...+ c(n,p) = c(n+1,p)

On tape :

sum (comb (nt+k-1,n-1) ,k=0..p) —comb (n+p, n)

On obtient :

0

Par récurrence sur pon a :

¢(n,0)+c(n,1)=14+n=c(n+1,1)

sic(n,0) +c¢(n,1) 4+ ... + ¢(n,p) = c(n + 1, p) alors

c(n,0) +¢(n,1) 4+ ... + ¢(n,p) + c(n,p+ 1) =c(n+1,p) + c(n,p+ 1) =
comb (n+p, p) +comb (n+p, p+1) =comb (n+p+1,p+l)=c(n+1,p+ 1)
En effet, on a comme proriété de comb :

comb (n, p) =comb (n-1, p) +comb (n-1,p-1) pour tout n et p < n donc
comb (n+p, p) =comb (n+p-1, p) +comb (n+p-1,p-1)

6.8.4 Autre démonstration

Soit E = {y1,¥2,..yn} et soit {x1,z2,..x,} des entiers naturels vérifiant
r1+x2 + ..+ x5 =D
{x1, z2,..x, } est une combinaison avec répétitions de p éléments de E a savoir on
a choisi xj, éléments y; pour tout k = 1..n.
Pour déterminer une telle combinaison, on va cloisonner les tas de valeurs diffé-
rentes. Soit {c1, ca, ..cp,—1 } séparant les tas de y1, y2, ..yn, par exemple si on repré-
sente les cloisons par | et les éléments y;, par e, pour p = 5 et n = 8 la suite :
eof[ofe]]|]e]

se traduit par le choix y1, y1||ys|yal||y7.
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Il faut prévoir p + n — 1 emplacements, car il faut mettre p éléments et n — 1 cloi-
sons puisqu’il y a n tas a cloisonner. Le nombtre de combinaisons avec répétitions
de p objets pris parmi n est donc : comb (p+n-1,n-1)=comb (n+p-1,p).

6.8.5 Exercice

Dans une patisserie il y 10 sortes de gateaux.
De combien de manieres peut-on en choisir 6 :
a/ de sortes différentes,
b/ de méme sorte ou de sortes différentes, ¢/ de méme sorte ou de sortes différentes
dans le cas ou il ne reste que 3 gateaux d’une certaine sorte. Solution
a/ll'yacomb (10,6)=210 de choisir 6 gateaux de sortes différentes parmi 10
sortes.
b/Ilyacomb (15, 6)=5005 de choisir 6 gateaux de méme sorte ou sortes diffé-
rentes parmi 10 sortes caricin = 10 et p = 6.
c/ si il ne reste que 3 gateaux de la sorte aq, il y a comb (14, 6) =3003 manieres
de prendre 6 gateaux sans lasorte a; (n =9, p=6etn+p— 1= 141i.e 9 sortes
et 6 gateaux)
comb (13, 5)=1287 manieres de prendre 6 gateaux dont 1 gateau de la sorte
a1, (n=9,p=>setn+p—1=13)
comb (12, 4) =495 manieres de prendre 6 gateaux dont 2 gateaux de la sorte
a,(n=9,p=4etn+p—1=12)
comb (11, 3) =165 manieres de prendre 6 gateaux dont 3 gateaux de la sorte
a,(n=9 p=3etn+p—1=11)
Donc il y a 3003+1287+495+165=4950 manieres de prendre 6 gateaux de méme
sorte ou de sortes différentes dans le cas ol il ne reste que 3 gateaux d’une certaine
sorte.
Vérifions :
On a comb (10, 2) =45 manieres de prendre 6 gateaux dont 4 gateaux de la sorte
ap,(n=9,p=2)
On a comb (9, 1) =9 manieres de prendre 6 gateaux dont 5 gateaux de la sorte
ap,(n=9,p=1)
On a comb (9, 0) =1 manieres de prendre 6 gateaux dont 6 gateaux de la sorte
ap,(n=9,p=0)
et on a bien : 4950 +55=5005.

6.9 Nombre de surjections d’un ensemble fini dans un en-
semble fini

Exercice 1
Soient E un ensemble ayant n + k éléments et F' un ensemble ayant n éléments.
On cherche le nombre de surjections de F dans F' lorsque k£ = 1,2, 3,4, 5.
Application numérique pour n = 5 et n = 10 La solution

1. k=1
Si f est une surjection de F sur F' si et seulement si un seul élément de F’
admet 2 antécédents, les autres éléments de ' admettant 1 seul antécédent.
Il'y a comb (n+1,2) choix possibles pour les 2 antécédents. Puis, si on



92

CHAPITRE 6. DENOMBREMENT

assimile ces 2 antécédents, on est ramené a une bijection d’un ensemble de
n éléments dans un ensemble de n éléments.
Ilyadonc n!+xcomb (n+1,2) surjections de E sur F' lorsque k = 1.

k=2

Si f est une surjection de E sur F’ si et seulement si :

- un seul élément de F' admet 3 antécédents, les autres éléments de F' ad-
mettant 1 seul antécédent

ou

- deux éléments de F' admettent 2 antécédents, les autres éléments de F'
admettant 1 seul antécédent.

Puis, si on assimile les éléments ayant méme image, on est ramené a une
bijection d’un ensemble de n éléments dans un ensemble de n éléments.

Il yadonc n!xcomb (n+2, 3) +n!xcomb (n+2, 2) xcomb (n,2) /2!
surjections de E sur F' lorsque k& = 2.

k=3

Si f est une surjection de E sur F’ si et seulement si :

- un seul élément de F' admet 4 antécédents, les autres éléments de F' ad-
mettant 1 seul antécédent

ou

- deux éléments de F' admettent I’un 3 antécédents et 1’ autre 2 antécédents,
les autres éléments de F' admettant 1 seul antécédent.

ou

- trois éléments de F' admettent 2 antécédents, les autres éléments de F'
admettant 1 seul antécédent.

Puis, si on assimile les éléments ayant méme image, on est ramené a une
bijection d’un ensemble de n éléments dans un ensemble de n éléments.
Ily adonc:

n!+* (comb (n+3,4)+comb (n+3, 3) xcomb (n, 2) +

comb (n+3, 2) xcomb (n+1, 2) xcomb (n-1,2) /3!)

surjections de E sur F' lorsque k£ = 3.

k=14

Si f est une surjection de E sur F’ si et seulement si :

- un seul élément de F' admet 5 antécédents, les autres éléments de F' ad-
mettant 1 seul antécédent

ou

- deux éléments de F' admettent I’un 4 antécédents et 1’ autre 2 antécédents,
les autres éléments de F' admettant 1 seul antécédent.

ou

- deux éléments de F' admettent chacun 3 antécédents, les autres éléments
de F' admettant 1 seul antécédent.

ou

- trois éléments de F' admettent I'un 3 antécédents et les deux autres 2 an-
técédents, les autres éléments de F' admettant 1 seul antécédent.

ou

- quatre éléments de F' admettent 2 antécédents, les autres éléments de F'
admettant 1 seul antécédent.

Puis, si on assimile les éléments ayant méme image, on est ramené a une
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bijection d’un ensemble de n éléments dans un ensemble de n éléments.
Il'y adonc:
n!*(comb(n+4,5)+comb (n+4, 4) xcomb (n, 2) +comb (n+4, 3)
comb (n+1, 3) /2 !+comb (n+4, 3) xcomb (n+1, 2) xcomb (n-1,2) /2!+
comb (n+4, 2) xcomb (n+2, 2) xcomb (n, 2) xcomb (n-2,2) /4!)
surjections de E sur F' lorsque k = 4.
5. k=5

De méme on trouve :
n!«((comb(n+5, 6)+comb (n+5,5) *comb (n, 2) +comb (n+5, 4) *
comb (n+1, 3) +comb (n+5, 4) xcomb (n+1, 2) xcomb (n-1,2) /2+
comb (n+5, 3) xcomb (n+2, 3) xcomb (n-1, 2) /2+comb (n+5, 3) *
comb (n+2, 2) xcomb (n, 2) xcomb (n—-2, 2) /6+comb (n+5, 2) *
comb (n+3, 2) xcomb (n+1, 2) xcomb (n-1, 2) xcomb (n—-3,2) /5!)
surjections de E sur F' lorsque k& = 5.

Application numérique pour n = 5etn = 10

Avec Xcas on trouve :

pourn =5:

1800,16800,126000,834120,5103000

pour n = 10:

199584000, 6187104000,142702560000,2731586457600,45950224320000

Exercice 2

Soient £ un ensemble ayant p éléments et F' un ensemble ayant ¢ éléments. On

cherche le nombre de surjections de F dans F'.

1. Calculer ZAcE(—l)C‘”"d(A)

2. Soient f une application de F dans F' et B une partie de F'\ f(F).
On pose : S(f) = X e ) (14D
Montrer que :
S(f) = 1si f estsurjective et S(f) = 0si f n’est pas surjective.

3. En déduire le nombre de surjections de E dans F'
La solution

1. Sip=0alors E = donc 3_ 4 p(—1)00rdA) = (—1)0 =1
Sip # Oalorsilyacomb (p, k) sous-ensemble A de E qui ont k éléments
A, donc
ZAcE(—l)C“’"d(A) =YP_,comb(p,k)(—1)* = (1 — 1) =0 d’apres la
formule du binéme.

2. Si f est surjective F'\ f(E) = 0 donc S(f) = 1 d’apres ce qui précéde.
Si f n’est pas surjective F'\ f(E) # () donc S(f) = 0 d’apres ce qui pré-
céde.

3. Soit A(E, F') ’ensemble des applications de F dans F.

D’apres ce qui précede le nombre de surjections de E dans F' est :
ZfeA(E,F) S(f) = ZfeA(E,F) ZBcF\f(E) (—1)Cord(B)
Puisque B C F'\ f(F) est équivalent 2 BN f(F) = () donc est équivalent

a f(E) C F'\ B donc le nombre de surjections de E dans F est :
Card(B)—

> pcr 2fenm,r\B)(—1)
Y Ber st Card(B)y=k(a = K)P(=1)F = 3T comb(q, k) (g — k)P (~1)F
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En effet si Card(B) = k.1l 'y a (¢ — k)P applications des E dans F'\ B et
il y a comb(q, k) sous-ensemble de F' qui contient k éléments.
Donc :

Z ) comb(q, k)(q — k)P

k=0

Exercice 3

la/ Montrer que pour tout j = 1..k ona:

comb (p, j) *comb (p—7j, k—j)=comb (p, k) xcomb (k, J)
1b/ En déduire que :

k
Z ) comb(p, j) * comb(p — j,k —j) =0
7=0

2/ Soit S(n,p) le nombre de surjections d’un ensemble a n éléments sur un en-
semble a p éléments.

En raisonnant, pour une application f de E dans F, sur le cardinal de f(F), éta-
blir :

p—1
p" = S(n,p) + Z comb(p, k) x S(n,p — k)
k=1
3/ En déduire que :
p—1
S(n,p) =Y _ (1) comb(p, k) * (p — k)"
k=0

4/ En utilisant ¢(f) = {f~'({y}),y € F} de I'ensemble des surjections de E

dans F' dans I’ensemble des partitions de F ayant p parties, déterminer le nombre

de partitions d’un ensemble a n éléments en p parties (1 < p < n), noté Pi(n, p).
La solution 1a/ On développe les combinaisons ou on tape :

normal (comb (p, J) *comb (p—J, k—3) —comb (p, k) xcomb (k, J))

On obtient :

0

1b/ On remplace les combinaisons a ’aide de 1a/ et on écrit le développement de

(1 — 1)* avec la formule du bindme et on obtient :

0=(1-1)F=3" ((~1)comb(k, j) donc

comb(p, k) Z?zo(—l)jcomb(l@,j) = E?ZO(—l)jcomb(p, k)comb(k,j) =

K _o(=1)comb(p, 5) * comb(p — j.k — j)

2/ 1l'y a p™ applications de E dans F' et si f est une application de £ dans F' on

note k le cardinal de f(E). Pour k fixé f est alors une surjection de E dans f(F)

etila S (n, k) surjections

ilyacomb (p,1)*S(n, 1) applications de £ dans F' qui sont telles que k = 1

ilyacomb(p,2)*S(n, 2) applications qui sont telles que k = 2

...ily a comb (p, k) xS (n, k) applications qui sont telles que k = k

..ilyacomb (p,p) *S (n, p) applications qui sont telles que k = p

d’ot la formule :

p=sum( comb (p,k)*S(n,k),k=1..p)=

S(n,p) tsum(comb (p, k) *S(n,k),k=1..p-1)
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3/ On va faire une combinaison de lignes qui fera disparaitre les
S (n, k) pour k !=p en se servant de 1b/ :

sum ((—1)*comb (p, i) comb (p-1i,k-1),1i=0..k) =0
Les coefficients de S(n,p-k) sont si la liere ligne est la ligne O :
ligne 0 : comb (p, k),

ligne 1 : comb (p-1,k-1)

ligne 2 : comb (p-2, k-2)

lignei: comb (p-1i,k-1),

lignek: 1

on multiplie donc

la ligne 0 par 1=(—1)"*comb (p, 0)
laligne 1 par -1*comb (p, 1)

la ligne 2 par (—1)?*comb (p, 2)

la ligne k par (—1)kcomb (p, k)

la ligne p-1 par (—1)P~'comb (p, p-1)

Puis on somme toutes les lignes et on obtient :

sum ((—1)*comb (p, k) (p — k)", k=0. .p-1) =S (n, p)

4/ Chaque surjection de E' dans F' donne une partition de £ ayant p parties. Mais
une partition de F ayant p parties définit p! surjections donc le nombre de partitions
de E ayant p éléments est S (n, p) /p!

Vérifions

S(n,2)=2" —2etilya 2" ! — 1 partitions de E ayant p parties.

6.10 Exercices

1. Soit £ ={1,2,..n}.
Combien y-a-t-il d’applications p de F dans F qui vérifientpop = p?
Application numérique pour n = 1..10
Si p o p = p, p est une projection de F dans F.
On peut avoir : Card(p(E) = k) pour k = 1..n.
Soit p est une projection de F dans p(E) = F C E avec Card(F' = k).
Puisque p o p = p alors si b € F' montrons que I’on a p(b) = b
Soit b € F = p(F) donc il existe a € FE tel que p(a) = b et donc
p(p(a)) = p(b) = p(a) = b.
Donc si z € F alors p(x) = x.
Il reste donc a définir les images des n — k élements de F \ F. Soient
x € E\ Fety e F posons :
p(x) =y € F o aalors p(x) = y = p(y) = p(p(x).
Donc une application quelconque p de E \ F' dans F' vérifie p o p = p.
Iy a k" ~* applications de E'\ F' dans I et comb (n, k) fagons de choisir
F.llyadonc:
> i_, comb(n, k)k™ ¥ projections de F dans E.
Application numérique
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Avec Xcas, on tape :

sum (comb (n, k) *k™ (n-k),k=1..n)S$S(n=1..10)

On obtient :
1,3,10,41,196,1057,6322,41393,293608,2237921

. Soit E ={1,2,..n}.

On dit que I’application f de E dans E est un dérangement de F si :
f est une bijection et si pour tout x € Fona f(z) # x.

Trouver le nombre D,, de dérangements de E.

On pourra montrer que :

(@ D, =(n—1)(Dy—1+ Dp_gpourn <2si Dy=1
(b) D,, = nluy, avec up — up—1 = —(Up—1 — Up—2)/n
(©) Dy =nl Y} _o(=1)*/k!

(d) D, ~nl/e

Solution

(@ Dp,=(n—1)(Dp—1+ Dp_gpourn <2si Dy=1

(b)

Sin=1,onaD; =0

Sin=2,onaDy =1

Soient n > 2 et f un dérangement de E vérifiant f(n) = ko donc
ko € {1,2,..n — 1}.

Considérons les 2 cas suivants :

- f(ko) = n alors la restriction g de f a G = E \ {ko,n} est un
dérangement de F'.

Le nombre D,, de dérangements de E' dans ce cas est donc égale a :

(n — 1)D,,—2 puisque il a n — 1 valeurs de kg possibles.

- f(ko) # n alors larestriction hde fa H = E\ {n} = GU {ko} est
une applicationde H = E'\ {n} = GU{ko} dans K = E'\ {ko} =
G U {n} qui vérifie :

f(ko) = h(ko) #netsik € H\ {ko} alors f(k) = h(k) # k.

h est donc une bijection de G U {k¢} dans G U {n}.

On peut faire correspondre a h, de maniere biunivoque, le dérangement
d bijection de G U {ko} dans G U {k¢} défini par :

si h(k) = n alors d(k) = ko et sinon d(k) = h(k).

Le nombre D,, de dérangements de E' dans ce cas est donc égale a :

(n —1)D,,_; puisque il a n — 1 valeurs de kg possibles.

Doncona:

D, = (n—1)(Dp—1+ Dyp_o pour n > 2

Puisque D; = 0 et Dy = 1 on peut poser Dy = 1 = Dy.

Doncona:

Dy=1,D1=0et

D, =(n—1)(Dp—1+ Dyp_9 pourn < 2

D,, = nluy, avec uy, — up—1 = —(Up—1 — Up—2)/n
Posons u,, = D,,/n!.
On donc :

uO:1,U1:0,u2:1/2,
Up — Up—1 = Dyp/n! — Dyp_y/(n— 1) = (D, —nDp_1)/n! =



6.10. EXERCICES 97

((TL — 1)Dn,2 — anl)/n'
(mn—=1)Dyp—g — Dp—1) = (n—1)(n —2)NMup—2 — (n — Dup_y =
—(n — D up—1 — un—2)
Donc uy, — tup—1 = —(Up—1 — Up—2)/N.
(©) Dy =nlY ) o(=1)*/k!
On a montré que :
ug = 1,u; =0et
Up — Up—1 = _(un—l - un—2)/n = (Un—Z - Un—3)/(n(n - 1)

tp — i1 = (— 1y — 1)/ (1 — 1)ora(n— E + 1),

Up — Un—1 = (—1)" " (ug —ug)/(n(n —1)..2 =
(—1)"(ur — o) /! = (=1)"/nL.
Donc :
Un = ZZ:O(_l)k/k!
Donc :
Dy, = nluy, = n! Y0 _o(=1)*/k!

(d) D, ~nl/e
On sait que :
e® =S 20k /kldonc 1/e = 3720 (—=1)k /klet1/e ~ S 1_ (—1)F/k!
donc
D, ~ %’
Application numérique
On tape :
(n!*sum((-1)"k/k!,k=0..n))S$(n=0..10)
On obtient :
1,0,1,2,9,44,265,1854,14833,133496,1334961
On tape :
1334961./10!',1./e
On obtient une valeur approchée de 1/e 2 107 prés :
0.367879464286,0.367879441171

3. Soit E' un ensemble ayant n éléments.
(a) Quel est le nombre de couples (A, B) d’éléments de P(E) tels que

ANB=0?
(b) Quel est le nombre de couples (A, B) d’éléments de P(E) tels que
AUB=EFE?

(c) Quel est le nombre de triplets (A, B, C) d’éléments de P(E) tels que
AUBUC=E?

(d) Calculer:
2o(a,B)ep(pz Card(AN B)

(e) Calculer :
> (aB)ep(p2 Card(AU B)

(f) Vérifier que :

Z(A,B)Gp(EQ C(ZTd(A U B) = Z(A,B)Gp(EQ (Card(A) + Ca?”d(B) —
Card(AN B))
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Solution
Soit £/ un ensemble ayant n éléments.

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

Un élément de E peut appartenir & 3 ensembles disjoints :
aAouaBouaANB=AUB.

Donc il y a 3" couples (A, B) d’éléments de P(E) tels que AN B = ).
Autre raisonement

Si Aapéléments,si ANB = (etsi Bakélémentsalors 0 < k < n—p.
Ilyacomb (n, p) choix pour A ayant p éléments.

Pour chaque choix de A ayant p éléments, on a :

zz;g comb(n — k, k) = 2P choix de B.
Doncona} (Comb(n p)2"P) = (1+2)" =3"
Ona:

AN B, AN B, AN B sont disjoints deux 2 deux et ont pour reunion
AUB Pour que AUB = E, on peut fabriquer A et B en mettant chaque
élément de E soit :

dans ANBoua ANBoua AN B.

I1'y a donc 3" couples (A, B) d’éléments de P(E) telsque AUB = E.
Autre raisonement

Si Aapélémentsetsi AU B = F alors B an — p éléments.

Iy adonc comb (n, p) A possibles.

Si AU B = E alors B est la reunion de A et d’une partie quelconque
de A. A possede 2P parties doncilya:

sum (comb (n, p) *2”°p,p=0..n)=(2+1) “n=3"n couples (A, B)
d’éléments de P(E) telsque AU B = E.

Pour avoir le nombre de triplets (A4, B, C') d’éléments de P(FE) tels que
AUBUC = FE, onremarque qu’il y a 7 ensembles 2 a 2 disjoints donc
la reunion est E' ce sont :
ANBNC,ANBNC,ANBNC,ANBNC,ANBNC,ANBNC,
AnBNC.

Il'y a donc 7" triplets (A, B, C') d’éléments de P(F) tels que :
AUuBUC =E.

Calculons : 3~ 4 pyey(p2) Card(AN B)

Si AN B ak éléments, il y a comb (n, k) AN B possibles etily a
3"~F possibilités pour chacun des n — k éléments de E puisque :
ANB,AN B, AN B, AN B sont disjoints deux & deux et ont pour
reunion F.

Done - 4 pyep(p2) Card(AN B)=
sum(k*comb (n, k) 3% (n—k) k=1.

IID

)=
sum(nxcomb (n-1,k-1) *3" (n ), l1..n)=
sum(nxcomb (n—-1, k) *3" (n k-1),k=0..n-1)=
ndn—1,

Donc Card(A N B)=n4""!,

Calculons : 3~y pyey(p2) Card(AU B)

Si AU B a k éléments, il y a comb (n, k) sous-ensemble F' de F
ayant k éléments et 3¥ couples (A, B) d’éléments de P(F) tels que
AU B = F (d’apres la premiére question.

Done, 3° (4 pyep(p2) Card(AU B)=
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sum(k*comb (n, k) *3%°k,k=1..n)=

sum (nxcomb (n-1,k-1) *3"k,k=1..n)=
3%sum (n+*comb (n—-1,k)*3"k,k=0..n-1)=
3n4nL,

Donc Card(A U B)=3n4""!

(f) Vérifions :
Pour cela calculons : 34 pyep(p2) Card(A).
Soit A une partie de F ayant k éléments. il y a comb (n, k) parties A
de E ayant k éléments et il y a 2" parties B de E donc lorsque A a k
éléments, il y comb (n, k) x2"n couples A, B d’éléments de P(E).
Donc :
Z(A’B)GP(EQ) Card(A)=sum (kxcomb (n, k) *2”n,k=1..n) =
2"n*xsum (n*comb (n-1,k-1),k=1..n)=
nx2"n*sum(comb (n-1,k),k=0..n-1)=n*2" (2 (n-1))=
n22n—1
donc :
> (A,B)ep(r2)(Card(A) + Card(B)) = 202201 = pgn,
On trouve bien que :
2 (AB)ep(2) Card(AU B) = 3ndn—l = ngn — p4n-l =
> (a,B)ep(p2) (Card(A) + Card(B) — Card(AN B))

4. Soit n un entier non nul et soit £ = {1,2,..n}.
Calculer le nombre de p-uplets strictement croissants 1, T2...x, lorsque
rp € E?
Calculer le nombre de p-uplets croissants x1, T2..x), avec Ty, € £'?
Solution
On peut choisir dans E, p éléments distincts qu’il suffira d’ordonner par
ordre croissant.
Il'yadonc:
comb (n, p) p-uplets croissants 1, x3...xp lorsque z;, € E = {1,2,..n}
Considérons 1’application f de EP dans FP qui a un p-uplet croissant
T1, T2...Tp de EP fait correspondre le p-uplet strictement croissant 1, y2..Yp
de FP lorsque F' = {1,2,..n + p — 1} définie par :
yr = f(og) = op + k- 1.
Pourk=1..p—1,ona:
o Sapqralorsyy =xp+ k-1 <21 +k—1 <21 + k=Y
donc le p-uplet y1,y2..yp est strictement croissant et on a y; = x71 et
Yyp=Tp+p—1<n+p—1doncpourk =1.ponay; € F.
De plus f est bijectiveetona f~'(yx) = yp + 1 — k.
Doncilya:
comb (n+p-1,p) p-uplets croissants x1, z3...zp lorsque x € {1,2,.n}
On dit que comb (n+p-1, p) est le nombre de combinaisons avec répéti-
tion de p objets pris parmi n (cf 6.8).

5. On extrait 8 cartes d’un jeu de 32 cartes. Parmi ces 8 cartes, on cherche le
nombre de cas vérifiant : il y a exactement 4 cartes de la méme couleur (i.e.
4 piques ou 4 tréfles ou 4 coeurs ou 4 carreaux).
Solution
Parmi ces 8 cartes il peut y avoir 4 piques ou 4 tréfles ol 4 coeurs ou 4 car-
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reaux, mais attention on peut avoir par exemple 4 piques et 4 tréfles ! Le
nombre de cas contenant 4 piques (ou 4 coeurs ou 4 carreaux ou 4 trefles)
est :

comb (8, 4) comb (24, 4) car

comb (8, 4) estle nombre de fagcons de choisir 4 piques parmi 8

comb (24, 4) est le nombre de facons de choisir 4 cartes autres que des
piques c’est a dire parmi 32-8=24

Le nombre de cas contenant 4 piques et 4 coeurs (ou 4 piques et 4 carreaux
ou 4 piques et 4 trefles ou 4 coeurs et 4 carreaux ou 4 coeurs et 4 trefles ou
4 carreaux et 4 trefles) est :

comb (8, 4) comb (8, 4)

Ces comb (4, 2) =6 cas sont comptés 2 fois dans 4 xcomb (8, 4) xcomb (24, 4).
Donc le nombre de cas contenant 4 piques (ou 4 coeurs ou 4 carreaux ou 4
trefles) est :

dxcomb (8, 4) xcomb (24, 4) -6*xcomb (8, 4) xcomb (8, 4)

On tape :

dxcomb (8,4) xcomb (24,4) -6+xcomb (8, 4) xcomb (8, 4)

On obtient :

2945880

Comment vérifier ?

Soit un paquet de cartes contenant les n plus hautes valeurs d’un jeu de 32
cartes : par exemple pour n = 2 on ne garde que les as et les rois et pour

n = 4 on ne garde que les as,les rois les dames et les valets.

Supposons que 1’on extrait 2p cartes d’un jeu de 8p cartes pour p = 1..4.
Parmi ces 2p cartes, on cherche le nombre de cas vérifiant : il y a exacte-
ment p cartes de la méme couleur (i.e. p piques ou p tréfles ou p coeurs ou

p carreaux).

Avec le raisonnement précédent le résultat est :

4xcomb (2p, p) xcomb (6p, p) —6*xcomb (2p, p) *comb (2p, P)

On tape pour p = 1 (on extrait 2 cartes d’un jeu de § cartes) :
p:=1;4xcomb (2p, p) xcomb (6p, p) —6xcomb (2p, p) xcomb (2p, p)
On obtient :

24

Avec un raisonnement direct : il faut trouver le nombre de cas qui corres-
pond a I’extraction de 2 cartes de couleurs différentes parmi 8 cartes.
Ilyacomb (4, 2)=6 choix pour les 2 couleurs.

Pour chaque couleur, il y 2 cartes possibles donc la réponse est :

comb (4,2)*x2x2=6x4=24

6. On extrait 13 cartes d’un jeu de 52 cartes. Parmi ces 13 cartes, on cherche
le nombre de cas vérifiant : il y a exactement 2 rois et au moins 2 piques.
Solution
Le nombre de cas vérifiant il y a exactement 2 rois parmi ces 13 cartes est :
comb (4, 2) comb (48, 11) car
comb (4, 2) estle nombre de fagcons de choisir 2 rois parmi 4 et
comb (48, 11) est le nombre de facons de choisir 13-2=11 cartes parmi
les 52-4=48 cartes ne contenant pas les rois.

Le nombre de cas vérifiant il y a exactement 2 rois et pas de pique parmi
ces 13 cartes est : comb (3, 2) xcomb (36, 11)=3*comb (36, 11) car
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comb (36, 11) est le nombre de fagons de choisir 13-2=11 cartes parmi
les 52-4-12=36 cartes ne contenant pas les rois ni les piques.

Le nombre de cas vérifiant il y a exactement 2 rois dont le roi de pique et
pas d’autres piques (i.e. 1 pique en tout parmi ces 13 cartes) est :

comb (3, 1) +~comb (36,11) car

comb (36, 11) est le nombre de fagcons de choisir 13-2=11 cartes parmi
les 52-4-12=36 cartes ne contenant pas les rois ni les piques.

Le nombre de cas vérifiant il y a exactement 2 rois différents du roi de pique
et 1 pique différent du roi de pique est :

comb (3,2)*12+«comb (36,10)=36*comb (36, 10) car

comb (3, 2) est le nombre de facons de choisir 2 rois parmi 3,

12 facons de choisir 1 pique différent du roi,

comb (36, 11) est le nombre de fagons de choisir 13-3=10 cartes parmi
52-4-12=36.

Donc le nombre de cas vérifiant : il y a exactement 2 rois et au moins 2
piques est :

comb (4, 2) *xcomb (48,11)-3xcomb (36, 11) -3*comb (36,11) -
3*%x12+comb (36,10)

On tape :

comb (4, 2) xcomb (48,11)—-6+comb (36, 11))-36*+comb (36, 10)
On obtient :

122815643616

Comment vérifier ?

Soit un paquet de cartes contenant les n plus hautes valeurs d’un jeu de 52
cartes : par exemple pour n = 2 on ne garde que les as et les rois et pour
n = 4 on ne garde que les as,les rois les dames et les valets.

Supposons que I’on extrait n cartes d’un jeu de 4n cartes pour n = 2..13.
Parmi ces n cartes, on cherche le nombre de cas vérifiant : il y a exactement
2 rois et au moins 2 piques.

Avec le raisonnement précédent le résultat est :

6xcomb (4n-4,n-2) —-6*xcomb (3n-3,n-2) —

3% (n—-1) xcomb (3n-3,n-3)

On tape pour n = 2 (on extrait 2 cartes d’un jeu de 8 cartes) :

n:=2; 6xcomb (4n-4,n-2)-6+comb (3n-3,n-2) —

3% (n=1) *comb (3n-3, n-3)

On obtient :

0

On tape pour n = 3 (on extrait 3 cartes d’un jeu de 12 cartes) :

n:=3; 6xcomb (4n-4,n-2)-6+comb (3n-3,n-2) —

3% (n—-1) *comb (3n-3,n—-3)

On obtient :

6

Avec un raisonnement direct pour n = 2 : il faut trouver le nombre de cas
qui correspond a I’extraction de 2 cartes parmi 8 cartes qui correspondent
a 2 rois et a au moins 2 piques : ce qui est impossible donc la réponse est :
0

Avec un raisonnement direct pour n = 3 : il faut trouver le nombre de cas
qui correspond a I’extraction de 3 cartes parmi 8 cartes qui correspondent
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a 2 rois et & au moins 2 piques.

Parmi les 2 rois il y a forcément le roi de pique et la troisi¢me carte est
I’as ou la dame de pique. Pour chaque couleur, il y a comb (3, 1) choix
pour le deuxieme roi et comb (2, 1) choix pour la troisi¢eme carte, donc la
réponse est :

comb (3,1) *comb (2, 1)=3%x2=6

. Quel est le nombre maximum de régions délimitées par 2 cordes d’un

cercle ?

par 4 cordes ?

et par n cordes ?

Solution

Une corde divise le cercle en 2 régions.

Soient 2 cordes d’un cercle qui se coupent en un point A se trouvant a I’in-
térieur du cercle.

On définit ainsi 4 régions qui sont des secteurs circulaires de sommet A car
la corde rajoutée divise chacune des 2 régions en 2 donc on obtient 2+2=4
régions.

On rajoute maintenant une troisieme corde qui coupe les 2 premieres en 2
points B et C' se trouvant a I’intérieur du cercle et tels que A, B, C soient
des points distincts.

On définit ainsi 7 régions qui sont des 3 secteurs circulaires de sommets
A, B, C, 3 morceaux de secteurs circulaires delimités par AB, BC, C'A et
le triangle ABC'. En effet la corde rajoutée traverse 3 régions qu’elle coupe
en deux donc on obtient 4+3=7 régions.

On rajoute encore une quatriéme corde qui coupe les 3 premicres en 3
points D, F, F se trouvant a I’intérieur du cercle et tels que A, B,C, D, E, F'
soient des points distincts.

On définit ainsi 11 régions. En effet la corde rajoutée traverse 4 régions
qu’elle coupe en deux donc on obtient 4+7=11 régions.
Soit R(n) le nombre maximum de régions délimitées par n cordes d’un
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cercle.

Cherchons une relation de récurrence entre R(n) et R(n + 1).

Quand on a n cordes et que 1’on rajoute une corde qui coupe ces n cordes
en n points distincts situés I’intérieur du cercle : cette corde traverse donc
n + 1 régions puisque n points distincts se trouvant a I’intérieur d’un seg-
ment défini n 4 1 segments. Cette corde coupe donc n + 1 régions en deux
régions.

On a donc :

R(n+1)=R(n)+n+1

et R(1) =2

Donc :
R(n)=2+4+2+3+4+..+n=n(n+1)/2+1=(2+n+n?)/2
On vérifie pour n = 4 on obtient : R(4) = (2+ 4+ 16)/2 =11

Bien siir ce résultat est théorique car par exemple, pour n = 100 il est dif-
ficile de tracer 100 cordes se coupant 2 2 2 en C? points distincts situés a
Iintérieur du cercle.

8. On écrit la suite des nommbres de 1 a 60.
Combien a-t-on écrit de chiffres ? Soit N ce nombre.
Calculer ny le nombre de chiffres égal a k pour £ = 0, 1..9 On consitere le
nombre formé par ces IV chiffres :1234...585960.
On demande de barrer 100 chiffres de facon que le nombre écrit avec les
chiffres restant soit le plus grand possible.
Solution
On a 9 nombres ayant 1 seul chiffre et 60-9=51 nombres ayant 2 chiffres
donconaécrit N =9+ 2 % 51 = 111 chiffres.
Ou bien il y a 60 chiffres pour les unités et 60-9=51 chiffres pour les di-
zaines donc en tout 60+51=111 chiffres.
Parmi les chiffres écrits il y a : ng = ny = ng = ng = 6 car ils figurent en
tant que chiffre pour les unités,
ny =ng =ng =ng =ns = 10 + 6 = 16 car ils figurent 10 fois en tant
que chiffre des dizaines et 6 fois en tant que chiffre pour les unités,
ng = 7 car 6 figurent 1 fois en tant que chiffre des dizaines et 6 fois en tant
que chiffre pour les unités.
On vérifie :
4*6+5*%16+7=111
Parmi les chiffres écrits, il faut donc en garder 11.
On ne peut pas mettre les six 9 au début car apres le dernier 9 il ne reste
que 60 soit 2 chiffres ce qui fait un nombre de 8 chiffres.
On va donc mettre au début les cinq premiers 9.
Il reste alors a chosir 6 chiffres parmi les chiffres qui restent et qui sont :
5051525354555657585960.
On choisit de garder les chiffres 785960.
On obtient donc le nombre 99999785960.
On tape :
L:=k$(k=1..60) :;
L[8],irem(L[18],10),irem(L[28],10),irem(L[38],10),irem(L[48],10),
irem(L[56],10),irem(L[57],10),L[58],L[59]
On obtient :
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9,9,9,9,9,7,8,59, 60
Le nombre restant est 99999785960.

6.11 Le triangle de Pascal

6.11.1 Un programme du triangle de Pascal

Voici un programme qui affiche les le; pour j = 0..1, £ = 0..5 et qui renvoie
les C¥ pour k = 0..n c’est a dire la n + 1-ieme ligne du triangle de pascal (n > 0
Ce programme calcule pour chaque j la séquence L des C]’? pour £ = 0..5 en
utilisant la relation Cf =C jl»“_l + C’Jl-g__1
qui se traduit par : L[k] :=L[k]+L[k-1]
a condition de faire varier k£ de j — 1 jusque 1 avec un pas égal a -1, puis de rajouter
la valeur de C’j = 1 en fin de séquence avant de calculer les valeurs de la ligne
suivante.
On initialise L a (1,1) qui est la deuxieme ligne du triangle de Pascal.

combin (n) :={

local L, j,k;

print ("L:1");

si n==0 alors return 1 fsi;

L:=1,1;

print (L) ;

pour J de 2 jusque n faire
pour k de j-1 jusque 1 pas -1 faire

L[k]:=L[k]+L[k-1];

fpour;
L:=L,1;
print (L) ;

fpour;

return L;

|

On tape :

combin (8)

On obtient écrit en vert :
1

1,1

:1,2,1

:1,3,3,1

:1,4,6,4,1
:1,5,10,10,5,1
:1,6,15,20,15,6,1
:1,7,21,35,35,21,7,1
:1,8,28,56,70,56,28,8,1
et comme réponse :
1,8,28,56,70,56,28,8,1

un o o o ol el e el o
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6.11.2 Un programme du triangle de Pascal modulo p

Voici un programme qui affiche les C’j’?’ modulo p pour j = 0..1, Kk = 0..5 et
qui renvoie les C* modulo p pour k& = 0..n c’est & dire la n 4 1-iéme ligne modulo
p du triangle de pascal (n > 0).

Ce programme calcule a chaque étape la séquence L des C]’? modulo p pour k =
0..7 en utilisant la relation :

C?Inodgazz(C?L1+—C?:f)nux1p

qui se traduit par :

Llk]:=irem(L[k]+L[k-1],p)

On utilise irem plutdt que mod pour pouvoir par la suite utiliser les valeurs
iren(C?@p)cmnnmlacouburdupohﬁdecmndmnﬁesk,n——j

combinmod (n,p) :={

local L, j,k;

print ("L:1");

si n==0 alors return 1 fsi;

L:=1,1;

print (L) ;

pour J de 2 jusque n faire
pour k de j-1 jusque 1 pas -1 faire

Llk]:=irem(L[k]+L[k-1],p);

fpour;
L:=L,1;
print (L) ;

fpour;

return L;

|

On tape :
combinmod (8, 2)
On obtient écrit en vert :
1

1,1

:1,0,1

:1,1,1,1

:1,0,0,0,1

:1,1,0,0,1,1
:1,0,1,0,1,0,1
:1,1,1,1,1,1,1,1
:1,0,0,0,0,0,0,0,1

et comme réponse :
1,0,0,0,0,0,0,0,1

unil on il onll enll el onll enll enill an

6.11.3 Un programme affichant les points (%, j) si C} = Omod, p)

Voici un programme qui affiche les les points (k, j) si C’]’?C = Omod, p) pour
j=0.1,k=0.j.

combinmodpt (n, p) :={
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local L,P,Jj,k;
P:=point (0, n,affichage=point_carre+l);
L:=1,1;
P:=P,point (0,n-1,affichage=point_carre+l);
P:=P+point (1,n-1,affichage=point_carre+l);
pour J de 2 jusque n faire
pour k de j-1 jusque 1 pas -1 faire
L[k]:=irem(L[k]+L[k-1]1,p);
P:=P,point (k,n-j,affichage=point_carre+L[k]);
fpour;
L:=L,1;
P:=P,point (0,n-j,affichage=point_carre+l);
P:=P,point (j,n-j,affichage=point_carre+l);
fpfpour;
return P;

b

On tape :
combinmodptO0 (127, 2)
On obtient :

On tape :
combinmodpt (242, 3)
On obtient :
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On tape :
combinmodpt (254, 6)
On obtient :

6.12 Combien de carrés et de rectangles ?

Soit un carré ABM N de c6té de longueur 7.
On forme des carrés de coté 1, en divisant chacun des cotés de ABM N en n par-
ties égales.

[]

Voici les figures pourn = 1..6

1. Calculer en fonction de n le nombre de points d’intersection sur le dessin
obtenu a partir de ABM N.

2. Ecrire un programme (itératif ou récursif) de variables a et n qui trace un
carré direct ABM N (A d’affixe a, AB = n et AB parallele a ’axe Ox)
et ses n? petits carrés de coté de longueur 1.

3. Calculer R(n) le nombre total de rectangles obtenus dans la figure ainsi
tracée (un carré étant un rectangle particulier).

Une solution

1. Sur chaque segment horizontal il y an + 1 points (x = 0..n)etilyan+1
lignes horizontales (y = 0..n). Il y a donc n + 1)? points sur le dessin
obtenu a partirde ABM N.

2. Voici une version itérative :
nbcarre (a,n) :={

local L, j,k;
L:=NULL;



108 CHAPITRE 6. DENOMBREMENT

pour j de 0 jusque n-1 faire
pour k de 0 jusque n-1 faire
L:=L, carre (atk,atk+1);
fpour;
ar=at+i;
fpour;
return L;
bii
Voici une version récursive :

nbcarrer (a,n,p) :={
local L, j,k;
L:=NULL;
si p>=1 alors
pour 7 de 0 jusque n faire L:=L,carre(atj,atj+l);
fpour;
L:=L,nbcarrer(ati,n,p-1);
fsi;
return L;
bg
3. Premiere méthode : on fait une récurrence
Ona:
R(1)=1
R2)=1+4+4=1+8=9(l carré de coté 2, 4 carrés de cdté 1, 4
rectangles de cotés 1 et 2.
Quand on passe du carré [0, n] x [0,n] au carré [0,n + 1] x [0,n + 1], on
ajoute 2n + 3 points dans le quadrillage qui ont comme affixes :
(n+1)i, 14+ (n+1)i,.n+ (n+1)i,(n+1),(n+1)+4i,(n+1)+2i.n+
iln+1),n+14+in+1)(n+14+n+2=2n+3).
Pour chacun de ces points N, on définit un rectangle par Ny et son som-
met opposé situé sur la diagonale de pente négative.
On va donc compter le nombre de points opposés a N, Il y a:
C(1n+1)2 = (n + 1)? rectangles qui ont pour sommet (n + 1)i ((n + 1) est
le nombre de points définis par le rectangle [1,n + 1] x [0, n])
C}L(nﬂ) = n(n+1) rectangles qui ont pour sommet 1+ (n+1)i (n(n+1)
est le nombre de points définis par le rectangle [2,n + 1] x [0, n])
C(ln—l)(n+1) = (n—1)(n+1) rectangles qui ont pour sommet 2+ (n+1)i
((n — 1)(n + 1 est le nombre de points définis par le carré ((n + 1) est le
nombre de points définis par le rectangle [3,n + 1] x [0, n])

C}.1 = (n+ 1) rectangles qui ont pour sommet . + (n + 1)i ((n + 1) est
le nombre de points définis sur le segment [n + 1,n + 1 + i x n))

Ilya:

1
C(n+l)n
le nombre de points définis par le rectangle [0, n] x [1,n]).

oF Y1) = (n+1)(n — 1) rectangles qui ont pour sommet (n + 1+ )

= (n + 1)n rectangles qui ont pour sommet 1 + 1 (n(n + 1) est

(n+1
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((n+1)(n—1) est le nombre de points définis par le rectangle [0, n| x[2, n]).
C(1n+1)(n 9) = = (n+1)(n—2) rectangles qui ont pour sommet (n+ 14 2x%7)
((n+1)(n—2) est le nombre de points définis par le rectangle [0, n] % [3, n]).

)
nombre de points définis par le segment [i(n — 1), n + i(n — 1)]).

Donc quand on passe du carré [0, n] x [0, n] au carré [0,n + 1] x [0, n + 1],
on obtient :

(n+ 1)+ 50 4) = (n+ 12+ 24 0)/2 = (n+ 1)

car ' j = (n+2)(n+1)/2et 31, j = (n)(n+1)/2

Onadonc R(n + 1) = R(n) + (n+ 1)3.

Donc puisque R(1) =1lona:

rectangles qui ont pour sommet (n + 1 + (n — 1)i ((n + 1) est le

23 n+1)

6.12.1 Deuxieme méthode

On cherche le nombre de rectangles dont le coté parallele a Oy est de longueur
pp=1.n+1).
Pour :
—p=1
On a n lignes et pour chaque ligne on a
142+ ..n=mn(n+1)/2 rectangles de dimension 1 x n,..,1 x 1 ce qui
fait n?(n +1)/2
— p=2
On an — 1 lignes et pour chaque ligne on a
142+ ..n =n(n+ 1)/2 rectangles de dimension 2 x n,..,2 x 1 ce qui
fait (n — 1)n(n +1)/2
— p=3
On an — 2 lignes et pour chaque ligne on a
1+ 2+ ..n=mn(n+ 1)/2 rectangles de dimension 2 X n,..,2 x 1 ce qui
fait (n — 2)n(n+1)/2

— p=n
On a 1 ligne et pour cette ligne on a
1+ 24 ..n=mn(n+ 1)/2 rectangles de dimension n X n,..,n x 1 ce qui
fait n(n +1)/2
Donc le nombre total de rectangles est :

n(n+1)
2

n+1)2n2

R(n) = m+n-1)+..1)= ( 1

6.12.2 Troisieme méthode : avec les combinaisons

On peut définir un carré ou un rectangle par 2 sommets opposés Si le carré est
de cotés n, il comporte (n + 1) points.
On choisit 2 points.
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Soit P, le nombre de choix possibles.

llyaP, = C(2n+1)2 = (n+1)%(n® +2n)/2 = n(n + 1)*(n + 2)/2 choix

Soit A,, le nombre de choix de couples situés sur la méme verticale ou la méme
horizontale.

Il'y an + 1 horizontales et n + 1 verticales.

Sur chacune de ces droites il y a n 4 1 points il a donc 2n + 2 facons de choisir
une droite puis C2 1 facons de choisir 2 points sur cette droite donc A, = (2n +
2)C2,  =n(n+1)%.

11 faut remarquer que le choix de 2 points non situés sur la méme verticale ni sur la
méme horizontale peut définir le quadrilatere ABC'D avec le choix de A et C ou
avec le choix de B et D donc le méme quadrilatere peut &tre défini par 2 couples
de points différents :

il y adonc (P, — A,)/2 carrés ou un rectangles.

Ona:

(P, —Ap)/2=nn+1)2%2n+2)/4—nn+1)2/2=nn+1)?*n+2-2)/4 =
(n + 1)?n?/4 Donc le nombre de carrés et de rectangles est :

(n+1)2n2

R(n) = 1

6.12.3 Quatrieme méthode : comment ne pas y avoir pensé plus tot!

Soit un rectangle ou un carré dont les cotés sont paralleles aux axes Ox et
Oy. 11 suffit de remarquer que les projections de ses sommets sur Oz et sur Oy
définissent 2 points distincts sur Ox et 2 points distincts sur Oy.

Réciproquement 2 points distincts sur Oz et 2 points distincts sur Oy définissent
un rectangle ou un carré dont les cotés sont paralleles aux axes Oz et Oy.

Dans le carré de c6té de longueur n, la quadrillage définit n + 1 points sur 1’axe
Oz et n + 1 points sur I’axe Oy.

Pour définir un rectangle ou un carré dont les cotés sont sur le quadrillage il faut et
il suffit de choisir 2 points parmi les n + 1 points de ’axe Ox et de choisir 2 points
parmi les n + 1 points de 1’axe Oy.

Donc le nombre de carrés et de rectangles est :

B _(n+ 1)%n?
R(n) = (0721)2 -4

6.13 Combien de triangles ?

Soit un triangle équilateral ABM de coté de longueur n.
On forme des triangles équilateraux de c6té de longueur 1, en divisant chacun de
ses cOtés en n parties égales.
Voici les figures pour n = 1..6 :
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bh 8 o

1. Soit N(n) le nombre de triangles équilateéraux de coté de longueur 1.
Calculer N (n).

2. Ecrire un programme itératif de variables a et n qui trace un triangle équi-
lateral direct ABM (A d’affixe a, AB = n et AB parallele a I’axe Ox) et
ses N (n) petits triangles de coté de longueur 1.

3. Ecrire un programme récursif de variables a et n qui trace un triangle équi-
lateral direct ABM (A d’affixe a, AB = n et AB parallele a ’axe des x)
et ses N (n) petits triangles de c6té de longueur 1.

4. Calculer T'(n) le nombre total de triangles obtenus dans la figure ainsi tra-
cée.

Une solution

1. Ona:
N(1) =1,
N(2)=14+3=4N@3)=N(2)+5=9N(4)=N(3)+7=160nva
faire un raisonnement par récurrence et montrer que N (n) = n2.
La formule est vraie pour n = 1.
Si elle est vraie pour n i.e. N(n) = n? est-elle vraie pour n + 1? Pour
passer de m a n + 1 il faut rajouter un trapeze ABC'D isocele de bases
AB=n+1etCD =n.
Ce trapéze a n + 1 triangles de c6té 1 et avec un c6té porté par AB et n
triangles de coté 1 et avec un coté porté par C'D.
Pour passer de n a n+1, on rajoute donc 2n+-1 triangles de c6té de longueur
1.Onadonc N(n+1) = N(n)+2n+1=n2+2n+1= (n+1)? Donc
la formule est vraie pour n + 1 Donc N (n) = n?

2. On va faire un programme itératif nbt ri de variables a (affixe de A) et n
qui va consister a faire 2 boucles imbriquées.
A chaque étape § on va tracer les triangles de coté 1 et de bases parallele
a AB :si jvade0an-1 ces triangles sont au nombre de n—7j. Pour les
tracer on utilise on fait varier k de 0 a n—-7j-1, puis on cacule la nouvelle
valeur de a quiest a+1/2+ixsqgrt (3) /2.

nbtri(a,n) :={
local L, Jj,k;
L:=NULL;
pour Jj de 0 Jjusque n-1 faire
pour k de 0 jusque n-j-1 faire
L:=L,triangle_equilateral (atk,a+k+1);
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fpour;
a:=a+l/2+i*sqrt (3)/2;
fpour;
return L;

|

3. On va faire un programme récursif nbt rir de variables a (affixe de A) et
n qui va consister a dire que :
nbtrir (a,n) c’est le dessin des n triangles c6té de longueur 1 et de
bases portée par AB suivi dudessinde nbtrir (a+1/2+i*sqrt (3)/2,n-1).

nbtrir(a,n) :={
local L, 7;
L:=NULL;
si n>=1 alors
pour Jj de 0 jusque n-1 faire L:=L,triangle_equilateral (a+j,at]
fpour;
L:=L,nbtrir (a+1/2+ixsqrt (3)/2,n-1);
fsi;
return L;

|

4. pour n = 1 on a1 triangle,
pour n = 2 on a 4+1=5 triangles (4 de c6té 1 et 1 de coté 2),
pour n = 3 on a 9+(1+2)+1=13 triangles (9 de coté 1, (1+2) de coté 2 et 1
de coté 3),
pour n = 4 on a 16+(1+2+3)+(1+2)+1+((1))=27 triangles (on voit appa-
raitre un triangle de c6té 2 qui pointe vers le bas).
pour n = 5 on a 25+(1+2+3+4)+(1+2+3)+(1+2)+1+((142))=48 triangles,
pour n = 6 on a 36+(1+2+3+4+5)+(1+2+3+4)+(1+2+3)+(1+2)+1+((1+2+3)+1)=78
triangles,
pour n = 7 on a 49+(14+2+43+4+5+6)+(1+2+3+4+5)+(1+2+3+4)+(1+243)+(1+2)+ 1+((1+2+3+4)
triangles,
pour n = 8 on a 64+(14+2+43+4+5+6+7)+(1+2+3+4+5+6)+(14+2+3+4+5)+(1+2+3+4)+(1+2+3)+(
triangles,
Soit A,, le nombre de triangles de cotés de longueur strictement plus grande
que 1 qui ont la téte en bas.
Ona:A1:A2:A3:O
Ay=1
As=1+4+2=3
A =14+24+34+1=7
A7 =14+24+3+44+14+2=13
Ag=1424+34+44+5+14+2+3+1=22
De fagon générale si on note Sy, = Z?le =k(k+1)/2,ona:

— sin=2p
Ap=53+Sy5+..+1= Zﬁ: Sok—1 =
(Cho K2+ 32021 k)/2 = pp—1)(4p—5)/6 = n(n—2)(2n —5)/24
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—sin=2p+1
Ap = Sp3+Sn_5+...+52 = Sop_2+S2p 4+...+52 = Zz;i So =
23 2450 k= p(p—1)(4p+1)/6 = (n—1)(n—3)(2n—1)/24
Soit B,, le nombre de triangles de co6tés de longueur 1 et de c6tés stricte-
ment plus grande que 1 qui ont la téte en haut.
Ona:
n? triangles de cotés 1.
142+ ..(n—1) triangles de cotés 2.
1+ 2+ ..(n — 2) triangles de cotés 3.

1 triangle de c6tés n Donc :

By=n?+Sy 1+ Sna+.+1=311S=Y1"{(k+k)/2=
B, =n?+n(n—1)(n+1)/6.

D’ou le résultat :

— sin=2p
Le nombre de triangle est :
Ay + B, = nn—2)2n -5)/24 +n? +nn — 1)(n +1)/6 =
nx(24n)*(1+2%n)/8 On tape :
factor (nx (n—-2) * (2n—5) /24+n"2+n* (n—-1) * (n+1) /6)
On obtient :
n* (2+n) * (14+2%n) /8

—sin=2p+1
Le nombre de triangles est :
Ap+Bp=(n-1)(n-3)2n—-1)/24+n?+n(n—1)(n+1)/6 =
nx(2+n)x(1+2xn)/8—1/8

On tape :
normal ((n-1) * (n—-3) x (2n—-1) /24+n"2+n* (n-1) x (n+1) /6)
On obtient :
-1/8+1/4*n+5/8+«n"2+1/4+n"3
On tape :
-1/8+factor (1/4xn+5/8*n"2+1/4+n"3)
On obtient :
-1/84nx* (2+n) x (1+2%n) /8
Donc :
T(2xp) = 2P H 28)(4p +1)
T@sp+1) = (2p + 1)(2p+83)(4p+3) -1

On vérifie, on tape :
n:=3;-1/8+nx (2+n) * (1+2%n) /8
On obtient : (3, 13) On tape :
n:=4;n*(2+n) = (1+2+n) /8

On obtient : (4,27) On tape :
n:=5;-1/8+n* (2+n) » (1+2+n) /8
On obtient : (5, 48) On tape :
n:=6;n+* (2+n) » (L+2+n) /8
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On obtient: (6, 78) On tape :
n:=7;-1/8+nx (24n) » (1+2%n) /8
On obtient: (7, 118) On tape :
n:=8;nx*(2+n) « (1+2+n) /8

On obtient : (8,170)

6.14 Exercice : nbre de carrés d’un quadrillage traversés
par un segment

Soient 2 entiers m et n.
Un rectangle de c6tés mesurant m et n unités est subdivisés en m * n carrés de
cOtés mesurant 1 unité.
Quel est le nombre de carrés traversés par une diagonale du rectangle ? Solution
On peut faire des essais on tape par exemple :
m:=21;n:=7
papier_quadrille(1l,pi/2,1,x=0..m,y=0..n)
A:=point (0)
C:=point (m,n) segment (A, C)
On compte le nombre de carrés traversés par la diagonale du rectangle On peut
supposer m > n.
Puis on modifie les valeurs de m et n en :
m:=22;n:=7
On compte etc...
On remarque que si d:=gcd (m, n) etsia = m/detb = n/d alors la diagonale
du rectangle passe par les points :
(a,b),(2a,2b),...(d * a,d * b) = (m,n).
On peut donc supposer dans un premier tempps que m et n sont premiers entre
eux. Pour aller de A & C' on doit traverser m — 1 lignes verticales et n — 1 lignes
horizontales.
Chaque fois qu’on traverse une de ces lignes on passe d’un carré a un autre.
En partant de A on traverse un premier carré, puis on traverse une des lignes (ver-
ticales ou horizontales) on est donc dans un 2iéme carré etc...
donc en tout on traverse : 1 + (m — 1) + (n—) = m + n — 1 carrés.
Si m et n ne sont pas premier entre eux le nombres de carrés traversés sera donc
multiplié par d.
Donc le résultat est pged(m, n) * (m + n — 1) (formule que 1’on peut vérifier sur
les essais du début!)

6.15 Exercice de raisonnement

Une réception réunit 13 couples. En arrivant chacun serre la main a un certain
nombre de personnes mais personne ne serre la main de son conjoint.
Pendant la récéption une dame demande a chacune des 25 personnes présentes le
nombre de mains qu’elle a serrées et elle obtient des résultats tous différents.
Donnez la liste des résultats qu’elle a obtenu.
Combien de mains cette dame a-t-elle serrées et combien de mains le mari de cette
dame a-t-il serrées ?
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Prolongement Avec n couples.

Solution

Le nombre maximum de mains qur I’on peut serrées est 2*13-2=24 car chaque
personne peut serrer la main au 12 couples ce qui fait 24.

Comme les 25 personnes donnent des résultats différents, la liste des résultats est
donc [0,1,...24].

Regardons tout d’abord ce qui se passe avec 2 couples : (a1, b1) et (ag, be).
Notons :
ni, mi,na, Mo le nombre de mains serrées respectivement par ai, by, as, bo.

Si c’est ag qui interroge elle obtient comme résultat : (0,1,2).

Qui a serré la main a 2 personnes ?

Ce ne peut pas étre by car alors on aurait n; > 1,m; > 1,ng =7, mg = 2.

c’est donc aq ou by.

Sin; = 2 cela veut dire que ny > 1 et mg > 1.

Comme la réponse est (0,1,2) c’est que mo = 1 et donc que m; =0

donc a; a serré les mains de ay et by, donc ag n’a serré la main que de a; et by n’a
serré la main que de a; donc ny = mo = 1.

Simj = 2 cela veut dire que no > 1 etmg > 1.

Comme la réponse est (0,1,2) c’est que mg = letquen; =0

donc by a serré les mains de as et by, donc ng = my = 1.

La réponse :

La dame et le mari de cette dame ont serré le méme nombre de mains a savoir la
main d’une seule et méme personne.

Regardons encore ce qui se passe avec 3 couples : (a1, b1) (az, ba) et (as, b3).
Notons n1,m1, ng, Mo, n3, ms le nombre de mains serrées respectivement par :
(al, bl, ag, bQ, as, bg)

Supposons que c’est az qui interroge elle obtient comme résultat : [0,1,2,3,4].
Qui a serré la main a 4 personnes ?

Ce ne peut pas €tre bs car alors on aurait :

ny>1,m; >1,n>1,mo>1,n3=7msg=4.

c’est donc par exemple a; i.e. n; = 4 donc

ni :4,m1 :?,n2 Z 1,77’L2 Z 1,713 Z 1,m3 2 1.

Comme la réponse est (0,1,2,3,4) c’est que m; = 0.

Donc si nq = 4 alors m; = 0.

Qui a serré la main a 3 personnes ?

Ce ne peut pas étre b3 car alors on aurait :

ny = 4,m1 == 0,n2 Z 2,TI”L2 Z 2,%3 2 1,m3 =3.

Comme la réponse est (0,1,2,3,4) c’est que ny = 3 ou mg = 3.

Sing = 3 c’est qu’il serre la main a a1, as, bs donc

ny = 4,m1 = 0,n2 = 3,m2 Z 1,713 Z 2,m3 Z 2.

Comme la réponse est (0,1,2,3,4) c’est que mo = 1 et donc que n3 = mg = 2
Si mo = 3 avec le méme raisonnement on trouve :

ny=4,m; =0,n0 =11,mgy = 3,n3 = 2, m3 = 2.

La réponse : la dame et le mari de cette dame ont serré le méme nombre de mains
a savoir a deux mémes personnes.

Vous avez maintenant deviné la réponse au probleme posé. Lorsque’il y a 13
couples la dame et le mari de la dame ont serré la main de 12 personnes.

Pour le montrer, on note x; pour j = 0..25 les personnes présentes et on suppose
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que x5 est la dame qui a posé la question.

On ordonne les personnes selon 1’ordre décroissant du nombre de mains serrées :
p; le nombre de mains serrées par x; etona:

po = 24,p1 = 23.....p24 = 0.

xo n’est pas le mari de o5 car si C’etait le cas on aurait p; > 1 pour j = 0..24
Donc si pg = 24 et pag = 0 c’est que xg, x24 est un couple.

et on est ramené a 12 couples ou chaque personne a serré la main de zg.

Posons g; = p; — 1 pour j = 1..23 et w5 a serré la main de xo.

On est donc ramené au probléme précédent avec 12 couples et une liste de résulat
pour y; égale a [0..22].

Avec le méme raisonnement on montre que 1, £23 est un couple et que xo5 a serré
la main de zg, 1.

To, Tog estun couple ...x11, 13 estun couple et que xo5 a serré la main de xq, z1, ...211.
Donc x5 est le mari de la dame qui a posé la question.

le mari de cette dame a donc serré 12 mains qui sont celles de xg, x1..711.

Cette dame a aussi serré 12 mains car elle a serré les mains de xq, £1..211.

Pour n couples on va faire un raisonnement pas récurrence en montrant Si une
réception réunit n couples et en arrivant chacun serre la main 2 un certain nombre
de personnes mais personne ne serre la main de son conjoint.

Si pendant la récéption une dame A demande a chacune des n — 1 personnes pré-
sentes le nombre de mains qu’elle a serrées et elle obtient des résultats tous diffé-
rents c’est qu’elle a, ainsi que son mari, serré la main de n — 1 personnes

La proposition est vraie pour n = 1 1 couple A, B. A et B ont serré chacun 0 main.
Si la proposition est vraie pour n, montrons qu’elle est vraie pour n + 1. Soit une
réception réunissant n + 1 couples parmi lesquels le couple A, B.

A interroge 2n+1 personnes et les résultats sont différents et sont donc :[0, 1, 2...2n]
car une personne du groupe ne serre pas la main de son conjoint ni se serre la main
elle-mé&me donc elle serre la main a au plus 2n personnes. Soit D la personne qui
a serré 2n mains et soit C' son conjoint : cela entraine que les 2n personnes autres
que C ont serré la main de D donc C est le seul a pouvoir avoir serré 0 mains.
Faisons sortir le couple D, C'. Il reste n couples, soit 2n personnes qui ont serré
la main de D, donc sans le couple D, C' le résultat obtenu par A serait [1,2..2n —
1] —[1,1..1] = [0,1..2n — 2].

D’apres I’hypothése de récurrence A et B ont serré chacun n — 1 mains. Donc,
avec le couple D, C, A et B ont serré chacun n mains.



Chapitre 7

Géométrie plane seconde et
terminale

7.1 Les transformations planes

7.1.1 La translation

Définition Une translation de vecteur 7 est une transformation ponctuelle qui,
Moint M fait correspondre un point M’ tel que :
MM =V
Propriétés Soient 2 points A et B et leurs transformés A’ et B’ par la translation
de vecteur V. N . .
On a par hypothese : AA" = V et BB’ = V. On en déduit que AB = A'B.
La transformée d’une droite est une droite de méme direction.
Le transformé d’un cercle est un cercle de méme rayon.
La translation conserve les angles.
Avec Xcas translation (B-A,M) (resptranslation (a+i*b, M) )désigne
le translaté de M dans la translation de vecteur AB (resp d’affixe a + ib)
Une visualisation On considére la translation de vecteur 2+i.
On veut visualiser ’image par cette translation des 4 carrés :

Cl:=carre
C2:=carre
C3:=carre
C4d:=carre

i,1+i,affichage=1l+rempli);
1,2,affichage=2+rempli);
i+1l,2+i,affichage=3+rempli);
0,1,affichage=4+rempli)

—~ o~ o~ —~
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On tape :

Cl:=carre(i,1l+i,affichage=l+rempli);
translation (2+i,Cl,affichage=1l+rempli);
C2:=carre(l,2,affichage=2+rempli);

translation (2+i,C2,affichage=2+rempli);
C3:=carre(i+l,2+i,affichage=3+rempli);
translation (2+i,C3,affichage=3+rempli);
Cd:=carre(0,1,affichage=4+rempli);
translation(2+1i,C4,affichage=4+rempli);
translation(l+i,carre(0,1),affichage=4+rempli)

On obtient :

7.1.2 Larotation

Définition Une rotation de centre O et d’angle ¢ est une transformation ponc-
tuelle qui, & un point M fait correspondre un point M’ tel que :
— —
OM = OM' et (OM,OM' =t+2n7 (n €
Z)
Propriétés Soient 2 points A et B et leurs transformés A’ et B’ par la rotation de
centre O et d’angle t. On a :

—

AB = A'B’ et (xﬁ ,A'B" = t + 2nm La transformée d’une droite est une droite.

Le transformé d’un cercle est un cercle de méme rayon.

La rotation conserve les angles.

Avec Xcas rotation (O, t, M) désigne le transformé de M dans la rotation de
de centre, le point O, et d’angle ¢.

rotation (a+ixb, t, M) désigne le transformé de M dans la rotation de centre,
le point d’affixe a + b, et d’angle ¢.

Une visualisation On considere la rotation de centre C' = (—2,0) et d’angle /3.
On veut visualiser I’image par cette rotation des 4 carrés : C1, C2, C3, C4.

On tape :

Cl:=carre (i, 1l+i,affichage=1l+rempli) :;C1;
rotation (-2,pi/3,Cl,affichage=l+rempli) ;
C2:=carre(l,2,affichage=2+rempli) :;C2;
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rotation(-2,pi/3,C2,affichage=2+rempli) ;
C3:=carre(i+l,2+i,affichage=3+rempli) :;C3;
rotation (-2,pi/3,C3,affichage=3+rempli);
C4d4:=carre(0,1,affichage=4+rempli);

rotation (-2,pi/3,C4,affichage=4+rempli) :;C4;
C:=point (-2);

Ol:=rotation (C,pi/3,point (0)) :;

segment (C,point (0),affichage=ligne_tiret_point));
segment (C,01,affichage=ligne_tiret_point));

angle (C,point (0),01,"pi/3");

On obtient :

/3

Un exercice

Sur les cotés d’un triangle ABC' quelconque, on construit 3 carrés ACDE, BAFG
et BHIC puis 2 parallélogramme BGJH et CIKD.

Démontrer que le triangle A.J K est rectangle isocele.

Une solution

On fait la figure, on clique sur 3 points A, B, C' puis on tape :

triangle (A,B,C);
carre(A,C,D,E);
carre(C,B,H,I);
carre(B,A,F,G);
parallelogramme (H,B,G, J);
parallelogramme (D,C, I,K);

)

)

segment (A, J,affichage=1);
segment (A, K, affichage=1
Gl:=symetrie (B, G);

segment (B, G1l,affichage=2);

4
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segment (K,Gl,affichage=2);
segment (K, C) ;
angle(C,I,K,"");angle(B,C,A,"");
angle (G, J,B,"");angle (K,D,C,"");
angle (D,C, K, "gamma") ;

angle (C,A,B, "gamma") ;
segment (B, J) ;

angle (J,B, G, "gamma") ;

segment (A, G) ; segment (A,G1) ;

On obtient :

\a:

H I

On remarque tout d’abord que les triangles BGJ, JHB, KCI et CK D sont égaux
au triangle ABC. En effet pour BGJ, on a BG = AB, GJ = BC et ’angle G
est égale a B comme angle a cotés perpendiculaires. donc le triangle BGJ est égal
aABC.

De méme CK D est égal a ABC I’angle D est égale 8 BC' comme angle a cotés
perpendiculaires.

De plus BGJ estaussi égal a JH B et CK D est aussi égal a KC1 puisque BGJH
et C1K D sont des parallélogrammes. Donc le triangle BGJ est égal au triangle
KC1I,donc CK est parallele a BG. Si G1 est le symétrique de GG par rapport a B
on en déduit que le quadrilatere BG1K C' est un parallélogramme.

On va chercher le transformé de .J par la rotation de centre A et d’angle +/2 si
ABC est direct et —7 /2 sinon. Supposons le triangle ABC' est direct.

La rotation de centre A et d’angle +7/2 transforme G en G1 et J en J1. Le
segment G1J1 a pour longueur BC' et est perpendiculaire a GJ donc parallele a
BC. AGG1 est un triangle rectanlgle isocele qui admet AB comme bissectrice
donc G1 est le symétrique de G par rapport a B.

Le quadrilatere BG1J1C est donc le parallélogramme BG1KC et J1 et K sont
confondus. Le triangle AJ K est donc rectangle isocele.
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7.1.3 La symétrie droite et la symétrie point

Définition La symétrie par rapport a une droite d est une transformation ponc-
tuelle qui, & un point M fait correspondre un point M’ tel que le segment M M’
soit perpendiculaire & d en son milieu i.e.d est la médiatrice de M M’

La symétrie par rapport & un point O est une rotation de centre O et d’angle 7 (cf
rotation pour les propriétés).

Propriétés de la symétrie droite La transformée d’une droite est une droite.

Le transformé d’un cercle est un cercle de méme rayon.

La symétrie transforme un angle en son opposé.

Avec Xcas symetrie (droite (A, B),M) ousymetrie (A, B, M) désignele
transformé de M dans la symétrie par rapport a la droite AB.

symetrie (0, M) désigne le transformé de M dans la symétrie de centre O.
Une visualisation On consideére la symétrie par rapport a la droite passant par
A:=point (0) etB:= point (-1/2+1).

On veut visualiser I'image par cette symétrie des 4 carrés : C1, C2, C3, C4.
On tape :

Cl:=carre(i,1l+i,affichage=l+rempli);
C2:=carre(l,2,affichage=2+rempli) ;
C3:=carre(i+l,2+i,affichage=3+rempli);
C4:=carre(0,1,affichage=4+rempli)

symetrie (droite(0,-1/2+1),Cl,affichage=1+rempli);
symetrie (droite(0,-1/2+1),C2,affichage=2+rempli);
symetrie (droite (0,-1/2+1i),C3,affichage=3+rempli)
symetrie (droite(0,-1/2+1),C4,affichage=4+rempli)
droite (0,-0.5+1)

14

r

7.1.4 L’homothétie

Définition L’homothétie de centre O et de rapport k est une transformation

ponctuelle qui, & un point M fait correspondre un point M’ tel que :
—

OM' = kOM
Propriétés Soient 2 points A et B et leurs transformés A’ et B’ par I’homothétie
de centre O et de rapport k. On a :
A'B' = kAD
A'B'=FkA
La transformée d’une droite est une droite parallele.



122 CHAPITRE 7. GEOMETRIE PLANE SECONDE ET TERMINALE

Le transformé d’un cercle de rayon R est un cercle de rayon kR.

L’homothétie conserve les angles.

Avec Xcas homothetie (0, k, M) désigne le transformé de M dans 1’homothé-
tie de centre O et de rapport k.

Une visualisation On considere la homothétie de centre C' = (—2, 0) et de rapport
1/2.

On veut visualiser I’image par cette homothétie des 4 carrés : C1, C2, C3, C4.
On tape :

Cl:=carre (i, 1l+i,affichage=1l+rempli);
homothetie(-2,1/2,Cl,affichage=1+rempli);
C2:=carre(l,2,affichage=2+rempli);
homothetie(-2,1/2,C2,affichage=2+rempli) ;
C3:=carre(i+l,2+i,affichage=3+rempli);
homothetie(-2,1/2,C3,affichage=3+rempli) ;
C4:=carre(0,1,affichage=4+rempli);
homothetie(-2,1/2,C4,affichage=4+rempli) ;
C:=point (-2)

On obtient :

7.1.5 La similitude

Définition La similitude de centre O, de rapport k et d’angle ¢ est une transfor-

mation ponctuelle qui, 2 un point M fait correspondre un point M’ tel que :
- ——
OM' =kxOM et (OM,OM") =t
Propriétés Soient 2 points A et B et leurs transformés A’ et B’ par la similitude
de centre O de rapport k et d’angle ¢. On a :
—

A'B' = kAB et (AB, AB) = 1.
La transformée d’une droite est une droite.
Le transformé d’un cercle de rayon R est un cercle de rayon kR.
La similitude conserve les angles.

Avec Xcas similitude (O, k, t,M) désigne le transformé de M dans la
similitude de centre O, de rapport k et d’angle ¢.
Une visualisation On considere la similitude de centre C' = (—2,0) et de rapport
1/2 et d’angle 2*pi/3.
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On veut visualiser I’'image par cette similitude des 4 carrés : C1, C2, C3, C4.
On tape :

Cl:=carre (i, 1+i,affichage=1l+rempli);
similitude(-2,1/2,2%pi/3,Cl,affichage=1l+rempli);
C2:=carre(l,2,affichage=2+rempli) ;
similitude(-2,1/2,2%pi1/3,C2,affichage=2+rempli);
C3:=carre(i+l,2+i,affichage=3+rempli) ;
similitude(-2,1/2,2%pi/3,C3,affichage=3+rempli);
C4:=carre(0,1,affichage=4+rempli);
similitude(-2,1/2,2%pi/3,C4,affichage=4+rempli);
C:=point (-2)

On obtient :

7.1.6 L’inversion

Définition Une inversion de centre C' et de puissance k est une transformation
ponctuelle qui, a un point M fait correspondre un point M’ tel que :
OM xOM' =k
Propriétés Deux points quelconques et leurs inverses sont cocycliques ou sont
alignés avec le centre d’inversion.
L’inverse d’une droite passant par le centre d’inversion est elle-méme.
L’inverse d’une droite ne passant pas par le centre d’inversion est un cercle passant
par le centre d’inversion dont le diametre est perpendiculaire a la droite.
Avec Xcas inversion (C, k, M) désigne le point inverse de M dans I’inversion
de centre C et de puissance k.
Une visualisation On considere I’inversion de centre O et de puissance 1.
On veut visualiser I’image par cette inversion des 3 carrés :
carre(i,1l+i,affichage=1l+rempli),
carre(i+l,2+i,affichage=3+rempli),
carre(l,2,affichage=2+rempli)
Pour pouvoir remplir une figure ayant comme contour des arcs de cercles on va
écrire une procédure qui trace les arcs avec des polygones.
On tape :

arcpoly (z0,r,a,b) :={
return seqg(zO0+rxexp(i*t),t=a..b,0.05),z0+r*xexp (ixb);
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b

arccorde (z0,r,a,b,coul) :={

local Lj;

L:=arcpoly(z0,r,a,b);

return polygone (L,affichage=coul+rempli)

b

arcpolyepais (z0,r,a,b,ep,coul) :={

local L;

L:=2z0+ (r—ep) xexp (ixa), z0+rxexp (i*xa),arcpoly(z0,r,a,b),
z0+ (r) xexp (1*b), z0+ (r-ep) *exp (1i+b) ,arcpoly (z0, r-ep, b, a);

return affichage (polygone (L), ctrempli);

b

Ainsi arccorde dessinera la surface comprise entre I’arc et la corde avec la cou-
leur coul et arcpolyepais dessinera la surface comprise entre 2 arcs, I’un de
rayon r et ’autre de rayon r—ep avec la couleur coul.

On tape :

triangle(1l,1+1i,1i,affichage=4+rempli),
polygone (al,a2,a3,affichage=l+rempli),
polygone (bl,b2,b3,affichage=2+rempli),
polygone (a2,b2,cl,c2,affichage=3+rempli),
carre(i,l+i,affichage=l+rempli),

carre (i+l,2+i,affichage=3+rempli),
carre(l,2,affichage=2+rempli), legende (0, "O")

On obtient :

.0

Les figures de méme couleur sont inverses 1’'une de 1’autre (en particulier les in-
verses des points de la figure bleue sont aussi dans la figure bleue qui est globale-
ment invariante)
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7.2 Le théoréme de Pappus

Voici les cercles de Pappus :

Théoreme :

Si I' est le grand cercle de diametre b, C' le cercle "moyen"” de diametre a (a < b)
est tangent intérieurement a I" en A et les petits cerclesc;, ..c1, co, ¢1..cj sont tan-
gentsal'eta Cetc; esttangenta cjy.

Les cercles I', C' et ¢ sont centrés sur la droite D. Le théoréme de Pappus dit que
si r; et le rayon de c¢; et si d; est la distance du centre de c; a D alors dy = 27 et
dj =2x%j*r;pourj=0.n.

De plus les points de tangences des cercles c; et ¢; 1 sont sur un cercle de diametre
2a“—fb, tangent en A a I' et C. Construction des cercles de Pappus.

On va utiliser une inversion qui transforme I' et C' en 2 droites paralleles d; et ds.
Cette inversion aura comme centre le point A commun a I" et C'. Les cercles ¢, se-
ront transformés en des cercles qui seront tangents a ces 2 droites : les transformés
seront donc des cercles égaux. et les points de tangences de ces cercles sont sur la
parallele équidistante a d; et ds.

Voici la fonction qui renvoie le transformé d’un cercle ¢, son centre et son rayon
(lorsque ce transformé est un cercle) par I’inversion de centre A et de puissance & :

inversionc (A, k,c) :={
local p,01,r1,0,r,B,Bl;
O:=centre(c);
r:=rayon (c);
si est_element (A,c) alors
B:=symetrie (0, A);
Bl:=inversion (A, k,B);
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return perpendiculaire(Bl,droite(0,A)); fsi;
si A==0 alors return cercle(O,k/r),0,k/r; fsi;
p:=puissance(c,d);//p:=longueur2 (A,0) -r"2
rl:=k*r/p;
Ol:=inversion (A, k,projection (polaire(c,A),A));
return cercle(01l,rl),01,r1;

|

onary = kxr/(AO? — r?) O; est I'inverse du point d’affixe (r?2 + (v A — i *
yA) x (20 +ixyO0) — (zO? +y0?))/(zA — 20 + (—i) * (yA — yO)) On tape :

k:=24;

Gamma :=cercle (point (2),2) :
C:=cercle (point (3/2),3/2):
dl:=inversionc (0, k, Gamma) :
d2:=inversionc (0, k,C) : dZ[O]
cO:=cercle (point (6),point (8));

Gamma,

cl:=cercle (7+2%1i,1) :;
CO:=inversionc (point 0);;C0[0];
rk,cl):;CL[O0];
==7..7):;L;
)$(3=0..14) :;L1[0];

14
(0),k,c
Cl:=inversionc (point ( cl
L:=cercle (7+2*kx1,1)$

[

0
0
(
Ll:=inversionc(0,k,L[]

)
)
k
]

On obtient :

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Démonstration du théoréme de Pappus avec Xcas On prend comme origine
A le centre de I’inversion, et comme axe des x la droite des centres.
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I" estle cercle de diametre A point (b) et C' estle cercle de diametre A point (a

I" se transforme par I’inversion de centre A et de puissance k en la droite d’équa-
tion z = k/b

C se transforme par I’inversion de centre A et de puissance k en la droite d’équa-
tionz = k/a

Le cercle des points de tangence des cercles c; est donc le transformé par I’inver-
sion de centre A et de puissance k de la droite d’équation x = (k/b + k/a)/2 =
k(a4 b)/(2ab) c’est donc le cercle de diametre A point (2a*b/ (a+b)).

Le cercle c0 est de diametre AB et son transformé C'0 dans I’inversion de centre
A et de puissance k a pour centre point (k/2x (1/a+1/b)) et comme rayon
r:=k/2%x(1/a-1/b).

On considere donc le cercle C; de rayon r:=k/2x (1/a-1/b) et de centre
oj:=point (k/2x (1/a+1/b) +i%2xJj*r); Soitcj I'inverse de C; dans I'in-
version de centre A et de puissance k.

On cherche I’ordonnée du centre et du rayon de c;.

On tape :

A:=point (0);

assume (a=[3,0,10,0.1]);

assume (b=[4,a,10,0.11);;

cercle (A,point (a));

cercle (A,point (b)) ;

supposons (k=[23.9,0,25,0.17);
cO:=cercle (point (a),point (b)) ;
CO:=inversionr (A, k,cO0);

supposons (j=[1,0,7,11);
r:=k/2x(1/a-1/b);

oj:=point (k/2x(1/a+1/b)+i*2*j*r);
Cj:=cercle(oj,r);
cj:=inversionr (A, k,Cj);

cjlol;

dj:=simplify (ordonnee(cj[1]));
rj:=simplify (ordonnee(cj[1])/cil2]);
simplify (ordonnee (dj/rj);

On obtient pour dj :
(—ar2+bxj+a*b2%73) / (a”2% 2-2xaxb* 7 2+axb+b"2%§~2)
On obtient pour 77 :

(—a”2+xb+a+*b"2) / (2«a"2+J"2—4dxaxbx ] " 2+2xaxb+2+b"2%J"2)
On obtient pour dj /77 :

(2%7

Donc Xcas a démontré que d; = 2jr;.

7.3 Un probleme de partage

7.3.1 Le probléme

Un pere possede un terrain triangulaire. Il veut forer un puits a I’intérieur de son
terrain, de facon qu’4 sa mort chacun de ses 3 fils posseéde un morceau triangulaire

).
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de méme surface ayant acces au puits.

Soit ABC' le terrain initial et P I’emplacement du puits.
Chagque fils aura comme morceau AB P ou APC ou BC' P et ces morceaux doivent
avoir mé€me aire qui est le tiers de 1’aire de ABC.
Donc la hauteur de ABP doit étre le tiers de la hauteur de ABC issue de C et la
hauteur de BC'P doit étre le tiers de la hauteur de ABC issue de A.
Avec Xcas on clique sur 3 points et on tape dans un ecran de géométrie :

triangle (A,B,C);

I:=A+(C-A)/3;

dc:=parallele(I,droite(B,A));

J:=A+2% (C-A)/3;

da:=parallele(J,droite(B,C));

P:=inter_unique (da,dc) ;

affichage ([segment (P,A), segment (P,B), segment (P,C) ], rouge)
K:=B+ (A-B)/3

On obtient :

On tape pour vérifier :
aire(A,B,P),aire(B,C,P),aire(C,A,P)

Propriétés du point P
T est le milieu de AJ, IP est parallele a AK donc P est le milieu de KJ. AP est une
médiane de AKJ, KJ est parallele a BC donc AP est une médiane de ABC.
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On montrerait de méme que BP et CP sont des médianes de ABC.

P est donc le centre de gravité du triangle ABC ou encore 1’isobarycentre des 3
points A, B, C.

On tape pour vérifier :

affichage (isobarycentre (A,B,C),point_width_2)

7.3.2 Généralisation du probleme

Un pere possede un terrain triangulaire et a n fils (n = 3,4, 5...).
Il veut forer un puits a I’intérieur de son terrain, de fagon qu’4 sa mort, chacun de
ses n fils possede un morceau triangulaire de méme surface ayant acces au puits.
Déterminer le nombre de solutions possibles.

Pour n = 4, on cherche 2 points P et D avec D par exemple sur BC (il y a donc
3 solutions selon que 1’on choisit D sur BC ou sur AC ou sur AB) pour que chaque
fils ait comme morceau ABP ou APC ou BDP ou DCP et que ces morceaux
soient de méme aire a savoir le quart de I’aire de ABC.
Avec Xcas on clique sur 3 points et on tape dans un ¢cran de géométrie :

triangle(A,B,C);

I:=A+(C-A)/4;

dc:=parallele(I,droite(B,A));

J:=A+(C-RA)/2;

da:=parallele(J,droite(B,C));

P:=inter_unique (da,dc);

D:=milieu(B,C);

affichage ([segment (P,A), segment (P,B), segment (P,C),
segment (P, D) ], rouge) ;

K:=B+ (A-B) /2;

On obtient :
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On tape pour vérifier :
aire(A,B,P),aire(B,D,P),aire(C,A,P),aire(D,C,P)

Propriétés du point P
T est le milieu de AJ, IP est parallele a AK donc P est le milieu de KJ. AP est une
médiane de AKJ, KJ est parallele a BC donc AP est la médiane AD de ABC.
De plus P est le milieu de AD puisque J est le milieu de AC, JP est parallele a DC .
P est donc le barycentre des 3 points [A, 2], [B,1], [C,1].
On tape pour vérifier :
affichage (barycentre ([A,2],[B,1],I[C,1]),point_width_2).
Les 2 autres solutions, pour I’emplacement du puits, sont obtenues avec :
affichage (barycentre([A,1], [B,2]1,I[C,1]),point_width_2)
affichage (barycentre ([A,1], [B,11, [C,2]),point_width_2)

Pour n = 5, on cherche 3 points P, DetE avec D et E sur un méme coté
par exemple sur BC ou D et E sur des cotés différents par exemple D sur BC et E
par exemple sur AC (il y a donc en tout 6 solutions : 3 solutions selon que I’on
choisit D et E sur BC ou sur AC ou sur AB et 3 solutions selon que I’on choisit D et
E pas sur BC ou pas sur AC ou pas sur AB) pour que chaque fils ait comme morceau
un triangle de sommets pris parmi A, B, C, D, E, P et que ces morceaux soient de
méme aire a savoir le cinquieme de 1’aire de ABC.

Avec Xcas on clique sur 3 points et on tape dans un ¢cran de géométrie :

triangle (A,B,C);
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I:=A+(C-A)/5

dc:=parallele(I,droite(B,A));

J:=A+2% (C-A)/5;

da:=parallele(J,droite(B,C));

P:=inter_unique (da,dc) ;

D:=B+(C-B) /3;

E:=B+2* (C-B) /3;

affichage ([segment (P,A), segment (P,B), segment (P,C),
segment (P, D), segment (P, E) ], rouge)

K:=B+3* (A-B) /5;

affichage (barycentre([A,3],[B,11,[C,1]),point_width_2);

On obtient :

On tape pour vérifier :
aire(A,B,P),aire(B,D,P),aire(C,A,P),aire(D,E,P),aire(E,C,P)

Propriétés du point P
T est le milieu de AJ, IP est parallele a AK donc P est le milieu de KJ. AP est une
médiane de AKJ, KJ est parallele a BC donc AP est la médiane de ARC.
De plus P est situé au 2/5 de cette médiane de AD puisque J est situé au 2/5 de AC,
JP est parallele a DC.
Donc 'aire de PBC vaut les 3/5 de 1’aire de ABC P est donc le barycentre des 3
points [A, 3], [B, 1], [C,1].
On tape pour vérifier :
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affichage (barycentre ([A,2], [B,1]1,[C,1]),point_width_2).
On voit le partage en rouge sur la figure lorsque le puits est en P.

Les 2 autres solutions, pour I’emplacement du puits lorsque 1’on choisit D et E sur
le mé&me coté, sont obtenues avec :

affichage (barycentre ([A,1], [B,2]1,[C,1]),point_width_2)
affichage (barycentre([A,1],[B,1], [C,2]),point_width_2)
Les 3 autres solutions, pour I’emplacement du puits lorsque 1’on choisit D et E sur
des cotés, sont obtenues avec :

affichage (barycentre ([A,2], [B,2]1,I[C,1]),point_width_2)
affichage (barycentre([A,2], [B,1],[C,2]),point_width_2)
Q:=affichage (barycentre ([A, 1], [B,2],[C,2]),point_width_2)
On voit le partage en vert sur la figure lorsque le puits esten Q :

On généralise aisément.
On montre par récurrence que le nombre de solutions pour n (n > 3) est : (n —
2)(n—1)/2.
En effet on cherche le nombre de triplets d’entiers non nuls de somme n i.e. on
cherche le nombre de triplets (a, b, c) € N*3 vérifiant a + b + ¢ = n. pour n = 3
ce nombre est 1=(n — 2)(n — 1)/2 car (1+1+1=3)
Hypotheése de recurrence : pour n ce nombre est (n — 2)(n — 1)/2,
pour n + 1, on cherche le nombre de triplets d’entiers non nuls de somme n + 1 :
sia+b+c=n+1,c’estquea+b<n+1lcarc+#0
Donc le probleme revient a chercher le nombre de couples (a,b) d’entiers non
nuls de somme strictement inférieure a n 4+ 1. Par hypothése de recurrence, le
nombre de couples (a, b) d’entiers non nuls de somme strictement inférieure a n
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est (n — 2)(n — 1)/2. 1l reste donc a comptabiliser les couples (a, b) d’entiers non
nuls de somme n : il y en n — 1 puisque a peut prendre n — 1 valeurs. Donc le
nombre de triplets d’entiers non nuls de somme n + 1 est :
m—2)(n—1)/24n—-1=(n-1)(n—-2+2)/2 = (n—1)n/2. On a ainsi
montrer par récurrence que le nombre de solutions pour le partage en n triangles
de méme aire est (n — 2)(n — 1)/2.

Il est interessant de voir alors la disposition des différents puits les uns par rapport
aux autres : il forme un reseau triangulaire de c6té n — 2 et on retrouve alors le
nombre de puits avec la formule :

1424+..+(n=2)=(n—-2)(n—1)/2.

7.4 Lessigle CE

Il existe une différence subtile entre le sigle CE "Comformité Européenne"
indiquant que le produit répond a des normes de sécurité et qu’il peut circuler
librement en Europe et le sigle CE signifiant "China Export".

Seul I’espace entre le C et le E et différent : dans le sigle chinois le C et le E sont
plus proches.
Alors soyez vigilant !

7.4.1 Le sigle ""Comformité Européenne"

On tape :
cercle (- ,5)
cercle(-5,4);
cercle(4, ) ;
cercle(4,4);

cl:=cercle( 5,5,pi/2,3xpi/2,affichage=rempli) ;
c2:=cercle(-5,4,pi/2,3*pi/2,affichage=rempli+ 7);
c3:=cercle(4,5,pi/2,3*pi/2,affichage=rempli) ;
cd:=cercle(4,4,pi/2,3+xpi/2,affichage=rempli+ 7);
rectangle (i/2,-1i/2,4,affichage=rempli) ;
papier_quadrille(l,pi/2,x=-11..10,y=-6..6);
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7.4.2 Lessigle '"China Export"

On tape

cercle (1
cercle (1

r D)
r4)
cl:=cercle

5,5,pi/2,3*pi/2,affichage=rempli) ;

cS:=cercle(l,5,pi/2,3*pi/2,affichage=rempli);

(_
c2:=cercle(-5,4,pi/2,3xpi/2,affichage=rempli+ 7);

(

(

c6:=cercle(l,4,pi/2,3*pi/2,affichage=rempli+ 7);
rectangle (-3+i/2,-3-1/2,4,affichage=rempli) ;
papier_quadrille(1l,pi/2,x=-11..10,y=-6..6);
cercle(=5,5);

cercle(=5,4);
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On obtient :

7.5 Le cercle inscrit

7.5.1 Le probleme

Soient ABC' un triangle et M un point qui se déplace sur le segment BC'. Soit
I (resp J) le centre du cercle inscrit au triangle ABM (resp AC M). Montrer que
le cercle de diametre IJ passe par un point fixe lorsque le point M se déplace sur
le segment BC'.

7.5.2 Les lemmes
Lemmel

Soient ¢ est un cercle de diametre AB et une corde M P avec M et P situé
d’un méme coté de AB. Soient Al et B1 les projections respectives de A et B sur
MP.

Alors

A1M = PBI1
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En effet le centre de c est le milieu de AB et donc il se projette sur le milieu de
M P. Comme le milieu de AB se projette sur le milieu O1 de A1B1, ona A1B1
et M P ont méme milieu.
Donc :

A1M = A101+ O1M = O1B1 + PO1 = PB1

Lemme2

Soient ABC un triangle et K le centre de son cercle inscrit.
Alors K estle barycentre des points [4, a], [B, b], [C, ¢| ot a, b, ¢ sont les longueurs
des cotés BC, AC, AB.

Si la bissectrice intérieure de I’angle A coupe BC en Al ona: A1B/A1C = ¢/b
donc b x A1B = ¢ x A1C ou encore puisque Al se trouve sur le segment BC' :

b*m—kc*mzo

donc A1 est le barycentre de [B, b], [C, c].
Si la bissectrice intérieure de 1’angle B coupe AC' en Blona: B1A/B1C =
¢/adonc ax B1A = ¢x B1C ou encore puisque B1 se trouve sur le segment AC' :

a* Bl1A+ ¢+ B1C =0
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donc B1 est le barycentre de [4, a], [C, ¢].
Donc le barycentre des points [A, a|, [B, b], [C, c] est I'intersection de AA1 et de
BB1 c’est a dire I’intersection des bissectrices K qui est le centre du cercle inscrit.

Lemme3

Soient un triangle ABC' et K1 un point de la droite BC'.
Alors K1 est la projection sur BC' du centre du cercle inscrit a ABC si et seule-
ment si :
K1B - K1C = AB — AC

K3

Soit K le centre du cercle inscrit a8 ABC.

Soient K1, K2 et K3 les projections respectives de K sur BC, AC et AB.
Puisque les cotés AB, AC, BC sont des tangentes au cercle inscritet que K1, K2, K3
sont les points de contact de ces tangentes, on a :

BK1= BK3, CK1=CK2, AK2= AK3

et K1, K2 et K3 se trouvent respectivement sur les segments sur BC, AC et AB.
Donc :

AB — AC = AK3 + K3B — (AK2 + K2C) = K1B — K1C

Soit K1telque K1B — K1C = AB — AC.
Le point K1 se trouve sur le segment BC en effet si K1 était a I’exterieur de BC'
on aurait |[K'1B — K1C| = |BC| > |AB — AC| d’apres I’inégalité triangulaire ce
qui condredit I’hypothese K1B — K1C' = AB — AC. L’égalit¢ K1B — K1C' =
AB — AC définit un seul point K1 du segment BC, ce point est donc la projection
du centre du cercle inscrit a ABC



138 CHAPITRE 7. GEOMETRIE PLANE SECONDE ET TERMINALE

7.5.3 La solution géométrique

Pour la solution géométrique, on va se servir des lemmes 1 et 3. La bissectrice
de I’angle BM A et la bissectrice de I’angle C'M A sont perpendiculaire donc M
est sur le cercle de diamétre I.J. Ce cercle coupe le segment BC en M et P.
Montrons que P est fixe. Soient /1 et J1 les projections de [ et J sur BC.

D’apres le lemme3 on a:
I1B—11M = AB — AM et
JIM — J1C = AM — AC donc

INB—-11M + JIM — J1C = AB — AM + AM — AC = AB — AC

Puisque 71 et J1 sont entre B et C, et que M et P sontentre /1 et J1,ona M et
P sont entre B et C'.

lﬁ))rés lei)mmel ona ___)

T1M = PJ1 et TTP = MJ1 donc

IMB—-I1M+JIM — J1C =I11B - PJ1 +11P — J1C
M et Psontentre Bet C donc I1B+ I1P = PBet PJ1+ J1C = PC d’ou:
PB - PC =AB — AC

Le point P est fixe et P est la projection du centre K du cercle inscrit a ABC.
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7.5.4 La solution avec Xcas

Le choix des parameétres est important | Sans perte de généralité, on peut prendre
I’origine du repere en B, et C sur I’axe des x d’abscisse a. Le point M est donc
sur I’axe des x d’abscisse m < a .

Si on choisit comme parametres les coordonnees de A, Xcas n’arrive pas a faire
les calculs (cf la remarque ci-apres). Mais si on choisit comme parametres les lon-
gueurs b et ¢ des cotés AC et AB les calculs sont simples méme si on ne définit
pas les centres des cercles inscrits comme des barycentres : on peut indifférement
mettre pour définir I :
I:=barycentre ([A,m], [B,11], [M,c]); (cflemme2) ou

I:=normal (centre (inscrit (A,B,M))); (idem pour définir J et K) On
tape :

B:=point (0);

supposons (a=[1,0,2,0.17);

C:=point (a);

supposons (b=[{0.9,0,2,0.117);

supposons (c=[1.1,0,2,0.11);

A:=inter (cercle(B,c),cercle(C,b)) [1];

triangle(A,B,C);

supposons (m=[0.4,0,a,0.11);

M:=point (m) ;

bl:=longueur (A, M) ;

I:=barycentre([A,m], [B,bl], [M,c]);

J:=barycentre([A,a-m], [C,bl], [M,b]);

K:=barycentre([A,a], [B,b], [C,c],affichage=1);

Il:=projection(droite(y=0),I,affichage=quadrant3);

Jl:=projection(droite(y=0),J,affichage=quadranti);

Kl:=projection (droite(y=0),K,affichage=quadrant2+
epaisseur_point_2);

On obtient :

Kk c
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On tape :
simplify (2xlongueur (B,K1l)-a))
On obtient :
-b+c
cela prouve le lemme3 puisque CK1 =a — BKlona:
BK1-CK1=2«xBKl—a=c—-b=AB - AC

On tape en se servant du lemmel pour définir P :

P:=I1+vecteur (M, Jl) :;

simplify(affixe (P))

On obtient :
(a-b+c) /2
Donc P est fixe.
On tape :
simplify (affixe (K1))
On obtient :

(a-b+c) /2

Donc P et K1 sont confondus.

Remarque On peut aussi faire faire le calcul a Xcas avec au départ plus de pa-
rametres que nécessaire et donner ensuite les relations entre ces parametres seule-
ment a la fin des calculs.

On choisit comme parametres :

al I’abscisse de A,

a I’abscisse de C,

m I’abscisse de M,

b1 la longueur de AM,

b la longueur de AC,

clalongueur de AB.

cos(B) le cosinus de I’angle B qu triangle ABC' Ces paramétres vérifient :
al = ¢ x* cos(B)

b12 = m? + ¢ — 2m * ¢ x cos(B)

b2 = c? + a® — 2a * ¢ * cos(B)

Si on note ¢1 I’affixe de I1, j1 I’affixe de J1 et pl I’affixe de P1, on a, avec les
notations précédentes, PB — PC' =2 * PB — a.

On tape :

il:=affixe (barycentre ([point (al),m], [point (0),bl], [point (m),cl));

jl:=affixe (barycentre ([point (al),a-m], [point (m),b]l, [point(a),bl]));

pl:=simplify(il+jl-m);

res:=simplify (2xpl-1);

res:=simplify (subst (subst (res, [al=cx*xcos (B),bl*"2=m"2+c*2-2+xmxc*cos (B) ]
cos (B)=(-b"2+c"2+a"2)/ (2xc*a)) ) ;
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On obtient alors facilement pour PB — PC = 2% PB — a=res :
-b+c
Donc PB—-PC =c—b=AB — AC.

7.6 Un probleme de surface minimum

Ce probleme a ete donné aux olympiades académiques de 2005.

7.6.1 Le probléeme

Soit une feuille de papier rectangulaire ABC'D de cotés AB = 4 unités et
BC' = 6 unités. Soient R un point du segment AB et, 7" un point du segment C'B.
R et T sont tels que si on plie la feuille selon le segment RT le point B se trouve
sur le segment AD. On appelle S le point du segment AD qui coincide avec B lors
du pliage.

On pose AR = aet BT =b.

— Trouver les valeurs minimales et maximales de a,
— Trouver une relation entre a et b,
— Trouver la valeur de a pour laquelle 1’aire de BRT" est minimale.

7.6.2 La figure

On peut faire la figure a I’aide d’une feuille de papier que 1’on plie de fagcon a

amener le coin B de la feuille sur AD ou bien, on utilise Xcas mais alors :

— on peut définir tout d’abord .S, puis définir la pliure comme la médiatrice
m de BS, puis on trouve les points R et T' comme intersection de m avec
les segments AB et BC'.

Grice 2 s:=element (0..6);S:=point (s*x1); on peut faire bou-

ger le point S sur AD.

On tape (voir minis.xws) :

A:=point (0);

B:=point (4);

C:=point (4+6%x1);

D:=point (6x1);

quadrilatere (A,B,C,D);

assume (s=[2,0,6]);

S:=point (s*1i);

m:=mediatrice (B, S);

R:=inter_unique (m,droite (A,B));
:=inter_unique (m,droite(C,B));

equation (m) ;

r:=coordonnees (R) ;

t:=normal (coordonnees (T)) ;

AT:=aire(triangle(R,B,T));

On obtient :
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D cC
S
A B

— on peut définir tout d’abord R d’abscisse a, puis définir le point S comme
intersection du cercle de centre R et de rayon 4 — a avec le segment AD,
puis la pliure comme la médiatrice m de B.S,

On tape (voirminia.xws):

A:=point (0);

B:=point (4);

C:=point (4+6%*1);

D:=point (6x1);

quadrilatere (A,B,C,D);

assume (a=[1,0,4]);

R:=point (a);

S:=inter (cercle (R, 4-a),segment (A,D)) [0];
m:=mediatrice (B, S);
T:=inter_unique (m,droite (C,B));
equation (m) ;

coordonnees (S) ;

normal (coordonnees (T) ) ;
AT:=aire(triangle(R,B,T));
plotfunc (AT-5,a);
segment (R, a+ix (AT-5));

Dans les 2 cas, on obtient, apres réglage de la fenétre graphique, la figure :
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7.6.3 Les calculs avec Xcas

On obtient :

— dans le premier cas :
equation (m) etonobtient Y= (4/sxX+ (s72-16)/ (2*s))
coordonnees (R) etonobtient [-1/8xs"2+2, 0]
normal (coordonnees (T)) etonobtient [4, (s”2+16)/ (2*s) ]
AT:=aire(triangle (R, B, T)) etonobtient (s*2+16) /2/s* (1/8%s"2+2) /2
mais toutes les réponses sont fonction de s qui a été choisi comme para-
metre.
Si on veut avoir la relation liant b et a on tape :
factor (resultant (a—r[0], numer (b—-t[1]),s))
on obtient :
32x (2xa”2+a*xb”2-16xa—-2+xb"2+32) donc 2+ a"2+a*b"2-16*xa-2xb"2+32=0
— dans le deuxiéme cas :
pour equation (m),onobtient y=( (- (sqrt (-2+a+4))) / (a-2) xx+taxsqgrt (-2+a+4)/ (a-2)
pour coordonnees (S), on obtient [0, sqrt ( (—a+4) *2-a”"2) ]
pour normal (coordonnees (T) ),onobtient [4, (a—4) xsgrt (-2*a+4)/ (a-2) ]
pourAT:=aire (triangle (R, B, T)),onobtient (a—-4) xsqrt (-2xa+4) / (a-2) x (4-a) /2
donc b= (a-4) *sqgrt (-2xa+4) / (a—2) ou encore :
sia#2ona:
factor (b"2* (a-2)"2-(a—-4) "2x(4-2xa))=0 (a-2) *x (b"2*xa-2*«b"24+2xa”2-16*xa+32) =
donc 2xa”2+a*b"2-16*xa-2xb*2+32=0
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7.6.4 La démonstration
Les valeurs minimales et maximales de a

En faisant bouger s ou a, on voit que R va se déplacer du point A au point R1
d’abscisse al qui correspond a S en S1 et T en C, c’est a dire lorsque m passe par
C.

On a alors :

S=0+ixsavec0 < s <6etSC =6 donc S est sur le cercle de centre C et de
rayon 6 qui a pour équation : (X —4)2 + (Y — 6)? = 36
sinOona(Y—6)2:36—16:20d0ncs:6—m:6—2\/5

Ona:

S1R1=4—al, ARl =alet AS1=6—2V5

comme le triangle AS1R]1 est rectangleen Aona:

(4—al)? =al®?+ (6 — 2v/5)? = al® + —24 % \/5 + 56

donc

—8%al = —24%+/5+40

donc al =3 %+/5 — 5.

Autre solution :

Le triangle DS1C est rectangle donc DS1? = 36 — 16 = 20 = (6 — s1)? soit
DS1 =25

Les triangles rectangles AR1S1 et DS1C sont semblables donc :

AR1/DS1 = al/(2/5) = R151/S1C = (4 — al)/6 soit

al(6 +2v/5) = 8v/5 donc

al =85 (6 —2v5)/16 =35 -5

Donc 0 < a < 3v/5 — 5 ~ 1.7082039325.

Relation entre a et b

Soit E la projection de T sur AD.
Le triangle ARS est rectangle en A donc AS? = SR? — AR? soit :
52 = (4 — a)® — a® = 8 % (2 — a) Les triangles rectangles ARS et EST sont
semblables donc :
RS/ST = (4 —a)/b= AS/ET = s/4 soit
5 =4(4 —a)/b, soit s> = 16 * (4 — a)?/b?> = 8 % (2 — a) donc :
(2—a)xb?>—2%x(4—a)®>=0
Si on développe :
expand ((2-a) *b"2-2x (4-a) "2),ontrouve —b"2*xa+2+«b"2-2xa”2+16xa-32

Valeur de a pour que ’aire de BRT soit minimale

On veut avoir (4 — a) * b minimum. On pose u = (4 — a) * b on a donc :
b=u/(4 — a) donc = 0 soit
(2 —a)*xu? =2% (4 —a)* c’est a dire :
u? =2x(4—a)*/(2 —a)
On cherche les variations de w et on tape :
factor (diff (2« (4-a) "4/ (2-a),a))
On obtient :
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(=2x (3xa-4) *«(a-4)"3)/ ((a—2)"2) u*u’ est positif pour a>4/3 et est
negatif pour a<4/3.

Donc lorsque a=4/3, u est minimum.

On tape :

subst (2% (4—-a) 4/ (2-a) ,a=4/3)

On obtient :

4096/27 Donc la surface minimum vaut :

normal (sqrt (4096/27))=(192xsqrt (3)) /27

la valeur de b est :

normal ( (192+«sqgrt (3))/27/(4-4/3))=8*sqgrt (3) /3 avaleurde s est:
normal (sqrt (8* (2-4/3)))=(4*sqrt (3))/3

Dans ce cas le triangle BT R est un demi triangle équilatéral puisque :
b=8+sqrt (3) /3 et4-a=8/3.

L’angle T du triangle isocele BT'S vaut donc pi/3 : ce triangle est donc équilatéral.

7.7 La boite de biscuits

7.7.1 L’énoncé 1

On veut emballer 40 biscuits d’epaisseur 0.5 ¢cm et ayant la forme d’un quart de
cercle de rayon 5 ¢m dans une boite ayant la forme d’un parallélépipede rectangle.
Les biscuits sont dans 2 sachets fraicheur de 20 biscuits et ayant chacun 10 cm de
haut.

— On décide de mettre les 2 sachets bout a bout. Quelle sont les dimensions

de la boite et calculer sa surface.

— On décide de mettre les 2 sachets de facon qu’ils soient tangents. Quelle

sont les dimensions de la boite et calculer sa surface.

— Quelle est la boite la plus économique ?

7.7.2 Solution de I’énoncé 1

La réponse :

— Laboite acomme dimension : 20 x5 x 5. Sa surface est donc : 2*#5*%5+20%4*5=450
em?.

— On ouvre un écran de géométrie (Alt+g)etontape: cercle (point (0),5,0,pi/2,affichage=1-
cela dessine le premier biscuit. La position du deuxieme biscuit aura pour
centre point (a, 5) etil faut trouver a pour que les 2 cercles soient tan-
gents.

On tape :
cercle (point (0),5,0,pi/2,affichage=1+rempli) ;
supposons (a=[8.66,5,10,0.01]);
cercle (point(a,5),5,pi,3*pi/2,affichage=3+rempli);
:=inter (cercle (point(a,5),5,pi, 3*pi/2),
cercle (point (0),5,0,pi/2))
et on fait bouger le curseur a. On trouve que a est proche de 8.66 cariln’y
a qu’un point d’intersection.
Pour faire un calcul exact a la main, il suffit de savoir que le point de tan-
gence des deux biscuits se trouve au milieu du segment qui joint les centres
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qui est ici le segment (0, point (a+5%1) ). Lorsque les 2 cercles sont
tangents ce segment a pour longueur 10 cm. Donc on a d’apres le théoreme
de Pythagore :
a? =102 — 52 = 75 donc a = 5v/3 ~ 8.66025403784.
La boite a comme dimension : 10 x 5 x 5v/3. Sa surface est donc : 2 * 5 %
5v/3 + 10 % 2 % (5 + 5v/3) = 100 + 150v/3 = 359.807621135 cm?

— La deuxiéme boite de suface 359.807621135 cm? est la plus économique.

Ona:

y 8

6

4

|
2
L0
0 2 4 5 8 10

7.7.3 L’énoncé 2

On veut emballer 40 biscuits d’epaisseur 0.5 ¢m et ayant la forme d’un quart de
cercle de rayon 5 cm dans une boite ayant la forme d’un parallélépipede rectangle.
Les biscuits sont dans 5 sachets fraicheur de 8 biscuits et ayant chacun 4 c¢cm de
haut.

On décide de mettre un sachet dans chaque coin de la boite et 1 sachet au milieu,
de facon qu’ils soient tangents aux 4 autres. Quelle est la dimension de la boite de
surface minimum ?

7.7.4 Solution de I’énoncé 2

La réponse :
On ouvre un écran de géométrie (A1t +qg). Le premier biscuit sera cercle (point (0),5,0,pi/2, a
On choisit un parametre a et on positionne le deuxieme biscuitdans le coinD: =point (0, 10+2xa)
Le cinquie¢me biscuit (celui que 1I’on met au milieu de la boite) aura pour centre [
qui sera le point d’intersection de la tangente au biscuit 1 d’équation y = —x 4 5 *
V2avecy =5+ a.
Le troisieme biscuit doit étre tangents au cinquiéme biscuit, son centre J est donc
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sur I’axe des x et sur le cercle de centre I et de rayon 10. IL faut bien sir imposer
que abscisse (J)>=10 Il faut trouver a pour que la surface de la boite soient
minimum.

On tape :

cercle (point (0),5,0,pi/2,affichage=1+rempli) ;

supposons (a=[1.66,0,5,0.017]);

cercle (point (0,10+2+a),5,3*pi/2,2+pi,affichage=2+rempli);
I:=inter_unique (droite (y=5+a),droite (y=—x+5xsqrt (2)));
cercle(I,5,-pi/4,pi/4,affichage=5+rempli) ;

J:=inter (droite(y=0),cercle(I,10)) [0]:;
cercle(J,5,pi/2,pi,affichage=3+rempli) ;

cercle (translation((10+2+%a)*1i,J),4,pi,3*pi/2,affichage=5+rempli);
xj:=normal (abscisse (J))

evalf (xJ*x (10+2xa) x2+2x4% (xj+10+2*a)

et on fait bouger le curseur a. On trouve que a varie entre 0 et 0.453289254261.
Eneffet: xj:=normal (abscisse (J) ) renvoie :
—a+5*sqrt (2) -5+sgrt (-a”2-10+xa+75) et

evalf (solve(-a”2-10xa+75-(15+a-5*xsqrt (2)) *2=0,a))

renvoie [—-13.3822214424,0.453289254261]

la surface de la boite est donc :

xJ* (L0+2*a) *2+8* (xJ+10+2*a)

qui variede 380.4770117922385.361761927 lorsque a variede 02 0.45
Donc on prend a=0 et alors x j vaut 5xsqrt (2) -5+5sqgrt (3) ouencore 10.7313218497
La boite est donc de dimensions 4 * 5 * (5v/2 — 5 + 51/3) et sa surface vaut
20% (5bxsqgrt (2) =5+5%sgrt (3) ) +8% (5*xsgrt (2) -5+5*sqgrt (3) +80)
c’esta dire :

28% (bxsqrt (2) -5+5%sgrt (3) ) +80 ouencore 380.477011792

On obtient :
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gl

12

7.8 Une construction géométrique : inscrire un carré dans
une "'goutte"

7.8.1 L’énoncé

Une goutte d’eau representée ci-dessous est constituée par 2 demi-cercles C'2
et C'3 de centre O2 et O3 et rayon r et d’un demi-cercle C'1 de centre O et de rayon
2r.
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5 4 2 0 2 4 ©

On cherche a placer 4 A, B, C, D points surle contour de cette goutte pour que

ABCD soit un carré.

Pour chercher, on fait la figure suivante et on tape dans un écran de géométrie :

Cl:=cercle(0,6,0,pi):;C1;
C2:=cercle(3,3,0,pi):;C2;
C3:=cercle(-3,3,pi,2+*pi) :;C3;
a:=element (0 pi,1.947787474,0.031415927);
A:=element (Cl, a);

c:=element (pi .. (2xpi),4.618141269,0.031415927)
C:=element (C3,c);
C4:=cercle(A,C,affichage=rouge);

B:=inter (C4,C1l) [0];

D:=inter (C4,C2) [1];

polygone (A,B,C,D);

O:=point (0) ;
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On fait bouger les curseurs a et ¢ pour essayer d’avoir un rectangle et on obtient :

-6 -4 -2 0 2 4 6

Il semble que le segment C'D passe par O.

7.8.2 Des lemmes sur les rectangles et leur cercle circonscrit

Les lemmes qui suivent vont montrer que si un rectangle direct ABC'D a ses
sommets sur le pourtour de la goutte un de ses sommets est le point d’intersection
Ade C1et C3etsoncoté CD passe par 0.

Lemme 1
Si 3 sommets d’un rectangle sont sur un demi-cercle I' de centre O, alors le qua-
trieme sommet se trouve sur le demi-cercle v symétrique de I' par rapport a O.
Dans le cas de la goutte cela veut dire que si un rectangle a ses sommets sur le
pourtour de la goutte, il ne peut pas y avoir 3 sommets sur le méme demi cercle.

Lemme 2
Si 2 sommets M et P d’un rectangle sont sur un demi-cercle I' de centre O, alors
ces sommets sont consécutifs car sinon le centre de I" serait le milieu de M P et
le rectangle aura ses 4 sommets sur le cercle de diametre M P (cercle qui contient
I"). Dans le cas de la goutte cela veut dire que si un rectangle a deux sommets sur
un méme demi-cercle (faisant partie du pourtour de la goutte) alors ces 2 sommets
sont consécutifs.

Lemme 3
Soient cl, c2 et ¢3 les cercles complétant C'1, C2 et C'3 Montrons qu’il n’y a pas
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de rectangle ayant tous ses sommets sur C'2 U C'3. En effet, si par exemple A et B
sont sur C3 et si C' et D sont sur C2 : ’angle A est droit donc le symétrique B1
de B par rapport a O3 se trouve sur AD et sur ¢3 et ’angle B est droit donc le
symétrique A1l de A par rapport 2 O3 se trouve sur BC et sur ¢3 : les deux droites
AD et BC sont donc symétriques par rapport a O3.

De méme I’angle C est droit donc le symétrique D1 de D par rapport a O2 e trouve
sur BC et sur ¢2 etc...Donc les deux droites AD et BC sont donc symétriques par
rapport a O2.

Donc AD et BC sont paralléles & 0203 c’est a dire que AB et AC' sont confon-
dus et le rectangle se réduit a une droite.

Lemme 4
Supposons qu’il y ait 2 sommets A et B sur le demi-cercle C2. Les cotés AD et
BC sont symétriques par rapport a O2 et ces cotés coupent C'1 et C'3 en des points
qui sont de part et d’autre de AB. Donc A et B ne sont pas consécutifs.

Lemme 5
Supposons qu’il y ait 2 sommets A et B sur le demi-cercle C'3. Les cotés AD et
BC sont symétriques par rapport a O3.
Supposons que D soit sur C'1 et que AD coupe cl en D1. L’angle D est droit donc
DC( passe par D2 symétrique de D1 par rapport a O et donc D2 est sur C'1.
BC coupe le cercle ¢3 en A3 symétrique de A par rapport a O3 et coupe le cercle
C2en A2 eten C. L’angle C' est droit donc DC passe par A3 symétrique de A2
par rapport 2 O2 et donc A3 est sur c2.
Donc si DC' passe par D2 situé sur C1, il ne peut pas couper c2 que si D2 et
A3 sont confondus et sont sur la droitre OO2 c’est a dire si A se trouve en P
intersection de C'1 et C'3.
Méme raisonnement si C' est sur C'1 et D sur C2.

Lemme 6
Iy a2 sommets sur le demi-cercle C' Soient da et db les perpendiculaires a AB en
A et B. Considérons Al et B1 les symétriques de A et B par rapport a O. Puisque
AA1 et BB1 sont des diametres du cercle de centre O et de rayon 27, da passe par
Bl et db passe par A1. AB1 et A1B sont des segments symétriques par rapport a
O et les demi-cercles de rayon r sont aussi symétriques par rapport a O. Donc AB1
et A1B coupent les demi-cercles de rayon r en deux points D et C' symétriques
par rapport a O. Donc DC' passe par O.

7.8.3 Construction du carré

Si A et B sont sur le demi-cercle de centre O et de rayon 27 alors le segment
CD passe par O si les angles A et B de ABC'D sont droits, On tape :

Cl:=cercle(0,6,0,pi):;CL;
C2:=cercle(3,3,0,pi):;C2;
C3:=cercle(-3,3,pi,2xpi) :;C3;

O:=point (0);

a:=element (0 .. pi,1.947787474,0.031415927);
A:=element (Cl, a);

b:=element (0 .. pi,2.82743343,0.031415927;)
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B:=element (Cl,Db);

C5:=cercle(0,6,pi,2xpi) :;affichage (C5,1);
Al:=symetrie(O,A);

Bl:=symetrie (O, B);

sl:=segment (A,Bl) :;s1;
s2:=segment (Al,B) :;s2;

D:=inter (C2,sl) [1];

C:=inter (C3,s2)[1];

segment (A, B) ;

On obtient :

Pour avoir un carré il suffira de choisir OA = 2r et OD = AD/2 donc
OD? + AD? = 5% OD? = 4 %12 c’est a dire :
OD = 2r/5/5.
Dans la figure on a choisit 7 = 3 donc OD = 6/5 * sqrt5 OD est donc I’hypoté-
nuse d’un triangle rectangle de coté 6/5 et 12/5. Sile point D1 : =point (12/5, 6/5)
onaOD = OD1.
On tape dans un écran de géométrie :

Cl:=cercle(0,6,0,pi):;C1;
C2:=cercle(3,3,0,pi):;C2;
C3:=cercle(-3,3,pi,2*pi) :;C3;

O:=point (0);

D1:=point (12/5,6/5) :;D1;

D:=inter (C2,cercle (0, longueur (O,D1))) [0];
C:=symetrie (0,D);

carre(C,D,A,B);

:;D1,
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On obtient :

On remarque que :

le point B est sur ’axe des x car I’angle C' est droit,
le point D a pour coordonnées 6/5,12/5.
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Chapitre 8

Géométrie dans ’espace seconde
et terminale

8.0.4 Exercicel

Soit ABC'DE une pyramide de sommet F et de base rectangulaire ABC'D.
On saitque AE =21, BE =36et CE = 18.
Calculer DE
Trouver une formule générale reliant AE, BE,CE, DFE.

Soient P la projection de E sur le plan ABCD et x et y les coordonnées de P
dans le repere (A, 1@, z@)
Ona:
AP? = 22 42
BP? = (AB —z)? 442
CP? = (AB —2)*> + (AD —y)?
DP? = 2% + (AD — y)?

155
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Donc :
AE? = AP? + PE? = 2% + y?> + PE? BE? = (AB — 2)? + y* + PE?
CE? = (AB — 1) + (AD — y)? + PE?
DE? = 22 + (AD — y)? + PE?
On en déduit que :
AE? - BE? + CE? = 2° + (AD — y)?> + PE? = DE?
D’ou la formule :
AFE? + CE* = BE* + DE?

Application numérique Si AE =21, BE =36et CE =18,0na:
DE =212 + 182 — 362

On tape :

sgrt (2172+1872-36"2)

On obtient :

277

8.0.5 Exercice 2



Chapitre 9

Le "baccalauréat'' suisse de 1896

Il s’agit des épreuves que Einstein passe en 1896 a I’age de 17 ans et demi en
Suisse, ce qui est I’équivalent de notre baccalauréat.
A I’époque tous les calculs étaient lons et fastidieux car faits a I’aide de table

9.1 Epreuve de géométrie de 4h

9.1.1 Exercice 1
L’énoncé
Un triangle inscrit dans un cercle de rayon R = 10 a ses hauteurs proportion-

nelles a2, 3 et 4.
Calculer les angles et un coté.

La solution avec Xcas

Par hypothese, il existe k € R tel que :
ha = 2k, hp = 3k, ho = 4k,

Ona:
. hp ho 3k 4k
sinf(d) === ==
) ha ho 2k 4k
B = =TT,
. hp ha 3k 2k
SIH(C):7:T: 0 :?
Donc :

a=2ceth= % et
a? = c® + b? — 2bccos(A)
b? = a® + ¢ — 2accos(B)
c? = a? + b? — 2abcos(C)
On fait une figure :

157
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C1
1
a C
Al
C
Doncona:
4 16 43
— 4636 cos(C) = *(4 + 9~ 1= C2§SOit3
43 43 . /455
cos(C) = 1673 18 et sin(C) = T
On tape :
C:=acos (43/48.)
On obtient :
0.460493425059
16 29
— 4 cos(B) = 4% + 2 — Tc = 026 soit
29 V455
cos(B) = — et sin(B) = 36
On tape :
B:=acos (29/36.)
On obtient :

0.634183840824

4 16¢? —11
— 2630 cos(A) = +¢c + 2 4= C2Tsoit:

9
—-11 V455
COS(A) = ﬂ et SII’I(A) = 274
On tape :
A:=acos (-11/24.)
On obtient :
2.04691538771
On sait que :
¢ _ — 2R =20 et

c
sin(4)  sin(B)  sin(C)
Doncona:
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— ¢=20sin(C) = 5\{?
On tape :
c:=5xsqrt (455)/12.)
On obtient :
8.88780375321
e 5V
3 9
On tape :
b:=4c/3
On obtient :
11.8504050043
5v/455
— a=2c= 5
On tape :
a:=2%*c)
On obtient :

17.7756075064

On construit le triangle ABC' et on tape :

B:=point (0);

C:=point (5+xsqrt (455) /6);

A:=point (5xsqgrt (455)/12% (29/36+ixsqgrt (455)/36));
triangle(A,B,C);

cc:=circonscrit (A,B,C);

On tape :

normal (rayon (cc));

On obtient : 10

On tape :

Al:=projection (droite (B, C),A);
normal (longueur (A,Al));

On obtient : 2275/432

Donc le coefficient de proportionnalité %k pour les hauteurs vaut :
2275

864

Une autre solution avec Xcas

Si S est I’aire du triangle ABC ona:
25 = aha = bhg = ch,
Par hypothese, il existe k € R™ tel que :
ha =2k, hg = 3k, hc = 4k donc,
2a = 3b=4cc’estadirea = 2ceth =4/3c
Le triangle ABC est donc semblable au triangle de cotés :
a=6,b=4,c=3
On sait que le rayon R du cercle circonscrit est égal a :

159
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abe

R—
4y/p(p —a)(p—b)(p — ¢)

Avec Xcas, on calcul le rayon du cercle circonscrit au triangle a = 6,b = 4, ¢ = 3,

avec2p=a+b+c.

on tape :

a:=6

b:=4

c:=3

p:=(atb+c) /2
R:=axbxc/4/sqgrt (p* (p—a) % (p—b) * (p—c))
On obtient :

(72*sqrt (455)) /455
On veut avoir que le rayon du cercle circonscrit soit egale a 10 donc le triangle
cherché est proportionnel au triangle de cotés a = 6,b = 4,c = 3 avec comme

coefficient de proportionnalité :

L — 10V455 _ 5455
- 72 T 736
Les c6tés du triangle cherché sont donc :

BC — 5\/455’ AC — 5\/4557 AB — 51455

Les angles de ABC sont les mémes que les angles du triangle de cotés a = 6,b =
4,c=3doncona:

2bccos(A) = b? + 2 — a?

2accos(B) = a® + ¢ — b2

2abcos(C) = a? + b* — ¢?

Avec Xcas, on tape :

A:=evalf (acos ((b"2+c"2-a”2)/ (2xbx*c)))
On obtient :

2.04691538771

On tape :

B:=evalf (acos ((a”2+c”2-b"2)/ (2*xax*c)))
On obtient :

0.634183840824

On tape :

C:=evalf (acos ((a”2+b"2-c”2)/ (2*xaxb)))
On obtient :

0.460493425059

La solution de Xcas

Xcas fait de la géométrie analytique.
On dessine le triangle direct ABC de c6tés a = 6,b = 4,¢ = 3 en mettant B a
I’origine du repere et C sur I’axe des x.

On tape :

B:=point (0) ;

C:=point (6);

A:=inter (cercle(0,3),cercle(5,4))[1]1;

triangle (A,B,C,affichage=1+epaisseur_ligne_2);
tA:=angle (A,B,C);

tB:=angle (B,C,A);



9.1. EPREUVE DE GEOMETRIE DE 4H 161

tC:=angle(C,A,B);
cc:=circonscrit (A,B,C);
R:=rayon (cc) ;

On obtient :

Avec :
pour tA : atan (((sgrt(455))/2)/(-11/2))+(2xpi) /2
pour tB :atan (((sqrt (455))/2)/(29/2))

pour tC : —(atan(((sgrt(455))/2)/(43/2)))
pourevalf (tA) : 2.04691538771
pourevalf (tB) : 0.634183840824
pourevalf (tC) : 0.460493425059

pourR : (72xsqgrt (455)) /455

9.1.2 Exercice 2
L’énoncé

On donne un cercle de rayon r dont le centre se trouve a 1’origine O d’un repere
orthonormal.
On considere les cordes de ce cercle perpendiculaires a I’axe des x.
Les cercles ayant ces cordes comme diameétres sont tangents a 1’ellipse de demi-
axes r/2 et r, aussi longtemps que la distance d de leur centre 2 O ne dépasse pas
une certaine valeur maximale.
Démontrer cette proposition et déterminer la valeur maximale de d.
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La solution avec Xcas

On considere la corde du cercle centre O et de rayon r qui a pour abscisse
—r < a < r et qui est perpendiculaire a 1’axe des x.
Le cercle de diamétre cette corde a donc pour rayon /72 — a? et pour équation :
(r —a)? + y* = r? — a® ou encore :
2?2 +y? —2ar+2a> -1 =0
Avec Xcas, on suppose que r = 1 et on tape :

ellipse(-1,1,sqgrt (2),affichage
=1) supposons (a=[0.5,-1/sqgrt (2),1/sqrt (2),0.11);
C:=cerle(a,sqrt (1-a"2));

Puis, on fait bouger a en gardant la trace de C (menu M->Trace objet->C).
On obtient :

Nous allons montrer que 1’enveloppe de ces cercles est une ellipse de centre O et
de demi-axes /2 et 1 (c’est ce que 1’on voit sur la figure ci-dessus).

Le point M = (z,y) de contact du cercle et de son enveloppe vérifie les équations :
2?2+ 9% —2ax+2a®> —r?>=0et

—2z + 4a = 0 (obtenu en dérivant par rapport a a)

donc M = (2a,vV1? — 2% a?)ou M = (2a, —Vr? — 2 x a?).

Il faut donc que r2 —2xa? > 0soita < #

Puisque a = /2 M est sur la courbe d’équation :

24?2 —2(x/2)x+2(x/2)? — 12 = 22+ 92 —a? 4+ 22 /2 —r? = 224+ 22 — 2r20.
Donc M se déplace donc sur I’ellipse d’équation :

2?2 4 2% = 22,

Cette ellipse a pour centre O et pour demi-axes 7v/2 et 7.
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9.2 Epreuve d’algébre de 2h

9.2.1 L’énoncé

Dans un triangle on connait les distance [, m, n du centre du cercle inscrit aux
sommets.
Déterminer le rayon r du cercle inscrit lorsque [ = 1, m = 1/2, n=1/3

La solution avec Xcas

Soient le triangle ABC et I le centre de son cercle inscrit.
Onpose [A=1,IB=metIC =n.

Ona;
. A
S1n(§ =r s
On sait que A + B + C = m donc
) . m™ A+ B A+ B
sm(z) = s1n(§ i ) = COS(T).
On sait que :
4/2 < 7/2 donc cos(A/2) = V1 —r?
B/2 < /2 donc cos(B/2) = V1 — 47?2
Donc :
sin(C/2) = V1 — r2y/1 — 4r2 — 2r? = 3r r vérifie donc I’équation :
V(1 =72)(1 —4r2) = 3r + 2r% cest a dire
(Br+2r))2 —(1—-72)1—4r?) =0
On tape :
normal ( (3r+2r"2)"2)—=(1-r"2) * (1-4r"2)
Onobtient: 12xr"3+14xr"2-1
On tape :
fsolve( 12xr"3+14xr~2-1,r)
On obtient :
[0.243126179572,-0.312313414531,-1.09747943171]
r est positif donc r = 0.243126179572.
Si on veut faire le calcul en utilisant la méthode de Newton.
On tape :
gl:=function_diff (g)
gl (x)
On obtient comme dérivé de g(z) :
36xx"2+28%xx

r B r C

)=-=r, sin(—
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Donc la fonction g est croissante sur RT
On tape :

g(x):=12x"3+14x"2-1
plotfunc(g(x),x=-1.5..1)

On obtient :
H2
H o
2
5
&
S 2
L L L L '\-1“'\__\_‘_‘ —l
: - -2
—=s 4 985 & o5 1
Ona:
— la fonction g est croissante et continue sur RT,
— 9(0) = -1,
— 9(1/2) =4

donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires ¢ a un seul zéro r sur R™ qui
est compris entre 0 et 1/2.

La valeur de r est proche de 1/5 = 0.2 (c’est I’intersection du segment AB (A =
(0,—1), B = 1/2,4) avec I’axe des x) On peut chercher la solution r de 1223 +
1422 — 1 = 0 pour = > 0 avec la méthode de Newton.

On tape :

h(x) :=x-g(x) /gl (x)

b:=h(0.2)

On obtient :

0.248863636364

On tape :

b:=h(b)

On obtient :

0.243208102696

On tape :

b:=h (b)

On obtient :

0.243126196656

On tape :

b:=h (b)

On obtient :

0.243126179572

Donc la méthode de Newton donne apres 4 itérations :

r = 0.243126179572

Remarque

Einstein résout 1’équation : 1223+ 1422 —1 = 0 on posant X = A/z et en utilisant
les formules de Cardan pour résoudre : X3 — 14X — 12 = 0.
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Le baccalauréat 2005

10.1 Exercice 1

10.1.1 L’énoncé sur les suites
Partie A : question de cours

Deux suites adjacentes sont convergentes et elles ont la méme limite.

Partie B

On considére une suite (u,,) définie sur N dont aucun terme n’est nul. On défi-
nit alors la suite (vy,) sur N par v,, = ;—3
Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une dé-
monstration ou un contre-exemple pour la réponse indiquée.
1/ Si (uy,) est convergente alors (vy,) est convergente.
2/ Si (uy,) est minorée par 2 alors (v;,) est minorée par -1.
3/ Si (uy,) est décroissante alors (v,,) est croissante.
(un)

4/ Si (uy,) est divergente alors (vy,) est converge vers 0.

10.1.2 Les essais avec Xcas

On tape :
v(n):=—2/u(n)
1/ On tape :
u(n):=(n+l)/n
limit (u(n),n=+infinity) eton obtient 1
limit (v(n),n=+infinity) eton obtient —2
u(n) :=n+l/n
limit (u(n),n=+infinity) etonobtient +infinity
limit (v(n),n=+infinity) et on obtient O
u(n):=1/n
limit (u(n),n=+infinity) et on obtient O
limit (v(n),n=+infinity) etonobtient —infinity
2/ On tape :
u(n) :=2+1/n

165
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normal (v(n)+1) etonobtient 1/ (2*xn+1)

La proposition semble vraie.

3/ On tape :

u(n):=1/n

normal (u(n+l)-u(n)) etonobtient 1/ (-n"2-n)
normal (v(n+1l)—-v (n)) eton obtient —2

4/ On tape :

u(n):=(-1)"n

limit (u(n),n=+infinity)

On obtient "Error: Bad Argument Value"
On tape :

limit (v (n),n=+infinity)

On obtient "Error: Bad Argument Value"

10.1.3 La correction sans Xcas

1/ est faux, on prend u(n) := 1

2/ est vrai car si :

u(n )>2alors e
donc v(n) = (—2) > & = —1 3/ est faux, on prend u(n) := %
4/ est faux, on prend u(n) := (—1)"

< lcaru(n) >0
—2

10.2 Exercice 2

10.2.1 DL’énoncé

Dans le plan orienté, on considere les points O et A fixés et distincts, le cercle
C de diametre [O A], un point M variable appartenant au cercle C et distinct des
points O et A, ainsi que les carrés de sens direct M APN et M K LO.
On munit le plan complexe d’un repere orthonormal direct de sorte que les affixes
des points O et A soient respectivement O et 1.
On note k, 1, m, n, p les affixes respectives des points K, L, M, N, M, P.
1/ Démontrer que, quel que soit le point M choisi sur le cercle C, on a [m — %| = %
2/ Etablir les relations suivantes :
l=imetp=—im+1+41.
On admettra que I’on a également :
=(1—-i)m+ietk=(14+9)m
3/ a) Démontrer que le milieu 2 du segment [PL] est un point indépendant de la
position du point M sur le cercle C.
b) Démontrer que le point ) appartient au cercle C et préciser sa position
sur ce cercle.
4/ a) Calculer la distance K N et démontrer que cette distance est constante.
b) Quelle est 1a nature du triangle QN K ?
5/ Démontrer que le point N appartient a un cercle fixe, indépendant du point M,
dont on déterminera le centre et le rayon.
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10.2.2 La figure avec Xcas

O:=point (0);
A:=point (1);
C:=cercle(0,4);
M:=element (C) ;
carre (M,A,P,N);
carre(0,M,K, L) ;
R:=milieu(L,P);
longueur (K, N) ;
est_rectangle (R, N, K);
est_isocele (R, N, K);
NN:=N;

lieu (NN, M, affichage=1);

Attention

On est obligé de renommer le point N en NN (NN:=N; ) car il faut que le point
dont on cherche le lieu soit défini par une affectation pour que la fonction 1ieu de
Xcas fonctionne.

10.2.3 La correction sans Xcas

1/ Soit a I’affixe de A : on a donc a = 1.
Soit B le milieu de [OA] : B a donc pour affixe b = 3.
M est donc sur le cercle de centre B et de rayon % donc :
MB = } donc [m — b| =  ou encore |m — 5| = 1.
2/ Le point L se déduit de M dans la rotation de centre O et d’angle 5 donc [ = im.
Le point P se déduit de M dans la rotation de centre A etd’angle —5 donc p—a =
—i(m — a), ouencore p — 1 = —i(m — 1) donc
p=—im+1i+ 1.
On a également :
Le point N se déduit de A dans la rotation de centre M et d’angle § donc n —m =
i(a —m) ouencore n = ia +m —im = (1 —i)m + .
Le point K se déduit de 0 dans la rotation de centre M et d’angle —5 donc k—m =
—i(—m) ou encore k = (1 + i)m.
3/ a) Soit w I’affixe de 2. On a :
w={pP+10)/2=(-tm+i+1+1im)/2 = (14 i)/2 Le point Q est donc
indépendant de la position de M sur le cercle C.

b)w—b=w-—1/2=1i/2donc |w— b| = 1/2 ce qui prouve que {2 est sur le
cercle C
4/ay NK = |k—n|=|(14+i)m— (1 —i)m —i| = |2im —i| = |2i(m —1/2)| =
2x1/2 =1 puisque |2i| =2 etque |m — 1/2| = 1/2.

b)Ona:
Le vecteur NV a pour affixe :
n—w=1—-iym+i—i/2—-1/2=(1—-i)m+i/2—-1/2=(1—1i)(m —1/2)
Le vecteur 2K a pour affixe :
k—w=Q0Q+im—-i/2-1/2=(1+i)m—1i/2—-1/2=(1+1i)(m—1/2)
Puisque (1 — ¢)i = 1 + i on en déduit que le vecteur QK se déduit du vecteur
QN par rotation d’angle 7 /2 et donc que le point K se déduit de N par rotation de
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centre ) et d’angle /2.

Le triangle 2V K est donc isocele rectangle.

5/0na QN = |n —w| = |(1 —1i)(m —1/2)] = V2/2 puisque |1 —i| = V2 et
que |m —1/2| =1/2.

Donc N est sur le cercle de centre Q et de rayon v/2/2.

10.3 Exercice 3

10.3.1 L’énoncé

Un enfant joue avec 20 billes : 13 rouges et 7 vertes. Il met 10 billes rouges et
3 billes vertes dans une boite cubique et 3 billes rouges et 4 billes vertes dans une
boite cylindrique.
1/ Dans un premier jeu, il choisit simultanément 3 billes au hasard dans la boite
cubique et regarde combien de billes rouges il a choisies. On appelle X la variable
aléatoire correspondant au nombres de billes rouges choisies.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer I’espérance mathématique de X
2/ Un deuxieme jeu est organisé de telle sorte que 1’enfant choisisse d’abord au
hasard une des 2 boites, puis qu’il prenne alors une bille, toujours au hasard, dans
la boite choisie.
On considere les événements suivants :
C1 : I’enfant choisi la boite cubique,
C?2 : I’enfant choisi la boite cylindrique,
R : ’enfant prend une bille rouge,
V' : I’enfant prend une bille verte.
a) Représenter par un arbre pondéré la situation correspondant a ce deuxieme jeu.
b) Calculer la probabilité de I’événement R.
c¢) Sachant que I’enfant a choisi une bille rouge, quelle est la probanilité qu’elle
provienne de la boite cubique ?
3/ L’enfant reproduit n fois de suite son deuxieme jeu, en remettant a chaque fois
la bille tirée a sa place.
a) Exprimer, en fonction de n, la probabilité p,, que I’enfant ait pris au moins une
bille rouge au cours de ses n choix.
b) Calculer la plus petite valeur de n pour laquelle p,, > 0.99.

10.3.2 La simulation avec Xcas

1/ On suppose que les billes rouges sont numérotées de 0 a 9 et que les vertes
sont numérotées de 10 a 12.
On simule un choix de la question 1/ avec choix1 (), la loi de X en faisant
"beaucoup de tirages" avec 1oiX (n) ou n représente un grand nombre de tirages
et ’espérance de X avec EX (n) ol n représente aussi un grand nombre de tirages.
On peut écrire pour simuler le choix sans remise de 3 billes parmi 13 (on numérote
les billes de 0 a 12 et on recommence si on trouve une bille déja tirée) :

choix11 () :={
local bl,b2,b3;
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bl:=rand (13);

b2:=rand (13);

while (bl==b2) {b2:=rand(13);}
b3:=rand(13);

while (bl==b3 || b2==b3) {b3:=rand (13);}
return sort ([bl,b2,b3]);

bi

ou encore si on supprime les numéros tirés au fur et a mesure :

choix12 () :={

local b,3,B,R,n;
B:=makelist (id, 0,12);
R:=[1];

n:=13;

for (J:=0;3<3;3++) |
b:=rand (n);
R:=append (R, B[b])
B:=suppress (B,Db) ;

n:=n-1;

}

return sort (R);
}

ou encore si on ne veut pas mettre un numéro aux billes :

choix13 () :={

local b, 3j,B,R,n;

//B:=concat (makelist (x—>"R",0,9),makelist (x->"V",0,2));
B:=makelist (x->ifte (x<10,"R","V"),0,12);
R:=[];

n:=13;

for (J:=0;3<3;3++) |

b:=rand(n);

R:=append(R,B[b])

B:=suppress (B,Db);

n:=n-1;

}

return R;

}

On tape :

choix11 () ouchoixl12 ()

On obtient par exemple :

[5,8,11]

On tape :

choix13()

On obtient par exemple :

[R,R,V]

ce qui correspond a 2 billes rouges (numéros 5 et 8) et 1 bille verte (numéro 11).
Puis on définit 1a loi de X en utilisant choix11 () ou choix12 () :
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loiX (n) :={

local ch, 1X, j;
1X:=makelist (0,0, 3);

for (j:=0;3j<n; j++) |
ch:=count_inf (10, choix11());
1X[ch] :=1X[ch]+1;};

return 1X/n;

bi
EX(n) :=sum(loiX (n) [k]l+xk,k,0,3);

On tape :

101X (1000)

On obtient par exemple :
[1/500,107/1000,23/50,431/1000]
On tape :

EX(1000)

On obtient par exemple :

288/125=2.304

Ou définit la loi de X en utilisant choix13 () :

[0.002,0.107,0.460,0.431]

1loil3X (n) :={

local ch, 1X, j;
1X:=makelist (0,0, 3);

for (Jj:=0;j<n; j++) |
ch:=count_eqg("R",choix13());
1X[ch] :=1X[ch]+1;};

return 1X/n;

bi
E13X(n) :=sum(loil3X(n) [k]l*k,k,0,3);

On tape :

10113X(1000)

On obtient par exemple :
[7/1000,99/1000,489/1000,81/200]=[0.007,0.099,0.489,0.405]
On tape :

E13X(1000)

On obtient par exemple :

2369/1000=2.369

2/ On suppose que la boite cubique a comme numéro 1 et que la boite cylindrique

a comme numéro 2.

On suppose que dans la boite cubique, les billes rouges sont numérotées de 0 a 9

et que les vertes sont numérotées de 10 a 12 et que dans la boite cylindrique, les
billes rouges sont numérotées de 0 a 2 et que les vertes sont numérotées de 3 a 6.

On simule un choix de la question 2/ avec choix2 ().

On simule les résultats obtenus lorsque 1’on effectue n fois le deuxieme jeu avec
choix3(n).

On simule la probabilité d’ obtenir une bille rouge avec le deuxiéme jeu avec probR (n)
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en prenant une grande valeur de n.

Attention

Lorsque I”’on veut exploiter les résultats obtenus par choix2 () oupar choix3 (n)
il faut préserver le résultat obtenu dans une variable car les valeurs obtenues par
ces fonctions ne sont pas toujours les mémes ! ! !

Par exemple :

L:=choix3(1000) ;ou choix:=choix?2 ()

car L[O]+L[2] !'=choix3(1000) [0]+choix3(1000) [1] ou
choix[0]+choix[1] !=choix2 () [0]+choix3 () [1]

choix2 () :={
local c¢,b,nrl,nr2,nvl,nv2;
c:=rand(2)+1;
nrl:=0;
nr2:=0;
nvl:=0;
nv2:=0;
if (c==1){
b:=rand(13);
if (b<10) {
nrl:=nrl+1;
} else {
nvl:=nvl+l;
}
else {
b:=rand(7);
if (b<3) {
nr2:=nr2+1;

—

} else {
nv2:=nv2+1;
}

}

return [nrl,nvl,nr2,nv2];

}i

choix3 (n) :={

local rep,k;
rep:=[0,0,0,0];

for (k:=0;k<n;k++) {
rep:=choix2 () trep;
bi

return rep;

}i

probR (n) :={
local L;
L:=choix3(n);
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return (L[O0]+L[2])/n;
bi

probClsiR (n) :={

local nrcl,nr,choix, k;
nrcl:=0;

nr:=0

for (k:=0;k<n;k++) {
choix:=choix2 () ;

if (choix[0]+choix[2]==1) {nr:=nr+1;
if (choix[0]==1) nrcl:=nrcl+l;
}

}

return [nr,nrcl/nr];

ti

On tape :

choix2 ()

On obtient par exemple :

[0,1,0,0]

ce qui veut dire que I’enfant a choisi d’abord la boite cubique, puis une bille verte
dans cette boite.

On tape :

choix3(1000)

On obtient par exemple :

[368,109,218,305]

ce qui veut dire que I’enfant a choisi d’abord 368+109=477 fois la boite cubique,
en prenant ensuite 368 fois une bille rouge et 109 fois une bille verte dans cette
boite et 218+305=523 fois la boite cylindrique, en prenant ensuite 218 fois une
bille rouge et 305 fois une bille verte dans cette boite.

On tape :

probR (1000)

On obtient par exemple :

609/1000=0.609

ce qui veut dire que sur 1000 tirages, I’enfant a obtenu 609 fois une bille rouge.
On tape :

probClsiR(1000)

On obtient par exemple :

[593,366/593] ~ [593.0,0.6172

ce qui veut dire que sur 1000 tirages, la bille rouge a été obtebue 593 fois et en
provenant 366 fois de la boite cubique.

On tape :

probClsiR(1000)

On obtient par exemple :

[624,131/208] ~ [[624.0,0.6298]

ce qui veut dire que sur 1000 tirages, la bille rouge a été obtebue 624 fois et en
provenant 393 fois de la boite cubique.

3/ Pour simuler p,,, on effectue m fois n tirages avec m grand.
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pn(n,m) :={
local L, rep,k;
rep:=0;

for (k:=0;k<m;k++) {
L:=choix3(n);

if ((LIO]+L[2])>0) {
rep:=rep+l;}

}

return rep/m;

}

On tape si I’enfant fait 5 tirages de suite au deuxieéme jeu :
pn (5,1000)

On obtient par exemple :

987/1000

On tape si I’enfant fait 6 tirages de suite au deuxieme jeu :
pn(6,1000)

On obtient par exemple :

997/1000

10.3.3 La correction avec I’aide de Xcas

1/ a) Si parmi les 3 billes choisies, on a obtenu £ billes rouges et 3 — k billes
vertes, on a :
P (X=k)=p (k) =comb (10, k) xcomb (3, 3-k) /comb (13, 3)
On tape :
p (k) :=comb (10, k) xcomb (3, 3-k) /comb (13, 3)
p(0) etonobtient1/286 ~ 0.0035
p(1l) etonobtient 15/143~ 0.1049
p (2) etonobtient 135/286~ 0.4720
p(3) etonobtient 60/143~ 0.4196
On a bien :
p(0)+p (1) +p (2)+3*p (3)=(1+30+135+120) /286=1
D)E (X)=p (1) +2+p (2) +3+p (3)
On tape :
p(l)+2xp(2)+3xp (3) etonobtient 30/13=2.307...
2/ a) On fait un arbre pondéré :

Poi(R)=12 — P(C1INR) =%

/
P(C1) =3
/ N
J/ Po(V)=2 —PC1NV)=2
\ Poo(R)=2 — P(C2NR) =3
N /
P(C2) =5
N
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b)Ona:

5 3 _ 109 ~
P(R)=P(C1NR)+P(C2NR) = 35 + 13 = 155 =~ 0.5989
¢) On veut calculer Pr(C1).
Ona: Pr(C1) = P(C1NR)/P(R) = /13 = 155 ~ 0.6422
3/ Si gy, est la probabilité de n’avoir pris aucune bille rouge au cours de ses n choix,
onap, =1-—gq,.

Ona:
g =P(V)" = (1= P(R)" = ({5)"
donc;

=1 ()"
Dn 182
b) On cherche les valeurs de n pour avoir p,, > 0.99 ou encore pour avoir :

73

Ona:

(1%)” < 0.01 est équvalent a :

n > 1n(0.01)/(In(73) — In(182)) ~ 5.04097648645

Donc la plus petite valeur de n pour laquelle p,, > 0.99 est n = 6.

10.4 Exercice 4

10.4.1 L’énoncé

Partie A
. . P Se%
Soit f la fonction définie sur R par f(z) =
5 24 e1
a) Démontrer que f(z) = ———
14 2e

b) Etudier les limites de la fonction f en +oco et en —oc.
¢) Etudier les vatiations de la fonction f.

Partie B

1/ On a étudié en laboratoire 1’évolution d’une population de petits rongeurs. La
taille de la population au temps ¢, est notée g(¢). On définit ainsi une fonction
g de lintervalle [0; +o00[ dans R. La variable réelle ¢ désigne le temps exprimé
en années. L unité choisie pour g(t) est la centaine d’individus. Le modele utilisé
pour décrire cette évolution consiste a prendre pour g une solution sur I’intervalle
[0; +00[, de I’équation différentielle (E) : ¢’ = %

a) Résoudre 1’équation différentielle (E1).

b) Déterminer I’expression g(t) lorsque, a la date ¢ = 0, la population com-
prend 100 rongeurs, c’est a dire g(0) = 1.

¢) Apres combien d’années la population dépassera-t-elle 300 rongeurs pour la
premiere fois ?

2/ En réalité, dans un secteur observé d’une région donnée, un prédateur empéche
une telle croissance en tuant une certaine quantité de rongeurs vivants au temps ¢
(exprimé en années) dans cette région, et on admet que la fonction u ainsi définie,
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satisfait aux conditions :

u(t) u(t)® .
(E2) : u(t) = 4~ g bour tout réel ¢ > 0,

u(0) = 1

ol u’ désigne la fonction dérivée de wu.
a) On suppose que, pour tout réel positif ¢, on a u(¢) > 0. On considere, sur

intervalle [0; +oc[, la fonction i définie par h = —. Démontrer que la fonction

U
u satisfait aux conditions (F2) si et seulement si la fonction h satisfait aux condi-
tions :

—h(t 1
(E3) - R(t) = 4() + 13 Pour tout réel t > 0,
h(0) = 1
ou i’ désigne la fonction dérivée de h.
- 1
b) Donner les solutions de 1’équation différentielle y' = Ty + D et en déduire

I’expression de la fonction h, puis celle de la fonction .
c) Dans ce modele, comment se comporte la taille de la population étudiée
lorsque ¢ tend vers 400 ?

10.4.2 La correction avec I’aide de Xcas
Partie A

1/ a) La fonction f est définie sur R car 2 + et # 0 pour tout = dans R.
On a pour tout = dans R, e = 1/6% donc :

3xed 3 3
flz) =

2+et et x(2+4ei) 21 +1
Ou encore on tape :
simplify (3xe” (x/4)/ (2+e” (x/4)) -3/ (1+2xe” (-x/4)))
On obtient :
0

b) On tape :
limit (3/ (1+2xe” (-x/4)),x=+infinity)
On obtient :
3
En effet quand = tend vers +oo, exp(—x/4) tend vers 0, donc f(x) =

2e 4 41
tend vers 3.

On tape :

limit (3/ (1+2xe” (-x/4)) ,x=—infinity)

On obtient :

0

En effet quand « tend vers —oo, exp(—x/4) tend vers +oo, donc f(x) =

2e 7 41
tend vers 0.

¢) On tape :
f(x):=3/(14+2xe” (-x/4))
simplify (diff (f(x)))
On obtient :
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(3xexp (—(x/4)))/ (8% (exp(—(x/4)))"2+8*exp (—(x/4))+2)
On tape :

factor (ans())

On obtient :

(3xexp (= (x/4))) /(2% (2xexp (- (x/4))+1) "2)

La dérivée étant toujours positive la fonction f est donc croissante de 0 a 3.

Partie B

1/ a) La solution générale de I’équation différentielle (E, )y’ = % est :

y(t) = C *x exp(t/4) ou C est une constante arbritaire.
On tape :

desolve (y'=y/4,v)

On obtient :

c_0/exp(-x/4)

On tape :

desolve (diff (y(t),t)=y(t)/4,t,y)

On obtient :

c_0/exp(-t/4)

b) g est la solution de (E) qui vérifie g(0) = 1 donc ona g(t) = C xexp(t/4)
et g(0) = 1 donc C = ¢(0) = 1. La taille de la population au temps ¢ est donc :
g(t) = exp(t/4).

On tape :
desolve ([y'=y/4,y(0)=1]1,v)
On obtient :
1/exp (-x/4)
On tape :
desolve ([diff(y(t),t)=y(t)/4,y(0)=1],t,y)
On obtient :
1/exp(-t/4)
¢) On veut savoir quand g(t) > 300.
On résout :
exp(t/4) > 300 qui est équivalent & t > 4 * [n(300) ~ 22.8
La population dépassera 300 rongeurs au bout de 23 années.
On tape :
solve (exp (t/4)>=300,t)
On obtient :
[t>=(4x10og (300))]
On tape :
solve (exp (t/4)>=300.0,t)
On obtient :
[t>=22.8151298986]

2/ a) On a, pour tout réel ¢ positif :
h(t) = 1/u(t) donc h'(t) = —u'(t)/u(t)? (puisque u(t) # 0)
u satisfait a Fy si et seulement si
u' () /u(t)? = 1/(4*u(t)) — 1/12 et u(0) = 1 (puisque u(t) # 0)
ce qui est équivalent a
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R'(t) = —u/(t)/u(t)? = —1/4 % h(t) + 1/12 et h(0) = 1 (puisque u(t) # 0)

b) Les solutions de I’équation différentielle 3/ = e + T2 sont obtenus en
ajoutant aux solutions de 1’équation différentielle 3/ = _Ty une solution particu-
— 1
ligre de I'équation différentielle ' — Ty + -

Les solutions de I’équation différentielle y' = _Ty sont y(t) = K exp(—t/4) ou

K est une constante arbitraire.

— 1
Une solution particuliere de 1’équation différentielle i’ = Ty + T esty(t) =1/3
Les solutions de 1’équation différentielle i/ = il + — sont donc :

4 12

y(t) = K exp(—t/4) +1/3.
On en déduit, puisque h vérifie (E3), que :
h(t) = K exp(—t/4) +1/3 et h(0) = 1doncona K = 2/3 et
h(t) =2/3 xexp(—t/4) +1/3 = (1 4+ 2exp(—t/4))/3 et donc
u(t) = 3/(2 + exp(—t/4)) = f(t)
On a donc, pour tout réel ¢ positif :
u(t) = £(¢)
Avec Xcas, on tape :
desolve (y'=-y/4+1/12,y)
On obtient :
(exp (x/4)/(12/4)+c_0)/ (exp (x/4))
On tape :
desolve ([diff(y(t),t)=-y(t)/4+1/12,yv(0)=1]1,t,vy)
On obtient :
((exp(t/4)x4)/12+2/3)/ (exp (t/4))
On tape :
normal (inv (((exp (t/4)*4)/12+2/3)/ (exp(t/4))))
On obtient :
(3xexp(t/4))/ (exp(t/4)+2)

c¢) Lorsque ¢ tend vers +00, la taille de la population augmente et tend vers 300
rongeurs puisque f tend vers 3 lorsque ¢ tend vers +oc.
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Chapitre 11

Le Bac Mathématiques 2010

11.1 EXERCICE 1 : (6 points)

Commun a tous les candidats

11.1.1 DL’énoncé

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie A :

On considere I’équation différentielle (E) : ¢/ +y =e*

1. Montrer que la fonction u définie sur I’ensemble des nombres réels R par
u(z) = xe™” est une solution de 1’équation différentielle (E)

2. On considere 1’équation différentielle (E’) : ¥ + y = 0. Résoudre 1’équa-
tion différentielle (E').

3. Soit v une fonction définie et dérivable sur R. Montrer que la fonction v est
une solution de 1’équation différentielle () si et seulement si la fonction
v — u est solution de I’équation différentielle (E’).

4. En déduire toutes les solutions de 1’équation différentielle ().

5. Déterminer I’'unique solution g de 1’équation différentielle (E) telle que
g9(0) = 2.
. Partie B :
On considere la fonction fj définie sur I’ensemble R des nombres réels par fi(z) =
(x 4+ k)e™" ol k est un nombre réel donné.
On note C}, la courbe représentative de la fonction fj dans un repere orthogonal.

1. Montrer que la fonction fj, admet un maximum en z; = 1 — k.

2. On note My, le point de la courbe C}, d’abscisse 1 — k. Montrer que le point

M, appartient a la courbe I d’équation y = e~ *.

3. Sur le graphique ci-dessous (a rendre avec la copie), le repere est orthogonal
mais I’unité sur I’axe des abscisses et sur I’axe des ordonnées ainsi que les
noms des courbes n’apparaissent pas. Sur ce graphique, on a tracé deux
courbes :

e la courbe d’équationy = e " ;
e la courbe Cj d’équation y = (z + k)e™* pour un certain nombre réel
k donné.

179
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a) Identifier les courbes et les nommer sur I’annexe 1 (a rendre avec la
copie).

b) En expliquant la démarche utilisée, déterminer la valeur du nombre réel
k correspondante ainsi que 1’unité graphique sur chacun des axes.

4. ATaide d’une intégration par parties, calculer fol (x +2)e *dx.
Donner une interprétation graphique de cette intégrale.

11.1.2 Le corrigé avec Xcas

Partie A

1. On tape :
U (x) :=x*exp (—Xx)
normal (diff (u(x))+u(x))
On obtient :

exp (-x) Donc u/(z) + u(z) = exp(—=z) ce qui veut dire que u(z) est
une solution de I’équation différentielle (E) (y +y = e~ %).
2. On tape :
desolve (y' +y)
On obtient :

1
c_Oxexp (-x) Donc (E') (y'+y = 0) acomme solution y(x) = co

exp(r)’

3. On tape :
normal (diff (v (x)-u(x))+v(x)-u(x))
On obtient :
diff(v(x),x)-—exp(—-x)+Vv(x)
Donc v'(z) — o/(x) + v(z) — u(x) + 0 est équivalent a v'(x) + v(z) =
exp(—x).
Cela veut dire :
u + v est solution de (E’) est équivalent a v est solution de (E)

4. On tape :
desolve (y' +y=exp (-x))
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On obtient :
c_0xexp (—x) +x*xexp (—x)
c’est a dire la somme de u(x) et de la solution générale de y' + y = 0.

1
Donc (E) a comme solution y(z) = u(z) + ¢y xp(@)’
5. On tape :
desolve ([y'+y=exp (-x),y(0)=2],y)
On obtient :
[2xexp (—x) +x*exp (—X) ]
ou bien
On tape :
solve (c_Oxexp (0)=2,c_0)
On obtient :
[2]
Donc I'unique solution g de (F) (v +y = e *) telle que g(0) = 2 est la
2
fonction g(z) = (equ_(x)) =(x+2)e "
Partie B
1. On tape :

f(x,k) :=(x+k) xexp (—x)

factor (diff (f(x,k),x))

On obtient :

(—x—k+1) rexp (—x)

Donc f aun maximumenx =1—kcar—x+1—k>0six <1—k.

2. On tape :
normal (£ (1-k, k)
On obtient :
exp (k-1)
Donc Mj, est sur C', et sur I' car ses coordonnées vérifient :
Y = exp(—y,)

3. a) Identifier les courbes et les nommer sur ’annexe 1 (a rendre avec la
copie).
b) En expliquant la démarche utilisée, déterminer la valeur du nombre réel
k correspondante ainsi que I’unité graphique sur chacun des axes.

x x

On reconnait facilement la courbe y = e~ * car la fonction e~ est dé-
croissante et n’admet pas de maximum. De plus pour cette courbe passe
par le point (0,1) donc on en déduit 1'unité sur I’axe des y. La courbe
y = (z + k)e™™ coupe I’axe des y au point (0, k) et I’axe des x au point
(—k,0). Or sur le dessin cette courbe passe par le point (0,2). Donc on en
déduit que £ = 2. On trouve ainsi les unités sur 1’axe des x : on place
r = —k = —2 et on vérifie que pour x = 1 — k = —1 la courbe

y = (z + k)e”* admet un maximum qui se trouve sur la courbe y = e™7.
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x 0
y 20
1270

4. On tape :
int (f(x,2),x=0..2)
On obtient :
—-5xexp (-2) +3
ou bien, on tape :
ibpu(f(x,2),x+2,%x,0,2)

On obtient :

[-4xexp (-2)+2,exp (—x) ]

on tape :

normal (ibpu([-4xexp (-2)+2,exp(-x)1,0,%x,0,2))
On obtient :

-5*xexp (-2)+3

11.2 EXERCICE 2 : (5 points)

Commun a tous les candidats

11.2.1 DL’énoncé

1. Restitution organisée de connaissances.
Démontrer a ’aide de la définition et des deux propriétés ci-dessous que
si (uy) et (v,) sont deux suites adjacentes, alors elles sont convergentes et
elles ont la méme limite.

Définition : deux suites sont adjacentes lorsque 1’une est croissante, I’ autre
est décroissante et la différence des deux converge vers 0.

Propriété 1 : si deux suites (uy,) et (v,) sont adjacentes avec (uy,,) crois-
sante et (vy,) décroissante alors, pour tout entier naturel n, v, > u,, .
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Propriété 2 : toute suite croissante et majorée converge ; toute suite dé-
croissante et minorée converge.

Dans la suite de cet exercice, toute trace de recherche, méme incomplete, ou
d’initiative méme non fructueuse, sera prise en compte dans |’évaluation.

2. Dans les cas suivants, les suites (uy) et (v,) ont-elles la méme limite ?
Sont-elles adjacentes ? Justifier les réponses.
a) up=1—10"" et v, =14+107";

1
b) up=In(n+1) et v=1In(n+1)+ —;
n

1 1"
c)unzl——etvnzl—i—( ) .
n n

3. On consideére un nombre réel a positif et les suites (uy,) et (v,) définies
pour tout nombre entier naturel n non nul par :

1 1
Up=1—— et v, =In(a+ —)

n
. Existe-t-il une valeur de a telle que les suites soient adjacentes ?

11.2.2 Le corrigé avec Xcas

l. a) up, =1—-10"" et v, =14+107"
Ona:
Upsl —Up =1 —107""1 —14107" =10""(1 — 1/10) > 0
Donc u,, est croissante.
Vpi1l —Vp = 107771 107" =107"(1/10 - 1) < 0
Donc v,, est décroissante.
Up — Uy, =14+107"—1+10"" = 2% 107" Donc v,, — u,, converge
vers 0.
Les deux suites u,, et v, sont donc adjacentes.
On tape :
u(n):=1-1/10"n
normal (u(n+l)-u(n))
On obtient :
(10" (n+1)-10"n) /(10" (n+1)+x10"n)
On tape :
v(n):=1+1/10"n
normal (v (n+1l)-v(n))
On obtient :
(=10 (n+1)+10"n) /(10" (n+1) x10"n)
On tape :
normal (v (n)-u(n))
On obtient :
2/ (10%n)

1
b) up, =In(n+1) et v=In(n+1)+ —
n

Dans cet exercice Xcas ne sert pas a grand chose si ce n’est a voir que

vy, est croissante pour n > 2 car la fonction In(z +1) + % est croissante

pour x > 1/2(1 + +/(5)).
On tape :
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normal (diff (1In(x+1)+1/x))

On obtient :

(x"2-x-1)/ (x"3+x"2)

On tape :

solve (x"2—-x—-1)

On obtient :

[1/2%(1-sgrt (5)),1/2* (1+sqgrt (5))]

Sinonona:

uy, est croissante car la fonction In(x 4 1) est croissante.

uy, et v, sont divergentes car elles tendent vers +oo quand n tend vers
+00:

Donc v, n’est donc pas décroissante car sinon elle serait décroissante
et minorée par 0 donc convergente.

Donc les suites u,, et v, ne sont pas adjacentes.

(=D"

n
Uy, est croissante et converge vers 1.
_ =" ; )
vp = 1+ =~ converge vers 1 mais v, n’est pas monotone.
Donc u,, et v, ne sont pas adjacentes.

1
unzl—ﬁ et v, =1+

1 1
.unzl—ﬁ et vn:ln(a—l—ﬁ)pourazo

Ona:

Uy, st croissante et converge vers 1

vy, est décroissante et converge vers In(a)

Up — vy =1—21 —In(a+ 1) converge vers 1 — In(a).

Pour que u,, et v, soient adjacentes il faut et il suffit que u,, — v, = 1 —

1
n

— In(a + 1) converge vers 0 donc il faut et il suffit que In(a) = 1 ou

a = €.

11.3 EXERCICE 3 : (4 points) Commun a tous les candi-
dats

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple (QCM).

Pour chaque question, trois réponses sont proposées, une seule est exacte. Le can-
didat portera sur la copie, sans justification, le numéro de la question suivi de la
réponse choisie. 1l est attribué un point sila réponse est exacte, aucun point n’est
enlevé pour une réponse inexacte ou une absence de réponse.

11.3.1 DL’énoncé

1. Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : 7 sont blanches et

3 sont noires. On tire simultanément 3 boules de I'urne. La probabilité de
tirer 2 boules blanches et 1 boule noire est égale a :

— e — X e — X — X
40 10 9 3 10 10 3
. De la méme urne, on tire une boule, on note sa couleur, on la remet dans

21 7T 6 1 7 7T 1

I’urne ; on proceéde ainsi a 5 tirages successifs avec remise. La probabilité
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d’a\?:oir o;)tenu 3 boules noires ;:t 2 boule;s blanches est égale ?13: ,
X

T e (D) x () e CEx (o) x (1)
3. De la méme urne, on tire une seule boule. Si elle est blanche, on lance un

dé cubique (dont les faces sont numérotées de 1 a 6). Si la boule est noire,

on lance un dé tétraédrique (dont les faces sont numérotées de 1 a 4). On

suppose les dés bien équilibrés. Le joueur gagne s’il obtient le numéro 1.

Sachant que le joueur a gagné, la probabilité qu’il ait tiré une boule blanche

est égale a :

.1
o L G4 e 1076
60 23 1 1 1 1
7X*+*X*
2 6 2 4

4. Onnote X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre
A, (A étant un nombre réel strictement positif). La probabilité de 1’événe-
ment [1 < X < 3] estégalea:

-

e
° 6_>‘ — €_3>‘ ° e_3>‘ — 6_>‘ o ——
o—3X

11.3.2 Le corrigé avec Xcas

1. On tape :
comb (7,2)*3/comb (10, 3)
On obtient :
21/40

2. On tape :
comb (5,2) % (3/10)"3%(7/10) "2
On obtient :
1323/10000

3. Ontape :
7/10%1/6/(7/10%x1/6+3/10%1/4)
On obtient :

14/23

4. On tape :
assume (a>0) ;
normal (axint (exp (-ax*x),x,1,3))
On obtient :
—exp (-3*a) texp (—-a)
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11.4 EXERCICE 4 : (5 points)

Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

11.4.1 L’énoncé

Dans tout I’exercice, (O; o, 7) est un repere orthonormal direct du plan com-
plexe (unité graphique : 4 cm). On désigne par A le point d’affixe z4 = 1.

1. On considere la transformation 7" du plan qui, a tout point M d’affixe z,
associe le point d’affixe —z + 2.

a)

b)

¢)

Déterminer les images respectives par la transformation 7" du point A
et du point Q d’affixe 1 + iv/3 .

En déduire la nature et les éléments caractéristiques de la transforma-
tion 7T'.

Déterminer I’image par la transformation 7" du cercle (c) de centre O
et de rayon 1.

2. (') désigne le cercle de centre O’ d’affixe 2 et de rayon 1.

)

b)

Construire le point A’ appartenant au cercle (') tel que :
—— —>, / T
OAO0'A" = 3 [modulo 2.

A tout point M du cercle (c) d’affixe z, on associe le point M’ du cercle

—5 ——
(c') d’affixe 2 tel que : OM, 0’ M’ = g [modulo 27].
/
-2
Déterminer le module et un argument de z .
z

En déduire que 2’ = '3 z + 2.

Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation
r qui a tout point M du plan d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’
telle que 2’ = €5z 4 2.

3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’ini-
tiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans I’évaluation. A
tout point M du plan, on associe le point I milieu du segment [M M'].
Quel est le lieu géométrique du point I lorsque M décrit le cercle (c¢) ?

11.4.2 Le corrigé avec Xcas

1. T(2) = —2z+2

a)

T(A)=T(1)etT(Q) =T(1+iV3)
On tape (il faut cocher Variables_complexes dans la configura-
tion du CAS) :

T(z) :=—conj(z)+2

T(1)

On obtient :

1

On tape :

normal (T (1+i*sqgrt (3)))

On obtient :

(1) »sgrt (3) +1



11.4. EXERCICE 4 : (5 POINTS) 187

b)

2. a)

Eléments caractéristiques de 7. T a deux points fixes A et Q. T est donc
la symétrie droite par rapport a la droite A€ ¢’est a dire par rapport a la
droite = 1. On tape :

d:=droite (x=1) :;

equation (T (d))

On obtient :

x=1

T'(c) o (c) est le cercle de centre O et de rayon 1.

On tape :
c:=cercle (0,
equation (T (c
On obtient :
(x=2)"2+y"2=1

En effet la symétrie conserve les distance. Donc c se transforme en un
cercle de méme rayon ayant pour centre le transformé de O par T'. Le
centre O de c est transformé an le point O’ de coordonnées (2,0). Donc
T(c) est le cercle ¢ de centre O’ et de rayon 1.

1) :;
))

A’ est I'intersection du cercle ¢’ avec le cercle de centre d’affixe 3 et de
rayon 1 se trouvant dans le demi-plan y > 0.

Le point A a pour affixe 1 et le point A’ a pour affixe 2+ exp(i7/3) On
tape :

Al:=point (2+exp (1*pi/3))

affixe (Al)

On obtient :

5/2+ ( (1) *sqrt (3)) /2

Ou on tape dans un niveau de géométrie :

cl:=cercle(2,1);

dl:=droite (2, 3+i*xsqrt (3));

Al:=inter(cl,dl) [0]

affixe (Al)

On obtient :

((1i)*sgrt (3)+5)/2

Si le point M a pour affixe : z = exp(it), alors le point M a pour affixe
2 =2+ exp(i(t + %)).

Donc Z'—;Q =exp(if) = (1+i%/3)/2 3/2;2 a donc pour module 1 et
comme argument 7.

On tape :

z:=exp (i*t)

zl:=2+exp (ixt+i*xpi/3)

normal ((z1-2)/z)

On obtient :

((1) *sqrt (3)+1)/2

r est le produit d’une rotation d’angle fracm3 et d’une translation :
c’est donc une rotation d’angle fracm3 et de centre le point fixe On
tape :

csolve (z=exp (ixpi/3) *xz+2,2)

On obtient :
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[4/ ((=1)*sqrt (3)+1)]

3. On tape :
normal ((zl+z)/2)
On obtient :
((1)»sgrt (3)+3) /4*exp ((i)+t)+1
Donc le milieu I de M M’ se trouve sur le cercle de centre d’affixe 1 et de
rayon le module de iv/3 + 3)/4 On tape :
abs ((i*sqrt (3)+3)/4)
On obtient :
2xsqrt (3) /4



Chapitre 12

Exercices pour le bac

12.1 Etude de la fonction f(z) = 2¢* — 2> + 3

Soit f(x) = 2e* — 2% + 3. Faire le tableau de variation de f puis tracer le
graphe G f de f.
Donner 1’équation de la tangente a G f au point de coordonnées (0, f(0))
Monter que f(z) = 0 a une solution unique « et que o €] — 2, —1].
Déterminer une valeur approchée de v a 0.1 pres.
Solution
f est définie et dérivable sur R et :
F(w) = 2(e" — )
Signe de h(z) = e* — x
onah/(x) =e® —1donc
R (z) < 0sur] —oo,0]et
h'(z) > 0 sur |0, +o00|
donc f'(x) = h(z) > h(0) =1 > 0 sur R.
On vient de montrer que f est croissante sur R.
Etude des limites en co.
Quand z tend vers —oo, 2¢® tend vers 0 et —z% + 3 tend vers —oc donc f(z) tend
vers —oo.
Quand z tend vers 400, 2¢® tend vers +o00 et —z2 + 3 tend vers —oo on a donc
une forme indéterminée. On l&ve 1’indétermination en mettant 2 en facteur, on
obtient :
f(z) = 2%(2e* /2? — 1+ 3/2?)
Quand z tend vers +oo, 22 tend vers 400, 2¢% /22 tend vers 400 et —1 + 3/z?
tend vers —1, donc (2¢%/x? — 1 + 3/22) tend vers +oco donc f(z) tend vers +o0.
Equation de la tangente au point de coordonnées (0, £(0)).
f(0) =5et f/(0) = 2 donc la tangente au point de coordonnées (0, 5) est :
y=2%x+5.
Pour montrer que f(z) = 0 a une solution unique «, on utilise le théoreme des
valeurs intermédiaires :
[ est continue et croissante de R et varie entre —oo et +o0o donc f(x) = 0 a une
solution unique.
Ona:
f(=2)=2/e? —1=(2—¢?)/e? < 0care > 2donce? > 4et

189
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f(=1) = 2/e+2 > 0donc a €] —2,—1[ f(—2) ~ —0.729329433527 et
f(—1)) ~ 2.73575888234 « est donc proche de -2 :

f(—1.9) ~ —0.310862761555 et f(—1.8) ~ 0.0905977764432

Donc o >~ —1.8.

12.2 Etude de la fonction g(z) = 1 + 2In(x)/x
In(x)

x

Soit g(x) =142
Ggdeg.
Donner I’équation de la tangente a G¢ au point de coordonnées (1, g(1))
Monter que g(z) = 0 a une solution unique /3 et que 5 €]0.5, 1].
Déterminer une valeur approchée de 5 a 0.1 pres.
Solution
g est définie et dérivable sur R™ et :
J(x) = 2(ln(x))/ * x — In(x) _ 21 — In(z)

2 2
Signede 1 — In(z) :
Pour z €]0, e[ on aIn(z) < 1 donc ¢'(x) > 0.
Pourz =eonag'(e) =0etg(e) =1+2/e.
Pour z €]e, +oo[ on aIn(z) > 1 donc ¢'(x) < 0.
Donc g est croissante sur |0, e[, décroissante sur |e, +00[ et a un maximum au point
e,1+2/e.
Etude des limites en 0 et +oc.
Quand z tend vers 0, In(x) /x tend vers —oo donc g(x) tend vers —oo.
Quand z tend vers +oo, In(x)/x tend vers 0 donc g(x) tend vers 1.
Le graphe (Gg a donc 2 asymptotes qui sont :
I’axe des y lorsque z tend vers 07 et la droite y = 1 lorsque z tend vers +oo.
Equation de la tangente 4 G'g au point de coordonnées (1, g(1)) :
g(1) =1let ¢’(1) = 2 donc la tangente au point de coordonnées (1, 1) est :
y=2x%(z—-1)+1=22—-1
Pour montrer que g(z) = 0 a une solution unique 3 , on utilise le théoréme des
valeurs intermédiaires :
g est continue et croissante sur ]0, e] et varie entre —oo et 1 + 2/e > 0 donc
g(x) = 0 a une solution unique sur |0, e].
g est continue et décroissante sur [2, +oo[ et g(x) > 1 donc ¢ ne s’annule pas sur
2, +o0].
On a monter que g(x) = 0 a une solution unique f3.

Faire le tableau de variation de g puis tracer le graphe

X
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Ona:

g(l) =1letg(1/2) =1 —41In(2) ~ —1.77258872224 et

Donc 5 €]1/2,1].

Déterminer une valeur approchée de 5 a 0.1 pres.

On a ¢(0.75) ~ 0.232847806795 et g(0.65) ~ —0.325485895669.
Donc 0.7 est une valeur approchée de 8 a 0.1 pres.

y 4
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Chapitre 13

Exercices sur les limites de
fonctions

. . _ 2

13.1 limite de -~ en +o0

On tape :
limite ( (x-sqgrt (x"2+1))/ (x"2-sqgrt (x*2+1)),x, inf)
On obtient :
0
En effet :
e—VaZEl _ _1-y/1+1/a?
2 —Va2 41 p(1—/141/22)
Ona:
series (sqrt (1+1/x"2),x,1inf, 2) renvoie :
1+(1/x)"2/2+(1/x) "3*xorder_size (1/x)
Donc :

1—/1+41/22
/et 2w % et % tend vers 0 quand z tend vers 400

(1—/1+1/22) 222

13.2 limite de \/x+\/x+\/x+\/_—\/§en+oo

On tape :
limite (sqrt (x+sqrt (x+sqrt (x+sqgrt (x))))-sqgrt (x),x,1inf)
On obtient :
1/2

193
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Chapitre 14

Exercices d’Analyse niveau
licence 1 et 2

14.1 Le théoreme de Villarceau

Dans R3 rapporté a un repére orthonormé Oxyz, on considére dans le plan
x =0, le cercle C de centre I = (0, a,0) etderayonr (0 < r < a).

1. Donnez I’équation paramétrique du tore 7" engendré par la rotation de C'
autour de Oz. En déduire I’équation implicite de 7.

2. Soit P le plan passant par Oz et tangent a C' en un point A de cote postive.
Déterminer ’intersection de P et T'. Le théoreme de Villarceau dit que
cette intersection est constituée de 2 cercles symétriques par rapport a O A.

La solution

1. Un point N du cercle C' tel que angle(Oy, O—]\>4 )=t a pour coordonnées :
0,rcos(t) + a,rsin(t).
Soit § I’angle de rotation autour de Oz, N se transforme en M dans cette
rotation. La matrice R de cette rotation est :

cos(f) —sin(fd) 0
R= | sin(f) cos(d) O
0 0 1

Donc les coordonnees de M sont R * [0, r cos(t) + a, 7 sin(¢)] :
—sin(0)(r cos(t) + a), cos(0)(r cos(t) + a), rsin(t).

L’équation paramétrique du tore 7" est donc :

x = —sin(f)(rcos(t) + a),y = cos(#)(r cos(t) + a),z = rsin(t) pour
t € [0;2n[et @ € [0;27].

On peut aussi avoir 1’équation implicite de 7. On a :

22+ y? = (rcos(t) + a)? donc rcos(t) = /22 +y2 —ax® + 9> + 22 =
(rcos(t) + a)? + r?sin(t)? = r? + a? + 2a * r cos(t) = Donc I’équation
implicite de 7" est :

22+ 9% + 22 =12 — a® + 2a+/22 + y2 comme a® — 2 > O on a 2% +
y? + 22 — 1?2+ a% > 0et 2a+/22 + y2 > 0 cela s’écrit aussi : (22 + y% +
22 — 12 +a?)? = 4a®(2% + ?)

195
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2. Le plus s_ir)nple est de faire un changement de repere OXY Z en prenant :
0X =0z
OY = 04
Si I’angle (@ = O—Y> =« 07 est dans le plan Oyz et I’angle (@' =
07 = a.
Ona:sin(a) =TA/OI =r/aetcos(a) = OA/OI = Va—r?/a.
La matrice B de changement de base est :

1 0 0
B=] 0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a) cos(a)

etona[z,y,z] = Bx[X,Y, 7]

On tape :

B:=[[1,0,0],[0,cos(alpha),-sin(alpha)]l, [0,sin(alpha),cos (alpha)]
Bx[X,Y,Z]

On obtient les valeurs de [z, y, 2] :

[X,Y*cos (alpha)-Zxsin(alpha), Y+«sin (alpha)+Zxcos (alpha) ]
Le plan P a donc pour équation Z = 0. Dans le repere OXY ona Z =0
donc :

X =z,y=Ycos(a) =YVar?/a,z=Ysin(a) =Y xr/a
On utilise I’équation implicite de T pour avoir I’intersection de 7" et de de
P dans le repere OXY :

(22 + % + 22 — 12 + a?)? = 4a®(2? + y?) s"écrit :

(X2 +Y?2cos(a)? + Y2 xsin(a)? —r? +a?)? =
4a%(X2% +Y?%cos(a)?) = 4a® X% + 4Y%(a"1?)

On simplifie :

(X2 +Y? —r? +a?)? - 4a®°X? — 4Y?(a® — %) = 0 On tape :
factor ((X"24Y"2—-r"2+a"2) "2-4a”"2+xX"2-4Y"2x (a™2-r"2))
On obtient :

(X"2=2*X*xr+Y"241r"2-a"2) x» (X" 242+X*r+Y"2+r"2—-a"2)
Donc I’intersection de T" et de P est constituée de 2 cercles d’équation dans
le repere OXY :

X2 25 Xsxr+Y?2 412 —a?=0et X2 +2x X xr4+ Y2 4+7r2—a?>=0
Ces équations s’écrivent aussi :

(X =72 +Y2=a?et (X +7)24+Y? =qa?

Soient dans le repere Oxyz les points :

Ay = (r—a,0,0),B; = (r+a,0,0,Cy = —r—a,0,0, D; = (—7r+a,0,0
Donc 'intersection de 7" et de P est constituée dans le plan P de 2 cercles
qui passent par A et de diametre respectif A; By et C1D; : ils sont donc
symétriques par rapport a O A.

Avec Xcas,poura = 2etr =1, on tape :

T:=plotparam([-sin (u) * (cos (v)+2),cos (u) * (cos (v)+2),sin(v) 1, [u,Vv]) :;
P:=plan(y—-zxsqrt (3)=0);
PT:=inter (P, T, affichage=4+epaisseur_ligne_3);
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On obtient :

Avec Xcas, avec a et r comme parameétre, on tape :

supposons (a=[3.4,0,5,0.11);
r=[1,0,a,0.11);
T:=plotparam([—-sin(u) * (rxcos (v)+ta),cos(u) x (rxcos (v)+a),rxsin(v)], [u,v],usteps=
P:=plan (rxy-z*xsqrt (a”2-r"2)=0);
PT:=inter (T,P,affichage=l+epaisseur_ligne_3)
plotimplicit ((x-1)"2+y"2+z"2-4,%X,VY,2));
plotimplicit ((x+1)"2+y"2+z"2-4,%x,V,2));

supposons (

14.2 Calculs d’aire et de de volume

14.2.1 Exercice niveau 2nde

Soit un carré ABCD de coté 1 et 4 arcs de cercles de rayon 1 et de centres
A, B, C, D (cf figure ci-dessous)
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q.C

DT

Pour faire la figure on a tapé :

A:=point (0);

B:=point (1);

square (A,B,C,D,display=4+filled);

circle(A,1,0,pi/2);

circle (B, 1,pi/2,pi);

circle(C,1,pi,3xpi/2);

circle(D,1,-pi/2,0);
P:=single_inter(circle(A,1,0,pi/2),circle(B,1,pi/2,p1));
Q:=single_inter (circle(B,1,pi/2,pi),circle(C,1,pi,3*xpi/2));
square (P,Q,R,S,display=1+filled);

plotparam(exp (i*t),t=0..p1/6,display=3+filled);
plotparam(exp (i*t)+1+1i,t=-4xpi/6..-pi/2,display=3+filled);
polygon(R,B, S,display=3+filled);

plotparam(exp (i*t)+1,t=pi/2..4*pi/6,display=3+filled);
plotparam(exp (i*t)+1,t=5+pi/6..pi,display=3+filled);
plotparam(exp (i*t)+1i,t=-pi/6..0,display=3+filled);
plotparam(exp (i*t)+i,t=-pi/2..-pi/3,display=3+filled);
polygon (R,A,Q,display=3+filled);
polygon(D,Q,P,display=3+filled);

polygon (P,C, S,display=3+filled);

plotparam(exp (i*t)+i+1l,t=pi..7xpi/6,display=3+filled);
plotparam(exp (i*t),t=pi/3..pi/2,display=3+filled);
plotparam(exp (i*t),t=pi/6..pi/3,display=1+filled);
plotparam(l+it+exp (i+t),t=7+pi/6..4xpi/3,display=1+filled);
plotparam (i+exp (ixt),t=-pi/3..-pi/6,display=1+filled);
plotparam(l+exp (ixt),t=2+pi/3..5%pi/6,display=1+filled);
P:=P;Q:=Q;R:=R;S:=S;B:=display (B, quadrantl) ;
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Calculer I’aire de la surface rouge, de la surface jaune et de la surface bleu.
Solution

Les triangles ABP, BCQ, CDR et DAS sont équilatéraux.

Doncona: _

PAD = BAN = 7/2 — /3 = 7/6 L’arc de cercle BD de centre A est donc
partagé en 3 parties égales et

S P est donc le c6té d’un dodécagone convexe régulier.

L’arc de cercle C'A de centre B est donc partagé en 3 parties égales et

PQ est donc le c6té d’un dodécagone convexe régulier.

Donc SP est parallele a BD et PQ est parallele a AC

De méme :

QR est parallele a BD.

SR est parallele a AC.

Donc PQRS est un carré.

Calculons I’aire rouge.

Ona:

aire du carré PQRS :

PS? = APTAS? — 2% AP x AScos(m/6) =2 —2%/3/2 =2 — /3.
aire du secteur SAP : w/12

aire du triangle SAP : AP x AS x sin(7/6)/2 =1/4

aire du segment de cercle limité par la corde PSS :

/12 —1/4

Aire rouge=2 — /3 + 4(7/12 — 1/4) = 1 — /3 4+ /3 ~ 0.315146743628
aire du segment de cercle limité par la corde AC':

w/4—1/2

Aire jaune = 4(7/4 —1/2 — (1 =3+ 7/3)/2) =71 —2—-2+2V/3 -2 7/3
Aire jaune =7 /3 + 2v/3 — 4 ~ 0.511299166334

Vérifions :

2*aire rouge+aire jaune=4*(aire du segment de cercle de corde AC')
2—234+2m/3+7/3+2V3 —4d=7—2

Airebleu=1 — (1 — V3 +7/3 +7/3+2V3 — 4

Aire bleu=—+/3 — 27/3 + 4 ~ 0.173554090038

14.2.2 Aire d’une couronne circulaire

Calculer I’aire d’une couronne circulaire de rayons r, R avec r < R.

Soient (I") le cercle de rayon R et () celui de rayon 7.
La réponse est simple et ne dépend que de la longueur 2/ des cordes de (T") tan-
gentes a (y) etona:

S. = m(R* —r?) = 7l?

14.2.3 Aire d’une calotte sphérique

Calculer I’aire d’une calotte sphérique découpée par un plan P située a une
distance d du centre O d’une sphere de rayon R.

On choisit comme I’origine du repere en O et I’axe des z perpendiculaire au
plan P et on pose :
2z =+/R%2— 22 —y2donc
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! __ —T
P = 2/R2 222
[ Y
YT R

etdo = /14 2% + Z/zd;p dy = \/ﬁ avec (z,y) € D D étant la projec-

tion de la calotte sur 0z, Oy i.e disque d’équation z2 + y? < R? — d? Donc :
2 32
S=[[pdo= 027r fo—d B__rdr

0 VR2—r2
S =2rR(VR?—0—/R? — (R? — d?) = 2nrR(R — d)
Donc :
S =27R(R — d)

14.2.4 Aire latérale d’un tonneau qui est une sphére sans ses 2 calottes
sphériques

D’apres ce qui précéde ,on a :
Aire d’une sphere : 47 R?
Aire des 2 calottes : 4T R(R — d)
L aire latérale du tonneau est donc :

4 Rd

14.2.5 Volume d’une calotte sphérique

Calculer le volume d’une calotte sphérique découpée par un plan P située a
une distance d du centre O d’une sphere de rayon R.

On choisit comme 1’origine du repere en O et ’axe des z perpendiculaire au
plan P et on pose :
x = rcos(t) donc de = —rsin(t)dt + cos(t)dr
y = rsin(t) donc dy = r cos(t)dt + sin(t)dr
z =zdoncdz = dz
donc dV == rdr.dt.dz

Donc
27 R VR2—22
Vol. = / dt. / / rdrdz
0 d Jo
On tape :

int(1,t,0,2pi)*int (int (r,r, 0, sqrt (R*2-2"2)),z,d,R)
On obtient :

2+«pi* (=1/2+%R"2xd—-(-1) /6+xd"3+1/3%R"3)

Donc :

Ve = 2m(—3R%*d + §d* + 3 R?)

Ve =Z(2R® — 3R*d + d°)

On tape : factor (2R*3-3R"2*d+d"3)

On obtient : (R—d) "2 (2+xR+d)

Donc

Vc:g(R—d)z*(zRer)
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14.2.6 Volume d’un tonneau qui est une sphére sans ses 2 calottes
sphériques

D’apres ce qui précéde ,on a :
Volume d’une sphere : 47 R3/3
Volume des 2 calottes : 2% (2R3 — 3R%*d + d°)
Le volume du tonneau est donc :
frac2m3d(3R? — d?)

14.2.7 Un calcul du volume d’une sphére percée

On fait un trou cylindrique dans une sphere de centre O et de rayon R, I’axe du
cylindre passe par O et le cylindre a comme hauteur 2 * d.
Calculer le volume de cette sphere percée.

liére méthode
On suppose que I’on sait qu'une une sphere de rayon R a pour volume :

4
VS = §7TR3

et que le volume d’une calotte sphérique située a une distance d du centre O d’une
sphere de rayon R est :

1 1 1
‘/C = 27['(—§R2d+ 6d3 + §R3)

Calculons le volume du trou qui est composé :
— d’un cylindre de hauteur 2d et de rayon r = v R? — d2,
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— de deux calottes sphériques situées a une distance d de O.
Donc d’apres le calcul précédent :

1 1 1
V, = 2mr?d + 477(—§R2d + 6d3 + §R3)

On tape :
Vs:=4xpi*R"3/3
Vt:=2+pil*r"2+xd+2+2+pir (=1/2+R"2+xd—(-1) /6xd"3+1/3+xR"3)
simplify (subst (simplify (Vs-Vt),r*2,R"2-d"2))
On obtient :
(4+d”3%pi) /3
Donc la sphere trouée (en rouge) a le méme volume qu’une sphére de rayon d (en
jaune) ou 2d est la hauteur du cylindre (en bleu) :

4
I/S—Vt:§77d3

s
o

T
=

2ieme méthode
On calcul le volume restant en coupant par des plans paralleles a Ozy.
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Un plan de cote z coupe le volume restant selon une couronne de rayons 7 et
R,avec R, = VR? —z2etr = VR?2 — d2.
La surface de cette couronne estdonc : S, = m(R2—r?) = 7(R?— 22— (R?>~d?) =
7(d* — z?) On a donc :
Ve = Vi = [ n(d? - 2%)dz
On tape :
simplify (int (pix (d"2-z"2),z,-d,d))
On obtient : 4/3+xd"3*pi

Donc :

4
Vo=V = grd’

14.2.8 Les théorémes de Guldin
Le premier théoreme de Guldin

Soit AB un arc du plan Oz, Oy de longueur L et supposons que Ox ne coupe
pas I’arc AB.
Le centre de gravité G = z¢, yg) de AB a pour coordonnées :
g = [gxds/L
e f AB yds/L
avec si z(t), y(t) décrit ABonads® = da? + dy* et L = [, p ds
Théoreme
En tournant autour de Oz 1’arc AB engendre une surface de révolution dont 1’aire
est:

S=2m*xygxL

Le second théoréme de Guldin

Soit P une surface du plan Ox, Oy d’aire S et supposons que Ox ne coupe pas
la surface P.
Le centre de gravité G = z¢, yg) de P a pour coordonnées :
TG = %ffpxdxdy
yo =5 | [py dzdy
avec S = [ [pdxdy
Théoreme
En tournant autour de Ox la surface D engendre un solide de révolution dont le
volume est :

V =2mrxyg*S

Applications

Les applications sont de 2 sortes :

— cela peut permettre de déterminer le centre de gravité G si ’aire S (ou le
volume V') est connu par exemple trouver le centre de gravité d’un demi-
disque,

— cela peut permettre de déterminer 1’aire .S (ou le volume V') si le centre de
gravité GG est connu par exemple trouver la surface et le volume d’un tore.
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Surface et volume d’un tore :

Soit un tore 7" d’axe A et de rayons vy = a — r et ro = a + r avec a > r (le cercle
générateur a comme rayon r et la distance de son centre a A vaut a).
Donc T est engendré en faisant tourner autour de Ox par le cercle :

x =rsin(t),y = a+rcos(t) aveca > rett € [0, 27].

L’ordonnée du centre de gravite du cercle est donc yg = a

Par le calgul on bien

ye = %0 (a+rcos(t))xrdt =2*mxaxr/(27r) =a.

Donc I’aire d’un tore de rayons 71 = a —r 13 = a + r (avec a > r) est :
S = (27a) * (27r) = 4w x a * 1)

comme a = (r1 +rg)/2etr = (ro —ry)/2ona:

5 =23~ )

Le disque D a pour équation :
x = rsin(t),y = a+ rcos(t) aveca > (ro —71)/2,0 < r < ((ra —r1)/2 et
t € [0, 2m7].

En tournant autour de O, le disque D engendre un tore de rayons 1y = a — 7
etro =a—+r.
Le centre de gravité du disque D est le centre de D donc :
ya = aetlaire de D est S = 7 x 12,

donc le volume du tore est :

V= 2myamr? = 2wtar® = x*(rf i) (r2 1) /4

14.2.9 La formule des 3 niveaux

Soit un solide de volume :
V=] ; S(z)dz
ou S(z) est la surface de la section par le plan de cote z.
Si S(z) est un polyndme en z de degré au plus 3 alors :

b—a) a+b

ol —(S(a) +45(=

) +5(b))

En effet :

siS(z) =z"ona:
n _ be dZ — L(bn—‘rl o n+1)

pourn = Oona S(z) =1ldonconaly =b—a = bg“(1+4*1—|—1):
b—a a

E52(S(a) +45(25%) + 5(0))

pourn =1lonaS(z) = zdonconal; = £(b* —a?) = (bga)(a—i—él"%b) +b)) =
b—a a

09 (5(a) +45(%£L) + S(b))

pourn = 2onaS(z) = 22 donconaly = £ (b3 —a?) =

b—a a

b?) = U5 (S(a) + 48(%£L) + S(b))

pourn = 3onaS(z) = z3donconaly = 1(b*—a*) = 1(b—a)(a®+a®b+ab®*+
b= (o) (4 45( BBV gy — (0o (S(a) + 45(%42) + S(b))

Cette formule est en fait la formule de Simpson pour le calcul de 1’aire sous une

—

(bga) (a+4 a2+2zb+b2 )+
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courbe, formule qui est exacte pour les polyndmes de degré inférieur ou égal a 3.
Remarque 1

Dans le commerce les flacons ont souvent la taille fine : c’est pour les avoir bien en
main mais aussi pour donner aussi I’illusion d’un grand volume, puisque la section
médiane compte 4 fois ! ! !

Remarque 2

On peut avoir facilement le volume du tonneau (sphere sans ses 2 calottes car
S(z) =m(R? — 22) :

V =2(n(R* - d?) + 4w R* + 7(R? — d*)) = Zd(6R? — 2d°)

On retrouve bien ;

2
V= gd(BRQ — )

14.3 La moyenne arithmétique, géométrique et harmo-
nique

14.3.1 La définition

Soient ay, as...ay, n réels positifs (n > 2) et on pose :

1
U= E(a1+a2+...+an)
V= /a1a2...ay
n 1 1 1
—= =+ =
w al a9 al

u est la moyenne arithmétique des nombres a1, as...an,.
v est la moyenne géométrique des nombres a, as...ay.
w est la moyenne harmonique des nombres ay, as...ay,.

14.3.2 I1’énoncé

Montrer que pour toutz > Oona:ln(zx) <z —1
Montrer que : v < wu (on utilisera I’inégalité précédente pour x = il et pour
k=1..n). "
En déduire que w < v
Dans quel cas a-t-onv = u ?
Dans quel cas a-t-on v = w ?

Applications
— En prenant a; = 1 et ag = x en déduire que :
2x 14+
< <
z+1 7~ Vo s 2
On prend comme valeur approchée de /z, la moyenne arithmétique des
1 ,
nombres ) et % Evaluer la précision de cette approximation lorsque
x

1
3 < z < 2lorsque I’on sait que 1.414 < /2. < 1.415

" 1+n
— Montrer que pour tout n ona vVn! < 7

1
Montrer que 1 — — < In(z) < x — 1 et en déduire que :
x
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3

<1+In(n) et <%

!
1+ In(n) — "

14.3.3 La solution

Montrons que : v < u pour cela montrons que : ln(g) <0.
U
Ona: 1 1
v ai az
In(—) = -1 =—(In(—=)+In(—)+...+1
0(2) = = Inforaz.an)/uw) = —(n(“0) + () + ..+ In(

Puisque In(z) < x — 1 pour tout x > 0, ona:

an

)

u

a a a a a a
() <2 o1 mE) <21, ()<
u u U U U U

Donc

1 aias...a a a ...+a
LWL n)§(1+ 2t tan) L
n U nu

Doncv < u

Montrons que : w < v

1
D’apres ce qui précéde en appliquant I’'inégalité a by, = — on a:

ag
1 :1<l(i+i+....+i)=l
Yaraz...a, v moar  a ay w
donc puisque v > 0 et w > 0 on en déduit que :
w <.
Quand a-t-onu = v ?
Siz>0etz#1,onaln(z) <z —1let
In(z) = x — 1 si et seulement si z = 1 donc
ln(g) = 0 si et seulement si “u_ 1, ..., n _ c’estadire si a; = ag.... = ay,.
Qua?nd a-t-onw =v? “
Comme on a appliqué I’inégalité a b, = ai ona:
w = v sietseulementsib; = by = ... = b: c’estadire si a; = ag... = ay,.
Applications
— En prlenant a1 = letas :2:1: ona: . )
+x T
u2— ,v—lfetw—1+xdoncw—x+let
T T
1 <z < 5 2
T 142 z°+6x+1
On approche /x par P + R TP
2
On cherche a évaluer h(z) = rrovs - 4?;:6_'9_6:; L v/ pour % <z<2.
Avec Xcas, on tape :
h(x) :=(x"2+6x+1) / (4x+4) -sqgrt (x)
g:=function_diff (h)
N:=numer (g (x))
On obtient :
X"24sqrt (X) —2xx"2+2+x*xsqrt (x) —4*xx+5+sqgrt (x) -2
On tape :
Nt :=subst (numer (g(x) ), x=t"2)
On obtient :

LN At -2+t N 44+24E N 2% -4+ 2+5%xE -2
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On tape :
factor (Nt)
On obtient :
(t=1) "3%(L"2+t+2)
h a donc un minimum pout x = 1.
On tape :
h (1)
On obtient :
0
On tape :
f(x):=(x"2+6x+1)/ (4x+4)
f(2.),£(2.)-1.414
On obtient :
1.41666666667,0.00266666666664
On tape :
£(0.5),f(0.5)-1.414/2
On obtient :
0.708333333333,0.00133333333332
Doncpour% <z<2ona:
0 < h(z) < 0.0027 La précision est donc de 2.7e — 3.
On fait le calcul pour z = 1.2 :
On tape :
£f(1.2),sgrt(1.2)
On obtient :
1.09545454545,1.09544511501
— Montrer que pour tout n on a :
On pose a12: 1,a9 = 2...a,, = n.

1
Mdoncu:H—Tnet’U: Wdonc:

Ona:14+2+..n=

Montrons que :

1
l—=<In(z)<z-1
x

1
. Elle admet donc un mini-

La fonction x — 1 — In(x) a pour dérivée T
x
mum pour z = 1 qui vaut 0 donc In(z) < z — 1 pour tout z > 0

On a donc pour tout ¢ > 0, In(t) <t — 1.

1 1
On pose = = i donc —In(z) < — — 1c’estadire 1 — — < In(z) pour
x

toutz >0
Montrons par récurrence que :

"1
S~ <1+n(n)
k_lk
Pournzlona1§11 )
1
1 2

1 1
n:30na§:1—§gln(g)doncl+§+§§1+1n(2)ln(g):

8
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1+1n(3)
n
. 1 . .

Si Z — < 1+ In(n) est vraie pour n alors puisque

k=1 k

1 n n+1

=1- <In ona

n+1 n+1"~ ( n )
n+1

n+1
n

Z < 1+1In(n) + In( )=1+1In(n+1)

1
Donc I’inégalité Z — < 1+ 1In(n) est vraie pour tout n € N.

k=1
Montrons que : Tn() < V/n!
1 1 1 1+1
Pourak:%,ona \ 1S ;( > %) —i—nn() donc
n < U7 B
—_— n!
1+1In(n) —

La moyenne arithmético-harmonique

La définition et I’énoncé

Soient a et b deux réels strictement positifs (dire pourquoi on peut supposé
dans la suite @ > b ), on définit les 2 suites u et w par :

2
wo = a,wp = b, tUnpy = T Un J; Wn g = it (14.1)
Uy, + W,

Montrer que w,, < u, pour tout n € N* |
Montrer que ces 2 suites sont adjacentes et qu’elles convergent vers [ =

Vab )
n-1—1
Montrer que |u, — | < (u;l)

Déterminer le premier n tel que |u, —w,| < 10710 lorsque a = 2 etb = 1
Calculer v/2 avec une précision de 1010

14.4.2 La solution

On montre par récurrence que pour toutn € Non a:
Up > 0, wy > 0 et Upp1Wnt1 = UpWy = ... UYWYQ

Montrons que w, < u, pour tout n € N*
Up + Wy 2Up Wy,
Uu 1 — w 1= —
et nt 2 Uy + Wy,

Avec Xcas, on tape :

factor ((a+b) /2-2axb/ (a+b))

On obtient : ( (a—b) ~2) /(2% (a+b))

(un — wn)2
2(up + wy)
n > 1 u; > w; et si on échange les valeurs de ug et de wg on obtient les
mémes valeurs pour u; et wy et ¢’est pourquoi on peut supposer dans la

Donctoutn € Nona: upt1 — wpt1 = > 0 donc pour tout
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suite ug = a > wy = b

— Montrons que u est décroissante :
(wn — un)

Up+1 — Up = — < 0 puisque wy, < up,

— Montrons que w est croissante :
WoUQ . s 2 .
wy, = —— puisque u est positive et décroissante et que woug > 0 on en
U

n
déduit que w est croissante.

— Montrons que u et w sont adjacentes.
On a donc :
wo S wy < Wy < W1 < Uptl S Up < Uy
u est décroissante et minorée donc est convergente.

w est croissante et majorée donc est convergente.

. . Up + Wp
Les suites w et v sont donc convergentes et puisque %, = ———— par

passage a la limite on en déduit qu’elles convergent vers la méme limite
notée [.

Ou bien, on remarque que :
un*‘“% Un — Wn
Untl = Wntl < Untl = Wn = — 5 — Wp = ——
ug — Wo

2n
On a donc montré que u et w sont adjacentes : elles convergent donc vers
la méme limite [ qui vérifie 0 < b < | < a et [? = ugwy puisque pour tout

n € N u,w, = ugwy.

donc I = /ugwy

F

Donc 0 < uy,, — wy, <

— Wp_1 = donc
Un—1
w 1= Up—1 + Wp—1 — 21 _ u2 |+ 1% = 2lu, _ (U1 —1)?
" 2 2un—1 2’“’71—1

Pourb=1leta=2onau; =3/2=15donc0<u; —1<0.10na
0<ug—1<1072/(20)

0<uz—1<1074/(2313)

0<uy—1<1078/(277)

On sait que /2 = 2 donc 27 x 7 = 2107 > 103 donc

0<uy—1<10710

On ouvre un niveau tableur dans Xcas (Alt+t). On met : dans BO 2.

dans B1 =(A0+B0)/2

Lorsque B1 est en surbrillance, on ouvre le menu Edit—>Remplir—->Copier
vers le bas du tableur pour copier la formule contenue dans B1

On met : dans A0 1.

dans 21 =A0*B0/(2*B1)

Lorsque A1 est en surbrillance, on ouvre le menu Edit—>Remplir->Copier
vers le Dbas du tableur pour copier la formule contenue dans A1

On met : dans C0 =B0-CO

Lorsque CO est en surbrillance, on ouvre le menu Edit->Remplir->Copier
vers le bas du tableur pour copier la formule contenue dans CO
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On obtient a la ligne 4 :
A4=1.41421356237,B4=1.41421356237,C4=3.29691829393e-12
On trouve a la ligne 4, avec 21 chiffres apres la virgule :
A4=1.414213562371500186978,B4=1.414213562374689910627,
C4=0.3189723648649696666202e-11
et a partir de ligne 5 les colonnes AetBvalent: [ [1.414213562373095048803]]
On tape : avec 21 chiffres apres la virgule sgrt (2.)
Onobtient: 1.414213562373095048801
Remarque La suite u peut étre définie par :
upg = a

 Up1twpo1 u?_| + ab 1 ab
tn = 2 = Tou 2T )
Ecrit sous cette forme on réconnait la suite d’itérés de la méthode de New-
ton pour calculer v/ab

14.5 La moyenne arithmético-géométrique

14.5.1 La définition et I’énoncé

Soient a et b deux réels strictement positifs (dire pourquoi on peut supposé

dans la suite @ > b), on définit les 2 suites w et v par :

Uy, + Up,

T,Un_l’_]_ = /UnUn (14.2)

Uy = a,vg =b, Upy1 =

Faire la constuction géométrique qui donne u;,v; a partir de ug = 2,v9 =
1.

Montrer que ces 2 suites sont adjacentes et convergent donc vers une li-
mite commune notée M (a,b) est par définition la moyenne arithmético-
géométrique de a et b

Déterminer le premier n tel que abs(u, — v,) < 10720 lorsque a = 2 et
b=1
Calculer M(2,1) avec une précision de 1020,
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14.5.2 La solution

— On obtient :

lorsqu’on tape :
O:=point (0);
AQ:=point (2);
BO:=point (1);
Al:=milieu (A0,BO);
:=cercle (A0,BO0) :;C
c:=cercle(point (0),Al) :;affichage(c,1l+ligne_tiret);
:=inter(c,C);
k:=cercle(0,T[1]-0) :;k;
Bl:=inter_unique (segment (A0, B0),k, affichage=quadrant?2) ;
Ona:OT?=0B? = 0By x OAy = ab
Up + Vp — 2\/“’”1}” _ (\/an — \/En)2 >0
5 =

— Up+1 — Untl =
donc pour tout entier n > 0, u, > vy,

— Upy1 — Up = 257 < 0 La suite u est donc décroissante

— Up41—Un = \/UpUn —Vpn = /UnVy—v, = 0 La suite v est donc croissante

. . Up + Up
Les suites w et v sont donc convergentes et puisque u,+; = ———— par passage

a la limite on en déduit qu’elles convergent vers la méme limite notée M (a, b).

Ou bien, on remarque que :
Un + Up Up — Un

Un+1l — Unt1 < Uptl — Up = 9 — Un 9
) Donc 0 < uy, — vy, < #0570

On remarque que :

Vab < M(a,b) = M(b,a) < 9%;9 et

pour toutk > Oona M (k*a,k*b) =k= M(a,b)

On peut donc supposer b = 1 eta > 1.
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On a aussi pour tout entier n > 0 :

Vab < v, < up < “TH’U%;I—U%H :Wdonc
Uptl — Uptl = % < K(uy — vy)? avec K = 8\}%.
Ona:

K <9%1072u; = 1.5,v1 = v2donc 0 < ug — vy < 9% 1072
us — v < (9% 1072)% < 8% 1074

uz —v3 < (9% 1072)7 < 5% 1078

ug — vy < (9%1072)2 "1 < 3510716

us —v5 < (9%1072)2 "1 < 4% 10733

On fait les calculs soit avec un tableur, soit avec un programme.

— On ouvre un tableur pour calculer M(2,1) et on trouve que : us = vs =
1.456791031046906869186431 Avec Digits:=34ona:
vs = 1.4567910310469068691864323832650814 et
us = 1.4567910310469068691864323832650824

— On ouvre un éditeur de programme et on tape :
aritgeo(a,b,eps) :={
local n,u,v,u0;

u:=a;
v:i=Db;
n:=0;

tantque u-v>eps faire

ul:=u;

u:=(utv)/2;

vi=sqgrt (ul0*v)

n:=n+1;

ftantque;

print (n);

return u;

bei
On tape :
aritgeo(2,1.,1e-20)
On obtient :
1.456791031046906869186431,5
On peut tracer la fonction aritgeo (x,1.,1e-2) [0], pour cela on tape (on
commente print (n) dans aritgeo):

plotaritgeo (n) :={

local j,L;

L:=point (0);

pour j de 0 jusque n faire
L:=L,point (j+ixaritgeo(j,1.,1e-2));
fpour;

retourne L; }:;

14.5.3 Relation entre M (a,b) et les intégrales elliptiques

Il se trouve que la convergence est tres rapide. Le calcul de cette limite en
fonction de a et b n’est pas trivial au premier abord. Il est relié aux intégrales
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elliptiques, plus précisément on peut construire une intégrale dépendant de deux
parametres a et b et qui est invariante par la transformation F'(x,y) = aT*b, vab:

I(a,b) =
V(a? +2)(b? + 12)
On a en effet
b Foo d
1) = 1052 Vab) = [ -
\/ ((%2)2 + u2)(ab + u?)
On pose alors
1 ab
= (t— ), ¢
oll t — w est une bijection croissante de ¢ €]0, +o0] vers u €] — 0o, +0o0], donc
400 21 2
\/ 2 4 1/4(t — ab/t)2)(ab+ 1/A(t — ab/t)?)
. dt — I(a,b)

0 V(a2 +t2) (b2 + 12)

Lorsqu’on est a la limite | = M (a, b), le calcul de I(l,1) est explicite

Too dt T

™

M(a,b)

On peut transformer /(a, b) en posant ¢ = bu

donc
I(a,b) =

fapy=2[ du _ du
Tl ¢<a2+b2u2><1+u2>‘a o I+ (b/a)2u?) (1 +u?)

Puis en posant u = tan(z) (du = 2)dzx)

I(a,b) / 1+ tan(z
14 ( b/a2tan( )2

et enfin en posant tan?(z) =

1— sma:2

I(a.0) /\/1— - sm(a:)ZdI

Si on définit pour m < 1

=
2
Il
s
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alors on peut calculer K en fonction de I, en posant m = 1 — b%/a? soit b2 /a? =
1—m

Km) = @, avl =m) = o o —m) 2T =)

Donc pour z et y positifs

K((m—y)Q): s _ T _ T _T Tty
Ty aM(1,\/1— (i2)2) ML F5VEy) 2 M (5, ay) 4 M(ay)
et finalement N
T T4y
M($,y) = Z D)
o
K (7))

etsi k? =1 —mavec k €]0,1]

KK(m) = /2 (14.3)
0

dx T
J1—msm(z)?  2M(1,v/I—m)

14.5.4 Application : calcul efficace du logarithme.

On peut utiliser la moyenne arithmético-géométrique pour calculer le loga-
rithme efficacement, pour cela on cherche le développement asymptotique de K (m)
lorsque m tend vers 1. Plus précisément, on montre que pour k < 1/2:

4 In 4 1 9 1 1
K—In(= o T T S
| n<k>’§k <3/4+¢§/2+¢§+96+20 (3/4+\/§/2+6)n(k)>

(14.4)

que I’on peut réécrire

\m ~In (2) | < k%(3.8 — 0.81In(k)) (14.5)
La formule (14.5) permet de calculer le logarithme d’un réel positif avec (presque)
n bits lorsque & < 27"/2 (ce A quoi on peut toujours se ramener en calculant le
logarithme d’une puissance 2""-ieme de x ou le logarithme de 2™z, en calculant
au préalable In(2)). Par exemple, prenons k = 2727, on tape avec comme configu-
ration 24 digits : M (1, 2"-27)=Ml:=aritgeo (1,27-27.,1e-20)

on trouve pour M1 (en 8 itérations puisque n=8): 0.7814414037633092672168387e-1

On a, avec une erreur inférieure 2 19 x 27°4 = 1.1 x 1071°

o T _ T
~ 2In(229)  581In(2)’

M(1,2727) = M,

On peut donc déduire une valeur approchée de 7 de celle de In(2). Par exemple si
on prend comme valeur de 7 :

3.141592653589793238462642 On obtient comme approximation de In(2),
On tape evalf (pi) / (58%M1)

On obtient 0.6931471805599453185580364

alors que Xcas donne comme valeur de In(2),
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0.6931471805599453094172324
On remarque que 1’erreur est inférieure 4 1.1 x 10715,

Si on veut calculer les deux simultanément, comme les relations entre In et 7
seront des équations homogenes, on est obligé d’introduire une autre relation. Par
exemple pour calculer une valeur approchée de 7 on calcule la différence In(229 +
1) — In(227) dont on connait le développement au premier ordre, et on applique la
formule de la moyenne arithmético-géométrique. Il faut faire attention a la perte de
précision lorsqu’on fait la différence des deux logarithmes qui sont tres proches,
ainsi on va perdre une trentaine de bits, il faut grosso modo calculer les moyennes
arithmético-géométrique avec 2 fois plus de chiffres significatifs.

L’intérét de cet algorithme apparait lorsqu’on veut calculer le logarithme avec
beaucoup de précision, en raison de la convergence quadratique de la moyenne
arithmético-géométrique (qui est nettement meilleure que la convergence linéaire
pour les développements en série, ou logarithmiquement meilleure pour I’exponen-
tielle), par contre elle n’est pas performante si on ne veut qu’une dizaine de chiffres
significatifs. On peut alors calculer les autres fonctions transcendantes usuelles,
telle I’exponentielle, & partir du logarithme, ou les fonctions trigonométriques in-
verses (en utilisant des complexes) et directes.

On trouvera dans Brent-Zimmermann quelques considérations permettant d’amé-
liorer les constantes dans les temps de calcul par rapport a cette méthode (cela né-
cessite d’introduire des fonctions spéciales 6) et d’autres formules pour calculer
.

14.6 L’intégrale d’une fraction rationnelle

2 dt
I:/
1— ¢4

S / sin(x)? dx

cos(2x)

1. Calculer :

2. En déduire :

Avec Xcas les réponses sont immédiates.

On tape :

integrate (t"2/(1-t"4),t)

On obtient :
1/-2xatan(t)+1/4*log(abs(t+1l))+1/-4x1log(abs(t-1))
On tape :

I:=integrate(sin(x) "2/ (cos (2%x)),x)

On obtient :

(x/ (=2*2)+ (log(abs ((tan(x/2))"2-2xtan(x/2)-1)))/8+
(log(abs ((tan(x/2))"2+2*tan(x/2)-1)))/-8) %2

On tape :

lncollect (I-x/2))

On obtient :

—-(1/4+log(abs((tan(x/2))"2+2*tan (x/2)-1)))

Mais comment détailler ?
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— Pour la question 1/, on décompose la fraction ratonnelle :
t2 dt
1—t4
On tape :
partfrac(T/ (1-T"2))

On obtient :

1/ (=2%(T+1))+1/ (=2% (T-1))

soit :

1/-2%(£"2+1))+1/ (-2% (£"2-1))

On tape :

partfrac(l/ (-2« (t"2-1)))

On obtient :

1/ (4% (t+1))+1/ (4% (t-1))

donc :

2/ (1-t74)=1/(£"2)+1/ (4% (£+1) ) +1/ (4% (t-1))
On intégre chaque morceau pour obtenir (K étant une constante arbitraire) :
-1/2xatan(t)+1/4x1ln(abs((t+1)/(t-1)))+K

On adonc:

I:=-1/2xatan(t)+1/4*1n(abs ((t+1)/(t-1)))+K

— Pour la question 2/, on transforme (sin(z)?/ cos(2  x)).

On tape :

texpand (sin(x) "2/cos (2xx))

On obtient :

(sin(x))"2)/ (2*xcos (x)"2-1)

On tape :
trigtan((sin(x))"2)/(2+xcos(x)"2-1))

On obtient :

(—((tan(x))"2))/ ((tan(x))"2-1)

On tape :

subst (quote (integrate ( (- ((tan(x))"2))/
((tan(x))"2-1),x)),x=atan(t))

On obtient :

integrate ((—(t"2))/((£t"2-1) % (1+t"2)),t)
c’est a dire I’intégale calculer en 1/.

On adonc :

-x/2+1/4%1n(abs ((tan(x)+1)/(1-tan(x))))+K
J:=subst (I, t=tan(x))

enposant 7' = t2 :

14.7 Décomposition d’une fraction rationnelle et idendité
de Bézout

Pour intégrer une fraction rationnelle on nous apprend qu’il faut décomposer la
fraction rationnelle en éléments simples. Pourtant un logiciel de calcul formel pro-
céde autrement quand le dénominateur a des racines multiples : il utilise 1’identité
de Bézout.

On peut utiliser I’idendité de Bézout pour les polyndmes (calculé avec Xcas) pour
trouver la décomposition d’une fraction rationnelle.
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Exemple 1
Donner le détail des calculs avec I’idendité de Bézout pour trouver la décomposi-
tion de :

1
(22 —1)%(x +2)
On tape :
egcd ((x-1) "2% (x+2), (x+1)"2)
On obtient :
[1,2-x,4]

Donc (z —1)?(z+2)+ (2—2)(z +1)2 =4
En divisant cette égalité par 4(x? — 1)(x + 2) on obtient :
1

1 2—x
4(x +1)2 * 4z —1)2(z+2) (22 —-1)2(z+2)
Donc :
1 B 1 n 1+1—-2
(22— 1)2(z+2) 4@+1)2  4(z—-1)%(z+2)
1 1 1
(22 —1)2(x+2) 4(z+1)2 + 4z —1)2(x+2) 4z—1)(z+2)
On pose
B 1
4z +1)2
B=-
4(x —1)(x + 2)
1
¢= 4(z —1)%(z +2)
212z 12 =A+B+C
On tape :
egcd ((x-1),x+2)
On obtient :
[1,-1,-3]

Donc (x —1) — (x +2) = —3, en divisant cette égalité par 12(x —1)(x+2) ona:
1 1 1
B=—

4z —1)(z+2) 12%(x+2) 12x%(z—1)
On tape :
egcd((x-1)"2,x+2)
On obtient :
e 1 1 341
—x
Donc'lc_él*(:c—i—?)*(x—l)z _56*(ﬂz+2)+36*(x—1)2 B

36%(x+2) 36%(x—1) * 36 % (z —1)2
Ce qui donne (1/12+1/36=1/9) :

1 1 1 1 1

@ 12@+2) 942 9a—1) 12@-12 dz+1)?

On vérifie en tapant :

partfrac (1/ ((x"2-1)"2* (x+2)))

On obtient :

1/ ((=14x)72%12) =1/ ((=14+x)*9)+1/ ((1+x)"2%4)+1/ ( (2+x) *x9)
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Exemple 2
Décomposer la fraction rationnelle :

Solution
Ona:
x° _ 1
x> —1 +x5—1
On tape :
partfrac(l/ (x"5-1))
On obtient :
1/ ((=14x) *#5)+ (-4-3%x-2+x"2-x"3) / ((1+x+x"2+x"3+x"4) x5)
On tape :
exp (1x2*pi/5)
On obtient :
(sgrt (5)-1) /4+ix (sqrt (2«sgrt (5)+10)) /4
On tape :
exp (ix4*pi/b)
On obtient :
(- (sqgrt (5)+1)) /4+i* (sqrt (-2+sqgrt (5)+10)) /4
On tape :
a:=(sqrt(5)-1)/4;
c:=—(sqrt(5)+1)/4;
P(x):=(x"2-2a»x+1
On obtient :
2+x-x+sqrt (5) +2xx"2) /2
On tape :
Q(x) :=(x"2-2c*x+1)
On obtient :
2+x+x*sqrt (5) +2xx"2) /2
Ou bien
On cherche p et ¢ pour avoir :
M+pr+a2®)x(1+qgr+2?) =1+ +22+23+ 24
On tape :
symb2poly ( (l+p*x+x"2) * (1+g*x+x"2))
On obtient :
polyl[l,p+qg, 2+p*q, ptq, 1]
On tape pour avoir [1,p+q,2 +p*xq,p+¢q,1] =[1,1,1,1,1] :
simplify (solve ([p+g=1,p*g=-1], [p,ql))
On obtient :
[[(1+sgrt(5)) /2, (1-(sqrt(5))) /2], [(1-(sgrt(5))) /2, (1+sqrt(5))/2]]
On tape pour définir P(z) et Q(z) :
P(x):=(x"2+(l-sqrt (5)) /2*x+1
Q(x) :=(x"24+ (1l+sqgrt (5)) /2xx+1
—4—3%xx—2%2>—23

On décompose (tzta2+8+a0) %5 sans utiliser Bézout
r+axl+adtux

On a donc :
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—4—3xx—2%2>—2° _Axx+B Cxx+D

51+x+22+a3+24) P(x) Q(x)

Siz=0alors —4=B+ D

En multipliant par = puis en faisant tendre vers I’infini on a :

—1+A+C

On tape :

(A*x+B) /P (x)+ ((-A-1/5) *x+ (-B-4/5)) /Q(x) -
(—4-3%x-2*x"2-x"3) / ((1+xX+x"2+x"3+x"4) *5)

On obtient :

(Axx*xsqrt (5) =5*x"2+x"2xsqrt (5) +10xBxx*sqrt (5) +10*xAxx"2xsqgrt (5)) /
(104+10*x+10*x"2+10*x"3+10xx"4)

On tape :

N(x) :=4*xx*sqrt (5
10xA*x"2*xsqgrt (5)
subst (diff (N(x))
On obtient :

dxsqgrt (5)+10xBxsqrt (5)

On tape :

B:=-2/5

N (B)

On obtient :

(=20+4xsqrt (5) +40*A*xsqgrt (5)) /25

On tape :

solve (-20+4*sqgrt (5) +40%xAxsqgrt (5)=0,4)
On obtient :

[ (-1+sgrt (5))/10]

On tape :

A:=(-1+sgrt(5))/10
C:=-A-1/5doncC:=(-1-sqrt (5)) /10
D:=-B-4/5doncD:=-2/5

—4—3%xx—2x2%— 23 _Az+B Cx+D
(I+z+a22+23+24) x5  P(x) Q(x)

—4—1—(—1—1—\/5)*:6 n —4+(—1—(\/5))>k:1;
5% 2+ (—(WVB) + D) sz +2%22) 5% (2+(VE+1) sz +2%22)
—4—3%xzx—2%x2%— 23

On décompose Otzt22 78 1205 en utilisant Bézout
X xr X X *

) —5*xx"2+x"2xsqrt (5) +10xBxxxsqrt (5) +

, x=0)

On pose :

Alx)=(—4—-3xx—2%2%2 —2%)/5etona:
Px)*Q(z) =14z + 2%+ 2° + 2*

On tape (rappel) :

P (x) :=2+x—-x*sqrt (5) +2xx"2) /2
Q(x) :=2+x+x*sqrt (5)+2xx"2) /2
A(x) :=(-4-3%x—2*x"2-x"3)/5

(u,v) :=abcuv (P (x),0(x),1)

On obtient :

[1/2%x1/ (sgrt (5)) * (1+sgrt (5)+2xx),1/2x1/ (sqgrt (5)) * (=1+sgrt (5) —2xx) ]
On tape :
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(gl, rl) :=quorem((-4-3+x-2xx"2-x"3) /5%v,P (x))

On obtient :

[ (2%xsgrt (5) +2xx*sqrt (5) +x"2*sqgrt (5)) /25, (-4-x+x*sqrt (5))/10]
On tape :

(g2, r2) :=quorem ( (-4-3+x-2xx"2-x"3) /5%u, Q(x))

On obtient :

[ (—2%sgrt (5) —2xx*sqrt (5) —x"2*sqrt (5)) /25, (-4-x—-x*+sqrt (5)) /10]
On tape :

simplify (gl+g2)

On obtient :

0

On tape :

simplify (rl/P(x))

On obtient :

(=4-x+x*xsqrt (5) )/ (10+5%x=5*xx+xsqrt (5) +10*x"2)

On tape :

simplify (r2/Q(x))

On obtient :

(m4-x-x*xsqrt (5) )/ (10+5%x+5*xx+xsqrt (5) +10*x"2)

Puisque :

ux P(x)+v*xQ(zx)=1ona:

Alz)x1  A(z)(ux* P(x) +v*Q(x))

P(2)Q(z) P(2)Q(z

Alz)*1  vA(z)  uA(x)

P()Q(x)  Plx) Q=

M—ql—kqQ—Fi—i—ﬁ

P(z)Q(x) P(z)  Q(x)

Donc :

—4—3xx—2%xx—23 —4—z+2V5 —4—z—25

5(1+a+a22+a3+a) 10+ 5z — 5275 + 1022 10 + 52 + 5zv/5 + 1022
D’ot1 le résultat :

z° 1 —4—z+2V5 —4—x—xV5
So1 -t + 2 2
25— 1 5(=142z) 10+ 5z — 52v/5 + 1022 10 + 52 + 52/5 + 10z
Application
25
Iculer I = .
Calculer o

Onal =1 +1Iy/5+ I3/5 avec :

1 In(|z — 1))
L= |0+ dr=2+—" "V
1 /( +5(x_1))a: T+ 5

En posant k = /5 — 1 (ona k? < 16) :
—4—z+zV5 —4 + ko
I, = d

r= | ————————dx
2+ 2 — Vb + 222 2 — xk + 222

+ cste

Ona:

—4+kr =k(dx — k) /4 + k*/4 — 4 = k(4x — k) /4 + (kK? — 16) /4,

2 —xk+ 222 =2(x — k/4)?) +2 — k%/8 = 2((x — k/4)? + (16 — k?)/16) et

/ 1 1 t V16 — k2
dt = _, atan (&) aveca = ————
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I_/ —4 + kx dm_/ k(4w — k) dﬁl/ k? — 16 e
2T 2—ak+222 T ) 42 —ak+222)  2) (x—k/4)2+ (16 — k2)/16

k V16 — k2 4o — k
I = = In(|2 — xk + 22°|) — ———— atan (—= k=+v5-1
2= 7 n(|2 — zk + 2z7|) 5 aan(m) avec V5
En posant [ = —/5 — 1 (on a aussi /2 < 16) :
16 — 12 4z —

{

——  atan(———=)avecl = —v5 -1
2 (\/16—l2)

Doncaveck=+v5—1letl=—/5—1,0ona:

!
Iy = 7 In(12—al+ 21%)) —

V16 — k2 dxr — k

In(|lz —1]) &k
# ) D k202 Y

5

I==x )_|_

l

1 V16 — (2 ot dz — |
4

h’l(|2—$l+2x2’)— 9 an(\/ﬁ

)
Directement, on tape (en mode réel) :

int (x*5/ (x~5-1))

On obtient :

x+sqrt (5) *1n (x"2+ (1-(sqgrt (5))) *x/2+1) /20—

sqrt (2) *sqrt (5+sgrt (5) ) ratan ( (x— (sqrt (5)-1)/4)/
((sgrt (2+«sqrt (5)+10))/4))/10+1n(abs(-1+x))/5-

sqgrt (5) x1n (x"2+ (1+sgrt (5)) *x/2+1) /20—

sqrt (2) xsqgrt (5-(sqrt (5)) ) xatan ( (x+ (sqgrt (5)+1) /4)/
((sgrt (-2+*sqrt (5)+10))/4))/10-1n (1+x+x"2+x"3+x"4) /20

14.8 Intégrale d’une fraction rationnelle et idendité de Bé-
zout

Pour intégrer une fraction rationnelle on nous apprend qu’il faut décomposer la
fraction rationnelle en éléments simples. Pourtant un logiciel de calcul formel pro-
céde autrement quand le dénominateur a des racines multiples : il utilise I’identité
de Bézout.

14.8.1 Exemples

Exemple 1
Intégrer
25 +2
(@3 +1)2
On cherche d’abord la partie entiere qui est ici 1.
On tape :
normal ( (x*6+2) / (x"3+1)"2-1)
On obtient :

(=2%x"3+1) /(2" 6+2xx"3+1)
On va calculer la primitive de N/P? avec N = —2% 2% + let P = 2% + 1.
On cherche U et V vérifiant UP + V P’ = N puis on calcule :

/N = / +/ —, en intégrant le 2iéme terme par un intégration pa
— = V n inteer 1€m T I une 1 ratio I
PQ P P2 g g p
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parties.
On a donc :
/ NV n / U+Vv’

P2 P P
On tape :
abcuv (x"3+1,3x"2,-2*x"3+1)
On obtient :
[1,-x] N

. x

101U—|—V’:Odonc/P2:363+1
Donc ;
/ 284+ 2 d n

= " =4+ ——

(23 41)2 341
Si on fait la décomposition de la fraction rationnelle, on doit intégrer :

—z+1 1
1
+ 3(xz+1)2 * 22 —x+1)2 + —3(x2—xz+1)

Exemple 2
Calculer

/_JUQde
(4 +1)2

On va calculer la primitive de N/P? avec N = —z? + 1et P = o* + 1.
On cherche U et V vérifiant U P + V P’ = N puis on calcule :

N U P
/ P2 = / 2 + / Vﬁ en intégrant le 2ieme terme par une intégration par par-

ties.

On a donc :

NV n / u+Vv’
P2 P P

On tape :

abcuv (x"4+1,4x"3,-x"2+1)

On obtient :

[-x"2+1, (x"3-x) /4]

Donc :

/ —z?+1 —d+ /—x2+1—|—3x2/4—1/4 —d+x
—dr = + de = ————
(x4 +1)2 xt 41 xt 41 x4+ 1

/ —z? + 3d
—dzx.
4zt + 4

2
Il reste a intégrer / P en décomposant cette fraction rationnelle.
T

Ona:

—22+3  22v2+43 —22v2 +3

ri4+4 2224252242 222 —22/2 42

etona:

/ 22v2+3 d:t—/ 22v/2 12 dx+/1 dzx
222 + 21v/2 + 2 202 + 21V/2 + 2 (zvV2+1)2+1

2xv2 + 3

/ T2+ dzr =vV2xIn(z> + V2 x +1)/2 + atan (zv2+1)/V2et
222 4+ 202 + 2

en changeant z en —x :

—22v2+ 3
/ 207 — 20212 V2xln(a® —2v2+1)/2+ atan (~2v2+1)/V2
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Finallement on a obtenu :

/—x2+1 _—a:3+m+1/4( 20v/2 + 3 222+ 3
202 + 2% 22+ 2 222 — 222+ 2

(4 +1)2 S
V2xIn(z? — 2v/2 +1)/2 + atan (—zv2 +1)/V2)

On vérifie et on tape :

int ((1-x72)/ (1+x74)"2)

On obient :
((=(sqrt(2)))*1n(x"2+ (- (sqrt(2)))*x+1))/8+

(sgrt (2) xatan (sqrt (2) *x-1)) /8+

(sgrt (2) *1n (x"2+sqgrt (2) *x+1)) /8+

(sgrt (2) xatan (sgrt (2) *x+1) ) /8+ (=x"3+x) / (4% (x"~4+1))

14.8.2 Exercices

1. Calculer une primitive de :

T
2 -4
Sans Xcas
Onapourz # —2etx # 2:
x3 x(z® —4) + 4z 4x
= =2z
2 -4 2 -4 2 -4
Donc :
23 2
/ o 4d:1: 5 +21In(jz° —4|)
Avec Xcas
On tape :
partfrac (x"3/ (x"2-4))
On obtient :
X+2/ (-2+x)+2/ (2+x)
On tape :
int (x+2/ (-24+x)+2/ (2+x))
On obtient :

x"2/2+2*1n(abs (2+x))+2x1n (abs (-2+x))
Ou on tape directement :

int (x*3/(x"2-4))

On obtient :

X"2/2+2x1n (abs (-4+x"2))

2. Calculer une primitive de :

)
(z+ 1)
Sans Xcas
Onapourz # —1:
342 3z +4 3 1
=zr—-24+ ———=x-2+ -

(z+1) (z+ 1) (z+1)  (z+1)?
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Donc :
3 2

/md@«: o~ 20+ 3hn(j+ 1)) - 9311
Avec Xcas
On tape :
partfrac ((x"3+2)/ (x+1)"2)
On obtient :
x—-2+1/ (x+1) 243/ (x+1)
On tape :
int (x—-2+1/ (x+1) ~"2+3/ (x+1))
On obtient :

-1/ (1+4x) -2*x+x"2/24+43*1n (abs (1+x))

Ou on tape directement :

int ((x7342)/ (x+1)"2)

On obtient :

=1/ (1+x) -2xx+x"2/2+3*1n (abs (1+x))
3. Calculer une primitive de :

z+1
x(zr — 2)2
Sans Xcas
Onapourz # Oetx # 2:

r+1 a . b +E
r(r—2)2 (z—-2)2 x-2) =

On trouve : ¢ = 1/4, a = 3/2 et si on fait tendre x vers +00 b+ ¢ = 0 ce

qui donne :
zx+1 3 _ 1 +i
r(r—2)2  2x-2)2 4(x-2) 4x
donc :
r+1 -3 1 1
de = ——In(jJz—2|) + -1
[ st = gy — 3nllz =20 + ()

Avec Xcas
On tape :
partfrac ((x+1)/ (x* (x=2)"2))
On obtient :
1/ (x%4)+3/ ((x=2) "2%2) =1/ ((x-2) x4)
On tape :
int (1/ (x%4) +3/ ((x=2) "2x2) -1/ ((x=2) x4))
On obtient :

-3/ ((-2+x)*2)+1ln(abs(x))/4-1n(abs (-2+x)) /4
Ou on tape directement :

int ((x+1) / (x* (x-2)"2))

On obtient :

-6/ (4*x-8)+1ln(abs(x))/4-1n(abs (x-2)) /4
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4. Calculer une primitive de :

(2% —1)(z3 + 3)
2z(1 4 x)

Sans Xcas
Onapourz # Qetx # —1:

(22 =) (x3+3) (z—1)(2*+3) 2*—2%+3zx-3)

2z(1 + x) 2z 2x

Donc :
(22 —1)(23 + 3) 2 3r 3
d — - — 4+ — — =1

/ wita) W= g "6 T gl
Avec Xcas
On tape :
partfrac ((x"2-1) * (x"3+3) / (2x* (1+x)))
On obtient :

(24-8%x"2+8%x73) /16-3/ (x*2) On tape :
int ((24-8%x"2+8%xx"3)/16-3/ (x%x2))
On obtient :
-3%1n(abs (x))/2+ (24*xx-8xx"3/3+2*xx"4) /16
Ou on tape directement :
int ((x°2-1) * (x"3+3) / (2x* (1+x)))
On obtient :
(-3%1n(abs (x))+3*x—x"3/3+x"4/4) /2
5. Calculer une primitive de :
41
z(zx—1)3
Sans Xcas
Onapourz #0etx # 1:
' +1  (z— 1)+ 2(4— 6z + 42?)

r(x—1)3 z(zx—1)3
— 2 4(r — 1)2 —_
1_14_4 6x + 4z :1_1_'_ (x—1)"+2(z H+2
x (x—1)3 x (x —1)3
Donc :
ot +1 1 4 2 2
B R
oz — 1) P P S P DAL P I

Donc :

[ =2 el + 4l 1) - 2 1
—— S a4 = I — 1IN |\T n\|r — — —
x(z—1)3 (x—1) 2(z-1)?

Avec Xcas

On tape :

partfrac ((x"4+1)/ (x* (x—1)"3))
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On obtient :

1-1/x+2/ (-14x) *3+2/ (-1+x) *"2+4/ (-1+x)

On tape :

int (1-1/x+2/ (-1+x) 342/ (-1+x) "2+4/ (-1+x))
On obtient :

-2/ (-1+x)-1n(abs (x))+4*x1ln(abs (-1+x)) -2/ ((-14+x) "2x2) +x
Ou on tape directement :

int ( (x™4+1) / (x*x (x-1)"3))

On obtient :

-1ln(abs(x))+4*1n(abs (-1+x) )+ (1-2*x) / (1-2*x+x"2) +x

14.9 Intégrale et série

14.9.1 La série de terme général ]%

n
1. On considere la suite u,, = Z —5 pour i > 0.
j=1

n+1
Montrer que u,, converge en comparant u,, a I’intégrale /1 t—zdt.

2. Soit a > 0. Montrer que la fonction f définie par :
f(x)=2%«In(z)siz >0et f(0)=0
est continue sur [0; +00]
1
Calculer [, f(t)dt

3. Montrer que la fonction g,, définie par :

2n+1 1
gn(:c):x27*n(x)siaf>06tx7é1
e —1

peut se prolonger par continuité sur [0; +oo[

4. Onpose I, = fol gn(t)dt.
Calculer 1,41 — I,

5. Montrer que I,, est convergente et déterminer sa limite.
En déduire la valeur de I en fonction de la limite de wu,,.

Correction

1. Pour pour j > 2 etpourt € [j — 1;j[ona1/j% < 1/t* donc :

1 1 "1
unzz,221+z,2<1+/ —dt
o = 1t
doncun<1—%+1:2—%
La suite u,, est croissante et majorée donc elle est convergente de limite [
etonal < 2.

2. On tape :
assume (a>0) ;
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14.9.2

limit (x"axlog(x),x=0)

On obtient :

0

On tape :

ibpu(x*axlog(x), log(x))

On obtient :

[ (x*(a+l) *log(x))/ (a+tl), (- (x"(a+l)))/ (a*x+x)]
On obtient :

-1/ (a+1) "2

. On tape :

g(n,x):=(x"(2+«n+1) xlog(x) )/ (x*2-1)
limit (g (n,x),x=1)

On obtient :

1/2

On tape :

limit (g (n,x),x=0)

On obtient :

0

On tape :

Incollect (normal (g (n+l,x)-g(n,x)))
On obtient :

((x(2*n+3) —x" (2*n+1) ) *log (x))/ (x"2-1)
On tape :

int (x* (2xn+1) xlog(x),x,0,1)

On obtient :

-1/ (2*xn+2) "2

Onapour0 <z <1:

0 < gn(x) < %7 /2 car x x log(z)/(2® — 1) < 1/2
Donc :

Liv1— I, =—1/4%1/(n+1)?

donc :

In:—1/4*un—|—fo

Onadonc Iy =1/4

(1) o LT

les séries de terme général Pyl 7

On considere I'intégrale I, = [, tan(z)"dx

1.

5.

. Montrer que [, ~

Montrer que la suite I, est convergente et calculer sa limite quand n tend
Vers +oo.

Calculer I, + I, 49.

1

~ g

(=1)7
25+1

—1)i-1
Calculer la somme de la série de terme général %

Calculer la somme de la série de terme général

Correction
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. Siz e [0,7/4],ona0 < tan(z) < 4z/7Ona0 < tan(z) carx € [0, 7/4]

On étudie la fonction g(x) = 4x/m — tan(x) ou

on fait un graphe et on tape :

plot ([tan(x),4x/pi],affichage=[1,2])

Donc : .

I, < (4/7)" [;F 2™dx On tape :

assume (n>=0), (4/pi) *nxint (x"n,x=0..pi/4)

On obtient apres simplification :

n,pi/ (4+4+n)

Quand n tend vers 400, /(4 + 4 x n) tend vers 0, donc I,, converge vers
0.

. On tape :

int (tan(x) *n* (1l+tan(x)"2),x,0,pi/4)

On obtient :

1/ (1l+n)

I, + I, 2 est simple & calculer avec le changement de variable :
t = tan(z) et dt = (1 + tan(z)?)dx

. Sur]0,7/4[onatan(z) < 1doncona:

In+2 < In < In—2 )

nlpto < nl, < nl,_set

n(Inso + 1) < 2nly, < n(l,—o + I,)

Onsaitque I,,_ o+ I, =1/(n—1)etl, + I 1o =1/(n+1)
Doncona:

n/(n+1) <2nl, < (n—2)/(n—1)

Quand n tend vers l'infini n/(n + 1) et (n — 2)/(n — 1) tendent vers 1,
donc :

quand n tend vers I’infini 2n 1, tend vers 1 puisque ce qui signifie que :

1
I, ~—
"7 on

. Calcul de I,

Ona:
Iy = m/4 Calcul de I, On tape (ou on pose t = cos(z) et dt = — sin(z)dx) :
int (tan(x),x,0,pi/4)
On obtient :
In(2)/2
Calcul de I On tape (ou on a tan(z)? = 1 + tan(z)? — 1 et on pose
t = tan(x) et dt = 1 + tan(x)?dx ) :
int (tan(x)"2,x%x,0,pi/4)
On obtient bien Iy =1 — Iy :
(4-pi) /4
Onal,=1/(n—1)—I,_o donc
(a) sinestpairi.e.n =2p,ona:
Iy, =1/(2p— 1) — Izp—2 donc :
10:7T/4:1—]2:1—1/3+I4:1—1/3+1/5—I(j:....
On adonc :
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Ip=n/4=3,2(~1)F1/(2k — 1) — Iy,

Comme /I3, tend vers 0 quand p tend vers +oc on en déduit que :

Io=m/4=329(-1)""/(2k 1)
ou encore en posant j = k — 1:

Iy = /4 =>1%(~1)7/(2j + 1) On vérifie et on tape :

=0
sum( (-1) "~ (k) / (2k+1) ,k=0..1inf)
On obtient :
pi/4

(b) sinestimpairie.n =2p+ 1l,ona:
Igp+1 = 1/(2])) — IQ;D—l donc

229

L =In(2)/2=1/2—1I3 = 1/2—1/4+15 = 1/2—1/44+1/6—I; = ...

On adonc:
L =1n(2)/2 = S0P (=1)F+1/(2k) — Iopia

Comme I, 1 tend vers 0 quand p tend vers +oo on en déduit que :

I =1n(2)/2 = Y5 (- 1R/ (2k)

ou encore :

21y = In(2) =S4 ()4 /k

On vérifie et on tape :

sum( (=1)~(k+1)/ (k) ,k=0..1inf)
On obtient :

1n(2)

14.10 Intégrales et changement de variables
14.10.1 Exemples

On veut calculer :

3
I1 = / | cos(z — 1) — sin(x)|dz
0

3
12 = /0 |sin(z) — cos(z) — 1]d

Calcul de /1
On cherche le signe de cos(x — 1) — sin(x).
On tape :

assume (x>0 and x<pi);solve(cos(x—-1)-sin(x)>0,x)

On obtient :
%, [ ((x>0) and (x<((pi+2)/4)))]
Donc :

71— f()(w+2)/4 cos(x — 1) — sin(z)dz + f(i+2)/4 sin(z) — cos(xz — 1)dx

I1 = —cos(3) + cos((m +2)/4) — sin(2) + sin((7 — 2)/4)+
cos((m+2)/4) +sin(1) + sin((mr — 2)/4) — 1
Donc :

Il = —cos(3) +2cos((m+2)/4) — sin(2) + 2sin((r — 2)/4) +sin(1) — 1

On vérifie avec Xcas, on tape :
int (abs(sin (x)-cos (x-1)),x,0,3)
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On obtient :
—cos (3)+2xcos ((pi+2)/4)+sin (1) -sin(2)+2xsin((pi-2)/4)-1
Calcul de 12
On sait que :
sin(z) — cos(x) * v/2/2 = sin(z — 7/4)
Donc :
12 =2//(2) [} |sin(z — 7/4) — V/2/2|dx
On pose t = x — /4 et on obtient :
12=2//(2) [* 7" |sin(t) — V2/2]dt
On cherche le signe de sin(t) — v/2/2 = sin(t) — sin(r/4)
Sur [—7/4,7/4] on asin(t) — sin(n/4) <0
Sur [7/4,3 — w/4] on asin(t) — sin(7/4) > 0 (car 3x 7w/4 > 3 — w/4 > 7/2).
Donc :
2=,/(2) 7:{% V2/2 —sin(t))dt + /(2) [ 5/47r/4 (sin(t) — v/2/2)dt
I2=n/2-2/\/(2)cos(3 —m/4) +1— (3 —7/2)
Donc :
I2=m—2/\/(2)cos(3 —7/4) —2 =7 — cos(3) —sin(3) — 2
On vérifie avec Xcas, on tape :
int (abs (sin (x)-cos (x)-1),x,0,3)
On obtient :
—cos (3)-sin(3) +pi-2

14.10.2 Exercices

1. Calculer :

3 /4 3
/ Cf)S(ZL') gz
x4 sin(z)®
Sans Xcas
On a pour z # nm pour n € Z) :
cos(z)®  cos(z)(1 —sin(z)?)  cos(z)  cos(z)

sin(z)® sin(z)® ~ sin(z)5  sin(z)3

Donc en posant v = sin(x) :

/3“/4 cos(x)?’dx iy -1 n 1 ]a::37r/4 ~0
x4 sin(z) 4sin(x)t  2sin(z)2'w="/4

Ou bien en posantt = m — x, on a pour £ # nmw pour n € 7)) :

cos(m — )%  —cos(t)?
sin(m —t)>  sin(t)®
donc le graphe de la fonction
_ cos(x)?
J() = sin(z)°

définie sie ]0, 7| admet une symétrie par rapport au point de coordonnées
7/2,0 = f(m/2) donc pour tout a €]0, pi/2[on a:

% cos(x)®
/a sin(x)? de =0
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Avec Xcas

On tape :

int (cos (x)*3/sin(x)"5,x,pi/4,3*pi/4)
On obtient :

0

On tape :

assume (a>0 and a<pi/2)

int (cos (x)"3/sin(x)"5,x,a,pi-a)

On obtient :
0
. Calculer : /2
™
/ cos.(:z) de
o 1+sin(2x)

Sans Xcas

Ona:

cos(x) cos(z)
1+sin(2z) 1+ 2cos(z)sin(z)
On pose t = tan(x/2) donc dz = 2dt/(1 +t*) etona:

1— ¢
cos(®) 4,9 (1-¢) dt =
1 4+ 2 cos(x) sin(x) (14+t2)2 4+ 4t(1 —t?)
1—¢2
dt
— 43+ 22 + 4t + 1
Donc :
/2 1 1— 2
/ _osl@®) g / ! dt
o 1+sin(2x) o tA—At3 + 22+ 4t + 1
On tape :

partfrac ((1-t"2) /(£ 4-4t"3+2t"2+4t+1))
On obtient :

(-1-(sgrt(2)))/ ((-(sgrt(2))-1+t)"2%4) -
(sgrt (2))/ ((—(sgrt (2))-1+t)*8)+
(=1+sgrt (2))/ ((sqrt (2)-1+t)"2x4)+

)

(sgrt (2))/ ((sqrt (2)-1+t) *8
...... c’est bien compliqué ! ! !'!

On cherche une autre fagon de faire :
Posons :

B ™2 cos(x) . /2 cos(x)
= /0 1+ sin(2x)d B /0 (cos(z) + sin(a;))Qd

En faisant le changement de variables t = 7/2 — z ona:

B /2 sin(x)
= /0 (cos(z) + sin(@))2

Donc :
1

/2
I+1=21I :/ —dx
o cos(z)+ sin(x)
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On fait maintenant le changement de variables ¢ = tan(z/2) ona:
dt = (1 +t?)dz /2.

donc : . .
2 -2
21 = ——dt = —dt
/0 1— 2+ 2t) /0 (t—1)2-2)

Soiten posantu =t — 1:

s /0 -1 J /0 —1( 1 N 1 \d
= —au = U
quz—2 12V2 u—V2  u+V2

=1Lt V2y
2v2 lu—+v2" "
1 V241, V2
I=——In =" In(3+2v2
V3 (\/5_1) 7 )
Avec Xcas
On tape :
int (cos(x)/ (1+sin(2x)),x,0,pi/2)
On obtient :

1/2+1In((1l+sgrt(2))/ (=1+sgrt(2)))/ (sgrt(2))
et apres simplification :
sqgrt (2) x1n (3+2xsqrt (2)) /4

On tape :
2xint ((1-t"2)/(t"4-4t"3+2t"2+4t+1),t,0,1)
On obtient :
sqgrt (2) x1n (3+2xsqrt (2)) /4
On tape :
subst (" integration (1/ (cos (x)+sin(x)),x)’,x=2*xatan (t))
On obtient :
integration (-2/ (-1-2*t+t"2),t)
3. Calculer :
/”/4 tan(z) — 1
————dx
o tan(z)+1
Sans Xcas

/4 _ w/4
/ Md = / tan(x — 7/4)dx
0 0

tan(x) + 1 v
Donc puisque tan(z—7/4)dx = —(cos(x —m/4)'dx)/ cos(x—7/4) ona:

/W/4 de = [~ In(cos(z — 7/4)]3/4 = —In(2)/2
0

tan(z) + 1
Avec Xcas
On tape :
int ((tan(x)-1)/(tan(x)+1),x,0,pi/4)
On obtient :

-1n(2)/2
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4. Calculer :
vy 1 d

/0 cos(x)* + sin(z)4 v
Sans Xcas
Soit

fl@) = :

~ cos(z)* + sin(z)4

Ona:

sin(z + 7/2) = cos(x) et cos(x + 7/2) = — sin(x)

Donc f(z + pi/2) = f(z)

sin(z — w/2) = — cos(x) et cos(x + 7/2) = sin(x)

Donc f(z — w/2) = f(x) i.e. le graphe de f est symétrique par rapport &
la droite z = 7 /4.

Donc :

T 1 w/4 1
/ - dr = / - dz
o cos(z)* + sin(z)4 o cos(x)t + sin(x)?

Ona:
cos(x)* + sin(x)* = (cos(z)? + sin(x)?)? — 2sin(x)? cos(x)? =
1 —sin(2z)2%/2

™ 1 m/4 1 1
/0 cos(z)* + sin(z)4 do = 2\/5/0 V2 + sin(2z) * V2 — sin(2z)

On pose t = tan(x) dt = (1 + t2)dx et sin(2x) = 2t/(1 + t2)
On a donc :

/4 1 1
2\@/0 V2 + sin(2x) * V2 — sin(2x)

! 1 ! 1
2\/5/0 ﬂ(1+t2)+2tdt)+2\/§/0 ﬂ(1+t2)_2tdt):

1 1 1 1
2/ ——  at +2/ — - dt)=
/0152+ﬂt+1 ) 0 t2—+V2t+1 )

1
2int} + 2int} =
0 Ot —v2/2)2+1/2

dr =

1
t++/2/2)2+1/2

[2v/2 atan (V2t + 1) + 2v/2 atan (V2 — 1)]!=}

atan (1) = Oet atan(v/2 4 1) + atan(v/2 — 1) = atan(1/v/2 — 1) +
atan (v/2 — 1) = /2

Donc :

T 1
dr =2
/0 cos(x)* + sin(x)* = Vo

Avec Xcas
On tape :
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int (1/ (cos (x)"4+sin(x)"4),x,0,pl)

On obtient :
sqgrt (2) *pi
. Calculer :
I:/W/Q .COS(JL') ' da
o 6 —>5sin(z) + sin(x)
Sans Xcas
Soit

cos(z)
6 — 5sin(x) + sin(x)?

fz) =

En posant . = sin(z),ona:
du = cos(z)dx,siz = 0alorsu = 0etsix = m/2alors u = 1 donc :

1 1 ! 1
- o [
0 6—bu+u o (u—3)(u—2)
I_/l( 11 \d
a 0 UuU—3 u—2 Y

I =In(]1-3]) —In(]1 —2]) —In(]0 — 3]) + In(]0 — 2|) = 21n(2) — In(3)
Avec Xcas

On tape :

int (cos(x)/ (6-5*sin(x)+sin (x)"2),x%x,0,pi/2)

On obtient :

2+1n(2)-1n(3)

14.11 Intégrales et intégration par parties

14.11.1 Un exemple

On veut calculer pour n € N :

2m
In:/ sin(z)"dx
0

. En intégrant par partie I,, trouver une relation de récurrence entre I, et

I, 9.

. Calculer Iy et 1.
3. En déduire la valeur de I,,.

4. Application :

Calculer = fo% sin(x)16 cos(2z)dz.

. Vérifier le calcul précédent avec Xcas.

. on pose u = sin(x)"~! et dv = sin(z) donc

du = (n — 1) sin(z)" 2 cos(z) et v = — cos(z).
On donc :
I, = [~ sin(z)" " cos(@)]Z" + [ (n — 1) sin(x)" 2 cos(z)?dz

Iy = 0+ [Z7(n—1) sin(z)" (1 —sin(z)?)dz = (n—1)I,—2— (n— 1)1,
On a donc :
nl, = (n—1)I,—2
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Avec Xcas on utilise 1bpu (on indique la valeur de u) ou ibpdv (on in-
dique la valeur de v) et t rigsin pour transformer cos(x)? en 1 — sin(z)?
et on tape :
assume (n, integer)
expand (trigsin (ibpu(sin(x)* (n-1)*sin(x),sin(x) " (n-1),
%x,0,2+pi)))
On obtient :
[0, n+*sin(x)"n-sin(x) " (n-2)+n*xsin (x) " (n-2)+sin (x) "n]
ou on tape
expand (trigsin (ibpdv (sin (x) * (n-1) *sin(x), —cos (x),
%x,0,2+pi)))
On obtient :
[0, n+*sin(x)"n-sin(x) " (n-2)+n*sin (x) " (n-2)+sin (x) "n]
On retrouve donc le résultat précédent :
I,=0+(n—1)I, 92— (n—1)1I,

2. Caleulde Iy : Iy = [;" do = 2
Calculde I, : [} = fo% sin(z)dx = 0
Avec Xcas on tape :
int(1,x,0,2%pi),int (sin(x),x,0,2xpi)
On obtient :
2+pi, 0

3. Puisque nl, = (n — 1)I,_o etque I; = 0 onen déduitque sin =2p + 1
ona:
Iypt1=0
Puisque nl,, = (n — 1)I,,_9 on a donc pour n = 2p :
2p(2p —2)(2p—4)..2x I, = (2p—1)(2p — 3)(2p — 5)...1 x Iy
en multipliant les 2 membres par 2p(2p — 2)(2p — 4)...2 = 2Pplona:
(2Pp!)% x I, = (2p)! * Iy = 27(2p)!

donc
5 — 2m(2p)!
v ()
et
I2p+1 =0
4. Calculde I = fo% sin(x)'6 cos(2z)dx
Ona:

cos(2z) = cos(z)? — sin(z)? = 1 — 2sin(z)? donc
I =1Iig—2Is = Iig— 2516 = e

—167(16)! —
= K = comb(16,8)79 o2

ifactor (comb (16, 8))=ifactor (12870)=2x3"2+x5+%11%x13=2x9%715
I =
frac—715m2 = ;}fﬂ = QT)ZZW donc

—7157

~ 2048

ou on tape :

normal (=16*pix (16) !/ (9% (278%8!)"2))



236

CHAPITRE 14. EXERCICES D’ANALYSE NIVEAU LICENCE 1 ET 2

On obtient :
(-715xpi) /2048

5. Avec Xcas on tape :

int (1,x%x,0,2%pi),int (sin(x),x,0,2+pi)

On obtient :

(-715+pi) /2048

Remarque Xcas effectue ce calcul en utilisant les résidus.

14.11.2 Exercices

1. Calculer [ = fol x2etdr

Sans Xcas

On sait que [ = [ 2%e%dx = (ax? + bx + c)e”

Ona ((az® 4+ bz + c)e*) = (ax? + (b + 2a)x + ¢ + b)e® = z%e®
Donc :

a=1,b=—-2,etc=2

I = [2%%dz = [(2% — 22 + 2)e*]} = e — 2

Ou bien, on intégre par partie :

On pose : u = 2% et dv = e%dx donc du = 2xdx et v = e donc
fol r?etdr = [x%e*]§ — 2 fol retdr = e — 2 fol xe¥dr = e —2J
On intégre encore J par partie :

On pose : u = x et dv = e®dx donc du = dx et v = e* donc

J = fol re¥dr = [ze®|} — fol efde=e—e+1=1

Donc I = fol r?edr = e — 2

Avec Xcas

On tape :

int (x"2*xe"x,x,0,1)

On obtient :

exp(l)-2

Ou on on intégre par parties en donnant la valeur de u ([ udv), on tape :
ibpu (x*2+xe™x,x"2,%,0,1)

On obtient :

[exp (1), —2*xx*xexp (X) ]

On tape :

ibpu([exp(l), 2*«x*xexp(x)]1,2*xx,%x,0,1)

On obtient :

[-exp (1), 2*exp (x)]

On tape :

ibpu([-exp(l),2*exp(x)]1,0,x,0,1)

On obtient :

exp(l)-2

Ou on intégre par parties en donnant la valeur de v ([ udv), on tape :
ibpdv (x"2xe"x,e"x,x,0,1)

On obtient :

[exp (1), —2xx*exp (X) ]

On tape :

ibpdv ([exp (1), —2*xx*xexp(x)],e"x,%x,0,1)

On obtient :
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[-exp (1), 2+ exp (x) ]

On tape :

ibpdv ([-exp (1), 2xexp(x)]1,0,%x,0,1)
On obtient :

exp(1l)-2

Calculer .
I:/ x atan (z)dz
0

Sans Xcas

On pose v = atan (z) et dv = xdx on a donc :

du = dx /(1 + 2?) etv = 2% /2 ce qui donne :

I = [z atan (z)de = [22 atan (z)/2]) — [} 22/(2 % (1 +2?)) =
7/8 — (fLdw — [ dx/(1+a2))/2 = 7/8+ [~2/2 + atan (x)/2]}
Donc :

7 T 1 7 =7 1
“§ 278173
Avec Xcas
On tape :
int (x*atan(x),x,0,1)
On obtient :
(-2+pi) /4

Ou on on intégre par parties en donnant la valeur de u ( [ udv), on tape :
ibpu (x*xatan(x),atan(x),x,0,1)
On obtient :
[pi/8, -x"2/ (2+2%x"2) ]
On tape :
ibpu ([pi/8,-x"2/(2+2%xx"2)]1,0,%x,0,1)
On obtient :
(-4+pi)/8+pi/8
Ou on intégre par parties en donnant la valeur de v ([ udv), on tape :
ibpdv (x*atan(x),x"2/2,x,0,1)
On obtient :
[pi/8,-x"2/ (2+2%x"2) ]
On tape :
ibpdv ([pi/8, -x"2/ (242+x~2)1,0,x,0,1)
On obtient :
(—4+pi) /8+pi/8
Calculer s s

I / z* In(x) dr

1 (2% +1)2

Sans Xcas
On pose u = In(z) et dv = x/(x® + 1)2dx on a donc :
du = dz/zetv = —1/(3(z3 + 1)) ce qui donne :
I = [Pn(z)a?/ (2% +1)%de = [~ In(2)/(3(=® + 1)]3 + J{ 1/(Bx(z® +
1) =
Ona:1/(3z(z3+1)) = (1+2%—22)/(Bx(23+1)) = 1/(3z)—22/(3(z3+
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1))

Donc :

I =—1n(2)/27 + In(2)/3 — [In(23 + 1)/9)? = 81In(2)/27 — In(9)/9 +
In(2)/9

Donc puisque 2'! = 2048 et 36 = 729 on a :

_ 11In(2) 2In(3) _ In(2048) — In(729)

I =
27 9 27
Avec Xcas
On tape :
int (x"2*1ln(x)/(x"3+1)"2,x%x,1,2)
On obtient :

In(2)/9+(8x1n(2)-3*1n(9)) /27

et apres simplification :

1n(2048/729) /27

On tape en faisant une intégration par parties avec ibpu :
ibpu (x*2+1n(x)/ (x"34+1)"2,1n(x),%x,1,2)

On obtient :

[-1n(2)/27,1/ (3*x+3*x"4) ]

On tape :

ibpu([-1n(2)/27,1/ (3*x+3%*x"4)1,0,%x,1,2)
On obtient :

2%x1n(2) /27+(3*1n(2)-1n(9)) /9

et apres simplification :

1n(2048/729) /27

On tape en faisant une intégration par parties avec ibpdv :
ibpdv (x*2+1n (x) / (x*3+1) "2, -1/ (3% (x~3+1)),x,1,2)
On obtient :

[-1n(2)/27,1/ (3xx+3%x"4) ]

On tape :

ibpdv ([-1n(2)/27,1/ (3*x+3+x~4)1,0,%,1,2)
On obtient :

2%x1n(2) /27+(3*1n(2)-1n(9)) /9

et apres simplification :

1n(2048/729) /27

4. Calculer :
4
/ x aZtan () dr
e+ 1
Sans Xcas
Ona:
x* atan () _ (z* — 1) atan (CL‘)+ atan () _ (22—1) atan (2)+ atan ()
2 +1 2 +1 2 +1 2 +1
donc on va chercher les primitives de :
tan (z)
2—1)at tde
(x ) atan (z) et de o

(a) Calcul de I; = [(2? — 1) atan (x)dz. On fait une intégration par par-
ties, on pose :
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u = atan () et dv = (22 — 1)dz, ona
du=dx/(1+ 2% etv = (2*/3 — x) donc :

33—z
I = (2*/3 — ) atan () —//gdaz

1+ a2
3 3 —
On calcule / Mifdx, onax® — 3z = (23 + 2) — 4z donc :

14+
@3-z 2P -3x 2P+ ez 4
14+22  3(1+4+22) 301422 3(01+22) 3 3(1+a2)
donc : ) )
21In(1
L = (2%/3 — 2) atan () — & 4 200 +77)
6 3
(b) Calcul de I / atan (z)
= | ——%dx
2 2 +1
dx
En posant w = atan (z), on a du = poa donc
5 :/ atan (x)dx: atan ()2
2 +1 2
4
t
On trouve donc comme primitives de w :
x4+ 1
2 2In(1 + 22 t 2
(23/3 — x) atan (x) — Ty n(1+a7) + atan (z) + C'ste
6 3 2
Avec Xcas
On tape :
int (x"4*atan(x)/ (x"2+1))
On obtient :

(4*%1n(1+x"2)+3*xatan (x) "2-6*x*atan (x) —x"2+2xx"3*xatan(x))/6

14.12 Relation de récurrence et intégration par parties

1. Calculer )
I = / In(z)
1"
Sans Xcas
On calcule :
Iy = ff In(x)dz = [z *In(z) — z]? = 2In(2) —2+1 = 2In(2) — 1
I = [{In(z)/zdz = [n(z)?/2)? = In(2)?/2 Pour n > 2, on pose

u = In(x) et dv = dz/z"™ donc
du=dzx/zetv=—1/((n—1)z"1).

On obtient :
L In(2) 2 dx B
In= ((n—1)2n—1 +/1 (n—1)an
B In(2) 1 B
b= ((n—1)271 [(n — 1)295”—1]% -
I = In(2) B 1 . 1

(n =121 (n—1)227-
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In(2) DA |
(n _ 1)22n71

Donc par exemple :
Iz —In(2)/2+1/2

Is = —1In(2)/8+ 3/16
I4_—1n( )/24+7/72

Is; = —In(2)/64 + 15/256
AvecXcas
On tape :
int (In(x),x,1,2)
On obtient :
2x1n(2)-1
On tape :
int (In(x) /x,x,1,2)
On obtient :
In(2)"2/2
On tape :
int (In(x)/x"2,x%x,1,2)
On obtient :
(1-1In(2)) /2
On tape :
int (In(x)/x"4,x,1,2)
On obtient :
(7-1n(8)) /72
On tape :
int (In(x) /x"3,x,1,2)
On obtient :
(3-1n(4)) /16
Ou on tape pour vérifier :
int (In(x)/x"n,x,1,2)$(n=2..5)
On obtient :

(1-1n(2))/2, (3-1n(4)) /16, (7-1n(8)) /72, (15-1n(16

. Caleuler I, = [} 2™\/1 — adzx

Sans Xcas

On calcule :

Ip= [} V1 —zde = [-2(1 — z)*?/3]} = 2/3

On pose pour n > 0:u = 2™ et dv = y/1 — zdx donc
du=nz" Tetv=—2(1 —2)%2/3

On obtient :

I, = [-22™(1 — )32 /3] + fol 2nz" (1 — x)%/2/3dx
Ona:(1—z)32=1—-2)xvVI—z=+v1-2— 21—z donc
Ly =0+ [ 2na" VI —x/3 — [} 2na"/T— /3
D’ou la relation de récurrence :

I,(1+42n/3) = I,—1(2n/3) donc

2nIn_1
34 2n

I, =

Ona:ly=2/3et

)) /256
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(B34+2n)(1+2n)..7+x5=(34+2n)!/3/((2+2n)(2n)..4 % 2)
(34 2n)(1+2n)..7x5 = (3+2n)!/(3* 2" (n +1)!
Donc :
I - 2"n! I — 227+2nl(n + 1)!
(3+2n)(1+2n)...(5) (2n + 3)!

Donc :
22 2p)(n + 1)!

I —
" (2n + 3)!

Par exemple :
L =4/15
I, =64%2x6/7'=16/105
Avec Xcas
On tape :
int (sgrt(l-x),x,0,1)
On obtient :
2/3
On tape :
int (xxsqrt (1-x),x%x,0,1)
On obtient :
4/15
On tape :
int (x*2*sqgrt(l-x),x,0,1)
On obtient :
16/105
On tape :
int (x*nsqrt (1-x),x,0,1)$(n=0..5)
On obtient :
2/3,4/15,16/105,32/315,256/3465,512/9009
On vérifie la formule et on tape :
(2 (2n+2) *n!*(n+1) )/ ((2n+3) ') ) S (n=0..5)
On obtient :
2/3,4/15,16/105,32/315,256/3465,512/9009
3. Calculer I, ,, = 01 ™1 — x)"dx
Sans Xcas
On calcule :
Ion = fy(1—2)"de = —[(1 —2)""/(n+ )] = 1/(n+ 1)
I = [y a™dz = [2™1/(m + D)]§ = 1/(m + 1)
En faisant le Changement de variableu =1 —zona:
mn—fo 1—$”dx——f11—u)m "du = I m
Ona:
2™ = (z — 1+ 1)2™ ! donc
Ly = —fol 2™ N1 — )"l + fl m=1(1 — z)"dx
Donc :
Im,n = Im—-1n _Im—l,n—l-l = Im-2n _Im—2,n+1 _Im—2,n+1 +1 —2,n+2
Im,n = Im72,n_2Im72,n+l+Im72,n+2 = Im73,n_3Im73,n+1+31m73,n+2_
Im—3,n+3
que I’on peut écrire avec les coefficients du bindme :
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Ly =Yg comb(3, k) (1) [ 1k

et puisque com (m, k) =comb (m-1, k) +comb (m-1,k-1),o0na:
Im—3,n+k = Im—4,n+k - Im—4,n+k+1 et Im—3,n+k+l = Im—4,n+k—|—1 -
I—anvk+2

le coefficient de 1,4 y4k+1 €St :

(—1)k*1(comb(3, k) + comb(3,k + 1)) = (—1)* ' comb(4,k + 1)

Donc de proche en proche on obtient :

Lo = S0 o (—1) comb(m, &) Iy ik = 3o (— 1) comb(m, k)/(n-+
k+1)

Donc :

m n

In =Inm = Z(—l)kcomb(m k)/(n+k+1) Z Fcomb(n, k) /(m+k+1)

k=0 k=0

Autre méthode

Mais il est plus simple de développer (1 — =)™
(1—z)" =3"}_, comb(n, k)(—1)*z"

Ona:

Jo (FDFzmhde = (—1)F/(m + k + 1)

ce qui montre que :

Par exemple :

Lo=1/12(1/3—-1/4)
I79=1/1944801/10—7/11421/12—35/13+35/14—21/15+7/16 —
1/17 =1/194480

(ou on tape sum ( (=1) “kxcomb (7,k) / (10+k) ,k=0..7)

Autre méthode

On peut aussi considérer que I, ,, = fo (1—z)™dx est le reste intégrale
d’ordre m de la formule de Taylor de la fonctlon f(z) entre 1 et O car on
a:

FQ) = f(0) + f/(0) + +£7(0)/2! + ... + F(0)/n! + 1/n! [} (1 —
)" fFD) () da.

Ona f"*+1(z) = 2™ donc

Fi () = &+ (m+ 1)

() - 2L (1) (m 4 ) (m 4 1+ 1)) = 2t/ (m
n+1)!
Donc puisque f(1) = m!/(m +n+ 1)l et f*)(0) =

n!m!
(n+m+1)!

I

On a par exemple :

Lo =21/4=1/12 (f(z) = 2*1!/4! = 2*/24)
Izg = T'%9!/17) = 1/194480 (f () := x'77!/17!)
Avec Xcas
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On tape :

int (xx (1-x)"2,x,0,1)
On obtient :

1/12

On tape :

int (x*7+(1-x)"9,x,0,1)
On obtient :

1/194480

On donc montré la formule :

n

—1)*comb(n, k nlm!
Z( ) (n, k)

— m—+k+1 (n+m+1)!

14.13 Approximation de 7 avec un tirage aléatoire dans
un carré

On tire au hasard NV points d’un carré de coté 2 et on compte le nombre &k de
points qui se trouve dans le cercle inscrit dans ce carré. Une valeur approché de 7
est alors 4 x k/N (car le rapport des surfaces cercle/carré est w/4 ~ k/N.

On tape :

approxpi (N) :={
local x1,v1,3,k;
ClrGraph();
randseed;
k:=0;
pour J de 1 jusque N faire
xl:=rand(-1,1);
yl:=rand(-1,1);
si x172+y172<1 alors k:=k+1l;point (x1+ixyl,affichage=1+point_point);
sinon point (x1+ixyl,affichage=0+point_point);
fsi;
fpour
retourne evalf (4xk/N);

bis

On tape : approxpi (1000) eton obtient: 3.076

On tape : approxpi (10000)

On obtient (time : 0.97 si on a caché I’écran DispG avant de valider la com-
mande) : 3.1136

On tape : approxpi (100000) et on obtient (time : 8.78) : 3.14596

et voici I’écran D1ispG correspondant a approxpi (100000) :
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14.14 Approximation de 7 avec les aiguilles de Buffon

Le naturaliste Buffon, en 1777 a posé le probleme de 1’aiguille en ces termes :
"On suppose que dans une chambre, dont le parquet est simplement divisé par des
joints paralleles, on jette en 1’air une baguette et que 1’un des joueurs parie que la
baguette ne croisera aucune des paralleles du parquet..."

On va chercher la probabilité que la baguette rencontre une des paralleles lorsque
la baguette a une longueur égale a la distance 2a entre deux paralléles.
Considérons un repere orthonormé Oxy ou Oy est parallele & une raie du parquet.
Soient d la distance du milieu M de la baguette a la raie la plus proche (d = M N
ou N est la projection de M sur I’axe des y i.e. d est la valeur absolue de I’abscisse
de M) et t ’angle que fait la baguette avec Oz avec t € [0; 7.
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La baguette ne rencontrera pas I'une des raies si —d < acos(t) < dousi 0 <
al cos(t)| < d et la baguette rencontrera 1’une des raies si d < a| cos(t)|.

On suppose a = 1 et on tire au hasard d entre O et 1 et ¢ entre O et w. On trace
la courbe représentative de y = | cos(¢)| pour 0 < ¢ < 7 ainsi que la région (en
noire) qui représente I’événement : "la baguette coupe une raie".

i)

4]

0 0% 1 15 2 o5 3
La probabilité pour que la baguette coupe une raie est donc égale au quotient de
I"aire en noire égale a [ | cos(t)|dt = 2 par I'aire du rectangle [0; 7|X[0; 1] égale
a 7. Donc :

2
Proba(intersect) = —
T

Pour faire le programme de simulation avec Xcas, on ne va pas utiliser m dans
rand (0, pi) puisque justement on cherche a avoir une estimation de 7. Donc il
faut trouver un moyen pour choisir ¢ aléatoirement dans [0 : [ : pour cela on va
tirer au hasard un point M = z + iy dans le demi-cercle z = e pourt = 0.7 :
I’angle Oz, OM sera la valeur de ¢ et cos(t) sera égal a .

z2 4+ y?
On tape pour avoir une approximation de 7 :
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buffon(n) :={
local d,cost,x,v,J,k;
randseed;
k:=0;
pour j de 1 jusque n faire
d:=rand (0,1);
repeter
x:=rand(-1,1);
y:=rand(0,1);
jusqua x"2+y"2<1l et x"2+y”*2>0 ;
cost:=x/sqrt (x"2+y"2);
si abs(cost)>d alors k:=k+1; fsi;
fpour
retourne evalf (2xn/k);
b

On tape : buffon (10000)

Onobtient: 3.15109500551

On tape : buffon (100000)

Onobtient: 3.14065419827

Le temps mis pour effectuer ce programme est long et 1’approximation de 7 par ce
programme n’est pas plus précise que celle obtenue par le programme précédent
qui congiste a faire une approximation de 7 par un tirage aléatoire dans un carré
puisque c’est ce que I’on fait pour avoir la valeur aléatoire de ¢ dans [0; 7|.
Remarques

Pour tirer au hasard un point dans le cercle unité il ne faut pas écrire :

x:=alea(-1,1);
c:=sqgrt (1-x"2);
y:=alea (0,c);

M:=point (x+ix*y)

ni écrire

x:=rand(-1,1);
repeter
y:=rand(0,1);
jusqua x"2+y”"2<1
M:=point (x+ix*y)

car x et y ne sont pas indépendants et cela entraine que les points M ne sont pas
équirépartis dans le disque de centre O et de rayon 1.
ni écrire

r:=alea(-1,1);
t:=alea(0,pi);
M:=point (r+xexp (txi))

car ici aussi les points M ne sont pas équirépartis dans le disque de centre O et de
rayon 1.
11 faut écrire :
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repeter
x:=rand(-1,1);
y:=rand(0,1);
jusqua x"2+y"2<1
M:=point (x+ix*y)

Pour se convaincre on tape :

simul (n) :={
local j,a,b,L;
L:=NULL;

pour Jj de 1 jusque n faire
repeter
a:=alea(-1,1);
b:=alea(-1,1);
jusqua a’*2+b"2<1;
L:=L,point (atixb);
fpour
retourne affichage (L,point_point);
|

simulO (n) :={
local j,a,b,c,L;
L:=NULL;

pour J de 1 jusque n faire
a:=alea(-1,1);
c:=sqgrt (1l-a”2);
b:=alea(-c,c);
L:=L,point (atixb);
fpour
retourne affichage(L,point_point);

}

L4

simull (n) :={
local j,a,b,L;
L:=NULL;

pour Jj de 1 jusque n faire
a:=alea(-1,1);
repeter
b:=alea(-1,1);
Jjusqua a*2+b"2<1;
L:=L,point (atixb);
fpour
retourne affichage(L,point_point);
beg

simul2 (n) :={
local j,r,t,L;
L:=NULL;

pour J de 1 jusque n faire
r:=alea(-1,1);
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t:=alea(0,pi);
L:=L,point (rxexp (i*t));
fpour
retourne affichage (L, point_point);
}
ti
Puis, on tape : simul (10000) ;
On obtient :

On remarque que les points sont équirépartis.
Puis, on tape : simul0 (10000)
On obtient :

On remarque 1’accumulation de points dans les secteurs —1 < z < —0.9et 0.9 <
x < 1 Puis,ontape : simull (10000)
On obtient :

On remarque encore I’accumulation de points dans les secteurs —1 < x < —0.9 et
0.9 <z < 1Puis,ontape : simul2 (10000)
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On obtient :

On remarque I’accumulation des points au centre.

14.15 Approximation décimale d’un nombre transcendant

Définition Un nombre réel est algébrique s’il vérifie une équation polynomiale
a coefficients entiers, sinon il est transcendant.
On peut montrer que pour b € Z,b > 1, les nombres :

1 1

cee W
sont transcendants.
Donner une approximation déciamle de £(2) a 108 pres.

1

gt < bin,donc:

La série de terme générale ﬁ est convergente car
1+ 1 <€) < ziretlh <&(b) <2
Pour avoir une approximation décimale de £(2) a 10~® pres, il faut trouver une

majoration du reste d’ordre p > 1 :

<1 1 1 1 1
) R T (D e B T T (T [T e I
n=p

o0

Z(i)n _ 1
— bP! bt — 1
11 faut donc résoudre :
1 -8
o 1 <10

Pour p =5 on a y— < 1073°

Pourp:40naﬁ <6x1078

Donc il suffit de calculer la somme des 5 premiers termes (p = 0..4)) :
1+1/2++1/22 +1/26 +1/224,

On trouve :

1.7656250596
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14.16 Série et développement en série de Fourier

14.16.1 Une série
L’énoncé

1. Trouver pour x €] — 7; 7| la valeur de la somme

N
N) = Z cos(kzx)
k=1

2. En déduire que pour x €] — 7; 7| la somme

k+1 sin(k )

Mz

k:l

s’écrit sous la forme 3 + +1(z) + ﬁj(m) ou I(x) et J(x) sont des
intégrales fonction de leur borne supérieure.

3. En déduire, lorsque x € [—m; 7], la valeur de :

§(—1)k+1 sin(kx)

k
k=1

La correction avec Xcas

1. Premiere méthode
On remarque s(x, V) est la partie réelle de Zivzl exp(iz).
On tape :

sum (exp (irk*x),k,1,N)
On obtient :

(exp ((1)* (N+1)*x))/ (exp ((1)*x)-1)-(exp((1)*x))/
(exp ((1) *xx)-1)

On tape :
trigcos (re(sum(exp (ixk*x),k,1,N)))
On obtient :

(-cos (x) xcos (x* (N+1) ) —cos (x) tcos (xx (N+1) ) —
sin(x) *sin(x* (N+1))+1)/ (2*xcos (x)—-2)

On réécrit la réponse avec t 1in puis avec normal et on obtient :
(—cos (x) —cos (N*xx) +cos (x*x (N+1) ) +1) / (2xcos (x) —2)
donc

—cos(z) — cos(N * ) + cos(x * (N + 1)) + 1)
(2 * cos(z) — 2)

S(ZL‘,N):(
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Autre méthode
On peut aussi simplifier : 2 * sin(x/2) x s(x, N).

On tape :
tlin(2*sin(x/2) *xcos (kxx))
On obtient :
sin ((2+xk*x+x)/2)—sin ((2*xk*x-x)/2)
Doncon a:
N
Z sin((2kz+x)/2) —sin((2kz —x)/2) = sin((2Nz +x)/2) —sin(x/2)
k=1
et
N
2sin(x/2)*xs(x, N) = Z 2sin(z/2) cos(kz) = sin((2Nz+x)/2)—sin(z/2)
k=1

On vérifie et on tape :

t1lin(2xsin(x/2) * (—sin (x/2)+sin ((2xN+1) xx/2)))
On obtient :

—14+cos (x)+cos (Nxx) —cos (Nxx+x)

On tape :

trigsin(trigexpand (2*xcos (2 (x/2))-2))
On obtient :

—4xsin(x/2) "2

On tape :

tlin ((2xcos ( (N+1)*x/2) *sin (N*xx/2)))
On obtient :

sin( (2*Nxx+x) /2)—-sin (x/2)

Donc on peut écrire s(x, V) de 4 maniéres :

N . ‘
s, N) = 3 cos(he) = SEN £ D)2/2) —sinw/2)
k=1

2sin(z/2)

2cos((N + 1)z /2) sin(Nz/2)) _ -1+ cos(z) + cos(Nz) — cos((N + 1)x) _
2sin(z/2) —4sin?(z/2)
1 — cos(x) — cos(Nz) + cos((N + 1)x)
2 % cos(z) — 2)

2. On remarque que :

N N

S'(z,N) = Z(—l)’€+1 cos(kx) = — Zcos(k(:z:—i—ﬂ)) =—s(zx+m N)
k=1 k=1

donc

, ~cos(z) — (—=1)N cos(N * z) + (=1)N ! cos(z * (N 4+ 1)) + 1
e, N) = 2 + 2cos(z)
Ona:
(2. N) - 1 —(=1)N cos(N * x) + (—=1)N*H cos(z * (N + 1))

2 2 4 2 cos(x)
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Ona S(0,N) = 0donc

dt

S(z,N) = Ty

T (=1)Ncos(N t) 4+ (—=1)N*1cos(t * (N + 1))
2 /0 B

(2 + 2cos(x))

On integre par partie cette intégrale et on tape :

ibpu( (= (=1) *Nxcos (N*x)+ (=1) ~ (N+1) xcos (x* (N+1))) /
(242xcos (x)),1/ (24+42*cos (x)))

On obtient apres factorisation du 2ieme terme :

[(=(=1)"N*1/ (N+1)*sin(x* (N+1))—(-1) "N%x1/N*xsin (Nxx))/
(2+2*cos(x)), (sin(xX) * (sin (N*x) *N+sin (N*x) +
sin(x* (N+1))*N)x (—-1)"N)/ (2* (cos(x)+1) 2% (N+1) *N) ]

Donc

S(m,N):g+

—(=DN % 1/(N 4+ 1) *sin(z * (N + 1)) — (=1)" % 1/N % sin(N * x)+
2 + 2 % cos(x)

/x (=) xsin(t) * (sin(N * t) * (N + 1) +sin(t * (N + 1)) * N) dt
0

2% (cos(t) +1)2x (N+1)x N

Siwe]—mal lim S N) - g — 0 donc
—400

i:.o(—l)k“ sin(kx) -

k=1 :
etsiz=—mousix=m
+ .
f(—l)kﬂ smgckaﬁ) 0
k=1

Pour visualiser le résultat

On tape :

S(x,N) :=sum((-1) " (k+1) *sin(k*x)/k,k,1,N);
(plotfunc (S (x,k),x))S$(k=1..5);
plotfunc (S (x,20),x,affichage=rouge) ;
plotfunc (S (x,40),x,affichage=vert)

On obtient :
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14.16.2 Développement en série de Fourier et phénomeéne de Gibbs
Rappels du cours

On sait que les coefficients de Fourier d’une fonction, 2w-périodique et inté-
grable sur tout intervalle fermé borné, sont définis pour n € Z et pour a € R
par :

)= | " e tar

27
et que la série de Fourier associée a f est :

+oo

SE(f)(x)= ) calf)e™

n=—oo

On peut aussi définir les coefficients de Fourier réels pour n € N et pour « € R
par:

a+2m

an(f) = % / F(£) cos(nt)dt
a+2m

) =2 [ 5@ sty

On a alors :
_w(f) | .
SE(f)(x) = =5~ + > (an(f) cos(na) + by(f) sin(nz))
n=1

Théoreme de Dirichlet

Si au point xg, f admet une limite a droite et une limite a gauche (que 1’on note
f(zo +0) et f(xg — 0)) et admet une dérivée a droite, et une dérivée a gauche,
alors la série SF'(f)(zo) converge vers 3(f(zo — 0) + f(zo + 0)).

En particulier si f est dérivable pour tout x, SF'(f)(z) converge vers f(z).

Développement en série de Fourier

Développer en serie de Fourier la fonction f(x) périodique de période 27 égale
ax/2sur|—m;m|.
On tape :
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assume (n, integer) ; fourier_bn(x/2,x,2*pi,n, -pi)
On obtient :
DOM_INT, (- ((-1)"n))/n

Puisque f(z) est impaire, on sait que dans la série de Fourier de f, les coefficients
des cosinus seront nuls i.e.

fourier_an(x/2,x,2*pi,n,-pi) =0

Donc le développement en série de Fourier de f(x) est :

Jf _(_Dnsinglnx)

D’apres le théoreme de Dirichlet on déduit que :

r X sin(nx)
5= Z —(=1)"——= pour z €] — m; 7|
n=1 "
1(7r n —7r) 0 +ZOO ( 1>nsin(nx) pour o
—(— —_) = — —(— _— urxrx — —mouxr =17
2'2 7 2 P n

Le phénomeéne de Gibbs

Les graphes des fonctions S(z,n) pour x € [—m; 7| posséde un maximum
ayant comme coordonnées Z,,, Yy,
Quand n tend vers +o0o, on va montrer que :
T, tend vers 7 et

T sin(t
Yn, tend vers o = / H;( )dt.
0

Un calcul approché de o montre que @ > 1.85193705198 > /2.
Ces “bosses” au voisinage du point de discontinuité s’appellent le phénomene de
Gibbs.

Observation du phénomene de Gibbs

On cherche la limite de y,, = S(xy,n) quand n tend vers +oo.
Déterminer graphiquement les coordonnées x,,, 3, du maximum de :
S(z,n) =5 1 —(-1) % pourn =1,2,3,4,5,n = 20 et n = 40.

On lit sur le graphique précédent fait avec Xcas :

— 1 =137y =1

— x2=21,y=1.3

— x3=238,y3 =1.44

— X4 = 2.53, Yq = 1.53

— x5 = 2.63, y5 = 1.59

— 220 = 3.00, y20 = 1.77

— 240 = 3.07, y40 = 1.80
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Démonstration du phénomene de Gibbs

On cherche z,, et la limite de y,, = S(x,,n) quand n tend vers +oo de fagon
théorique.

1. On va déterminer la valeur de z,,
Pour avoir un calcul de la valeur approchée de x,,, on sait que :

n

S'(z,n) =s(z,n) => (—1)Fcos(kz) = cos(k(z +m)) =
k=1 k=1
(cos(z) — (—=1)"cos(n*x ) — (—1)"cos(z * (n+ 1)) + 1)
(2 % cos(x) — 2)
sin((2n+ 1)(z +m)/2) — sin((x + 7)/2)
2sin((z +m)/2)

Donc
— pour n = 1, on tape :

fsolve (2*«cos (x)+cos (2*x)+1=0,x,1)

On obtient: 1.57079632679 donc 1 = 1.57079632679
— pour n = 2, on tape :

fsolve (cos (x)—cos (2*«x)—cos (3xx)+1=0,x,2)

On obtient : 2.09439510239 donc x5 = 2.09439510239
— pour n = 3, on tape :

fsolve (cos (x)+cos (3*x)+tcos (4*x)+1=0,x,2)

Onobtient: 2.35619449019 donc z3 = 2.35619449019
— pour n = 4, on tape :

fsolve (cos (x)—cos (4*x)—cos (5*x)+1=0,x,2.5)

On obtient: 2.51327412287 donc x4 = 2.51327412287
— pour n = 5, on tape :

fsolve (cos (x)+cos (5*x) tcos (6xx) +1=0,x%x,2.5)

Onobtient: 2.61799387799 donc x5 = 2.61799387799
— pour n = 20, on tape :

fsolve (cos (x)—cos (20*x)—cos (21xx)+1=0,x, 3)

On obtient : 2.99199300342 donc zog = 2.99199300342
— pour n = 40, on tape :

fsolve (cos (x)-cos (40%x)-cos (41+x)+1=0,x,3.04)

On obtient : 3.06496844253 donc x4 = 3.06496844253
Mais cela ne donne que des valeurs approchées....

Pour avoir un calcul de la valeur exacte de x,,, il faut résoudre en x :
sin((2n+ 1)(z +7)/2) —sin((x + ) /2) =0

cos((n+1)(z +m)/2) xsin(n(z +m)/2) =0

ce qui donne :
(n+1)(z +m)/2) = 7/2 mod 7 soit
(n+ 1)z = —nm mod 27 donc
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2k —
r = (_i_q)ﬂ avecn/2 < k < (2n + 1)/2 pour avoir z €]0; 7|
n
et

n(x + m)/2 = km soit
nx = (2k — n)m donc
xr = @k =m)m avec n/2 < k < n pour avoir z €]0; 7|
Ilya dor(é, pour z €]0;7[, un nombre impair d’extremum qui ont pour
abscisse :
— sin=1x; =7/2 ~ 1.57079632679
— sin=2x9 = 27/3 ~ 2.09439510239
— sin=2pousin=2p+1(pourp > 2)
p+)r (p+1)r (p+2)7 (p+2)r (n—L7 (n—1)m nrm
n+l’ n T n+l1’ n 77T n+1 7 n n+l
On commence par un maximum et donc on finit aussi par un maximum. Le

dernier maximum a pour abscisse :

nmw
n+1

Tn

On vérifie les résultats précédent et on tape :

evalf (kxpi/ (k+1))$ (k=1..5)

On obtient :

1.57079632679,2.09439510239,

2.35619449019,2.51327412287,2.61799387799

(2k —n)
n+

. . 7T
Les maximum ont pour abscisse 1 pour k = p+ 1l..navec p =

floor(n/2)
Pour n = 20 cela donne x9y = 7 * 20/21 ~ 2.99199300342
Pour n = 40 cela donne x49 = 7 % 40/41 ~ 3.06496844253

n

2. Déterminons la valeur de y,, = S(zp,n) = Z —(=1)ksin(knn/(n +

k=1
1)/k
Par définition, on a :

g1 Sin(kx)

S = -
(2,m) = Y7 (1)1 2
k=1
et L
" sin( 0%
Yn :S(xmn) = _(_1)k (]:—H)
k=1
On a montré que :
sin(£$7) — sin (Lm0t

S'(z,n) = s(x +m,n) =

(Tt
2sin(57)
En intégrant cette égalité entre 7 et x, puisque S(m,n) = 0, on obtient :

(t+m)(2n+1) )

T 1 sin(
S = [ G-t

dt
2sin(“5") 2

B T — _/x Sin( (t+7r)(22n+1))

2sin(45")
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On fait le changement de variable t = 7 — 2u :
(t+m)/2 = m—wuetdt = —2du et comme sin(m — u) = sin(u) et
sin((2n+ 1)(m —w)) =sin((2n + 1)u)ona:

— = sin((2n + 1
S(xn) = x— +/ sin((2n + )u)du
0

2 sin(u)

. nmw
Puisque z,, = —— ona:
Tp—m T

2 2n+1)
Donc

s Ttz sin((2n + 1)u)
Un (wn,m) 2(n+1) +/0 sin(u) "
Exercice
Montrez que :
i s sin((2'n + 1)t)dt _ /W sin(t) dt
n—+oo Jy sin(t) 0

Pour cela on utilisera la continuité de la fonction g définie sur [0; 7| par :
9(0) =0,

xr) =
9(x) sin(x)
et on montrera que

— = pour z €]0; 7]
x

Ttz
/ ’ sin((2n + 1)t)g(t)dt tend vers zéro quand n tend vers +oc.
0

Correction de I’exercice

Ontapeeneffet: 1imit (1/sin(x)-1/%,x,0)

On obtient 0

donc g est continue sur [0; 7.

Donc il existe K tel que pour tout = € [0;7/2] |g(z)| < K.
T

Puisque

ST <gquandn€N,ona:

/2"12 in((2n + 1)t)g(t)dt| < K —
<
L[ sin(@r+ Dt)g(tdt] < K5 =
Donc
e 11 )
/ sin((2n+1)t)(——— — —)dt tend vers zéro quand n tend vers +oc.
0 sin(t) ¢

72 sin((2n + 1)t
lm gy, = lm [0 S@r DD,
n—+o0o n—+oo J t
On fait le changement de variable v = (2n + 1)t donc dv/v = dt/t, donc

On en déduit :

(2n+1)w

lim g, = lim 2nt2 sin(v)dv _ /” sin(v)d
0

n—-+oo n—-+4oo 0 v v

V=«

On tape :
romberg (sin(t)/t,t,0,pi)
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On obtient :
1.85193705198
On tape :

evalf (pi/2)
On obtient :
1.57079632679
Donc

n—-4o00

™ : t
lim g, = o — / S”;( ) dt ~ 1.85193705198
0

et il a une bosse puisque 1.57079632679<1.85193705198

Utilisation de la moyenne de Césaro

Définition
. . k
Soit (un)nen une suite, on pose S = > .- u;.
On dit que la série > u,, converge vers o au sens de Césaro si la suite :
1

n—1
On = 5 > n—o Sk tend vers o.

On pose :

on(f) = 5 XhZ0 SFR(f)

Théoreme

on(f)(z) converge vers f(x) en tous les points de continuité de f.

On observe que la convergence au sens de Césaro permet de régulariser la conver-
gence, donc d’éliminer le phénomene de Gibbs.

Exercice

Calculer o, (f)(x) pour la fonction f périodique de période 27 définie par: f(z) =
x/2sur| — m; 7]

Tracer sur un méme graphique S(z,7) et o7(f)(x) et aussi S(z,40) et o49(f)(x).

1. On tape :

S(x,n):=sum((-1)"(k+1l)*sin(k*x)/k,k,1,n);
sigma (x,n) :=1/n*sum(S(x,k),k,1,n-1);
plotfunc(S(x,7),x);plotfunc(sigma(x,7),x,affichage=1)

On obtient :

2. On tape :
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plotfunc (S (x,40),x);

plotfunc(sigma (x,40),x,affichage=1)

On obtient :

-~

0.5

LI S e e
n

-0.5

14.17 Une suite

In(1 —x)
In(x)
2/ Pour n entier strictement positif, on considere P, (z) = 2" + = — 1.
Montrer que P a une racine unique a,,, dans I’intervalle ]0 ;1.
Calculer ay, as puis, a I’aide de la méthde de Newton donner une valeur approchée
de as, aq, aso, aigo & 10~10 pres.
3/ Etude de la suite a,.
Correction
On tape :
f(x):=log(l-x)/1log(x)
plotfunc (f(x),x,0,1)
diff (f(x),x)
On obtient :
(x¥1log(x)—x*log(—-x+1)+log(—x+1))/ (x"2* (log(x))"2-x* (log(x))"2)
On tape :
Incollect (ans())
On obtient :
(x*1og (x)+ (=x+1) *log (-x+1)) / (x"2x (log (x)) "2-x* (log (x)) "2)
Le numérateur et le dénominateur sont négatifs donc f est croissante.
On tape :
limit (£ (x),x=1)
On obtient :
infinity
On tape :
limit (£ (x),x=0)
On obtient :
0
2/ P, () est croissante et continue dans I’intervalle [0;1] eton a :
P0)=-1,P(1) =1

1/ Etude de la fonction f(z) = dans I’intervalle ]0;1[.
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1l existe donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires une valeur a,, unique
dans lintervalle ]0;1[ telle que P(ay) = 0.
Ona:

a; = 1/2.

On tape :

solve (x"2+x-1, X)

On obtient :

[(-1+sqgrt (5)) /2, (-1-sgqrt (5)) /2]
donc ap = (—1 + sqrt(5))/2 ~ 0.61803398875
On définit la fonction qu’il faut itérer pour n fixé :
g(n, x) :=x—(x"n+x-1) / (nxx" (n=1) +1)
puis,

h(x) :=g(3, x)

h(1.0)

h (ans ()).....

h(ans())

On obtient :

az = 0.682327803828

puis,

h(x) :=g (4, x)

h(1.0)

h (ans ())....

h (ans () )

On obtient :

as = 0.686046511628

puis,

h(x) :=g (50, x)

h(1.0)

h (ans ())....

h (ans () )

On obtient :

ago = 0.943986614988

puis,

h(x) :=g (100, x)

h(1.0)

h(ans ())....

h(ans())

On obtient :

ajoo = 0.966583901079

3/ On a donc :

(an)" =1—ap.

On en déduit :

n*1n(a,) = In(1 — a,)

c’estadire f(a,) =n

Comme f est une bijection de [0; 1] sur [0; +00], f admet une fonction inverse qui
tend vers 1 a I’infini.

Ona:

a, = f~1(n) = g(n) donc, la suite a,, est convergente et sa limite est 1.



Chapitre 15

Exercices d’Algebre niveau
licence 1,2

15.1 Intersection de 2 sous espaces vectoriels

Soient dans R* les vecteurs :
Vi =11,2,3,4]
Vo =11,1,1,3]
V3 =10,1,2,2]
Vi=1[-1,0,1,-2]
Vs =12,3,0,1]
Soient F' le sous espace engendré par Vi, Vo, V3 et G le sous espace engendré par
Vi, Vs.
Déterminer une base de F', G, F NG, F + G.
Correction
On tape :
vVli:=[1,2,3,4]
v2:=[1,1,1,3]
v3:=[0,1,2,2]
F:=basis (V1,V2,V3)
On obtient :
((-1,0,1,01,110,-1,-2,01,110,0,0,-111
Ou on tape :
rank (V1,V2,V3)
On obtient :
3
Donc F est de dimension 3, et V1, V2, V3 forment aussi une base de F.
On tape :
v4:=[-1,0,1,-2]
v5:=[2,3,0,1]
G:=basis (V4,V5)
On obtient :
[[-3,0,3,-61,[0,-3,-2,31]
Ou on tape :
rank (V4,V5)
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On obtient :

2

Donc G est de dimension 2, et V4, V5 forment aussi une base de G.
On tape :

FIG:=1ibasis (F, G)

On obtient :

[[-1,0,1,-27]]

Ou on tape :

rank (V1,V2,V3,V4)

On obtient :

3

et on tape :

rank (V1,V2,V3,V5)

On obtient :

4

Donc F N G est engendré par V4.

On tape :

FPG:=basis (F union G)

On obtient :
(r-4,0,0,0]1,10,-4,0,0]1,10,0,-4,01,00,0,0,-471]
Ou on tape :

rank (V1,V2,V3,V5)

On obtient :

4

Donc F+G est de dimension 4, et V1, V2, V3, V5 forment aussi une base de
F+G.

Refaire le méme exercice en remplacant V4 par V4+V5.
On tape :
V4 :=V4+V5
On obtient :
[1,3,1,-1]
On tape :
G:=basis (V4,V5)
On obtient le méme résultat que précédemment :
[[-3,0,3,-61,10,-3,-2,31]
On tape :
FIG:=ibasis (F, G)
On obtient le méme résultat que précédemment :
((-1,0,1,-21]
Mais si on tape :
rank (V1,V2,V3,V4)
On obtient cette fois :
4
et on tape :
rank (V1,V2,V3,V5)
On obtient :
4
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cela ne nous permet pas de trouver une base de F'NG : on sait seulement que F NG
est de dimension 1. Pour trouver un vecteur non nul contenu dans F' et dans G il
faut résoudre le systeme :

cxV1i4+yxV2+2xV3=axV4+bxV5.

On tape :

linsolve (xxV1+ty*V2+zxV3-axV4-b*V5, [x,y,2Z,a])

On obtient :

[-b,2%b, 0, -b]

Sion prend b=-1, on retrouve que le vecteur V1-2+v2=v4-v5=[-1,0,1, -2]
estune basede F N G.

15.2 Rang de formes linéaires

Etudier le rang de I’ensemble des formes :
r+y—z-—1
r—y—z+t
rH+y+zt+axt
rT—y+z—axt

On tape :
A:=systZ2mat ([x+y-z-t,x-y—-z+t, x+y+z+axt,x-y+z—axt], [x,y,2z,t])
On obtient :
(r,,-1,-1,0J1,11,-1,-1,1,0J],1%,1,1,a4,0]1,11,-1,1,-a,0]]
On tape :
C:=tran(A) [0..3]
On obtient :
rr1,,1,11,11,-1,1,-11,1-1,-1,1,11,[-1,1,a,-all
On tape :
det (C)
On obtient :
8xa+8
Donc pour a!=-1 le rang est 4.
On tape :
D:=subst (C, a=-1)
On obtient :
(r1,,1,11,11,-,1,-11,I1-1,-1,1,11,-1,1,-1,17]
On tape :
rank (D)
On obtient :
3
Donc pour a=-1 le rang est 3.
Ou on tape :
normal (1u(C))
On obtient :
(o,1,2,31,1I121,0,0,01,12,1,0,01,([-1,0,1,01,[-1,-1,a/2+1/2,111,
rr1,1,1,11,10,-2,0,-21,10,0,2,21,10,0,0,-2xa-21]1
On retrouve ainsi le résultat précédent.
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15.3 Une rotation

Montrer que la matrice :

81 4
M=g| 44 -7
18 4

est une matrice de rotation.
Déterminer I’axe et I’angle de cette rotation.
On tape :
M:=1/9%[[8,1,-41,1-4,4,-71,11,8,41]
isom (M)
On obtient :
[[3,-1,-1],acos(7/18),1]
Cela signifie que 1’on a une rotation (le 1 indique que I’on a une isométrie positive)
d’axe porté par le vecteur [3,-1,-1] et d’angle ¢ = arccos(7/18) avec sin(t) > 0
(isom choisit I’orientation de 1’axe pour que I’angle soit dans [0, 7] ie pour que
son sinus soit positif).
Comment retrouver ces résultats ?
On cherche les points fixes de 1’application linéaire rot de matrice M dans la base
canonique de R>, ¢’est a dire les points [x,y, z] tels que :
(M-idn (3) ) *[x,vy,z]=0.
On tape :
linsolve ((M-idn (3)) *[x,v,z], [x,v¥,2])
On obtient :
[-3%2z,2,2]
Il y a donc une droite de points fixes qui est pour z € R :
zx[-3,1,1]
Cherchons une base orthonormée E'1, E2, E3 avec E3 porté par I’axe, par exemple
E3=Y1[_31 1]
On choisit E'1 x E3 = 0 les coordonnées [x, v, z] de F'1 doivent vérifier :
—-3xx+y+z=0
On choisit x=0, y=-z donc E1 = g[O, 1,—1]
Puis on choisit £2 = E3 A E1.
On tape :
E3:=sqrt (11)/11%[-3,1,1]
El:=sqrt(2)/2+[0,1,-1]
E2:=normal (cross (E3,E1l))
On obtient :
[-(2xsgrt (22)) /22, - (3xsqrt (22)) /22, - (3xsqrt (22)) /22]
En prenant comme nouvelle base £'1, E2, 3 on a comme matrice de passage
P:=tran(Q) avec Q:=[E1,E2,E3].

On tape :
Q:=[El,E2,E3]
P:=tran (Q)

On vérifie que Q=inv (P) en tapant :
normal (PxQ)etnormal (QxP)
On obtient bien 1dn (3)
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La matrice de rot dans cette nouvelle base est donc obtenue en tapant :

normal (Q*MxP)

On obtient :

[[7/18,5*sqrt (11) /18,01, [ (-(5*xsqrt(11)))/18,7/18,01,1[0,0,11]
L’angle t de la rotation est donc défini par :

acos (t)=7/18etasin(t)=-5»sqrt (11)/18

On retrouve les résultats trouvés avec la commande isom car on n’a pas choisit
la méme orientation pour I’axe E3 est dirigé selon le vecteur [-3,1, 1] et non
[3,-1,-171...

On tape :
isom([[7/18,5xsqrt (11)/18,0], [ (—(5*sgrt(11)))/18,7/18,0],
(0,0,111)

On obtient :

[[0,0,-1],acos(7/18),1]

car isom choisit I’orientation de 1’axe pour que 1’angle soit dans [0, 7] ie pour que
son sinus soit positif : si I’axe est dirigé selon —~E3, I’angle vaut « = acos (7/18)
avec 0 < a <.

15.4 Puissance n-ieme d’une matrice
Calculer la puissance n-ieme de la matrice :

7T 4 0 0
-12 -7 0 0
20 11 -6 —12
-12 -6 6 11

A:

On cherche si A est diagonalisable.
On tape :
A:=[[7,4,0,0],
P,B:=jordan (A7)
On obtient :
p:=[[0,1,0,2],10,-2,0,-31, [
B:=[[2,0,0,0],10,-1,0,01, [0,
Donc A est diagonalisable.

Ona:

B=P"—-1xAxP

donc

B "n=P"-1xA"n%*P

ou encore

A*n=PxB "n*P"-1

Ona:

B*n=[[2"n,0,0,0], [0, (-1)”n,0,01,[0,0,3"n,0],10,0,0,111
On tape :

Bn:=[[2"n,0,0,0], [0, (-1)"n,0,0],([0,0,3”*n,0],([0,0,0,1]1]
An:=normal (PxBn+inv (P))

On obtient :
[-3*(—1)"+4,—2x(—1)"+2,0,0],[6 % (—1)" — 6,4 (—1)" — 3,0,0],

[_121_71 Or O] ’ [201 111_61_12] ’ [_121_61 6! ll]]
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[6%(—1)" +4%3"+2,3%x2" — 4% (—1)"+1,9%2" — 8% 3" 122" — 12 % 3",

[B#(—1)" —3%3%, —2% 2" + 2% (—1)", —6 % 2" + 6 % 3%, —8 % 2% 4 9 % 37|
Autre méthode :

On calcule le polyndmr caractéristique de A.

On tape :

pcar (A)

On obtient :

[1,-5,5,5,-6]

r2e([1,-5,5,5,-6],%X)=(((X-5)*X+5) *X+5) *xX—6

Donc le polyndme caractéristique de A est :

Xt —5xX34+5+xX2+5%xX —6

On tape :

factor (r2e([1,-5,5,5,-6],X))

On obtient :

(X=2) % (X=3) x (X+1) * (X-1)

La matrice A a donc 4 valeurs propres distinctes, et on a :

At —5x A3+ 5% A2+ 5% A —6xidn(4) =0

Donc :

A'=5% A3 — 5% A2 — 5% A+ 6 *idn(4)

An+4:5*An+3_5*An+2_5*An+1_|_6*An

On va donc étudier les suites récurrentes vérifiant :

(1) Unya =5 * Upy3 — 5k Uppo — Dk Upy1 + 6% uy

en cherchant les progressions géométriques de raison r qui vérifient (1). La raison

est donc solution de :

X455 X3 455 X2 454X —6=(X-2)*(X -3)*(X+1Dx(X—-1)=0

c’est a dire on peut avoir :

r=—lour=1lour=2our=3

donc comme une suite récurrente qui vérifie (1) est enticrement définie par ses 4

premiers termes : ug, u1, U2, U3, si il existe a, b, ¢, d tel que :

up=a* (=) +bx1°+cx2°+d*x3°=a+b+c+d

up =ax (=)' +box 1M 4 ex2' +dx3' = —a+b+2xc+3xd
ug=ax(—1)2+bx12+cx22+dx*x32=a+b+4dxc+9xd
uz=ax (=13 +bx134c*x224+d*x32=—a+b+8xc+27xd
on aura :

Up=a*x(=1)"+bx 1" +cx2" 4 dx 3"

On tape :

g(ul0,ul,u2,ul) :=linsolve ([atb+c+d=ul0, —a+b+2*xc+3xd=ul,
atb+4xc+9+«d=u2, —a+b+8xc+27+xd=u3l, [a, b, c,d])

Puis :

g(ul0,ul,u2,u3d)

On obtient :

[1/4%u0+-11/24%ul+1/4xu2+1/-24%u3,3/2«ul0+1/4*ul-u2+1/4xu3,

—u0-1/-3%ul+u2-1/3%u3,1/4*u0+1/-8+ul+1l/-4%u2+1/8xu3]

On tape :

normal ( (=1) *n*x (1/4x1idn(4)+-11/24xA+1/4xA"24+1/-24%xA"3) +

3/2+idn (4)+1/4xA-A"24+1/4*A"3+2"n* (-idn (4)-1/-3*A+A"2—-

1/3xA"3)+3"n* (1/4xidn (4)+1/-8xA+1/—-4xA"2+1/8xA"3))

ou on tape :
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vn:=[(-1)"n,1,2"n,3"n]

puis,

vnxg (idn (4) ,A,A"2,A"3)

On obtient :

[-3*(—1)"+4,—2x(—1)"+2,0,0],[6 % (—1)* — 6,4 (—1)" — 3,0,0],
[6%(—1)" +4%3"+2,—4* (—1)" +3%x2" +1,9% 2" — 8% 3", 12 % 2" — 12 % 37,
[B# (—1)® —3 %3, 2% (—1)" —2% 2%, —6% 2" + 6 % 3%, —8 % 2™ + 9 x 3"]

15.5 Rang d’une matrice

Soit a € R, on considere la matrice :

2a — 1 a 2a-—1
M,=1|a’+a—-2 a®—1 a-—1
a24+a—-1 a?24+a-1 a

1/ Pour quelles valeurs de a, la matrice M, est-elle inversible ?
Quel est le rang de M, ?
2/ Calculer I’inverse de M, lorsque cela est possible.

1/ On cherche si Ma est inversible en calculant son déterminant.
On tape :
Ma:=[[2a-1,a,2a-1]1, [a"2+a-2,a"2-1,a-1], [a"2+a-1,a"2+a-1,a]l]
d:=det (Ma)
On obtient :
2«a”4+-2xa”3+-2xa”2+2*a
On tape :
factor (d)
On obtient :
2% (a+l) xa*x (a—1) "2
Donc M, est inversible si est seulementsia € R — {—1,0,1}.
Donc lorsque @ € R — {—1,0, 1} le rang de M, est 3.
Pour @ = —1 on tape :
A:=subst (Ma, a=-1)
On obtient :
[-3,-1,-31,1-2,0,-21,[-1,-1,-111
On tape :
rank (A)
On obtient :
2
en effet :
det ([[-3,-1]1,[-2,0]11)!=0
Pour @ = 0, on tape :
B:=subst (Ma, a=0)
On obtient :
([-1,0,-1]1,([-2,-1,-1],[-1,-1,0]]
On tape :
rank (B)
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On obtient :

2

en effet :

det ([[-1,0],[-2,-111) !=0

Pour ¢ = 1 on tape :

C:=subst (Ma, a=1)

On obtient :

rri1,1,11,110,0,071,[1,1,1]]

On tape :

rank (C)

On obtient :

1

en effet :

Les trois colonnes sont identiques et non nulles.

2/ On tape :

normal (inv (Ma) )

On obtient :

[1/ (2*a~3-2%a), (2xa"2+2*xa-1)/ (2xa”~3-2«a),
2xa”~2+1)/ (2xa”~3-2«xa) ], [1/ (-2*xa"2+2*a),
2xa+l)/ (2xa”2-2%a), (2xa-1)/ (2xa~2-2xa) ],
(a”2+a-1)/(2«a”~3-2xa), (—a”2-a+l)/ (2xa”~3-2«a),
a~2-a-1)/(2xa"3-2x*a)]]

(
(
(
(
(

15.6 Changement de base

Soit u I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est :

1 a 0 O
01 a O
A= 0 01 a
0 0 0 1
Déterminer la matrice B de u dans la base :
Fl=c¢el
FE2=c¢l+¢e2

E3=cl+e2+¢e3
Fd=ecl+e2+e3+ed

Correction
On tape :
A:=[[1,a,0,0],(0,1,4,0],10,0,1,a]1,10,0,0,171
On définit la matrice de passage P en mettant en colonne les coordonnées des
nouveaux vecteurs de base :
p:=[([1,1,1,1],(0,1,1,1],1(0,0,1,11,100,0,0,1171
On définit la matrice de u dans la nouvelle base :
B:=normal (changebase (A, P))
On obtient :
rf1,a,0,01,100,1,4,0]1,10,0,1,21,00,0,0,171
Ona:
B =inv(P)x Ax P
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Vérifions :
On tape :
E1:=[1,0,0,0]
E2:=[1,1,0,0]
E3:=[1,1,1,0]
E4:=[1,1,1,1]
On tape :
AxE1 On obtient :
[1,0,0,0]
On tape :
A*xE2
On obtient :
[1,1,0,0]
On tape :
AxE3
On obtient :
[1,1,1,0]
On tape :
AxE4
On obtient :
[1,1,1,1]

15.7 Résolution d’un systeme

Résoudre le systéme :
r4+2y—z+2t=1
3cr—y+2z+2t=3
r+3y+3z—1t=1
dr+dy—z+Tt=a
Pour quelles valeurs de a ce systeéme admet-il des solutions entieres ?

Correction
On tape :
linsolve ([x+2y—-z+2t=1, 3x-y+z+2t=3, x+3y+3z-t=1, S5x+5y-z+7t=a]l,
[x,v,2,E])
On obtient :
[-31/24xa+179/24,-1/6%a+5/6,25/24%a+(-125)/24,4/3%a+(-20) /3]
Pour que z soit entier il faut et il suffit que :
a — 5 soit un mulitple de 24.
Sia =5+ kx*24, x,y,t sont alors aussi des entiers. On tape :
linsolve ([x+2y-z+2t=1, 3x—-y+z+2t=3, x+3y+3z-t=1, 5x+5y—-z+7t=5+24+k],
[X 14 y 4 z 4 t ] )
On obtient :
[-31xk+1,-(4%k),25xk, 32%k]
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15.8 Forme bilinéaire

Soient E I’espace vectoriel réel des polyndmes de degré leq 2 et a coefficients
réels et f la forme bilinéaire symétrique définie par :
F(P,Q) = [, P(z),Q(z)d
1/ Déterminer la matrice de f et montrer que f est positive et non dégénérée.
2/ Déterminer 1’endomorphisme adjoint a la dérivation.

Correction
La base canonique de E est: 1, x, z2.
Pour déterminer la matrice A de f on va calculer : f(e;, eg).

On tape :
integrate(1l,x,-1,1)
On obtient :
2
On tape :
integrate(x,x,-1,1)
On obtient :
0
On tape :
integrate (x"2,x,-1,1)
On obtient :
2/3
On tape :
integrate (x"3,x,-1,1)
On obtient :
0
On tape :
integrate(x"4,x,-1,1)
On obtient :
2/5
Doncona:

2 0 2
A=[0 %2 0

03

On tape pour avoir f(c, b,a) :
normal (integrate ((a*x"2+tbxx+tc) x (a*xx"2+b*x+c) ,x,-1,1))
On obtient :
(2xa?)/5+ (4xaxc)/3+ (2%b?)/3 + 2% c?
On tape :
gauss (2/5*a"2+4/3xaxc+2/3xb"2+2%"2, [c,b,al)
On obtient :
(2/3xa+2x%c)?/2+(2/3*%b)%/(2/3) +8x*a%/45
on a donc :
f(c,b,a) = (2/3xa+2%c)?/2+(2/3xb)?/(2/3) + 8 a?/45
donc £ (c,b,a)>=0etona:
f (c,b, a)=0 siet seulement si a=b=c=0.
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2/ La dérivation d est une application linéaire de £’ dans F matrice :
010
B=|[0 0 2
0 00
L’adjoint d* de d vérifie f(d*(P),Q) = f(P,d(Q)) ou encore si C est la
matrice de d* :
IPxAxB*xQ="'"Px'C*A%Q
AxB=!'CxAou!Bx'A="AxC
donc :
C=(C"A)"1x'BxtA
On tape :
A:=[[2,0,2/31,10,2/3,01,12/3,0,2/511
B:=[1[0,1,01,10,0,21,10,0,011
C:=normal (inv (tran (A) ) *tran (B) *tran (A))

On obtient :
((o,-5/2,01,13,0,11,[00,15/2,01]
donc
0 -2 0
C=13 01
0 ¥ 0
donc

d*(a*xa® +bxx+c)=—3xb+ Bxc+a)xz+ 2 xbxa?

15.9 Exercices utilisant le PGCD

15.9.1 DL’énoncé 1l

Calculer le pged modulo 3 et le pged modulo 5 de 292 + 219 4 1 et de sa
derivée. Que peut-on en conclure ?
La solution

On tape :

ged ((x7202+x7101+1) %3, (x°202+x~101+1)’ %3)

On obtient :

(1 % 3)»x7101-1 % 3

On tape :

ged ((x7202+x7101+1) %5, (x°202+x~101+1)’ %5)

On obtient :

1 %5

Donc 2202 4 2101 41 et sa derivée sont premiers entre eux donc 2292 4 z101 4 1

n’a pas de racine multiple (ce que 1’on pouvait prévoir puisqu I’on peut calculer Is
racines de 2202 + 191 +1

15.9.2 L’énoncé 2

Soient P = 512% —3522 439z —115et Q = 172* — 2323 4+ 3422+ 392 — 115
Calculer le pged modulo 5, le pged modulo 7 et le pged modulo 11 de P et (). En
déduire le pged de P et Q par le théoréme des restes chinois.

Pourquoi ne doit-on pas utiliser modulo 17 ?
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La solution

On tape :

gcd ((51x73-35x"2+39x-115) %5, (17x"4-23x"3+34x"2+39x-115) " %5)
On obtient :

(1 % 5)*x"2+(1 % 5)*x

Le poolyndme obtenu est de degré 2 car 5 est un diviseur des termes constants de
PetQ.

On tape :

gcd ((51x73-35x"2+39x-115)%7, (17x"4-23x"3+34x"2+39x-115)"%7)
On obtient :

(1 % 7)*x-3 % 7

On tape :

gcd ((51x"3-35x"2+39x-115) %11, (17x"4-23x"3+34x"2+39%x-115)"%11)
On obtient :

(1 % 11)»x-2 % 11

On tape :
ichinrem((1 % 7)*x-3 % 7, (1 % 11)*x-2 % 11))
On obtient :

(1 % 77)*x-24 % 77

On tape (on cherche le pged des coefficients dominants) :

gcd (51,17)

On obtient :

17

On tape :

17%x(=24)%77

On obtient :

=23 % 77

Donc le pged de P = 5123 — 3522 + 392 — 115 et Q = 172* — 2323 + 3422 +
39z — 115 est 172 — 23.

On vérifie et on tape :

gcd (51x73-35x"2+439%x~-115,17x"4-23x"3+34x"2+39%x-115)

On obtient :

17xx-23

On ne doit pas essayer modulo 17 car 17 est un diviseur des coefficients dominants.

15.9.3 DL’énoncé 3 utilisant I’identité de Bézout

En utilisant I’identité de Bézout, décomposer en éléments simples :

1
Fie) = (22— 1)(z +2) Fale) = (2 — 1)2(z + 2)

On donnera le détail des calculs.

Avec Xcas

On tape :

egcd (x"2-1,x+2)
On obtient :
[1,-x+2, 3]

Donc :
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Fl(.’li‘) =

(22 —1)(x +2) 3(a:+2)+3(m2—1)
Fyfe) = — 1 _ 1 . T2
(22 —=1)2(x+2) 3x+2)(22-1) 3(22-1)2

1 —x +2
F =-F —_—
2(@) = 3R + 5rr
Il reste donc a décomposer :
—r+2 —r+2
F: = ——5—— ¢tk =—
3(@) = 3z =gy ¢ @) = 3 Ty
—x + 2
3(z2 —1)

1 1 —x 42
)

Décomposition de F5(x) =

On tape :
abcuv (x-1, x+1, —x+2)
On obtient :
[(=3)/2,1/2]

Donc
—x+2 —1 1
B = 306+ 2D o)

Décomposition de F;(x)

Fy(2) 1 1 n —1 n 1
) = =
! (22 —1)(x+2) 3x+2) 2x+1)  6(x—1)
— 2
Décomposition de Fy(x) = 3(;1—1)2
On tape :
abcuv ( (x-1) "2, (x+1) "2, (=x+2) /3)
On obtient :
[ (2%xx+5) /12, (-2%x+3) /12]
Done +2 2% +5 2% +3
—x x —2z
Fy(z) =

3w 12+ 1) 12+ 12 120@—1)
_2x+2+3  2x+2+1

Fy(z) =
@)= T T o1
Donc
0 S .
T 6@+ A+ 1)  6x—1) 120z —1)2
Décomposition de F5(x)
1
Fy(z) = =-F Fy(z) =
) = i g — 3P0 AR
1 n -1 n 1 " 1 n 1 + -1 n 1
9(x+2) 6(z+1) 18x—1) 6(z+1) 4x+1)2 6(x—1) 12(z— 1)
Donc 1 1 1 1
Fy(z) =

0@+2) T2 w1 @ 12@=1)7

15.10 Exercices utilisant le résultant

15.10.1 L’énoncé 1

Pour quelles valeurs de p le polyndme % + 2% — p * 2 + 1 admet-il une racine
multiple ?
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La solution

On cherche les valeurs de p pour lesquels le polyndme z° + 23 — p* x + 1 et sa
derivée sont premiers entre eux.

On tape :

factor (resultant (x"5+x"3-prx+1l, (x"5+x"3-p*x+1)"))

On obtient :

—(16xp"2+40*p+61) * (16*p"3-32+p"2+20%xp—-53)

On tape, en mode réel :

solve (= (16*xp"2+40xp+61),p),solve ((16*xp"3-32xp"2+20xp-53),p)
On obtient :

[1,[2.13943295467]

Donc pour p ~ 2.13943295467 le polyndme z° + 23 — p * 2 4 1 admet une racine
double. En mode complexe :

solve (= (16xp"2+40xp+61),p),s0lve ((1l6*xp"3-32+p"2+20%p—-53),p)
On obtient :

[ (=5+6%1i)/4, (-5-6%1)/4]1,[-0.0697164773345+1.24235545275+1,
-0.0697164773345-1.24235545275%1,2.13943295467]

On vérifie avec Xcas, on tape en mode complexe :

solve ([x"5+x"3-pxx+1, 5x"4+3x"2-p], [x,pP])

On obtient :

[[(-1-1)/2, (=5+6x1) /4], [(-1+1)/2, (-5-6x1) /4],

[0. 17610056437 0.860716618624%1,-0.0697164773345+1.24235545275%1],
[0.17610056437+0.860716618624%1,-0.0697164773345-1.24235545275%1],
[0.647798871261,2.13943295467]]

15.10.2 L’énoncé 2

Résoudre le systeéme d’inconnues a, b, ¢ :

ad+3+c3 =38
A+ 4+ =6
a+b+2c =4

On éliminera les variables grice au résultant.

La solution

On remarque que si a, b, ¢ est solution alors b, a, ¢ est aussi solution (symétrie des
variables a et b). De plus a # bcarsia = bonauraith = aetc = 2 —a
eta® 4+ b2 +c?> — 6 = 3a® — 4a — 2 = 0 qui n’a pas les mémes solutions que
a®+ b +c—8=a®+6a?—12a = a(a® +6a —12) =0

On élimine a entre la premiére et la troisiéme équation, on tape :
eqgl:=resultant (a”"3+b"3+c"3-8, atb+2c-4, a)

On obtient :
6xb"24%Cc—12xb"2+12xbxc"2-48xbxc+t48+b+7xc"3-48xc"2+96*xc-56
On élimine a entre la deuxiéme et la troisieme équation, on tape :
eqg2:=resultant (a”2+b"2+c"2-6,atb+2c-4, a)

On obtient :

2xDp"2+4+bxc—-8xb+5+c”2-16%c+10

On élimine b entre les 2 résultats obtenus, on tape :
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factor (resultant (egql,eq2,b))

On obtient :

16x (c=2)"2* (c+(sgrt (33)=7)/8) "2 (4dxc+ (- (sqrt (33))=7)/2)"2
Donc les valeurs possibles de ¢ sont :

9 —V33+T7 V33+7

On tape car eq?2 es% de degré 2 par rapport a b :

c:=2;

solve (eg2,b)

On obtient :

[-1,1]

Ou on tape car eql et eg2 ont une racine commune :

c:=2;

gcd(eql,eq?)

On obtient :

2+«b"2-2

et on retrouve ainsi les valeurs [-1, 1]

On tape :

b:=-1;c:=2;a:=4-b-2c

On obtient :

-1,2,1

Cela donne comme solution :

a,b,c=1,—1,2 et par symétrie a,b,c = —1,1, 2.

On tape pour vérifier :

simplify (a®*3+b"3+c"3-8,a"2+b"2+c*2-6, at+tb+2c-4)

On obtient :

0,0,0

On tape :

c:=(-sgrt(33)+7)/8;solve (eqg2,b)

On obtient :

(- (sqgrt (33))+7)/8,1list[]

Il n’y a donc pas de solution réelle si ¢ = @

Si Complexe est coché dans la configuration du CAS, on obtient :
[1/64% (8xsqgrt (33)+72+sgrt (704xsqgrt (33)-2368) (1)),
1/64x (8xsqrt (33)+72-sqgrt (704+xsqgrt (33) -2368) * (1)) ]
On tape :

b:=1/64x (8xsqgrt (33)+72+sqgrt (704xsgrt (33)-2368) * (1))
a:=1/64% (8xsqrt (33)+72-sqrt (704+sgrt (33)—-2368) (1))
Cela donne comme solution a, b, c :

—V33+9 /70433 —2368 —v/33+9 /70433 —2368 —/33+7
! 64 g 1! 64 T8

et par symétrie

—\/33+9+,\/ 704v/33 — 2368 —+v/33+4+9 ,\/704\/33—2368 —V33+7
? —1
64 ’ 8 64 ’ 8

On tape pour vérifier :

simplify (a®*3+b"3+c”3-8,a"2+b"2+c*2-6, at+b+2c-4)
On obtient :

0,0,0
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On tape :

c:=(+sqgrt (33)+7)/8;

solve (eg2,b)

On obtient :

[1/64% (-8xsqgrt (33)+72-(sqgrt (704xsqgrt (33)+2368))),
1/64x (=8xsqrt (33)+72+sqgrt (704xsqgrt (33) +2368) ) ]

On tape :

b:=1/8x (-sqrt (33)+9)-1/64~* (sqgrt (704+sqgrt (33)+2368));
a:=4-b-2c

On obtient :

4—( (- (sgrt (33))+9)/8)+ (sqrt (704xsqrt (33)+2368)) /64—
((2x (sgrt (33)+7))/8)

On tape :

simplify (4= ((=(sgrt(33))+9)/8)—( (2% (sqrt (33)+7))/8))+
(sgrt (704xsqrt (33)+2368)) /64

On obtient comme valeur simplifiée de a :

(—(sqgrt (33))+9) /8+ (sqrt (704xsgrt (33)+2368)) /64

Cela donne comme solution a, b, ¢ :

—\/ﬁJrgJr V7043342368 —/33+9  /704v/33 + 2368 /33 +7

8 . 64 ’ 8 64 ’ 8
et par symetrie

—Vv334+9 V704v33+2368 —v33+9 n V704v/33 42368 33+ 7
’ 8 64 ’ 8

On tape pour vérifier :
simplify (a®3+b"3+c"3-8,a"2+b"2+c"2-6,a+tb+2c-4)
On obtient :
0,0,0
Donc les solutions sont :
a,b,c=1,-1,2
a,bc=-1,1,2
—V33+9 ¢704f 2368 —f+9 \/704 — 236 —f+7

b.c =
a??c 8 9

—\/ﬁ+9 \/704f 2368 —f+9 \/704f 2368 —f+7

b.c—

%% ¢ 8 64 8 64 8
b _f+9+\/704f+2368 —f+9 7041/33 + 2368 W+7
» Yy 4 4

o _f+9 V704v/33 3+ 2368 —W+9 \/704f+2368 \ﬁ+7

>0, 64 8 64 8

On vérifie avec Xcas, on tape :
solve ([a”3+b"34+c"3=8,a"2+b"2+c"2=6,a+b+2c=4]1, [a,b,c])
On obtient :

((-1,1,21,I11,-1,21,

[1/64% (—8*sqgrt (33)—(sgqrt (704+xsqgrt (33)+2368))+72),

(-8xsqgrt (33)+72+sqgrt (704+sgrt (33)+2368)) /64, (T+sgrt (33)) /81,
[1/64% (-8xsqgrt (33) +sqrt (704*sqgrt (33)+2368)+72),

(=8xsqgrt (33)+72-(sqgrt (704xsqgrt (33)+2368))) /64, (7+sqgrt (33)) /8],
[1/64% (8xsqrt (33)+(—-1) *sgrt (704xsqgrt (33) -2368)+72),

(8*sqrt (33)+72+sqgrt (704+sqrt (33)-2368)*(i)) /64, (7-(sqgrt (33))) /8],
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[1/64* (8xsqrt (33)+ (1) *sgrt (704+sqgrt (33)-2368)+72),
(8*sqrt (33)+72-sqrt (704*sqrt (33)-2368) (1)) /64, (7-(sqgrt (33)))/8]]

15.10.3 L’énoncé 3 : résultant et géométrie

On cherche une relation entre les affixes a, b, ¢, d de 4 points distincts A, B, C, D
qui traduise le fait que ces 4 points sont cocycliques. Soient le cercle de centre O et
de rayon R et 4 points A, B, C, D sur ce cercle d’arguments respectifs ta, tb, tc, td.
On pose :
to = tan(ta/2),t; = tan(tb/2),te = tan(tc/2),ts = tan(td/2)
r1+iy1 =b—a,xo+iys =c—a,x3+iys =d — a.

1. Calculer x1,y; en fonction de R, tg, t1(resp 2, y2 en fonction de R, %o, t2
et x3, y3 en fonction de R, tg, t3).

2. Calculer les 6 polynomes (fonction de z1, y1, 2, Y2, T3, y3, R, to, t1,t2, t3)
qui doivent s’annuler pour que les 4 points. A, B, C', D soient cocycliques

3. Eliminer successivement b, ¢, d, R et to.

4. Vérifier que la relation trouvée est équivalente a la nullité de la partie ima-

— b\ (d —
ginaire du birapport de a, b, ¢, d : imw
5. Montrer géométriquement que si 4 points distincts A, B, C, D d’affixes
—b)(d —
a, b, c, d sont cocycliques alors imw = 0.

15.10.4 La solution

1. Onaxy +iy; = b—a = R(cos(t — 1) — cos(ty) + i(sin(t1) — sin(tg))).
Donc

R(cos(tb) (ta)) = a1 - R(3 ! _tg) 0
z1 — R(cos —cos(ta)) =zl — - =
1 1+ 1413
. ) 2t1 2t()
- R tb) — t =yl — R —-——)=0
y1 — R(sin(tb) —sin(ta)) =y (1 +12 1+ t(%)
R(cos(tc) (ta)) = x2 R(l_t% 1_t‘%) 0
To9 — R(cos(tc) — cos(ta)) = 2 — - =
2 1+t5 1+t
' ) 2t 2to
y2 — R(sin(tc) —sin(ta)) =y (1 +42 1+ t%)
R(cos(td) (ta)) = 23 R(1 . _t3> 0
z3 — R(cos —cos(ta)) = 23 — - =
3 1+83 1+143
2t3 2to

ys — R(sin(td) — sin(ta)) = y3 — R(Ttg 1 7

2. Apres avoir réduit au méme dénominateur ces équations, on obtient 6 frac-
tions rationnelles. Les numérateurs de ces fractions simplifiées donnent les
6 polyndmes (fonction de =1, y1, x2, y2, T3, Y3, R, to, t1, t2, t3) qui doivent
s’annuler pour que les 4 points. A, B, C, D soient cocycliques.
On tape :
eql:=numer (x1-Rx (1-t172)/ (1+t1"2)+R* (1-t0"2)/ (1+t0"2))
On obtient :
X1*xt172+t 07" 24x1+t172+4x1+t 07 24x1+2*R*t1"2-2xR*xt0"2
On tape :

) =0
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egd:=numer (y1-R* (2+tl) / (1+t1"2)+R* (2+t0) / (1+t0"2))

On obtient :
y1+t1724t0724+yl+t1"2+y1+t0"24+y1+2+R4t1724t0-2+R+xt1+t0"2~
2xR*t1+2xR*t0

Donc on a 6 polynémes qui s’annulent lorsque A, B, C, D sont cocycliques.

On tape :
eql:=x1+t1"2+xt0"2+x1+t1"2+x1*t0"2+x1+2+xR*xt1"2-2xRxt0"2
eq2:=x2*L27"2*xt 07 24x2+t27"24x2+ L 0" 2+x242*xR*t272-2xRxt 02
eq3:=x3*xt372xt0"2+x3*t3"2+x3* 0" 2+x3+2*xR+xt3"2-2xRxt0"2
eqd:=yl+xtl1"2xt0724y1l*tl1"24y1+t0"2+y14+2+xR*xt1"2xt0~-
2xRAt1+t0"2-2+xR*xt1+2xR*t0
eqgb:i=y2xt272xt 07 24y2+t2724y2+t 0" 2+y242xR*L272xt 0~
2xRAL2+t 0" 2-2+xR*t2+2xR*t0
eqgb:=y3*t372+xt0"2+y3*xt372+y3xt0"2+y3+2+Rxt 372+t 0~
2xRAL3*t 0" 2-2+xR*L3+2xR*t0

3. On élimine t1 de eql et eq4.
On tape :
eq/:=resultant (eql,eqg4,tl)
On élimine ¢2 de eq2 et eq5.
On tape :
eqg8:=resultant (eg2,eqgb5,t2)
On élimine t3 de eq3 et eqgb.
On tape :
eq9:=resultant (eq3,eqgb, t3)
On cherche le pged de eq7, eqg8, eg9.On tape :
D:=factor (gcd(eg’,eg8,eq9))
On obtient :
4% (£0"2+1) "3*R"2
4 % (t0% + 1)3 * R? n’est jamais nul donc on tape :
eq7:=eq7/D
On obtient :
X1"2xt 07 2+x17"2-2+x1*xt 0" 2+R+2xxX1*R+t 07 2+y17"2+4+«t0xRxyl+y1l"2
On tape :
eg8:=eg8/D
On obtient :
X2MN2%xL 07 24x27M2-2+x2*x L0 2xR+2x X2 R+t 07 2%y2"2+4+xt 0xRxy2+y2°2
On tape :
eq9:=eq9/D
On obtient :
X372+t 072+x3"2-2xx3*xL0"2xR+2xx3*R+t 07 2xy3"2+4xt0*xRxy3+y3°2
On élimine R de eq8 et eq7.
On tape :
eqlO:=resultant (eq8,eq7,R)
On élimine R de eg8 et eq9.
On tape :
egll:=resultant (eg8,eq9,R)
On cherche le pgecd de eq10, egll. On tape:
DD:=gcd (eql0,eqll)
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On obtient :

2+xt072+2

2 x t0% + 2 n’est jamais nul donc on tape :

On tape :

eql0:=egql0/DD

eqll:=eqgll/DD

On élimine ¢y de eql10 et eql1.

factor (resultant (eql0O,eqll, t0))

On obtient :

(4% (y2724x272) "2) x (17" 2%xx2+%y3—xX1"2xx3*y2—x1*x2"2xy3+
X1xy372xy2-x14xy3xy2" 241 *X3M24y2+x2702%x3xy1-x2+xy372xyl+
R2*xy3*xy1h2-x2%x3"2xy1+x3*xy2"2xy1l-x3*xy2xy1"2) "2

4. Lanullité du résultat précédent donne la relation que doivent vérfier x1, y1, x2, Y2, T3, Y3
pour que les 4 points soient cocycliques On tape :
eql2:=x1"2%x2+y3-xX1"2%x3*y2—-xX1*xX2"2+y3+x1xy372+y2—-x1xy3xy2"2+
X1*x3"2xy2+4x27"2xx3xy1-x2xy37"2%y1+x2xy3*xy1"2-x2*x3"2xy1l+
X3xy2N2xy1-x3xy2+y1™2
Les affixes a, b, ¢, d des 4 points distincts A, B, C, D vérifient par défini-
tion :
r1t+iy1=b—a,x0+iys =c—a,x3+iys=d—a
On tape :
eql3:=numer (im ( (x1+ixyl) / (x24+1i*y2) * (x3-x2+1ix (y3-y2))/

(x3-x1+ix (y3-v1))))

On tape :

simplify (eql2/eql3)

On obtient :

-1

Donc les 2 relations eq12=0 et eq13=0 sont donc équivalentes.

5. On sait que :

Les points distincts A, B, C, D d’affixes a,b, ¢, d sont cocycliques si et

seulement si zﬁ,zﬁ = D?, ﬁ + kmw (k € N).
AC, AB=arg(’=2)

l%, ﬁ:arg(%)

Doncarg(b_a*c_d:knr(k:GN).

b o el b d b d

—a c¢c— a— —c a— —c
D i =i =0ie. a=
RonClm(c—a*b—d lm(a—c*d—b Oie. o a—c*d—be

On peut méme dire si « > 0 A et D sont sur le méme arc BC et si a < 0
A et D ne sont pas sur le méme arc BC.
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Chapitre 16

Calcul d’intégrales par la
méthode des résidus

16.1 Calcul pour b £ 0 de J(b) = fo% tan(t + b)dt

16.1.1 L’énoncé

Soit @ un nombre réel positif non nul différent de 1.

On considere la fonction : ) )

f(Z):m

1. Calculer I(a) = / f(z)dz
aD(0,1)

2. Déterminer les pdles de la fonction ¢(z) = tan(z) et en déduire que si
2
b€ Retb# 0l'intégrale J(b) = / tan(t + ib)dt existe.
0

2t _ 2
. N s et —a
3. Exprimer tan(t + ib) a I’aide de o3t 4 g2 Pouruna convenable.

En déduire la valeur de .J(b) pour b € R et b # 0.

16.1.2 La solution

1. On cherche la valeur des résidus de f en z = 0, z = ia, z = —ia.
On tape :
f(z,a):=(z"2-a”2)/ (zx(z"2+a"2))
series(f(z,a),z=0,1)
On obtient :
-1/z4+2%1/ (a”2) xz+z"2xorder_size (z)
On tape :
series(f(z,a),z=ixa,l)
On obtient :

(z— (1) *a)"—1+ (1) / (2*a) -3%1/ (4%xa”2) x (z— (1) *a)+

(=7*x1) %1/ (8%a”3)*x(z— (1) *a) "2+ (z— (1) xa) *"3rorder_size(z— (1) *a)
On tape :

series (f(z,a),z=—ix*a,l)

On obtient :
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(z—(—1)*a) -1+ (-1)/(2*xa)—-3*1/(4xa"2)x (z—(—-1) xa) +
(7x1)*1/(8%a”3)x(z—(—-1)*a) "2+ (z—(—-1) xa) *3xorder_size(z—(-1) *a)
Ou on tape :
residue (f (z,a), z=0)
On obtient :
-1
On tape :
residue (f (z,a), z=i*a)
On obtient :
1
On tape :
residue (f (z,a), z=—1ix*a)
On obtient :
1
Donc :
sia>1lonal(a)=—2iretsia <lonal(a)=2ir
2. On tape :
solve (cos (z)=0, z)
On obtient :
[pi/2, (-pi) /2]
Donc les les pdles de la fonction £(z) = tan(z) sont § + km avec k € Z.
Donc si b € Retb # 0 'intégrale J(b) = 0% tan(t + ib)dt existe car les
poles de tan(z) sont en dehors de 1’axe réel.

3. On tape pour écrire autrement tan(t + i x b) :
T:=tan (t+ixDb)
T:=trigZexp (T)
On obtient :
(exp ((1)*(E+ (1) *b))"2-1)/ ((1)*(exp ((i)* (t+ (i) b)) 2+1))
On tape :
T:=normal (1in(T))
On obtient :
((-1) *exp (= (2*b+ (—=2%1) *t) ) +1) / (exp (= (2xb+ (-2x1) »t) ) +1)
On tape :
T:=1lin (numer (T) xexp (2+b) ) /1in (denom(T) xexp (2+b) )
On obtient :
((—1)*exp ((2*1) *t)+ (1) xexp(2+b) )/ (exp ((2*1) *t) +exp (2xb))
On pose donc exp(b) = a.
On tape :
subst (T, exp (2xb)=a"2)
On obtient :
((—1)*exp ((2*1)*t)+ (1) *a”2)/ (exp ((2*1)*t)+a"2)
On a donc pour a = exp(b) :

2w 21t 2 27 2it 2
e —a e —a :
J(b) :—i*/ dt——z’*/ % civtgy
0

e2it 1 g2 el (el 1 g2)
Donc : )
J(b) = — f(exp(i*t),a)*ix*exp(ixt)dt = — / f(z)dz
0 aD(0,1)

Donc:Sib>0onaJ(b) =2imetsib<0OonaJ(b) =—2in.
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Remarques

Si on tape directement :

normal (int (f (e”ixt,a)xixe”ixt,t=0..2%pi))

On trouve :

(-2*x1i) xaxatan ((2+«pi*xexp(i))/a)+rexp(—1)+ (2*1) xpi*exp (—1i)xexp (i)
Si on tape directement :

normal (int (f (exp (i*t),a) *ixexp (ixt),t=0..2%pi))

On trouve car Xcas suppose a > 1 :

"Searching int of ((—i) * a® + (i) * t)/(a® * t + t?) where ¢ is on the unit circle,
using residues"

(—=2*x1) xpi

On tape maintenant :

assume (a>0 and a<l)

normal (int (f (exp (i*t),a) *ixexp (i*t),t=0..2%pi))

On obtient :

(2%1) xpi

162 Calculde [ —L-dx

1425

16.2.1 L’énoncé

1. Soita € C.
Calculer le développement en série de Laurent de ﬁ enz = aeten
déduire le résidu de g5 hE=0 eC
2. En déduire le residu de f(z) = % en z = exp(ﬂ)
2241 )

d
3. Calculer / E j_ 1 lorsque I" est le bord (parcouru dans le sens direct) du
TR

2
secteur angulaire de rayon R d’angle g et ayant comme cOtés les seg-
9
ments [0, R] et [0, R * exp(%)]

1

55 dzx

+oo
4. En déduire /
0

16.2.2 La solution

1. On tape :
series(l/(z"5-a"b5),z=a,1)
On obtient :
1/ (5%xa”4)*(z-a) -1+ ((-2) /a)/ (5*a"4)+
2/ (a”2)*1/ (5+xa”4) x(z—a)+ (z—a) "2*order_size (z—-a)
Ou on tape :
residue(1l/ (z*—a”b), z=a)
On obtient :
1/ (5xa”4)
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5

2. Onpose a = exp(%ﬂ) on a alors a®° = —1 donc :

lerésidude fenaest: ———
d 5 % exp( ")

d 2i
3. D’apres le th des résidus on a : / 5 : o 9r
rz°+1 5>|<exp( =)

4. Sur I’arc de cercle y on a z = Rexp(it) avec t = 0..2Z.

Donc

exp(it)dt
[ )

20 +1 RexpEnt)—l—l
L dz
Comme i exp(Ent) 1 R5 3 pour R > 1, on en déduit queL P
tend vers 0 quand R tend vers I’infini.
Donc : ]
5 R de R eXp(QZT”)da: 2

R->oc 0 9+1 /0 +1 7 5k exp(‘lm)
Soit :

. R ]
limp—>4oo((1 — eXp(ZW)) 0 xgil) - S*e)?;?%)

En faisant tendre R vers I’infini on obtient :

/+OO 1 T
S A p——
0 ].+.'13 5Sln(g)

Pour le détail des calculs :

On tape :

normal (2xixpi/5/a”4/ (1-a"2))
On obtient :

((=2+%1)xpi) /.(5*aA6—5*aA4)

comme a = exp(%) onaa’® = —1donc:
-2 -2 o
5(a® —a) ~ —5(a + 1/a) et —5(a +1/a) = —10isin(w/5) donc
—10im T

5xal —5xat  5sin(%)

16.3 Calcul d’une intégale

On veut calculer pour a € C tel que |a| ¢ {0,1/2,2} I’intégrale :

/ dz
z]=2 (# —a)(z — 1/a)

La solution

1 1

Lesp@lesdef(z):(Zia)(271/a) sontaeta.
a

Le résidu d = tl/(a — =)= ——

erésidude fenz=avautl/(a a) o
a

1 1
Le résidu d =—vautl/(= —a) = ——
e résidude fen z _ vau /(a a) a2
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1 1
— Silal < 5 alors — se trouve a I’extérieur du disque D = {z € C|z| < 2}.
a

Donc si |a| < 5"

dz . a
/|z|—2 (z—a)(z—1/a) S

. 1 o .
— Si 5 < |a] < 2 alors a et — se trouvent a I'intérieur du disque D = {z €
a

Clz| < 2}.
1
Doncsi§ <la] <2:

dz ) a a B
/|Z|:2 (z—a)(z—1/a) :2”*(@2—1 + 1—a2) =0

1
— Si |a] > 2 alors — se trouve a Iintérieur du disque D = {z € C|z| < 2}.

Donc si |a| > 2:

dz a
e G- 1) T

Vérifions avec Xcas
On tape :
residue (f (z), z=a)
On obtient :
a/(a”2-1) On tape :
residue (f (z),z=1/a)
On obtient :
—-a/ (a”~2-1) Onpose z = 2exp(it) etona:
7= 9 /27T . exp(it) .
o (2exp(it) —a)(2exp(it) —1/a)
On tape :
a:=3/2

int (2xixexp (i*t) / ((2«exp (i*t)—-a)* (2xexp (ixt)-1/a)),

On obtient :
0

On tape :
a:=1/3

int (2xixexp (i+t)/ ((2«exp (i*t)—a)* (2xexp(ixt)-1/a)),

On obtient :

(2xpix (-3%1))/8
Onabien2xix7w/3/(—8/9) = -3 xin/4
On tape :

a:=4

int (2+«ixexp (ixt)/ ((2+exp (i*t)—-a)* (2xexp(ixt)-1/a)),

On obtient :
(2xpi* (—=4%1)) /15
On a bien 2im x 4/(—15) = —8imw /15

t=0..2xpi)

t=0..2xpi)

t=0..2xpi)
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16.4 Calcul de f (cos( )(f:iiii));)xp(—m) dn

Soit R un réel strictement positif.
On considere le triangle T’z défini par :
Tr={2z€C|0<re(z) <R, —re(z) <im(z) <re(2)}
Soit : (—2)
exp(—z

I(R) = / ———5dz

OTr (1 - 24)2
Montrer que lim I(R) existe et calculer cette limite.

R—>+oc0

En déduire la valeur de :
7= /+oo (cos(x) — sin(x)) exp(—x) g
0 (14 4x%)2

La solution
TR est le triangle OAB de cotés :
AB =R+ iyavec —R <y <R,
OB=xz(l+i)avec0 <z <R
OA=z(l—-i)avec0 <z <R
Cherchons les zéros de (1 — z%), on tape :
factor (1-z"4)
On obtient :
—(z=1)*(z+1) x (z+1) » (z—1)
exp(—2)
(1—2%)2
On cherche la valeur du résidu de f en z = 1 et on tape :
residue (exp(-z)/ (1-2z"4)"2,z=1)
On obtient :
-(1/4) xexp (-1)
Ou bien on tape :
h(z) :=exp(-2z)/ ((1+z)* (1+z72)) "2
normal (function_diff (h) (1))

Donc sur T, la fonction f(z) = aun pole d’ordre 2 en z = 1.

On obtient :
-1/4xexp(-1)
Donc :
-1
I(R) = 2meXpi)

Montrons que | 1 f(2)dz tend vers 0 quand R tend vers +o00 :
Sur AB, onaz—R+zyavec —ng < Rdonc:
exp(—R) exp(—iy) 2R exp(—R)
)d dy| < —————+
], 10 = '/ (i = w12
puisque ]exp R) exp( zy )| = exp(—R) et
(R+iy)* — 1| > ||[R+iy|* — 1| = R* — 1 pour R > 1

Donc | f (z)dz| tend vers 0 quand R tend vers I’infini.
Calculons
B (1 —1i)exp(—x(1 —i))_(l—l—i) exp(—z(1+1))
| o [ seis= [ GRS e
On tape :

(1-i)~4, (1+1) "4
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On obtient :

—4,-4

On tape :

factor (exp2trig((l-1i) *exp (—x*x (1-1)) - (1+1i) xexp (-x* (1+1i))))
On obtient :

2% ((—1)*cos (x)+ (i) *sin(x)) xexp (—x)

Donc

(1—i)=(1+i)*=—4et

(1—i)exp(—z(1l —1i)) — (1 +i) exp(—x(1+1)) = 2iexp(—z)(sin(x) — cos(z))
ona:

. [T exp(—x)(sin(z) — cos(z))
/OAf(z)dz+ /BO f(z)dz = 2@/0 0+ 4272 dz

En conclusion : " .
I(R) = _zmexp(—l) ~ lim 22'/ exp(—x)(sin(z) — cos(x))dx
0

4 R—>+00 (1 + 4%4)2
. exp(=1) ,/+°° (cos(z) — sin(x)) exp(—x)
Donc 27,7774 = -2 ; WP dx

En conclusion :

[t (cos(z) —sin(z)) exp(—x) , s
I= /0 dz =

(1 + 424)? T e

Prolongement
Refaire le méme exercice avec g(z) = eéli(;f)) et
caleuler J — fo—i-oo (COS(m)_SiliELa;c)‘l) exp(—z) dr
On cherche la valeur du résidu de g en z = 1 et on tape :

residue (exp(-z)/ (1-2z"4),z=1)

On obtient la méme valeur que précédement :
-1/4%exp(-1)

On déduit de I’exercice précédent que :

[T (cos(x) —sin(z))exp(—x) , T
/= /0 1+ 4zt de =4




288CHAPITRE 16. CALCUL D’INTEGRALES PAR LA METHODE DES RESIDUS



Chapitre 17

Les courbes de degré au plus 2.

Ce sont les courbes qui ont comme équation, dans un repére Ozy, P(z,y) = 0
ou P est un polyndme de degré inférieur ou égal a 2.

17.1 La droite

L’équation cartésienne d’une droite non parallele a I’axe Oy est y = a *x + b.
Avec Xcas
Si on veut voir 'influence de a et b on tape dans un écran de géométrie :

a:=element (-4..5);
b:=element (-4..2);
droite (y=axx+b) ;

L’équation cartésienne d’une droite quelconque est m x x +n*xy +p = 0 : son
vecteur normal est m + i * n et elle passe par le point —i * p/n si n # 0 ou par le
point —p/m si m # 0 (on suppose m * n # 0).

L’équation paramétrique d’une droite passant par le point A = xg + i * yp et
paralléle au vecteur V = u +ixvest z(t) = zo +uxt, y(t) = yo + v *t (on
suppose u * v 7 0).

Avec Xcas

si on veut voir I’influence de A, u et v on tape dans un écran de géométrie :

A:=point (0,1);

u:=element (-4..5);

vi=element (-4..2);
plotparam(re (A) +uxt+ix (im (A) +tv*t),t);
plotparam(evalc (A+ (uti*v) *t),t)
//plotparam (A+ (a+i*b) *xt,t);

L’équation paramétrique d’une droite passant par le point A = xg + i * yg et le
o +txxl Yo +txyl .
—— y(t) = =————(sit # —1).

point B = x1 + i x yl est z(t) = 1 1

Avec Xcas
Si on veut voir I’influence de A et B on tape dans un écran de géométrie :

A:=point (1,0);
B:=point (0, 1);

289



290 CHAPITRE 17. LES COURBES DE DEGRE AU PLUS 2.

plotparam(affixe (A+B*t)/ (1+t),t);
m:=element (-4..5);
M:=point ( (A+Bxm) / (1+m) ) ;

17.2 Le cercle

L’équation cartésienne d’un cercle centré a I’origine et de rayon |a| est :
2% +y? = a?

Avec Xcas

Si on veut voir I’influence de a on tape dans un écran de géométrie :

a:=element (0..5);

plotfunc (sgrt (a”2-x"2),x);

plotfunc (-sqgrt (a”2-x"2),x);

L’équation cartésienne d’un cercle centré en A = xo + i * yo et de rayon |a| est
(z —20)* + (y — y0)* = a*.

L’équation paramétrique d’un cercle centré en A = xg + ¢ * yo et de rayon |a| est
x(t) = xo + |a| * cos(t), y(t) = yo + |a| * sin(t).

Avec Xcas

Si on veut voir I’influence de A et de a on tape dans un écran de géométrie :

A:=point (0,1);
a:=element (0..5);
plotparam(affixe (A)+axcos (t)+tixaxsin(t),t)

Pour avoir un demi-cercle pour ¢ allant de —7/2 & /2, on tape dans un écran de
géométrie :
A:=point (0,1);

a:=element (0..5);
plotparam(affixe (A) +a*cos (t)+i arsin(t),t=-pi/2..pi/2)

L’équation polaire d’un cercle centré a I’origine est = |a].
Avec Xcas
Si on veut voir I’influence de a on tape dans un écran de géométrie :

A:=point (0,1);
a:=element (0..5);
plotpolar(a,t);

Le cercle centré en A = xg + i * g est le translaté du précédent dans la translation
de vecteur I’affixe du point A.
Si on veut voir I’influence de A et de a on tape dans un écran de géométrie :

A:=point (0,1);
a:=element (0..5);
translation(affixe (A),plotpolar(a,t))

L’équation polaire d’un cercle passant par 1’origine et de diametre OA = d avec
— —

(Ox,0A) =togr =dxcos(t —tp).

Avec Xcas

Si on veut voir I’'influence de a on tape dans un écran de géométrie :
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A:=point (0,1);
a:=affixe (A);
plotpolar (abs (a) xcos (t—arg(a)),t);

Le cercle centré en B = xg + ¢ * g est le translaté du précédent dans la translation
de vecteur I’affixe du point B.

Avec Xcas

Si on veut voir I’influence de A et de B on tape dans un écran de géométrie :

A:=point (1,0);

B:=point (0,1);

ba:=affixe (A-B);

translation (affixe (B),plotpolar (abs(ba)*xcos(t—-arg(ba)),t));

17.3 DL’ellipse

L’équation cartésienne d’une ellipse centrée en A = xy + @ * yo et de demi-axes
paralléles aux axes et de longueur |a| et |b] est :
=20 (-w? _
a? b2
onaa? =b%+c?et AF = AF' = |c| si F et F’ sont les foyers.
L’équation paramétrique d’une ellipse centrée en A = xg+17*1o, de demi-axes
paralleles aux axes et de longueur a > Oetb > O est:
x(t) = xo + a = cos(t), y(t) = yo + b *sin(t).
Avec Xcas
Si on veut voir I’influence de A et de a on tape dans un écran de géométrie :

A:=point (0,1);
a:=element (0..5);
plotparam(affixe (A+a*cos (t)+ixb*sin(t)),t)

Remarque
On peut aussi utiliser les commandes :
ellipse, conique et conique_reduite.

17.4 L’hyperbole

L’équation cartésienne d’une hyperbole centrée en A = xg + @ * 39, de demi-axes
paralleles aux axes et et de longueur |a| et |b] est :
(a:—aa2;0)2 — <y‘b§’°)2 =1(naa?=0"+c2et AF = AF' = |c|si F et F’ sont les
foyers).

L’équation paramétrique d’une hyperbole centrée en A = xg + i * Yo, de demi-
axes paralleles aux axes et de longueur a > Oetb > Qest:
x(t) = xo + a * cosh(t), y(t) = yo + a * sinh(t).
Avec Xcas
Si on veut voir I’influence de A et de a on tape dans un écran de géométrie :

A:=point (0,1);
a:=element (0..5);
plotparam(affixe (A+axcosh (t)+ixbxsinh(t)),t)
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Remarque
On peut aussi utiliser les commandes :
hyperbole, conique et conique_reduite.

17.5 La parabole

L’équation cartésienne d’une parabole de sommet A = xg + i * yg et de directrice
d d’équation z = a = xp — p/2 (ot p/2 est la distance de A a d) a pour équation :
(y = y0)* = 4a(zo — a) — zo(x0 — a) = 4(z — x0)(xo — a) = 2 x p* (z — xo)
Par exemple, si p = 3, zg = 1 et yg = 2, son sommet est A:=point (1, 2), son
foyer F' est défini par F: =point (1+3/2, 2) et son équation est :

(y — 2)% = 6 % (z — 1) L’équation paramétrique de cette parabole est :

xo +t2/(2 % p) + i(t + yo) Avec Xcas

Si on veut voir I’influence de A et de p, on tape dans un écran de géométrie :

A:=point (0,1);
p:=element (-5..5);
plotparam(affixe (A)+t"2/ (2*p)+ixt,t)

Remarque
On peut aussi utiliser les commandes :
parabole, conique et conique_reduite.

17.6 Propriétés caractéristiques de la parabole

17.6.1 Définitions

En géométrie plane la définition est : On appelle parabole le lieu géométrique
du centre M d’un cercle tangent a une droite d et passant par un point F'.
d est la directrice de la parabole
F est le foyer de la parabole
la distance de F' a d est le parametre p de la parabole.

17.6.2 Propriétés de la parabole

Une condition nécessaire et suffisante pour que M appartienne a la parabole de
foyer F' et de directrice d est que M est équidistant de F' et de d.
En tout point la parabole admet une tangente.
Soit K est la projection de m sur d. La tangente en M est la médiatrice du segment
F K ou K estla projection de m sur d et c’est aussi la bissectrice de I’angle FMEK.

17.6.3 Propriétés caractéristiques de la parabole

Soit (P) une parabole de foyer F' et de directrice d.
On suppose que des rayons lumineux perpendiculaires a d arrivent sur P du méme
coté que F'. Alors tous les rayons réfléchis par la parabole perpendiculairement a d
passent par le foyer F'.
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En effet la tangente ¢ en M est la bissectrice de 1’angle FMEK.
Question Quelles sont les courbes qui ont cette propriété ?
On cherche donc les courbes telles que : les rayons lumineux qui se réfléchissent
sur sa surface passent par tous par un méme point F'.
Si t est la tangente en M, On considere le point K situé dans le prolongement du
rayon incident et tel que KM = MF'.
Soit [ est le milieu de K M. On va montrer que K se déplace sur une droite fixe d.
Pour cela on prend F' comme origine d’un repére avec Fx parallle au rayon inci-
dent.
On a donc la figure :

2a

|

Soient (z,y) les coordonnées de M et a = KMI =TIMF.On suppose y > 0
i.e y’ > 0 car le probléme est symétrique par rapport a F'z.

On adonc : y = tan(a) (c’est la pente de la tangente t)
2tan(a) 2y’
1—tan(a)? 1—y2

tan(2*a) = y/z = donc

yy? +2y'c —y =0
ou puisque I’on a supposé 3y’ > 0

R VA S e
Y
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ou
vy = —x+ a2+ y?

On obtient une équation différentielle a résoudre.

Résolution de yy' = —x + /22 + y? par changement de variable

Ona:
vy + x = /22 + y? Le premier membre est la dérivée de (y? + 22)/2, on pose
donc :
z = (y? + 22) /2 et I’équation différentielle devient :

’r_ 2
z —\/2z0u\/§—1donc

V2z=x+poup=Cste

donc 22 + y? = (z + p)?

On trouve 1’équation de la parabole de foyer I’origine F' et de directrice d d’équa-
tion x = —p.

Résolution de yy' = —x + /22 + y? géométriquement
Ona:
— — —
KM =MF i = /22 +y2i
ey ey
donc OK = OM + MK a pour coordonnées : zx = x — /22 +y2 etyxy = vy
Montrons que lorsque M se déplase sur le courbe, zx reste constant. xx est une

fonction de = dérivable de dérivee :
R 2 Va2 ty?—a—yxy

K /2242 22142
On remplace yy' par sa valeur et on obtient :

Vz2+y2—z—(—z+\/22+y?) -0

xh =

K \/12 T2
Donc x i = —p et M est sur une parabole de foyer F' et de directrice d d’équation
T = —D.

17.7 Equation tangentielle des coniques, foyers, directrices

Exercice :
Déterminer les foyers de la conique d’équation dans le reeére Ozy :

—22% —2xxxy—2xy> —2%xx+2%xy+3=0

17.7.1 On utilise conique_reduite

On tape :

conique_reduite (=2xxX"2-2+xxy—2xy"2-2%x+2*xy+3, [x,V])

On obtient :
[[-1,1], [[(=(sgrt(2)))/2,-((sqrt(2))/2)1,
[ (sgqrt (2))/2, (-(sqrt(2)))/2]]1, 1,-x"2-3xy"2+5,
[[-14+i+((—(sgrt(2)))/2+( (1) *sgrt (2))/2) * (sqrt (5) xcos (t) +

((1) *sgrt (15) »sin(t))/3),t,0,2+pi, (2+pi)/60]1]
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Dans le nouveau repere 1’équation de I’ellipse est :

XTQ—l—Yg = 1On adonc a® = 5, b2 = %eth = a2 -1 = %?Ontape:
c:=sq§t(5—5/3)

On obtient (sqrt (30)) /3

L’origine du nouveau repere est Ol =point (-1+1i) et la matrice de passage
est :

P = (-, -], [, — ¢

On tape p?)ur dé%nir la matrice de passage :
P:=[[-sqrt(2)/2,-sqrt (2) /2], [sqgrt (2)/2,-sqrt (2)/2]]
On tape pour définir les foyers :

Fl:=point (P*[c,0]+[-1,11)

F2:=point (Px[-c,0]+[-1,11)

On tape :

coordonnees (F1)

On obtient :

[ (-2+sqrt (15))/6-1, (sqrt (15) x2) /6+1]

On tape :

coordonnees (F2)

On obtient :

[(2*sgrt (15))/6-1,—-((sqrt (15)*2)/6)+1]

La directrice D1 a pour équation dans le nouveau repére X = a?/c = 1/30/2
Pour avoir dans le repére Oxy, 1’équation de D1, on tape :
A:=normal (Px [sqrt (30)/2,0]1+[-1,11)

On obtient :

[ (-4*sqrt (15)-8) /8, (4*sqrt (15)+8) /8]

On tape :

B:=normal (P* [sqrt (30)/2,sqgrt(2)1+[-1,1])
Onobtient: [ (-4*sqgrt (15)-16) /8, (4xsqgrt (15)) /8]
On tape :

Dl:=droite (point (A),point (B))

equation (D1)

On obtient : y= (x+sqgrt (15) +2)

La directrice D2 a pour équation dans le nouveau repere X = a?/c = —/30/2
Pour avoir dans le repere Oxy, I’équation de D2, on tape :
C:=normal (P*[-sqrt (30)/2,0]+[-1,11)
Onobtient: [ (sqrt (15)-2)/2, (- (sqrt (15))+2) /2]
On tape :

D:=normal (P* [-sqrt (30) /2,sqgrt (2)1+[-1,1])
Onobtient : [ (sgrt (15)-4)/2, (- (sgrt (15))) /2]

On tape :

D2:=droite (point (C),point (D))

equation (D2)

On obtient :

y=(x—-(sgrt (15)) +2)

On tape :

conique (—2*xX"2-2xx*y—2*xy"2-2*xx+2*xy+3, [X,V]);
Fl:=F1;F2:=F2;D1:=D1;D2:=D2;0:=point (-1+1i);
M:=point (ix—-1/2* (=1+sgrt (7)));
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On obtient :

On peut vérifier que :

MF1+ MF2=2x%./(5) et que

MF1/MH1 = e = c/a = +/(6)/3 avec H1 la projection de M sur D1.
On tape :

simplify (longueur2 (M,F1l)),simplify (longueur2 (M,F2))
On obtient :

(2+*sgrt (15) *sqrt (7) +6+sqgrt (15) +3xsqgrt (7) +38) /6,
(=2xsqgrt (15) *sqrt (7) —6*sqgrt (15) +3*sqrt (7) +38) /6
On pose :

a:=3xsqrt (7)+38

b:=2xsqrt (15) *xsqgrt (7) +6*sqgrt (15)

Carona sqgrt (6) xlongueur (M, F1) =sgrt (a+b) et

sqgrt (6) xlongueur (M, F2)=sqgrt (a-b).

On tape :

simplify (sqgrt (a+b) +sqgrt (a-b))

On obtient :

2xsqrt (30)

Soit : MF1+ MF2 =2/30/v6 = 2V/5

On tape :

Hl:=projection (D1, M)

normal (longueur2 (M,F1) /longueur? (M, H1))

On obtient :

2/3

Donc MF1/MH1 =+/6/3

17.7.2 On utilise I’équation tangentielle

On rappelle I’énoncé :
Déterminer les foyers de la conique d’équation dans le reeére Ozy :

—21’2—2*x*y—2*y2—2*x+2*y+3:0

On pose :

floyy) =222 —2%xxy—2%y?> —2xx+2xy+3et
g(ﬂ?,y,t) = t2f($/t,y/t)

On tape pour définir la fonction f :

f(X,y) :==2xX"2-2%X*y+=2xy"2-2+xX+2xy+3
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On obtient :

(X, V) =>=24X"2=-2xxX*y—2*xy"2-2%x+2%y+3

On tape pour définir la fonction g :

g:=unapply (normal (t"2+f(x/t,y/t)), [x,v,t])

On obtient :

(X, V, L) >3*L 224t *X+2xL Ay —24X"N2-2%X*xy—2xy"2

L’équation tangentielle est la condition nécessaire et suffisante sur u,v,w pour
qu’une droite d’équation ux + vy + w = 0 soit tangente a cette conique.

En coordonnées homogenes 1’équation de la tangente a la courbe g(x,y,t) = 0 au
point xg, Yo, to est :

g, (0, Yo, to) + yg,(wo, Yo, to) + tg;(xo, Yo, to) = 0

On tape :

gl:=normal (diff (g(x,y,t),x)/2)

On obtient :

—t-2xx-y

On tape :

g2:=normal (diff (g(x,vy,t),vy)/2)

On obtient :

t—x-2*y

On tape :

g3:=normal (diff (g(x,y,t),t)/2)

On obtient :

3xt—xty

Donc zg1 + yg2 + t43 = 0 est tangente a la courbe g(z,y,t) = 0.

On cherche la condition nécessaire et suffisante sur u,v,w pour que la droite
d’équation ux + vy + w = 0 soit tangente a cette conique.

On cherche donc a résoudre les équations lin’eaires en z, y, t :

g1 =u,92 = v,g3 = W.

On tape pour avoir z, y, z en fonction de u, v, w :

L:=linsolve ([gl-u,g2-v,g3-w], [x,y,t])

On obtient :

[-7/15+u—(-2) /15xv=1/5+w,2/15+u+(=7) /15+v+1/5%*w,
-1/5%u—(=1)/5xv—(=1) /5%w]

On tape pour définir 1’équation tangentielle G(u, v, w) = 0 de la conique d’équa-
tion g(z,y,t) =0

G:=unapply (numer (g(L[O0],L[1],L[2])), [u,v,wW])

On obtient :

(U, v, W) —>=T7*xu""2+4+Uu*xV—0+UrxW—7*V" " 2+06*xV*W+3*wW" 2

Pour une courbe, un foyer au sens de Pliicker est un point d’ou I’on peut mener
deux tangentes isotropes a la courbe. Une isotrope est une droite de pente 7 ou de
pente —i, par exemple si F'1 =point (x1+ixy1), ladroite:

t*x —y—1%x1 + y1 = 0 estune isotrope qui passe par F7.

Donc pour que F} soit un foyer il faut que :

G(i,—1,wy) = 0avec wy = —i *xx1 + Y1.

Pour avoir les foyers, on tape :

C:=normal (G(i,-1,wl))

On obtient :

3xwl 2+ (—=6-6*1)*wl—4*1
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On tape pour déterminer w; = —i * x1 + ¥y tel que G(i, —1,w;) =0
LF:=normal (csolve (C,wl))
On obtient :

[ ((1+1i)»sgrt (15)+34+3%1) /3, ((=1-1)*sqgrt (15)+3+3%1) /3]
Il y a donc 2 foyers F} et 5 qui ont comme coordonnées x1, Y1 et T2, Ya.

On tape pour avoir les coordonnées de F7 :
x1l:=—im(LF[0]);yl:=re(LF[0]);

On obtient :
- ((sgrt (15)+3)/3), (sgrt (15)+3) /3
Donc :
F— — (V15 +3) +i(vV/15 + 3)
3

On tape pour avoir les coordonnées de F5 :
xX2:=—im(LF[1]);y2:=re(LF[1]);

On obtient :

- ((=(sqrt (15))+3)/3), (-(sgrt (15))+3)/3

Donc
V15— 3) +i(—V/15+ 3)
B 3
La directrice d’une conique propre associée a un foyer F' est la polaire de F'.
La polaire d’un point xg, yo, to d’une conique g(x,y,t) = 0 a pour équation ho-
mogene :
Tk Gy +Yx gy, +tkgy =0
Pour avoir la directrice D; associée au foyer F; de coefficients w1, v1, w1, on tape :
ul:=normal (subst (gl, [x=x1,y=y]1l,t=1]))
On obtient :
sqrt (15) /3
On tape :
vl:=normal (subst (g2, [x=x1,y=y1l,t=1]))
On obtient :
-sqrt (15)/3
On tape :
wl:=normal (subst (g3, [x=x1,y=yl,t=1]))
On obtient :
(2+xsqgrt (15)+15) /3
Donc la directrice D, associée au foyer F a pour équation :

V15 — yV15 4+ 2V15 4+ 15 =0

Pour avoir la directrice D9 associée au foyer F5 de coefficients usg, v2, we, on tape :
u2:=normal (subst (gl, [x=x2,y=y2,t=1]))

On obtient :

- (sgrt (15))/3

On tape :

v2:=normal (subst (g2, [x=x2,y=y2,t=1]))

On obtient :

sqrt (15)/3

On tape :

w2 :=normal (subst (g3, [x=x2,y=y2,t=1]))

Fy
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On obtient :
(-2%sqgrt (15)+15) /3
Donc la directrice Dy associée au foyer F5 a pour équation :

—2V15 +yV15 — 215+ 15 = 0

On fait le dessin, on tape :

conique (f(x,y));Fl:=point (x1+ixyl);F2:=point (x2+ixy2);
Dl:=droite (ulxxtvlxy+wl=0);D2:=droite (U2xx+v2*y+w2=0)
On obtient :

Si M est un point de la conique (par exemple M)(0; (—v/7 +1)/2) et si H est la
projection de M sur la directrice associée a F' alors I’éxcentricité e de la conique

vaut :
MF

°T MH

On tape :

M:=point (ix (1-sqrt (7)) /2);

Hl:=projection (D1, M)

e2:=normal (longueur2 (M,F1) /longueur2 (M, H1) )
On obtient e :

2/3

donc

17.7.3 Avec un programme

On rappelle I’énoncé :
Déterminer les foyers de la conique d’équation dans le reére Oxy :

f(x,y):—2:U2—2*x*y—2*y2—2*x+2*y+3:0

On écrit le programme conique2fd qui a comme argument la fonction de 2
variables qui définit la conique.
On tape dans I’éditeur de programmes :
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conique2fd (f) :={

local t,x,v,9,91,92,93,L,G,u,v,w,wl,C,
LF,x1,x2,yl,y2,ul,u2,vl,v2,wl,w2,s;

purge (x) ;purge (y) ;purge (t) ;

purge (u) ;purge (v) ;purge (w) ;

g:=unapply (normal (t"2+xf(x/t,y/t)), [x,v,t]);

gl:=normal (diff(g(x,y,t),x)/2);

g2:=normal (diff (g(x,y,t),vy)/2);

g3:=normal (diff(g(x,y,t),t)/2);

L:=linsolve([gl-u,g2-v,g3-w], [

G:=unapply (numer (g(L[0],L[1],L

C:=normal (G(i,-1,w));

LF:=normal (csolve (C,w));

s:=size (LF);

si s==0 alors

returnl[];

fsij;

x,y,t1)5
[21))

4 [UIVIW]);

)

x1l:=—im(LF[0]);yl:=re(LF[0]);
ul:=normal (subst (gl, [x=x1,y=yl,t=1]));
vl:=normal (subst (g2, [x=x1,y=y1l,t=1]));
wl:=normal (subst (g3, [x=x1,y=yl,t=11));

si s==1 alors

return [normal ([x1,y1l]),numer (ul*x+vlxy+wl)];
fsij;
x2:=—im(LF[1]);y2:=re(LF[1]);

u2:=normal (subst (gl, [x=x2,y=y2,t=1]));
v2:=normal (subst (g2, [x=x2,y=y2,t=11));

w2 :=normal (subst (g3, [x=x2,y=y2,t=1]));

return [normal ([x1,yl]),numer (ul*x+vlxy+wl)],

[normal ([x2,y2]),numer (U2xx+v2*xy+w2) ];

bii
Puis, on tape :

f(X,V)="2X"2-2+xXxy=—2xy"2-2%xX+2*xy+3
coniquez2fd (f)
On obtient :

[[(—(sgrt(15))-3)/3, (sqrt (15)+3) /3],
sgrt (15) »x—sqgrt (15) xy+2xsqgrt (15)+157,
[[(sgrt (15)-3)/3, (- (sqrt (15))+3) /31,
—sqgrt (15) *x+sqgrt (15) xy—-2+sgrt (15) +15]

17.7.4 Avec un programme en utilisant q2a

On rappelle I’énoncé :
Déterminer les foyers de la conique d’équation dans le repere Oxy :

flz,y) =222 —2xzxy—2%y> =252+ 2%y +3=0

On écrit le programme conique2fd qui a comme argument la fonction de 2
variables qui définit la conique.
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On tape dans I’éditeur de programmes :

conique2fdir (£f) :={

local t,x,vy,9,A,A1,B,C,g,L,G,u,v,w,wl,
LF,x1,x2,y1l,y2,ul,u2,vl,v2,wl,w2,s;

purge (x) ;purge (y) jpurge (t);

purge (u) ;purge (v) jpurge (w) ;

g:=unapply (normal (t"2+f (x/t,y/t)), [x,v,t]l);

A:=qza(g(x,y,t), [x,¥,t]);

si det (A) !'=0 alors B:=inverse (A) else return 0 fsi;

G(u,v,w):=g(op(B*[u,v,w]));

C:=normal (G(i,-1,w));

LF:=normal (csolve (C,w));

s:=size (LF);

si s==0 alors

returnl];

fsi;

x1l:=—im(LF[0]);yl:=re(LF[Q0]);

Al:=Ax[x1,y1,1];

ul :==normal (A1[0]);
vl:=normal (A1[1]);
wl:=normal (A1[2]);

si s==1 alors

return [normal ([x1,y1l]),numer (ulxx+vlxy+wl)];
fsij;

x2:=—im(LF[1]);y2:=re(LF[1]);
Al:=Ax[x2,y2,1];

u2:=normal (A1[0]);

v2:=normal (A1[1]);

w2:=normal (A1[2]);

return [normal ([x1,yl]),numer (ul*x+vlxy+wl)],
[normal ([x2,y2]),numer (U2*xx+V2*xy+w2) ];

-7

Puis, on tape :

f(xX,V) 1="2X"2-2%xX*y—2*xy"2-2%x+2xy+3
conique2fdir (f)

On obtient :

[[(=(sgrt(15))-3)/3, (sgrt (15)+3)
sgrt (15) *x—sqgrt (15) »y+2xsqgrt (15)+15],
[[(sart (15)-3)/3, (- (sqrt (15))+3) /31,
—sqrt (15) *x+sqrt (15) xy—2*sgrt (15) +15]

/31,

17.7.5 Tangentes communes a 2 coniques

On utilise 1’équation tangentielle de ces 2 coniques :

tangentes (f,g) :={
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local x,y,t,u,v,w,A,Al,B,B1,F,G,FT,GT,D,k,L0,L1;;
purge (x) ;purge (y) ;purge (t) ;

purge (u) ; purge (v) ; purge (w) ;

F:=unapply (normal (t"2+f(x/t,y/t)), [x,v,t]);
A:r=qza(F(x,y,t), [x,¥,t]);

si det (A) !'=0 alors Al:=inverse(A) else return 0 fsi;
FT(u,v,w) :=F (op(Alx[u,v,w]));

G:=unapply (normal (t"2xg(x/t,y/t)), [x,v,t]);

B:=q2a (G(x,y,t), [x,¥,t]);

si det (B) !'=0 alors Bl:=inverse(B) else return 0 fsi;
GT (u,v,w) :=G(op(Blx[u,v,w]));
LO:=solve (normal (FT (u,v,0),GT (u,v,0)

- —
~
—
c
~
<
—
-
~

Ll:=solve (normal (FT(u,v,1),GT(u,v,1)
D:=NULL;

if (LO[0]==[0,01) {LO:=tail(LO);}
for (k:=0;k<size (LO);k++){

D:=D, droite(LO[k,0]*x+ LO[k,1]%*y);
}

for (k:=0;k<size(Ll);k++){
D:=D,droite( L1[k,0]*x+ L1[k,1]*y+1)
it

return D;

}

On tape :

f(x,y) :=x"2+y"2-2%xx

g(x,y) :=x"2+y"2-8x+12
cercle(f(x,y)),cercle(g(x,y)),tangentes (£, g)
On obtient :

On tape :

f(x,V) :=2xx"2+y"2-2%x

g(x,y) :=x"2+y"2-8%x+12

conique (f(x,y)),cercle(g(x,y)),tangentes (f,qg)
On obtient :
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On tape :
f(x,y) :=2%x"2+y"2-2%x
g(x,y) :=x"2-y"2-8x+12

conique (f(x,y)),conique(g(x,y)),tangentes (£, qg)
On obtient :

On tape :

f(x,y) :=2%x"2+y"2-2xx—-4*y

g(x,y) :=x"2-y"2-8x+12

conique (f (x,y)),conique(g(x,y)),tangentes (£, g)
On obtient :

On tape :

f(x,y) :=24x"2+y"2-16+%x-8xy+32

g(x,y) :=x"2-y"2-8x+12

conique (£ (x,vy)),conique (g (x,y)),tangentes (f,qg)
On obtient :



304 CHAPITRE 17. LES COURBES DE DEGRE AU PLUS 2.

17.8 Equation d’une ellipse ou d’une hyperbole

17.8.1 L’ellipse ou I’hyperbole est donnée par ses foyers et 1 point

Lellipse
Soient F} et F5 les foyers et My un point de ’ellipse.
Ona:
a= (Mol + MyF3)/2
MoF? — MyF2 = 2a * (MoFy — MyFy)
donc puisque pour qu’un point M soit un pointde I’ellipseona: M F1+M F, = 2a
et
MF, — MF, = (MF? -~ MF2)/(2a) ona:
MF, =a+ (MF? - MF2)/(4 % a)
ou encore :
MF? = (a+ (MF}— MF%)/(4%a))? L’équation de I'ellipse est donc : M FZ —
(a+ (MF?— MF2)/(4%a))? =0avec a = (MoFy + MyFy)/2.
L’hyperbole
Soient F} et F; les foyers et My un point de I’hyperbole.
Ona:
a = ‘M()Fl — M()F2|/2
|MoF? — MoF2| = 2a x (MoFy + MoF»)
donc puisque pour qu’un point M soit un point de I’hyperbole on a : MF; —
MFy =2axs(avecs=4+1ous=—1)et
MF, +MF, = (MF} — MF2)/(2*ax*s)ona:
MF, =sx(a+ (MF2 — MF3)/(4 % a))
ou encore :
MF? = (a+ (MF? — MF2)/(4 % a))? L’équation de I’hyperbole est donc :
MF? — (a+ (MF2— MF3)/(4%a))? =0avec a = |MyFy — MyF»|/2.
On tape le programme :

eqcon2fm(F1,F2,M0,s) :={
local x1,x2,vy1l,y2,x0,vy0,x,y,ae,ah,a,M,eq,11,12,1,13;
x1,yl:=coordonnees (F1l);
x2,y2:=coordonnees (F2) ;
%0, y0:=coordonnees (MO) ;
13:=longueur2 (F1,F2) /4;
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ae:=(longueur (MO, F1)+longueur (M0,F2))/2;
ah:=abs (longueur (M0, F1) -longueur (MO,F2)) /2
si s=="ellipse" alors a:=simplify(ae); sinon a:=simplify(ah); fsi;
si simplify(a”2-13)==0 alors si s=="ellipse" alors print ("segment");sinon
print ("2 demi-droites");fsi; fsi
purge (x,y);
M:=point (x,Vy);
12:=longueur2 (M,F1);
l:=(12-longueur2 (M,F2))/ (4*a);
1l:=simplify(a+l);
eqg:=numer (simplify (12-11"2));
si simplify(a®2-13)>0 alors print ("ellipse centre "+ (F1+F2)/2+" a="+a);
sinon
si simplify(a”2-13)<0 alors print ("hyperbole centre "+ (F1+F2)/2+" a="+a);
sinon
eq:=factors(eq) [0];
fsij;
fsi;
return eq;

|

On tape :

eqgcon2fm(point (1-1i),point (i), point (1+1i), "ellipse") Onob-
tient :

ellipse centre 1/2 a=3/2
8xx"2+4xx*y—8xx+5+xy"2-2+y-7 On tape :

egcon2fm (point (1-1),point (i), point (1+i), "hyp") On obtient :
hyperbole centre 1/2 a=(sqrt(5))/4
16+x7"2+256xx+y—16*x-176xy"2-128+y+79 On tape :

eqgcon2fm (point (1-1) ,point (i), point (1/4+1/2),"ellipse™) On
obtient :

segment

2xx+y—1

On tape :

eqcon2fm(point (1-1i),point (i),point (-1/4+3%1/2), "hyp") On
obtient :

2 demi droites

2xx+y-1

17.8.2 L’ellipse ou I’hyperbole est donnée par ses foyers et a

On a donc comme précédement :
L’équation de Iellipse ou de ’hyperbole est : M FZ — (a + (MFZ — MF2)/(4 %
a))?=0.
On tape le programme :

eqcon2fa (F1,F2,a) :={
local x1,x2,v1l,y2,x,y,M,eq,11,12,1,13;
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x1,yl:=coordonnees (F1);
x2,y2:=coordonnees (F2) ;
purge (x,vy);
M:=point (x,Vy);

12:=longueur2 (M,F1);

l:=(1l2-1longueur2 (M,F2))/ (4%a);

1l:=simplify(a+tl);
eq:=numer (simplify (12-11"2));

13:=longueur2 (F1,F2) /4;

si simplify(a®2-13)>0 alors print ("ellipse centre "+ (F1+F2)/2+" a="+a
sinon

si simplify(a”2-13)<0 alors print ("hyperbole centre "+ (F1+F2)/2+" a=

sinon
eq:=factors(eq) [0];
print ("segment ou 2 demi droites")

fsi;

fsij;
return eq;

b
On tape :
eqcon2fa (point (1-1),point (i), sgrt (5) /2)) On obtient :
segment ou 2 demi droites
2xx+y-1 On tape :
eqcon2fa (point (1-1),point (i), sgrt (5))) On obtient :
ellipse centre 1/2 a=sqrt(5)
Toxx"2+1604x*xy—T6%xx+64xy"2-8%y—-281
On tape :
eqcon2fa (point (1-1), point (i), sgrt (5) /3)) On obtient :
hyperbole centre 1/2 a=(sqgrt(5))/3
396%x72+1296xx*xy—396xx-576*xy"2-648xy+599

17.9 Exercice

On considere les deux coniques C et Cy d’équations 22 = 4y et 22 + 4(y —
%)2 = 1 et on étudie I’ensemble des points M obtenus comme milieu d’un segment
horizontal entre deux points M; € C} etvMy € Co

1. Déterminer la nature de ces deux coniques, et donner une paramétrisation
de chacune d’entre elles.

2. Tracer sur un méme systémes d’axes les coniques C et Cs.

3. Montrer que M décrit les 4 courbes déquation :

r=+Vy+ vyl —y)

4. En déduire I’équation cartésienne suivante pour M :

(IL‘2 —|—y2)2 — 4$2y
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5. Montrer que I’équation polaire de M est p = 4sin(8) cos(#)?

La solution

1. Nature de C7 et Cy
C1 a pour équation z2 = 4y ou encore y = 22 /4.
C1 est donc une parabole de foyer F : =point (i) etdedirectrice d:=droite (y=-1).
C5 a pour équation 2 + 4(y — 3)* = 1.
On tape :
a:=1;b:=1/2;c:=normal (sqgrt (a”2-b"2))
On obtient les valeurs a du demi grand axe, b du demi petit axe et ¢ de la
distance ¢ = OF entre le centre O et un foyer F' de I’ellipse :
1,1/2, (sqrt(3))/2
Cy est donc une ellipse de foyer Fy = point(—+/3/2 + i/2) et [ =
point(v/3/2 +1i/2).
On tape :
conique (x"2+4x (y=-1/2) ~2=1)
On obtient :
envert Ellipse de centre (0,1/2)
et le tracé de ’ellipse.

2. Tracé des coniques C; et Cs On tape :
conique (x"2-4xy=0)

ou bien :
parabole (x"2-4xy=0) ;
ou bien :
Cl:=parabole (0,1,affichage=1)
On obtient :
4
3.5
3
2.5
2
15
1
0.5
: : : “—10
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
On tape :
ou bien :
ellipse (x"2+4x (y-1/2)72=1)
ou bien :

C2:=ellipse (-sqrt(3)/2+1i/2,sqrt (3)/2+i/2,point (i), affichage=1)
On obtient :
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1
0.8
06
0.4
0.2
0
3. M décrit les 4 courbes x = +,/y + 1/y(1 — y).
On tape pour epsl=+/-1leteps2=+/-1:
M1 (epsl,y) :=point (2xepslxsqgrt (y) +ixy)
M2 (eps2,y) :=point (eps2*sqgrt (1-4x (y=1/2) "2) +i*y)
M(epsl,eps2,y) :=milieu (M1l (epsl,y),M2 (eps2,V)
simplify (abscisse (M(epsl,eps2,vy)))
On obtient :
eps2xsqrt (y-y"2) tepsl*sqgrt (y)
4. Equation cartésienne de M.
On tape :
normal (expand ( (x—epsl*xsqgrt (y)) "2) —expand( (eps2*sqgrt (y-y*2))"*2))
On obtient :
X2+ (—y+y"2) xeps2”2+ (—2*sgrt (y) ) xepslxxty*epsl”2
Donc puisque eps1~2=1eteps2”2=1,ona:
x2—|—y2—2*\/y)*epsl*x:0
Donc puisque eps1~2=1,ona:
(:172 4 y2)2 — 4y1.2
5. Equation polaire de M.
On tape :
factor (simplify (subst ( (x"2+y"2) "2-4xy*x"2, [x=r*xcos (t),y=rxsin(t)
On obtient :

r*3%x (r—4+sin(t)+4*sin(t)"3)
Comme r # 0 on en déduit que :
r = 4sin(t)(sin(t)? — 1) = 4sin(t) cos(t)?

6. Tracé du lieu de M.
On tape :
plotpolar (4*sin(t)*cos(t)”"2,t=0..pi)
Onpeutassitaper: plotimplicit ((x"2+y"2) "2=4y*x"2,x=-1.3..1.3,y=0..1)
On obtient :
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0.8

0.6

0.4

0.2

-1 -05 0 0.5 1
On tape :
r(t) :=4xsin(t) *cos(t) "2
normal (r (t+pi)+r(t),r(-t)+r(t),r(pi-t)-r(t))
On obtient :
0,0,0
On fait I’étude sur [0, 7/2], puis, on fait une symétrie par rapport a Oy : on
a la courbe en entier lorsque ¢t € [0, 7].
Recherche des points singuliers : on cherche donc les valeurs de ¢ qui sont
solutions de p(t) = 0 et p/(t) = 0.

On tape :

rl:=diff(r(t),t)

On obtient :

4xcos (t)"3-8xcos (t)*sin(t) "2
On tape :

solve(r(t)=0,t)

On obtient :
[0,pi,pli/2,-pi/2,3%pi/2]
On tape :

solve (rl=0,t)

On obtient :

[pi/2,-pi/2,acos ((sqgrt (6))/3),-acos ((sqrt(6))/3), (2*asin((sqrt(6))/3)+1
Donc pour ¢t = 7v/2 on a un point singulier.

Cherchons la nature de ce point singulier.

On tape pour avoir le développement de x(¢) en 7/2 :

series (4xsin(t)*cos(t)"3,t=pi/2,5)

On obtient :

4% (t-pi1/2) "3+4x (t-pi/2) "5+ (t-pi/2) "7+order_size (t-pi/2)

On tape pour avoir le développement de y(t) en /2 :

series (4xsin(t)"2*cos(t)"2,t=pi/2,5)

On obtient :

4% (t-pi/2)"2+-16* (t-pi/2)"4/3+ (t-pi/2)"6*xorder_size (t-pi/2)
Pour t = /2 on a 1% (7/2) # 0 et y1&(7/2) # 0.

Pourt =7/2ona:

yl(7/2) # 0 : donc la normale n’est pas traversée et

2Bl (7/2) # 0 : donc la tangente est traversée.

On a donc un rebroussement de premiére espece.
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Chapitre 18

Exemples de courbes en
paramétrique

18.1 Les cycloides

18.1.1 La cycloide
La courbe

Une cycloide est le lieu d’un point M situé sur un cercle qui roule sans glisser
sur une droite.
Si au départ M est a I’origine O, si le cercle C, de centre A et rayon R, roule sur
I’axe des x, si P est le point de contact de C' avec Ox lorsque C' a tourné d’un
anglet,ona:
OP = Rt,fﬁ) = —iRet A—]\Zf:rotation(A, —t, ﬁ) = —Ri(cos(—t)+isin(—t)) =
—Rsin(t) — Ricos(t) donc
OM = OP + PA + AM = Rt + iR — Rsin(t) — Ri(cos(t)) = R(t — sin(t) +
i(1 — cos(t)))

L’équation paramétrique d’une cycloide est donc :

x = R(t —sin(t)); y = R(1 — cos(t))

Avec Xcas
On tape :

R:=element (0..5);
plotparam (R* (t—sin(t)+ix (l-cos(t))),t,affichage=rouge);

On peut faire une animation pour voir le déplacement d’un point M d’un cercle C
de rayon R lorsque C roule sur I’axe des x.
On tape :

R:=element (0..5);
plotparam(R* (t—-sin(t)+ix (l-cos(t))),t=-10..10,affichage=rouge);
animation (seq(’cercle (Rxu+ixR,R)’,u,-10,10,0.5));
animation (seqg(’'M:=point (R*x (u-sin(u)+i* (l-cos(u)))
animation (seq(’ segment (Rxu+i*R,R* (uti-i*xexp (—-ixu)

y’,u,-10,10,0.5));
))",u,-10,10,0.5));

311
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On peut aussi faire une animation pour voir I’infuence du rayon R, mais ici, cela
n’a pas beaucoup d’interét.
On tape :

animation (seq(’'plotparam (Rx (t—-sin(t)+ix (1l-cos(t))),
t=-10..10,affichage=rouge)’,R,0,3,0.1));

La longueur d’une arche de cycloide

On peut calculer la longueur d’une arche de cycloide.
Ona: ds? = dx? + dy? On tape :
tlin(diff (Rx (t-sin(t)),t)"2+diff (Rx(1l-cos(t)),t)"2)
On obtient : 2xR"2+ (-2+R"2) xcos (t)
On tape :
trigsin (halftan (2«R"2+ (-2+xR"2) *xcos (t))) Onobtient: 4xR*2*sin (t/2) "2
Quand ¢ varie de 0 a 27, la longueur d’une arche de cycloide est :
normal (int (2«R*sin(t/2),t,0,2+pi))
On obtient : 8«R

18.1.2 La cycloide raccourcie

Une cycloide raccourcie est le lieu d’un point P situé sur un rayon AM du
cercle de centre A qui roule sans glisser sur une droite.
Si AP = kx AM = k x R avec k < 1, I’équation paramétrique d’une cycloide
raccourcie est donc :

x=R(t—kxsin(t)); y = R(1 — k*cos(t)) avec k < 1

Avec Xcas, on tape :

R:=element (0..3);
k:=element (0..1);
plotparam (Rx (t—kxsin(t)+ix (1-k*cos(t))),t,affichage=rouge);

18.1.3 La cycloide allongée ou trochoide

Une cycloide allongée ou trochoide est le lieu d’un point () situé sur le prolon-
gement du rayon AM du cercle de centre A qui roule sans glisser sur une droite.
Si AQ = kx AM = k x R avec k > 1, I’équation paramétrique d’une cycloide
allongée donc :

x=R(t —kxsin(t)); y = R(1 — kx*cos(t)) avec k > 1
Avec Xcas, on tape :

R:=element (0..3);
k:=element (1..5);
plotparam (Rx (t-kxsin(t)+ix (1-k*cos(t))),t,affichage=rouge);
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18.1.4 Les cycloides

On peut faire une animation pour voir le déplacement d’un point M d’un cercle
C de centre A et de rayon R, et d’un point P du rayon AM lorsque C roule sur 1’axe
des x.
On tape :

R:=element (0..3);
k:=element (0..5,0.84);
plotparam(R* (t—sin(t)+ix(l-cos(t))),t=-8..8,affichage=rouge);

plotparam (R* (t—kxsin(t)+ix (1-kxcos(t))),t=-8..8,affichage=vert);

animation (seqg(’cercle (Rxu+i*R,R)’,u,-8,8,0.5));

animation (seq(’'M:=point (R* (u-sin(u)+ix (l-cos(u))))’,u,-8,8,0.5));

animation (seq(’P:=point (R* (u—kxsin (u)+i* (1-k*xcos(u))))’,u,-8,8,0.5));
animation (seq(’ segment (R*¥u+i*R,R* (u+ti-i*max(k,1)*exp(-ixu)))’,u,-8,8,0.5));

On peut aussi faire une animation pour voir le déplacement d’un point M d’un
cercle C de centre A et de rayon R, d’un point P du rayon AM et d’un point Q sur le
prolongement du rayon AM lorsque C roule sur I’axe des x.

On tape :

R:=element (0..3);
k:=element (0 .. 1,0.84);
l:=element (1 4,2);

plotparam (R* (t—sin(t)+ix (l-cos(t))),t=-10..10,affichage=rouge) ;
plotparam(R* (t—kxsin(t)+ix (1-kxcos(t))),t=-10..10,affichage=vert);
plotparam (R* (t—1xsin(t)+i*x (1-1xcos(t))),t=-10..10,affichage=bleu);
animation (seq(’cercle (Rxu+ixR,R)’,u,-10,10,0.5));
animation (seq(’'M:=point (R* (u-sin(u)+i*x (l-cos(u))))’ ,—10,10,0.5));
( )’ ,u,-10,10,0.5));
( )’ ,u,-10,10,0.5));
( ))’,u,-10,10,0.5));

animation (seq(’P:=point (R* (u—kxsin (u)+i* (1-k*cos (u)) ’
)

u

)
animation (seq(’Q:=point (R (u—lxsin(u)+i* (1-1xcos(u)))
)

animation (seq(’ segment ( R¥u+i*R, Rx (uti-ixl*exp (—ix*u

18.2 Epicyclo‘fde et hypocycloide

18.2.1 Epicyclo'l'de

Une épicycloide est le lieu d’un point M situé sur un cercle C, de centre A
et de rayon R, qui roule sans glisser sur un cercle Cy, de rayon Ry, lorsque C' se
trouve a I’extérieur de C.

Si le cercle Cj est de centre O, si au départ M est en I sur Oz, si P est le point de
contact de C' avec Cj lorsque C' a tourné d’un angle u, P a tourné d’un angle ¢ sur
Cg,ona:

IP = Ryt = Ru,

OA = (R + Ryp)(cos(t) +isin(t)) = (R + Ryp) exp(it),

>4 ..

PA = R(cos(t) +isin(t)),

E\? =rotation(A4, u, zﬁ)

—R(cos(u +t) + isin(u
Ona:

= —R(cos(t) + isin(t))(cos(u) + isin(u)) =
+t)) = —R(cos((Ro/R + 1)t) + isin((Ro/R + 1)t))
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- — -

OM = OA+ AM = (R + Ro)(exp(it)) — Rexp(i(Ro/R + 1)t)
On pose Ry/R+1=m,ona R+ Ry = Rm.

Donc I’équation paramétrique d’une épicycloide est :

x = R(mcos(t) — cos(mt)); y = R(msin(t) — sin(mt))

La courbe se referme si 2km Ry = 2nm R c¢’est a dire si le rapport Ry /R est ration-
nel.
Cas particuliers
R = R on a une cardioide,
R = Ry/2 on a une néphroide de rebroussement,
Avec Xcas
On tape :

C:=cercle(0,3);

R:=element (0.1..4);

m:=3/R+1;

plotparam (R«mxcos (t) —Rxcos (mxt) +i*x (R*xmxsin (t)—-Rxsin (m*xt)),
t=-10..10,affichage=rouge);

On a choisit Ry = 3. On peut ainsi faire varier R et voir les 4 cas :
R=1,R=1.5, R =3, R =4.0n peut faire une animation et voir le déplacement
d’un point M d’un cercle C de centre A et de rayon R lorsque ce cercle roule a
I’extérieur d’un cercle CO de centre O et de rayon 3.

On tape :

C:=cercle(0,3);

R:=element (0..5);

m:=3/R+1;

plotparam (R+«mxcos (t) —R+xcos (mxt) +i* (Rxmxsin (t)—-Rxsin (m*xt)),
t=-10..10,affichage=rouge) ;

animation (seq(’cercle((3+R) *xexp(i*v),R)’,v,-10,10,0.5));

animation (seq(’M:=point (Rxmxcos (v) —Rxcos (mx*v) +
i* (R*m*sin(v)-R+sin(m*v)))’,v,-10,10,0.5));

18.2.2 Hypocycloide

Une hypocycloide est le lieu d’un point M situé sur un cercle ', de centre A
et de rayon R, qui roule sans glisser sur un cercle Cy, de rayon Ry > R, lorsque C'
se trouve a I’intérieur de Cj.
On peut changer R en —R dans I’équation d’une épicycloide ou refaire les cal-
culs...
Si le cercle Cy est de centre O, si au départ M est en [ sur Oz, si P est le point de
contact de C' avec Cj lorsque C a tourné d’un angle u, P a tourné d’un angle ¢ sur
Cg,ona:
I_> = Rot = —Ru (car u est négatif et R positif),
OA = (Rp — R)(cos(t) + isin(t)),
PA= —R(cos(t) + isin(t)),
m=rotation(A, u, ﬁ) = R(cos(t) +isin(t))(cos(u) + isin(u)) = R(cos(u +
t) +isin(u+t)) = —R(cos((Ro/R — 1)t) + isin((Ro/R — 1)t))
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Ona:

OM = OA + AM = (Ry — R)(cos(t) + isin(t)) — R(cos((Ro/R — 1)t) +
isin((Ro/R — 1)t))

Sion pose —Ry/R+1 = m,1’équation paramétrique d’une hypocycloide est donc :

x = —R(mcos(t) — cos(mt)); y = —R(msin(t) — sin(mt))

La courbe se referme si 2km Ry = 2nm R c’est a dire si le rapport Ry /R est ration-
nel.
Cas particuliers
R = 2R\ /3 on a une hypocycloide a 3 rebroussements,
R = Ry/4 on a une astroide.
Avec Xcas
On tape :

C:=cercle (0, 3);

R:=element (0..2.9);

m:=—3/R+1;

plotparam (—-Rxmxcos (t) tRxcos (m*t) +ix (-Rxm*xsin (t)+Rxsin (m*t)),
t,affichage=rouge)

On a choisit Ry = 3. On peut ainsi faire varier R et voir les 3 cas :
R=07,R=12,R=2.

On peut faire une animation et voir le déplacement d’un point M d’un cercle C
de centre A et de rayon R lorsque ce cercle roule a I’intérieur d’un cercle CO de
centre 0 et de rayon 3.

On tape :

C:=cercle(0,3);

R:=element (0..3);

m:=3/R+1;

plotparam (R*mxcos (t) —Rxcos (mxt) +i* (R¥mrxsin (t) -R*sin (mxt)),
t,affichage=rouge);

animation (seq(’cercle((3-R) xexp(i*v),R)’,v,-10,10,0.5));

animation (seqg(’'M:=point (-Rxmxcos (v)tRxcos (m*v) +
i* (-Rxm*sin (v)+R*sin(m*v)))’,v,-10,10,0.5));

18.2.3 Epicycloide et hypocycloide

On peut unifier les 2 cas en prenant R négatif pour les hypocycloide.
Avec Xcas
On tape :

C:=cercle (0, 3);

R:=element (-3..4);

m:=3/R+1;

plotparam (R*mxcos (t) -Rxcos (mxt) +i* (R¥mxsin(t) -R+xsin (mxt)),
t=-10..10,affichage=rouge)
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On a choisit Ry = 3. On peut ainsi faire varier R et voir les différents cas :
R=-12,R=-1,R=-0.75,R=1,R= 1.5, R = 3, R = 4. On peut faire
une animation et voir le déplacement d’un point M d’un cercle C de centre A et de
rayon | R| lorsque ce cercle roule (a I'intérieur si R<0 et a I’extérieur si R>0) sur
le cercle CO de centre O et de rayon 3.

On tape :

CO:=cercle (0, 3);

R:=element (-3..4);

m:=3/R+1;

plotparam (R+xmxcos (t) —Rxcos (mxt) +i*x (R*xmxsin (t)—-Rxsin (m*t)),
t=-10..10,affichage=rouge) ;

animation (seq(’cercle((3+R) *xexp(i*v),R)’,v,-10,10,0.5));

animation (seq(’M:=point (R+mxcos (v) -Rxcos (m*v) +
i* (Rxm*sin(v)-R*sin(m=*v)))’,v,-10,10,0.5));

animation (seqg(’ segment ( (3+R) *exp (1i*v) , R¥mxcos (v) ~R*cos (mxv) +
i*x (Rxm*sin(v)-Rxsin(m*v)))’,v,-10,10,0.5));

18.3 Dastroide

On pourra se reporter a la session astroide.xws.

18.3.1 La courbe

Définition On déplace un segment AB de longueur constante a de facon que
A soit sur Ox et B sur Oy.
L astroide est I’enveloppe de ce segment.
Lastroide est aussi le lieu de la projection M de C sur AB, lorsque O AC B est un
rectangle. Si O AC'B est un rectangle et si ¢ est 1’angle (%, (78, ona:
0A = acos(t) et 0B = asin(t)
La droite AB a donc comme équation :
x/(acos(t)) +y/(asin(t)) = 1 ou encore
x x tan(t) +y = asin(t)
L’enveloppe de la droite AB est le lieu des points d’intersection de :
x x tan(t) + y = asin(t) et de x/ cos(t)? = a cos(t)
donc z = acos(t)? ety = asin(t) — asin(t) * cos(t)? = asin(t)3.
L astroide a donc comme équation paramétrique : x = a cos(t)3;y = asin(t)3.
On tape :
plotparam(cos (t) "3+ixsin(t) "3, t)

2

18.3.2 La longueur de cette courbe

On peut calculer la longueur d’un quart d’astroide.
Ona: ds? = dx? + dy?
On tape :
tlin(diff (axcos(t)”*3,t)"2+diff (axsin(t)"3,t)"2)
Onobtient: (9xa”2) /8+ (—((9%xa~2)/8)) xcos (4*t)
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On tape :
trigsin(halftan((9*a”2)/8+ (- ((9xa”2)/8))cos (4=*t)))
Onobtient: 9/4xa"2xsin ( (4xt) /2) "2

Quand ¢ varie de 0 a 27, la longueur d’un quart d’astroide est :

normal (int ( 3/2*axsin(2xt),t,0,pi/2))

On obtient: 3/2+a

On a la longueur de I’astroide est donc : 6xa

18.4 Le trifolium de parametres a et b

18.4.1 Définition géométrique

Soient un repere orthonormé O, 7, 7 et 2 réels a et b.
Soient le cercle C' de centre J = (a, b) et passant par O et une droite d passant par
O. d coupe C en P (P # O). Sur la parallele a Ox menée par P, on définit M et
N par OM = ON = OP.
Le lieu de M et N est un trifolium de parametres a et b. On tape :

O:=point (0);

supposons (a=[1.0,-5,5,0.17);

supposons (b=[0.5,-5,5,0.17);
C:=cercle (point (2a+i*2b),0);

supposons (c=[1.53, (-pi)/2,pi/2,0.011);
P:=inter_unique (C,d, [0]);
l:=simplify(tan2sincos (trigcos (trigtan (longueur (O,P)))));
M:=P+1;

N:=P-1;

trace (M) ;

trace (N) ;
m:=simplify(trigcos(trigtan(affixe(M))));
affichage (plotparam(m,c),1);

On obtient :

La valeur de affixe (P) apres simplification :

2% (cos(c)+ (1) *sin(c)) *x (a*xcos (c)+b*xsin(c))

La valeur de [I=1ongueur (O, P) apres simplification :

2%a*xcos (c)+2+xb*sin(c)

La valeur [ est périodique en c de période 27 et donc selon les valeurs de a, b, c, la
valeur de [ est soit positive, soit négative.

et la valeur de m=affixe (M) :

2xaxcos (c) "2+2xa*cos (c)+2+bxcos (c) *sin(c)+2+xbxsin(c) +
(1) * (2xa*cos (c) *sin(c)—-2*b*cos (c) "2+2+Db)

m est donc I’affixe de M quand ! > 0 et I’affixe de NV quand [ < 0.
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L’équation paramétrique du trifolium de parameétres a et b est donc :

2% (cos (c)+ (i) *sin(c)+1) x (axcos (c)+b*sin(c)), c € [—m; 7.
Ona:

x(c) = 2(cos(¢) + 1)(acos(c) + bsin(c))

y(c) = 2sin(c)(acos(c) + bsin(c))

On tape dans un niveau de géométrie !

supposons (a=[3.1,-5,5,0.17)

supposons (b=[1.4,-5,5,0.1])

plotparam (2« (cos(c)+1) « (axcos (c) tbxsin(c) )+

i* (2xsin(c) * (axcos (c) +tbxsin(c))),c=—pi..pi)

On obtient le trifolium pour différentes valeurs de a et b.

Cas particulier b=0

L’équation paramétrique du trifolium de parametres a et b = 0 est donc :

z(c) = 2a(cos(c) 4+ 1) cos(c) = a(cos(2¢) + 2cos(c) + 1)

y(c) = 2asin(c) cos(c) = asin(2c)

On le retrouve dans I’exercice suivant mais dans un repere d’origine différente.

18.4.2 Exercice : le trifolium (avec b = 0)

Le plan est muni d’un repere orthonormé O, _i>, 7 Soit C' le cercle de centre
O et de rayon 7.
A tout point M de C on associe le point N de C' tel que :
(7,0N) = 2(7,0M).
Soit P le symétrique de M par rapport a I’axe des abscisses.
Soit G le centre de gravité du triangle M N P.
Le lieu de G décrit un trifolium qui est une courbe d’équation paramétrique :

2(t) = §(2 cos(t) + cos(2t))
y(t) = % sin(2t) On tape (prend r=4) :
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C:=cercle(0,4)

supposons (a=[0.6,-5,5,0.11])
M:=point (4xexp (ixa))
N:=point (4dxexp (2xix*a))
P:=point (4xexp (—ixa))
G:=isobarycentre (M, N, P)
lieu (G, a)

On obtient :

On tape :

trigcos (re(affixe(G))+ixim(affixe (G)))
On obtient :

8/3xcos (a)+4/3*xcos (ax2)+4%1/3xsin (a*x2)

18.5 Le folium de Descartes

. 1 N . -
Le plan est muni d’un repére orthonormé O, i , j .

Etant donné p un nombre réel, soient la parabole P d’équation (z4y)? = 2b(z—y)
et la parabole p d’équation (z — y)? = 2b(x + y).

Pour chaque w réel, la droite D d’équation y = tan(u)z coupe P en A et p en B.
Soit M le conjugué harmonique de O par rapport a A et B. Le lieu de M est un
folium de Descartes de parametre a.

On tape :

supposons (b
P:=parabole

[0.375,-5,5,0.0051);
(X+y)A2 bx (x-y));
p:=parabole ((x-y) "2-b* (x+y) ) ;
supposons (u=[0.2, -pi,pi,0.00571);
D:=droite (y=tan (u) *x) ;
A:=inter(D,P) [1];

B:=inter (D,p) [11;
M:=conj_harmonique (A, B, point (0));

(
(
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trace (M) ;
L:=lieu(M,u) :;affichage (L, 1);

On obtient :

On tape :

m:=affixe (M)

On obtient :

((—1) *bxtan (u) *3-brtan (u) *2+i+xb*tan (u)+b)/ (3xtan (u) *2+1)
On tape :

normal (abs (m))

On obtient :

((-tan(u) "2+41) *sgrt (tan (u) *2+1) xb) / (3+tan (u) ~2+1) Lefolium
de Descartes a donc comme équation polaire :

—b 1—tan(u)?
r cos(u)(1+3 tan(u)?2)
Remarque

Le folium de Descartes se déduit de la trisectrice de Mac-Laurin (d’équation po-
laire r = b/3(4 cos(t) — 1/ cos(t)) cf section suivante) par une affinité de direction
Oy et de rapport 1/1/3.

En effet considérons 1’affinité de direction Oy et de rapport v/3 qui transforme P
en M.

Ona:
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Ty = xpetyy = yp * \KB)

Donc tan(u) = tan(t)/\/(3) et OM = xp/cos(t) et OP = x5/ cos(u)
OM = OPcos(u)/cos(t) = b(1 — tan(u)?)/(3 * tan(u)? + 1)/ cos(t) On a
3tan?(u)) = tan(t)? donc

OM =b/3 % (3 — tan(t)?)/(tan(t)? + 1)/ cos(t)

OM =b/3 % (3 — tan(t)?) x cos(t) = b/3 x (3 cos(t) — sin(t)?/ cos(t))

OM =b/3 (3 cos(t) + cos(t) — 1/ cos(t)) = b/3(4dcos(t) — 1/ cos(t))

On tape :

affichage (plotpolar(0.6/3* (4xcos(t)-1/cos(t)),t),1)
plotpolar (0.6* (1-tan(u) ~2) /cos (u)/ (1+3xtan(u) *2),u)

On obtient en rouge la trisectrice de Mac-Laurin et en noir la folium de Descartes.
La courbe en rouge se déduit de la courbe en noir par une affinité de direction Oy
et de rapport /3.
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18.6 La trisectrice de Mac-Laurin

La trisectrice de Mac-Laurin de parametre a est la courbe d’équation paramé-
trique :
x(t) := ag’z_ Jﬁ
(1) = Gy
Tracer sa représentation paramétrique et calculer 1’aire de la boucle. Cette courbe
a été étudié par Mac-Laurin vers 1742.
C’est une cubique circulaire unicursale. La boucle est obtenue pour ¢ € [—+/3, v/3].
On tape dans un niveau de géométrie :
supposons (a=[-1.0,-5,5,0.11])
plotparam( (3-t"2) * (1+ixt)/(t"2+1))
On obtient poura = —1:

On tape :
int (2xtxax (3-t"2)/ (t"2+1)diff (a*x (3-t*2)/(t"24+1),t),t,sqgrt (3),0)
On obtient : 3xsgrt (3) a2

18.6.1 Construction géométrique

On peur donner de cette courbe a plusieurs constructions géométriques.
En voici :
Soit @ un nombre réel.
Dans un repere orthonormé O,
A(2a,0), S(3a,0).
Soit P le point de d d’angle polaire ¢ défini par OP = P A et soit M le point de d
défini par AM = AP.
Quel est le lieu de M ?
Dans un niveau de géométrie, on tape :

- N . .
i, j ,on considere une droite d et les points :

)

supposons (a=[1.0,-5,5
supposons (t=[0.5,-5, 5,
A:=point (2a);

S:=point (3a);

P:=point (ati*ax*tan(t));
O:=point (0) ;

d:=droite (y=tan(t) *x) :;d;
M:=point (2a+a/cos (t) xexp (3+«1ixt));
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trace (M) ;
triangle (A,P,M);
angle (O,A,P,"t");

On obtient selon les valeurs de ¢ et poura = 1 :

Montrons que le lieu de M est la trisectrice de Mac-Laurin de parametre a.

Les triangles OAP et PAM sont isoceles donc on a :

(OA,0P) = t, (PA, PM) = 2t, (AS, AM) = 3t.

Cette courbe a été utilisée pour avoir une solution graphique au probleme de la
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trisection de 1’angle, d’olu son nom de trisectrice.

Calculons OP = PA = AM :

Ona: cos(t) = a/OP donc AM = OP = a/ cos(t)

Dans le repére orthonormé A, 7, 7}, I’équation polaire du lieu est donc r =
Lg (puisque (A—g, m) =3t =20)

cos(3)

On retrouve alors 1’aire de la boucle ((3*xsqgrt (3)) /2xa”2) en tapant :

int (int(r,r,0,a/cos(t/3)),t,0,pi)

Le point M a donc comme coordonnées : 2a + a cos(3t)/ cos(t), asin(3t)/ cos(t)
Donc OM? = 4a?+a?/ cos(t)?+4a? cos(3t) / cos(t) Comme cos(3t) = cos(t)3—
3cos(t)(1 — cos(t)?) = 4cos(t)® — 3cos(t)

Ona OM? = 4a®+a?/ cos(t)? + 16a® cos(t)? — 12a® = (4a cos(t) —a/ cos(t))?
Dans le repere orthonormé O, 7, 7 I’équation polaire du lieu est donc :

r = a(4cos(t) — 1/ cos(t))

Les coordonnées de M sont donc : x M + iyM = r * exp(it)
On tape :
z:=ax (4dxcos (t)—-1/cos (t)) *exp (ixt)
xM:=re (z);yM:=im(z)
trigsin (xMx (xM"2+yM"2) —ax* (3*xM"2-yM"2))
On obtient : 0
L’équation cartésienne est donc :
r(z? +y?) —a(322 —y*) =0
ou encore : y%(z + a) = 2%(3a — x)
Dans le repére orthonormé O, i, j, I’équation paramétrique du lieu est donc en
posanty = tx :
r=aBa—t3)/1+12),y =t*x=at(3a—t?)/(1 +1?)
On peut créer une animation qui montre que la trisectrice de Mac-laurin est le lieu
des points qui sont I’intersection de 2 droites qui tournent I’une autour de O a la
vitesse angulaire ¢ et I’autre autour de A a la vitesse angulaire 3t.
On tape (poura = 1) :
d(t) :=droite(y=tan(t) *x);D(t) :=droite (y=tan (3*t) * (x-2));
M(t) :=inter_unique(d(t),D(t),affichage=l+epaisseur_point_2)
puis sur un méme niveau :
plotpolar (4*«cos(t)—-1/cos(t),t,—pi,pi);A:=point (2);
animation (seq([d(t),D(t),M(t)],t,-3,3,0.05))
On obtient :
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On peut aussi montrer que la trisectrice de Mac-laurin est le lieu de la projection
de O sur les tangentesa la parabole p d’équation y? = 4ax — 12a? (c’est la podaire
de p par rapport a O). p a comme foyer le point de coordonnées (4a,0) et comme
directrice la droite d’équation x = 2a.

On tape :

supposons (a=[1.3,0,5,0.11);
p:=plotparam(3a+(t”2)/ (4%a)+(i)+*t,t=-10.0..10.0);
supposons (t=[-9.0,-10,10,0.21);
T:=mediatrice (point (4a),point (2a+ixt));
M:=projection(T,point (0));;

trace (M) ;

segment (0,M) ;

O:=point (0);

On obtient :

Pour faire une animation, on tape dans un méme niveau :
p:=plotparam(3+(t"2)/(4)+ (i) *t,t=-10.0..10.0);
plotpolar (4xcos(t)-1/cos(t),t,-pi,pi);0:=point (0);
animation (seq([mediatrice (point (4),point (2+ixt)),
segment (M:=projection(T,0),0),

affichage (M, 1+tepaisseur_point_2)]1,t,-10,10,0.1))

et on obtient I’animation souhaitée. Autre définition Soit le cercle C de centre
(4a,0) et la droite D d’équation z = —2a. Un droite d pivote autour de O et coupe
Cen PetDen(@.Le milieu M de PQ) décrit alors une trisectrice de Mac-Laurin
de parametre a, de point double O et d’asymptote x = —a.

On tape :
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supposons (a=[1.3,0,5,0.11);
p:=plotparam(3a+(t"2)/(4xa)+ (i) *t,t=-10.0..10.0);
cercle (4xa,4xa);

D:=droite (x=-2a);

supposons (t=[-9.0,-10,10,0.21);
d:=droite(y=tan(t)xx) :;d
P:=point (8axcos (t) xexp (i*t));
Q:=point (-2ax* (1+ixtan(t)));
M:=milieu(P,Q);

trace (M) ;

O:=point (0) ;

On obtient :

18.7 Un exercice

18.7.1 L’énoncé

+oo  4on
ez2t

On considere la fonction g R— > C définie par : g(t) =

n=0

2TL

1. Montrer que g est périodique.
Calculer g(—t) et sup,cp |g(t)].
Majorer I’erreur commise lorsqu’on prend : Eiozo % comme valeur ap-

prochée de g(t)
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2. En utilisant Xcas dessiner I’'image de R par cette approximation de g.

18.7.2 Le corrigé

1. Ona g(t + 2m) = g(t) donc g est périodique de période 2.

Ona g(—t) = g(b).
2t 1 = 1
Ona | o | < o donc igﬂ}g lg(t)| <= 7;)271
Si on prend : Ziozo 6122: * comme valeur approchée de g(t) I’erreur com-
X1 1
mise est inférieure a : Z 5 < le — 06

on — 920
n=21

=2.

2. On définit la fonction g et on tape :
g(t) :=sum(exp (i*2"nx*t)/2”n,n=0..20)
L’image de R par g est la courbe en paramétrique définie par g. On tape :
plotparam(g(t),t=0..pi) ;plotparam(g(t),t=pi..2pi,affichage=1)
On visualise la symétrie de la courbe par rapport a I’axe des x, symétrie due

au fait que g(—t) = g(t) et on obtient :

Ctos

" los

18.8 Deux exercices
1. On considere la courbe paramétrée suivante :

2 —-2t+3 2 -3
2 _or VU7

x(t) =

(a) Faire un double tableau de variation pour x(t) et y(¢).
(b) Etudier les branches infinies.
(c) Tracer la courbe.

Solution avec Xcas :

x(t) est définie pour t € | — 00, 0[ U ]0,2[ U |2, o0].
y(t) est définie pour ¢ € | — 0o, 0[ U |0, co].

On tape :

X (L) :=(t"2-2+t+3)/ (L"2-2%t)
y(t):=(t"2-3)/t
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factor (diff(x(t),t))

On obtient :

—6x% (=1+t) / (£"2x (=2+t) "2)

Donc x(t) est croissante sur | —oo, 0[U]0, 1] et est décroissante sur |1, 2[U]2, oo]
et

normal (diff(y(t),t))

On obtient :

(3+t"2) /"2

Donc y(t) est croissante sur | — oo, 0[U]0, 00|

On tape :
limit(x(t),t,—-inf),limit(y(t),t,—inf)
On obtient :

1,-infinity

On tape :
limit(x(t),t,-inf),limit(y(t),t,—-1inf)
On obtient :

1l,infinity

Donc z = 1 est une asymptote lorsque ¢ tend vers 400 ou —oo.
On tape :
limit(x(t),t,0,-1),limit(y(t),t,0,-1)
On obtient :

+infinity,+infinity

On tape :
limit(x(t),t,0,1),limit(y(t),t,0,1)

On obtient :

—infinity,-infinity

On tape :

limit(y(t)/x(t),t,0,-1),1limit (y(t)/x(t),t,0,1)
On obtient :

2,2

On tape :
limit(y(t)-2+x(t),t,0,-1),limit(y(t)-2*xx(t),t,0,1)
On obtient :

-1/2,-1/2

Donc y = 2z — % est une asymptote lorsque ¢ tend vers 0.
On tape :

limit(x(t),t,2,-1),v(2))

On obtient :

-infinity,1/2

On tape :

limit(x(t),t,2,1),y(2))

On obtient :

+infinity,1/2

Donc y = % est une asymptote lorsque ¢ tend vers 2.

On tape pour avoir la courbe les asymptotes et le point double :
plotparam(x (t)+i*xy(t),t),droite (y=2x-1/2)
point (2,2,affichage=l+tepaisseur_point_2)
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On obtient avec un repere orthonormé :

Yy

-2 -10 0 10 20

2. On considere la courbe paramétrée suivante :

(a) Calculer le repere de Frenet ?(t), ﬁ(t) au point de parametre ¢.
(b) Calculer la courbure au point de parameétre t.
(c) Pour quelle(s) valeur(s) de ¢ la courbure est-elle maximale ?

(d) Donner une paramétrisation de la developée, et préciser ses points sin-
guliers.

Solution avec Xcas :
On tape :
x(t):=t;y(t):=t"4/4
Tl:=[diff(x(t),t),diff(y(t),t)
On obtient :
[1,t73]
On a donc :
ds = /1 + t5dt
On tape :
:=T1/12norm(T1)
On obtient :
[1/ (sgrt (1+t76)),t"3/ (sgrt (1+t"6)) ]

On tape :

normal (courbure ([t,t"4/4],t))

On obtient :

3%t 2%sqrt (1+£76) / (1+2+t26+E~12)

On vérifie, on tape :

N1l:=diff(T,t)/sqrt (1+t"6)

On obtient :

[-3+t"5/ (1+2+t76+t"12),3+t"2/ (1+2+xt"6+E712) ]
La courbureest: C:=1/Ravec R:=1/12norm (N1), donc pour avoir la
courbure, on tape :

C:=normal (12norm(N1))

On obtient :
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3xt"2%xsgrt (1+t76) / (1+2xt"6+t"12)

On tape pour avoir N :

N:=N1/12norm(N1)

On obtient :

[-t"3%sqgrt (1+t76) / (1+t"6), (sqrt (1+t"6))/ (1+t"6) ]
On tape :

normal (diff (C,t))

On obtient :

(6*xt—21+t"7) *sqrt (1+t"6)/ (1+3+xt"6+3+xt"12+t"18)
On tape :

solve (6xt—-21xt"7=0,t)

On obtient :

[-(2/7)~(1/6),0, (2/7)"(1/6)>=0.811562539801]

C est une fonction paire de ¢ qui est nulle en ¢ = 0 et et pour avoir sa valeur

ent = (2/7)~(1/6),0, (2/7)"(1/6) :

On tape :

subst (C,t, (2/7)"(1/6))

On obtient :

49x (2/7)7~(1/3)*sqrt (9/7) /27~1.35534087381

On tape :

D:=developpee ([t,t"4/4],t)

On obtient :

/ 4000

3500
3000
2500
2000
1500
1000
500
0

—-8e+05 —bBe+5 —de+05 -2e+05 0 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05

On tape :

evalc (parameqg (D))

On obtient :

(8+t"3=4+t"9) / (12+t"2) +i* (4+7xt"6) / (12+t"2)

On vérifie, puisque D est le lieu du centre de courbure 2 on a :

O + 376 - 0%

On tape :

Omega:=normal ([t,t"4/4]+N/C))

On obtient les coordonnees de 1’équation paramétrique de D :
[(2+xt—t"~7) /3, (4+7+t76) / (12%t"2) ]

Si on chande t en —t on a x(—t) = —z(t) et y(—t) = y(t) donc D
est symétrique par rapport a Oy. Pour vavoir les coordonnées du vecteur
Z'(t),y'(t) normal (diff ([ (2+«t-t~7) /3, (4+7xt"6)/(12%t"2)],t))
On obtient :

[2/3=7/3%t"6, (—2+7xt"6) / (3*t"3) ]
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Pour avoir points singuliers de la developée, on tape :

On tape :

solve ([2/3-7/3%t76=0, (=2+7*t"6)/(3xt"3)=01,t)

On obtient des valeurs opposées de ¢ :

[=(2/T7)~(1/6), (2/7)"(1/6)]

On fait les calculs pour t = (2/7)(1/6).

Pour avoir les coordonnées du point singulier t = (2/7)(1/6), on tape :

normal (subst ([ (2xt-t"7) /3, (4+7xt"6)/ (12%t"2)]1,t=(2/7)"(1/6)))

On obtient :
(4336147~ (1/6)/49, (98~ (1/3))"2/28]
On note :
ggéf:vr:(x“)&ﬂﬂl
7 = V/ — (x/(t)’y/(t))’
dOM " " 1"
dt? =V7=(2"(t),y"(t)) etc...

Pour avoir les coordonnées du vecteur V", on tape :

normal (diff ([2/3-7/3*t"6, (-2+7*t"6)/ (3*xt"3)1,t))
On obtient V" :

[-14%t"5, (2+47*xt76) /t"4]

V" estnon nul en t = (2/7){1/6), on a donc un point de rebroussement.
Pour avoir les coordonnées du vecteur V', on tape :

normal (diff ([-14*t"5, (2+7+t"6)/t"4],t))

On obtient V" :

[-70xt™4, (-8+14+t"6) /t"5]

V" est non nul en t = (2/7)(1/6), donc on a un point de rebroussement
de premiére espece.

Les 2 points singuliers sont des points de rebroussement de premicre es-
pece.

On ne le voit pas sur le graphe de D. On va faire un graphique plud précis
en cherchant 1’équation de D.

On tape :

equation (D)

On obtient :
~186624+4221184+y~3+1778112%x"2+y—823543%x"6-65536+y"~6-
1505280%x"2+y"4-3226944xx 4+y " 2+442368+x"2+y"7=0
On tape :

f (x,y) :=gauche (equation (D))

plotimplicit (f(x,vy), [x,V])

On obtient :
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Chapitre 19

Exemples de courbes en polaire

On donne ici les équations en polaire de différentes courbes.

19.1 La droite

1
acos(f) + bsin()

r =

19.2 Le cercle passant par O

r = acos(f) + bsin(h)

19.3 Conique

19.3.1 Conique de foyer O

r=—r
1+ ecos(6)

19.3.2 Conique générale

1
a+ beos(f) + csin(6)

r =

19.4 Conchoide de courbes

19.4.1 Définition

On appelle conchoide d’une courbe (C') par rapport a un point O le lieu (T") des
points M et N que I’on obtient en portant sur la droite OP : PM = —PN = a
lorsque P décrit la courbe C' et que a a une valeur constante.

Si I’équation polaire de C' est r = f(6), celle de (I') est: r = f(0) £ a.
Remarque

Si f(0 —m) = —f(0) alors le double signe est inutile. En effet un point K de
coordonnées polaires r, § est aussi et le point K de coordonnées polaires —r, 0+.
Si on considere :

le point M de coordonnées polaires :

333
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f(0)+a,0et

/1 =0+ 7Ona:

fO)+a= f(01—m)+a=—f(61)+a = —(f(01)—a)le point M de coordonnées
polaires f(6) + a, 6 est donc identique au point de coordonnées polaires :
—(f(61) — a, ) qui est le point N de coordonnées polaires f(61) — a, 6.

19.4.2 Conchoide de droite ou conchoide de Nicomede

Soient une droite d, un point O non situé sur d et un nombre réel a.
La conchoide de Nicomede est le lieu (I') des points M et N que 1’on obtient en
portant sur la droite OP : PM = —PN = a lorsque P décrit la droite d et que a
a une valeur constante.
Soit h la distance de O a la droite d.
La conchoide de Nicomede a comme équation :

r=h/cos(f) +a

Le double signe est inutile car cos(f — ) = — cos(#).
Avec Xcas
On tape :

O:=point (0,0);

d:=droite (x=3);

a:=element (1..5);

plotpolar (3/cos (t)+a,t,affichage=rouge)

On a choisit A = 3. On peut ainsi faire varier a et voir les 3 cas :
h < a, h = a, h > a. On peut trouver I’équation cartésienne :

r =rh/x + a donc

r—rh/x=r(x—h)/xr = adonc

(2% 4 ) (x — h)? — a®2? =0

c’est donc une quartique. On peut faire une animation et voir la construction de la
courbe quand P se déplace sur la droite d.

On ouvre un écran de géométrie 2D et on tape (on a choisit A = 3 et a entre 1 et
5) pour faire une animation (ne pas oublier de mettre animate a 0.5 a I’aide du
bouton cfg) :

O:=point (0,0);

d:=droite (x=3) :;d;

supposons (a=[4.3,-5.0,5.0,0.071);

plotpolar(3/cos (t)+a,t,affichage=rouge);
T(a,u,x):=(3/(—a*sin(u) xcos (u) *2) —cos (u) /sin (u) ) *x+
(a+3/cos(u)) "2/ (a*sin(u)) ;

animation (seq(’droite(y=tan(u)*x)’,u,-10,10,0.1));

animation (seqg(’P:=point (3+i*xtan(u)*3)’,u,-10,10,0.1));

animation (seq(’'M:=point ((3/cos (u)+a) *exp (i*u))’,u,-10,10,0.1));
animation (seq(’droite(y=T (a,u, x),affichage=vert)’,u,-10,10,0.1));
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On obtient :
La conchoide de Nicomeéde (en rouge) :

~1C

-5

On suppose maintenant que des rayons paralleles a I’axe des y se réfléchissent
sur la deuxiéme nappe (lorsque —7/2 < 0 < 7/2).
Pour avoir la trace des rayons réfléchis, on tape :

O:=point (0,0);
d:=droite (x=3) :;d;
supposons (a=[4.3,-5.0,5.0,0.01);
plotpolar (3/cos (t)+a,t,affichage=rouge) ;
T(a,u,x):=(3/(—a*xsin(u) xcos (u) *2) —cos (u) /sin (u) ) xx+
(a+3/cos (u)) "2/ (axsin(u));
N:=unapply (equal2list (equation (perpendiculaire(
M,droite(y=T(a,u,x))))) [1], [a,u,x]);

//N(a,u,x) :=(axsin(u) xcos (u) *2)/ (3+axcos (u) *3) *x+
// (9xtan (u) +3*xaxsin(u) )/ (3+axcos (u) *3);
supposons (u:=[1.2, (-pi)/2,pi/2,0.05]);
M:=point ((3/cos (u)+a) xexp (i*u));
dd:=symetrie (droite (y=N(a,u,x)),

demi_droite (M, point (ix (3/cos (u)+a)*sin(u)))) :;
trace (dd);

On obtient quand on fait bouger le curseur u pour avoir la trace des rayons réflé-
chis :
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“-10

-5

Les rayons réfléchis sur une conchoide de Nicomede

19.4.3 Conchoide de cercle

On construit ainsi le limagon de Pascal.
Soit un cercle C' de rayon R, un point O situé sur C' et un nombre réel a. Le lima-
con de Pascal est le lieu (T") des points M et N que 1’on obtient en portant sur la
droite OP : PM = —PN = a lorsque P décrit le cercle C et que a a une valeur
constante.

Une conchoide de cercle a comme équation :

r =2Rcos(f) +a

Le double signe est inutile car cos(f — m) = — cos(f).
Avec Xcas
On tape :

O:=point (0,0);

C:=cercle(3,3);

a:=element (1..5);

plotpolar (6*xcos (t)+a,t,affichage=rouge);
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On a choisit R = 3. On peut ainsi faire varier a et voir les 3 cas :
2R < a,2R = a, 2R > a.

Lorsque 2R = a on ar = 2R(cos(f) + 1) = a(cos(#) + 1) c’est donc une
cardioide.
On peut faire une animation et voir et les points M, N et la construction de la courbe
quand P se déplace sur le cercle C.
On tape :

O:=point (0,0);

C:=cercle(3,3);

a:=element (1l..5);

plotpolar (6*cos (t)+a,t,affichage=rouge);

animation (seqg(’droite(y=tan(u)*x)’,u=-10..10));

animation (seq(’P:=point (6*cos (u)*exp(ixu))’,u,-10,10));
(seg('M:=point ((6xcos (u)+a) xexp(ixu))’,u,-10,10));
(seqg ('N:=point ((6*xcos (u)-a)* exp(i*xu))’,u,-10,10));

animation
animation

19.5 Cissoide droite et strophoide droite

19.5.1 Cissoide droite

Soient une droite d, un point O non situé sur d et H la projection orthogonale
de O sur d. Soit h = OH la distance de O a la droite d et C' le cercle de diametre
OH.

Soit P un point de d et N I’intersection de O P avec C'. Lorsque P décrit la droite
d, le lieu de M, obtenu en portant sur OP, OM = N P est une cissoide droite.

Si O est I’origine, OH I’axe des x et t I’angle de OP avec Ox,on a:

P = point(h/ cos(t) x exp(i x t)), N = point(h * cos(t) * exp(i x t)), OM =
NP = hxexp(ixt)*(1/ cos(t) —cos(t)) = hxexp(i*t)*(1—cos(t)?)/cos(t) =
x+i*xy=rxexp(ixt)Donc:

x = h*sin(t)? ety = h * tan(t) = sin(t)? et

r = h*sin(t)?/ cos(t)

donc I’équation polaire de la cissoide droite est :

r = h*sin(t)?/ cos(t).

Avec Xcas
On tape :

O:=point (0,0);

h:=element (0..6);

d:=droite (x=h);

cercle (0,point (h));

plotpolar (hxsin(t)"2/cos(t),t,affichage=rouge);

Cette courbe ressemble a un morceau de conchoide de droite lorsque a < h.
Un exemple de TP : la cissolle ou la duplication du cube
Dans un repere orthonormé O, i, j, on considere le point A de coordonnées
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(1,0), C le cercle de diamétre O A et la droite D d’équation x = 1.
Soit un point N = 1 + ¢a sur D. La droite ON coupe C' en P.
Trouver les équations cartésienne, paramétrique et polaire du lieu de M défini par :
OM = PN
OM = PN.
Avec Xcas, on tape dans un niveau de géométrie 2d :

C:=cercle (0,point (1))
D:=droite(x=1) :;D
supposons (a=[-2.7,-5,5,0.11);
N:=element (D, a)
dO0:=droite (0, N)
P:=inter_unique (C, d0)
M:=point (N-P)
L:=1lieu(M,N)
affichage (L, 1)
equation (L)
parameq (L)

(
(

On obtient :

et comme équation :

—X"3-x*y N 2+y "2

et comme équation paramétrique :

((1)*t"2)/(t+1)

Donc 1’équ2ation paramétrigue est :
t

x(t) = m»y(t) 21

L’équation polaire est alors :

r=abs (((1)*t"2)/(t+1))

Donc I’équation polaire est :
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12
Vit +1
Remarque
On peut aussi mettre t race (M) comme derniére instruction pour voir comment
M se déplace et qui donne en commentaire les coordonnées de M en fonction de a.
On tape :
equation (droite (A, M))
On obtient :
y=((-a"3)*x+a"3)
La duplication du cube
Comment construire un cube de volume égal au double du volume d’un cube donné
de coté 17
11 faut construire un segment de longueur 2'/3.
On sait que cette construction est impossible avec la regle et le compas...mais la
représentation graphique L de la cissoide permet de résoudre ce probleme :

Soit :

Q:=point (2x1i)
B:=inter_unique (droite (A,Q), L, [A])
N:=inter_unique (droite (0,B),D
longueur (A, N)

On trouve pour longueur (A, N) :

27 (1/3)

en effet si a = y/z, et si M(a) € L (L=la cissoide), la droite OM (a) coupe la
droite D(x = 1) en un point de coordonnées (1, a) et la droite AM (a) coupe la
droite x = 0 en un point @ de coordonnées (O, a®) (puisque AM (a) a comme
équation y = ((—a?) * z + a®)y).

Réciproquement, soient Q = (0,a) et B le point d’intersection de la droite AQ
avec la cissoide. La droite OB coupe D en P = (1,a'/?).
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19.5.2 Strophoide droite

Soient une droite d, un point O non situé sur d et H la projection orthogonale
de O sur d. Soit h = OH la distance de O a la droite d .
Soit P un point de d. Lorsque P décrit la droite d, le point M de la droite OP tel
que PM = overlineH P est une strophoide droite.
Si O est ’origine, OH I’axe des x, et t I’angle de OP avec Ox, on a :
P = point(h/ cos(t) x exp(i x t)) = point(h * (1 + i x tan(t)))
|OP| = h/ cos(t)

H = point(h)

PH = h*tan(t)

Ona:

OM = OP + overlineH P

dong :

OM = OP + OP % cos(t)  tan(t)) = OP # (1 + sin(t))
Doncona:

OM = h+ (1 +sin(t))/ cos(t) x exp(i x t)) = r * exp(i * t)

donc I’équation polaire de la strophoide droite est :

r = hx(1+sin(t))/ cos(t).

Cette courbe ressemble a un morceau de conchoide de droite lorsque a > h. Re-
marque

Si on prend I’origine en H on a comme équation polaire :

r = —hxcos(2xt))/cos(t).

Avec Xcas
On peut faire une animation et voir la construction de la courbe quand P se déplace
sur la droite d.
On tape :

O:=point (0,0);
h:=element (1..5);
d:=droite (x=h);
plotpolar (h* (1+sin(t)) /cos(t),t,affichage=rouge);
seq(’droite(y=tan(u)*x)’,u,-10,10,0.5));

seq (' P:=point (h+ixtan(u)+h)’,u,-10,10,0.5));
seq ('M:=point (h* (1+sin (u)) /cos (u)) +rexp (i+u)’

animation
animation

o~ o~ o~ —~

animation

19.6 Ovale de Cassini

19.6.1 Définition

Etant donnés deux points F} et F5 et un nombre réel k, le lieu de M de coor-
données (z;y) tel que M F} *+ M I, = k? est une ovale de Cassini.
Si O estle milieude F1F2et OF1 =c,ona:
MF? = (z+c)? + 9> e'[MF2 (x — ¢)? + y? donc

MF1*MF2—((33+C) )*((1’—0) +y?) =
A —2xcxax?+ 2% xy? + 2+ ) Alors le lieu de M a pour équation :
(22 +y?)? =25 * (22 —y?) =kt — ¢

ou €ncore

u,-10,10,0.5))
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(2 + 2+ 22 =42 *a? + Kkt

19.6.2 Lemniscate de Bernoulli

Une lemniscate de Bernoulli est une ovale de Cassini avec :
k=O0OF1=c
Posons a = ¢ * \/§
Donc c’est le lieu de M tel que : MF1x MF2 = OF1%etona:
(562 + y2)2 — a2 % (12 _ y2)
siz =rx*cos(t)ety = rxsin(t)ona:r* = a? xr? % (cos(t)? — sin(t)?) =

a? % 1% x cos(2 * t) donc

72 = a? * cos(2 x t)
L’équation polaire d’une lemniscate de Bernouilli est :
r = ta* /cos(2 x t)

Avec Xcas

On tape :

O:=point (0,0);

a:=element (1..5);

Fl:=point (—axsqgrt (2)/2,0);

F2:=point (axsqrt (2)/2,0);

plotpolar (a*xsqgrt (cos (2*t)),t=0..2%pi);

19.7 Limacon de Pascal

L’équation cartésienne du limacon de Pascal est :
(22 + 9% —axx)? = b (22 +9°)
L’équation polaire du limacon de Pascal est :
r = a* cos(t) + b Avec Xcas
On tape :

a:=element (l1..5);
b:=element (0..5);
plotpolar (a*xcos (t)+b,t=-10..10);

19.8 Cardioide

19.8.1 Equations d’une cardioide

Soit la cardioide de parametre a ayant sont point de rebroussement en O et
passant par le point A = 2a. Son équation cartésienne est :
(22 + 92?2 —2xaxx* (22 +y?) —a? x9?
Son équation paramétrique est :
x =ax* (14 cos(t)) *cos(t) = (2% cos(t) + cos(2t) + 1) x a/2,
y = ax (1+ cos(t)) xsin(t) = (2 * sin(t) + sin(2t) + 1) * a/2. Son équation



342 CHAPITRE 19. EXEMPLES DE COURBES EN POLAIRE

polaire est :
r=ax* (14 cos(t)).
Une cardioide est le lieu d’un point M situé sur un cercle de rayon a/2 qui
roule sans glisser sur un cercle fixe de méme rayon et de centre a/2.
On tape :

assume (t=[1.570796325,0,2*pi]l);
cercle(0,1);

cercle (2xexp (ixt),1);

A:=point (2+exp (ixt)—exp (2+xixt));
plotparam(affixe (A),t)
//1lieu(A,t);

On obtient une cardioide de parametre a = 2 ayant sont point de rebroussement en
1 et passant par le point A = —3.
On peut se reporter a la section 18.2.1 pour voir les animations sur les épicycloides.

19.8.2 La longueur d’une cardioide

La cardioide a pour équation polaire = a(cos(t) 4+ 1). On peut calculer la
longueur d’une cardioide.
Ona:
ds? = dr? + r2dt?
On tape :
normal (diff (a*x (cos (t)+1),t) "2+ (ax(cos(t)+1))"2)
On obtient :
ar2+cos (t)"2+2xa”"2+cos (t)+a”"2xsin(t) "2+a"2
On tape :
trigcos (halftan(trigcos (a”2+cos (t)"2+2+«a”2+cos (t)+a”2+sin(t)"2+a"2)))
On obtient :
4xa”2xcos (t/2)"2
On tape :
2+«int (2«a*xcos (t/2),t,0,pi)
On obtient :
2%x4xa
La longueur de la cardioide d’équation r = a(cos(#) + 1) est donc 8 * a.

19.9 La cycloide

t:=element (0 .. 7,0);
cercle(t+i,1);

A:=point (t+i-i*exp (= (i) *t));
lieu(A,t);

19.10 La Néphroide

t:=element (0 .. 7,0);
cercle (0,2);
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cercle (3*xexp(ixt),1);
A:=point (3*exp (i*t)-—exp (3*xix*t))
lieu(A,t);

19.11 L’ hypocycloide a 3 rebroussements

t:=element (0 .. 7,0);
cercle (0, 3);

cercle (2exp (ixt),1);

A:=point (2+exp (ixt)+texp (-2*xixt));
lieu(A,t);

19.12 L’astroide

t:=element (0 .. 7,0);

cercle(0,2);

cercle (3/2xexp(ixt),1/2);

A:=point (3/2xexp (1*t)+1/2+exp (=3*xixt));
lieu(A,t);

19.13 Les rosaces

Ce sont les courbes qui ont comme équation polaire » = a * sin(m * t) et
I’origine est le centre de la rosace.
Lorsque m est rationnel ces courbes se referment et lorsque m est irrationnel ces
courbes sont formées de boucles qui se déduisent I’une de 1’autre par des rotations
de centre O et d’angle 7/m

19.13.1 Rosace a 4 boucles

Cette rosace a pour équation :
r=ax*sin(2xt)
En coordonnées cartésienne son équation est :
(22 + 92)% = da2a2y?

19.13.2 Une rosace a 10 boucles

Cette rosace a pour équation :
r=axsin(5/2xt)

19.13.3 Une rosace a une infinité de boucles

On trace la rosace qui a pour équation :
r = a*sin(sqri(2) x t)
Avec Xcas
On tape :
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a:=element (1..5);
m:=element (1..5);
plotpolar (a*xsin (mxt),t=-10..10);

19.14 Les courbes de Moritz

Ce sont les courbes en forme de fleurs qui ont comme équation polaire r =
a * cos(m * t) + b et I’origine est le centre de la fleur.
Lorsque m est rationnel ces courbes se referment et lorsque m est irrationnel ces
courbes sont formées de boucles qui se déduisent I'une de I’autre par des rotations
de centre O et d’angle 7/m

19.14.1 Les trefles

Le trefle simple a pour équation :
r = cos(3 x t)
Le trefle général a pour équation :
r=-cos(3xt)+0b
Essayez r = cos(3 xt) +1/3

19.14.2 Les fleurs a 14 pétales

Les fleurs a 14 pétales ont par exemple pour équation :
r = cos(14 x t), r = cos(7/2 x t) ou r = cos(7/4 * t) Et plus généralement, les
fleurs d’équation :
r=cos(7/pxt)+b

19.14.3 Les différents cas

On essayera :

m=7b=3
m=23/2,b=1/4
m=5/2,b=3
m="7/2,b=0

m=1/3,b=1/9
m=>5/4,b=1/3

m=7/4,b=0
m=9/4,b="17/3
etc...

Avec Xcas

On tape :

a:=element (1..5);
b:=element (0..5);
m:=element (1..5);
plotpolar (a*xsin (mxt),t=-10..10);
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19.15 Les spirales en coordonnées polaires

19.15.1 La spirale d’Archimede

L’équation polaire de la spirale d’ Archimede est :

r = af.
On tape :
plotpolar (2*x,x, —5*pi-pi/3, 5*xpi+pi/3)
On obtient :
20
10
) . .
(D i
-10
20
I =30
-0 -0 -0 0 20 40 60 80
19.15.2 La spirale hyperbolique
L’équation polaire de la spirale hyperbolique est :
a
r=—
C’est I’inverse de la spirale d’ Archimede. Oy est un axe de symétrie.
Cette courbe admet comme asymptote y = a.
On tape pour a = 2 :
plotpolar(2/x,x,-5*pi-pi/3, 5*xpi+pi/3)
On obtient :
Y 2
1.5
]
0.5
><O

-3 -2 -1 0 1 2 3

19.15.3 La spirale parabolique

L’équation polaire de la spirale parabolique est :
(r —a)? = 2aph
r=a++/(2aph)
On tape poura =2etp =1/2:
plotpolar (2+sqgrt (2xx) ,x, —5*pi-pi/3, 5+pi+pi/3)
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plotpolar (2-sgrt (2%x),x, -5xpi-pi/3, 5xpi+tpi/3)
On obtient :

19.15.4 La spirale logarithmique

L’équation polaire de la spirale logarithmique est :
r = aexp(mb)
On tape poura = letm = 1/4:
plotpolar (exp (x/4),x,-5*pi, 5xpi/4)
On obtient :

19.15.5 La spirale de Galilée

L’ équation polaire de la spirale de Galilée est :
r = a(l —mb?)
On tape pour a = 1l etm = 0.015:
plotpolar ((1-0.015%x"2),x,-5xpi-pi/3, 5+xpi+pi/3)
On obtient :

0.5

-0.5
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2
1.5
1
0.5
1 I O
05
1
-1.5
-2
-4 =2 4 6
19.15.6 La spirale de Fermat
L’équation polaire de la spirale de Fermat est :
r = +a./(0)
On tape poura = 1:
plotpolar (sgrt (x),x,0, 5«pi+pi/3),
plotpolar (-sgrt (x),x,0,5«pi+pi/3)
On obtient :
3
2
1
N 0
-1
-0 75 0 5 10

19.15.7 La spirale de Poinsot

L’équation polaire de la spirale de Poinsot est :
r = a/ cosh(m#)
On tape poura = 2etm = 0.2:
plotpolar (2/cosh(0.2%x),x,-5+xpi-pi/2, S+xpit+tpi/2)
On obtient :
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19.15.8 Lituus

L’équation polaire du lituus est :
r = a/sqrt(0)
Si M est un point de cette courbe, et si m est le point de ’axe des x tel que
Om = OM, alors I’aire du secteur circulaire OmM est constante. On tape pour
a=2:
M:=point (exp (i*pi/3) *2/sqgrt (pi/3));
O:=point (0) ;m:=point (2/sqgrt (pi/3));
affichage (arc(m,M, 2+pi/3),2+1ligne_tiret);
affichage (segment (O,M),2+1ligne_tiret);
plotpolar (2/sqrt (x),x,-5+xpi-pi/2,5xpi+tpi/2)
On obtient :

[Y

19.15.9 Courbe du spiral

L’équation polaire de la courbe du spiral est :
r=a/(1+m=xexp(kx*6))ouk > 0.
Ontapepoura = 1l,etm =1etk =0.2:
plotpolar (1/ (1+exp (0.2xx)),x, -T*pi-pi/2, T+pi+pi/2)
On obtient :
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0.5

-05

-2

1
19.15.10 La spiraler =6 + g

Oy est un axe de symétrie.
Cette courbe admet comme asymptote y = 1 Elle a une infinité de points doubles.
Elle a des points d’inflexion qui sont sur les droites d’angles 1 radian et -1 radian.
On tape :
plotpolar (x+1/x,x,-5*pi-4xpi/3,-0.01),
plotpolar (x+1/x,x,0.01, 5xpi+4xpi/3)

On obtient :
15
10
5
10
-5
-10
15
0 30 30 40

19.15.11 La cochléoide

L’équation polaire de la cochléoide est :
sin(6)
a— .

Si A:=point (A), le cercle de diametre OA passe par les points ol 7 est maxi-
mum.

On tape pour a = 2 : plotpolar (2xsin(x) /x,x,x=0, -5+pi),
plotpolar (2+sin(x) /x,x=0,5+pi),

affichage (cercle (0,point (2)),2+1ligne_tiret)

On obtient :
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0.5

-05

73 2 mg

19.16 Les spirales en coordonnées paramétriques

19.16.1 La spirale tractrice

C’est une courbe C telle quel le triangle O M A soit rectangle en O, lorsque O
est ’origine, M est un point de C' et A un point de la tangente en M a C' tel que
OA = a = cste.

C’est aussi I’inverse d’une développante de cercle et la podaire d’une spirale hy-
perbolique.

Ona:OA? 4+ OM? = a® = (mr)? + r? avec m = r/r'=pente de la tangente en
M.

Donc la spirale tractrice a comme équation polaire :

r? + % = a? (1’ désigne la dérivée de r par rapport 2 ).
c’est.":dire:

+6 = (ﬂ — acos (f))
On tape : "

plotparam (rxexp (i (sqrt (2°2-r"*2) /r-acos(r/2))),r=—2..2,tstep=0.001);
plotparam(rxexp (—-1i* (sgqrt (2°2-r"2) /r-acos (r/2))),r=-2..2,tstep=0.001)
On obtient :

0.6
0.4
0.2
=0
02
04
06

ag 05 0 05 ] 15 ) 25

19.16.2 La spirale de Cornu ou clothoide

La clothoide est une courbe transcendante plane dont la courbure est propor-
tionnelle a I’abscisse curviligne ou encore dont le rayon de courbure est inverse-
ment proportionnel a 1’abscisse curviligne.
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Elle est également appelée spirale de Cornu, en référence a Alfred Cornu, le
physicien frangais qui 1’a redécouverte. Plus rarement, elle peut apparaitre sous
le nom de radioide aux arcs, spirale d’Euler (Leonhard Euler en est le véritable
codécouvreur et qui I’a complétement formulée suite aux travaux de Jacques Ber-
noulli sur les déformations d’une lamelle élastique), mais encore spirale de Fresnel
(qui I’a redécouverte plus tard dans ses travaux sur les franges de diffraction de la
lumiere au travers d’une fente rectiligne, avant que sa formule soit finalement iden-
tifiée comme équivalente a la formule d’Euler), ou encore plus récemment spirale
de transition d’un rail de Talbot (suite aux travaux cherchant a réduire les effets
d’une montée brutale de la force centrifuge dans I’amorce d’un virage), une déno-
mination qui recouvre aussi son utilisation dans la conception des raccordements
de virages routiers.

Concretement, elle représente la trajectoire d’une automobile se déplacant a vitesse
stabilisée et dont on tourne le volant progressivement. C’est donc la trajectoire que
I’on adopte pour le tracé des autoroutes et des voies ferrées. En pratique, on n’uti-
lise cette courbe que pour assurer le raccordement progressif d’un alignement droit
et d’un arc de cercle.

Pour les mémes raisons, on utilise la clothoide aux fins de courbes dans les tracés
des chemins de fer parce qu’un véhicule suivant ce tracé a une vitesse constante
subit une accélération angulaire continue mais pas constante, ce qui réduit a la fois
les efforts sur les rails et I’inconfort des passagers dans les voitures. On retrouve
cette courbe dans les boucles verticales ou loopings des montagnes russes pour le
confort des passagers, afin que I’accélération verticale subie soit continue.

Enfin, les sabots montés sur les pylones de téléphériques, et qui supportent le cable
porteur, adoptent cette forme. De fait, il est possible de faire circuler la cabine & sa
vitesse maximale sur le pylone, sans incommoder les passagers.

Hors ces aspects cinématiques, la clothoide intervient en sidérurgie pour aplanir ou
cintrer les tdles et barres de grande épaisseur (au-dela de 30 mm). On limite ainsi
le risque d’apparition de criques tout en ménageant le matériel. Typiquement, les
outils concernés sont la coulée continue et les cintreuses.

Si en un point M de cette courbe d’abscisse curviligne s, R est le rayon de
courbure, ? le vecteur tangent de longueur 1 et ﬁ le vecteur normal de longueur

1 tel que le repere 1', N soit direct, on a :
T %
ds R

Si ? fait avec Oz un angle ¢
)
(

(s),ona:
), sin((s))
5)) cos(¢(s))

coordonnées de T : cos(p(s

coordonnées de N : — sin(p
Donc :

de(s) 1

ds R

% est proportionnel a s donc il existe k tel que :

de(s) 1
ds _kS_R
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ou encore :
dp(s) = ksds c’est a dire

o(s) = % si pour s = 0 on suppose ¢(s) = 0

On peut aussi supposer £ > 0i.e R > 0 quitte a faire une symétrie par rapport a
Owx, on pose donc k = 2/a? eton a p(s) = (s/a)>.

Si le paramétrage de cette courbe est x(t) + iy(t), ona:

coordonnées de 1" :
x'(t) .
, sin
a/(t)? +y'(t)? a'(t)? +y'(t)?
ou encore puisque ds? = (2/(t)% + o/ (t)?)dt? :

cos(ip(s)) =

cos(p(s))ds = cos((s/a)?) = 2/ (t)dt sin(p(s))ds = sin((s/a)?) = 3/ (t)dt

La courbe peut étre définie parametriquement par les équations suivantes :

2(t) = /0 cos((s/a)2)ds, y(t) = /0 sin((s/a)?)ds

ou en posant u = s/a on a ds = adu donc :

t/a t/a
x(t) = a/ cos(u?)du, y(t) = a/ sin(u?)du
0 0

ou en modifiant le parametre ¢

z(t) = a/ot cos(u?)du, y(t) = a/ot sin(u?)du

On peut également définir la clothoide par une équation intrinseque (équation
de Bernoulli, résolue par Euler avec une intégrale curviligne) : puisque

1
ks = 7
2R -s=2/k = bousionsuppose R > 02R-s = a’
ou R représente le rayon de courbure local et s I’abscisse curviligne. On peut
aussi 1’écrire préférablement :
2s = bk
ol k = 1/R, représente la courbure locale (signée dans le repére de Frenet ou
non signée si b = a?), avec I’avantage que cette équation évite la singularité du
point d’inflexion au centre de symétrie de la spirale (ol le rayon de courbure est lo-
calement indéfini, tendant simultanément vers plus et moins I’infini, selon le c6té
d’approche de ce point d’inflexion, tandis que la courbure est nulle sur ce point
d’inflexion), la courbure ne tendant vers I'infini qu’a 1’approche des deux points
asymptotiques autour desquels s’enroule la spirale.
Euler est également le premier a établir un développement en série des coordon-
nées paramétriques des points de la courbe (en fonction de 1’abscisse curviligne) :
On sait que :
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io y2ntl
sin(u) = ) (=1)"o——
o 2n + 1!
donc : P
z(t) = a oo —(_1)n't !
=0 (2n)!- (4n+1)
oo (_1)n . t4n+3
y(t) = a n=0

(2n+1)!- (4n + 3)

Si on s’intéresse au comportement de la courbe lorsque 1’abscisse curviligne
tend vers I’infini, étant donné que la courbure croit linéairement avec cette abscisse,
le rayon de courbure décroit en méme temps de facon inversement proportionnelle.

Par exemple entre deux points sur la clothoide séparés par une longueur d’arc

As, la courbure £, s’accroit de Ax = 2As/a? puisque 25 = bk = a?k.

1
Par conséquent le rayon de courbure passede R = —, a R+ AR = =
) K Kk + Ak
K+ 2As/a?

La différence de rayon de courbure (mesuré hors du point d’inflexion sur la
méme branche de la double spirale, par exemple sur la branche du premier cadran,
de coordonnées positives) est alors :

1 1 As
AR= ——  — — — 9R> _—°
k+2As/a? kK a’? + 2RAs
En résumé
Cette courbe a un rayon de courbure en un point M qui est inversement propor-
tionnel a la longueur de I’arc O M.
Si a est une constante arbitraire, son équation paramétrique est :
t 2

z(t) = a [y cos(u®)du
y(t) =a fg sin(u?)du
On tape par exemple pour a =1 :
plotparam(int (cos (u”2)+i*xsin(u”~2),u,0,t),t=-6..6)
On obtient :

0.8
0.6
0.4
0.2
40
-0.2
04
-06
-0.8
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2

On tape :

convert (series (cos (u™2),u,0,16),polynom)

On obtient :

1-u™4/2+u”8/24-u"12/720+u”16/40320

On tape :

int (1-u~4/2+u~8/24-u”~12/720+u”16/40320,u,0,t)
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On obtient :

t-t"5/10+t79/216-t"13/9360+t"17/685440

On tape :

convert (series(sin(u~2),u,0,16),polynom)

On obtient :

u”2-u"6/6+u”10/120-u”14/5040

On tape :

int (u”"2-u”6/6+u”10/120-u~14/5040,u, 0, t)

On obtient :

t~3/3-t77/42+t711/1320-t715/75600

On tape par exemple en utilisant le développement en série de x(t) et y(¢) pour
a:=1;

x(t) :=sum((-1)*n*t”™ (4xn+1)/((2n) 'x (4xn+1)),n=0..50);
1) *n*t”™ (4*n+3)/ ((2n+1) !'*x (4*n+3)),n=0..50);
t)+ixy (t),t=—5..5)

(_
y () :=sum( (-
plotparam (x
On obtient :

4

(

Y

0.8
0.6
0.4
0.2

-02
-04
-06
-08

-2 -1.5 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2
Avec Xcas et la tortue
On peut avoir une discrétisation de la courbe en pilotant la tortue dans I’écran de
dessin tortue pour que la courbure soit proportionnelle a la distance parcourue par
la tortue.
On tape dans léditeur de programme de Xcas :

clotho(ds, k,n) :={
local s;
s:=0;
repeat
avance ds;
s:=s+ds;
tourne_gauche kx*s;
until s==n;
s:=0;
leve_crayon;
position (100,100);
cap 180;
baisse_crayon;
repeat
avance ds;
s:=s+ds;
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tourne_gauche kxs;
until s==n;

bg
On tape par exemple dans un écran de dessin tortue (Alt+d) :

efface;
cache_tortue;
clotho(1,1,50);

On obtient :
x 93
y 92
t15

Remarque

si on tape :

clothoO (ds, k,n) :={
local s;
s:=0;
repeat
avance ds;
s:=s+ds;
tourne_gauche kxs;
until s==n;
|
efface;
cache_tortue;
clothoO(1,1,720);

on obtient les 2 boucles de la courbe et une tortue qui est revenue a sa position de
départ car :

efface; clotho0O(1,1,360) fait revenir la tortue a sa position de départ
mais avec un cap de 180.

On peut aussi écrire une procédure récursive :
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clothor(s,ds, k,n) :={
si s<n alors
avance ds;
tourne_gauche (k*xs) ;
clothor (s+ds,ds, k,n);
fsij;
b
efface;
cache_tortue;
clothor (0,1,1,100);
leve_crayon;
position (100,100);
cap 180;
baisse_crayon;
clothor (0,1,1,100);

ou encore en allant en reculons :

clothor(s,ds, k,n) :={

si s>-n alors
avance ds;
tourne_gauche (kxs) ;
clothor (s+ds,ds, k,n);
fsi;

bed

efface;

cache_tortue;

clothor (0,-1,1,720);

19.17 Les courbes de Lissajous

Les courbes de Lissajous ont comme équation paramétrique :
x(t) = acos(w *t)
y(t) = bsin(p xt + ¢)

Avec Xcas

On tape :

k:=element (0 .. 4);
m:=element (0 .. 4);

p:=element (0..pi/2);
plotparam(3xcos (kxt)+i*x2xsin (m*xt+p),t);

On peut voir les différentes courbes en faisant varier m et p.
En particulier £ = 1 et m = 1 puis on fait varier p, k = 2 et m = 3 puis on fait
varier p etc...

19.18 Exercice

On consideére la courbe donnée en coordonnées polaires p, ¢ par 1’équation :
p = 4sin(6) cos(6)3
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— Déterminer la périodicité et les symétries de la courbe.
— Donner une valeur approchée de la longueur de la courbe entre 6 = 0 et
0=m/2.
— Equation de la tangente 2 la courbe au point de paramétre 6 = 7 /3.
— Etude de la convexité de la courbe.
— Donner la liste des valeurs de 6 pour lesquels la courbe a un point singulier.
— Tracer la courbe.
Solution avec Xcas
— Périodicité et symétries de la courbe.
On tape :
r(t) :=4+«sin(t)+cos(t) "3
normal (r (t+pi)-r(t))
On obtient :
0
On a donc une période T = 7 et une symétrie par rapport a I’origine.
On tape :
r(-t)+r(t)
On obtient :
0
On a donc une symétrie par rapport a Oy.
On tape :
normal (r (pi-t)+r(t))
On obtient :
0
On a donc une symétrie par rapport a Ox.
— Longueur de la courbe entre § = 0 et § = 7/2.
On tape :
ds:=simplify (sqgrt (diff(r(t)=*cos(t),t)"2+diff(r(t)=*sin(t),t)"2))
On obtient :
4dxcos (t) "2xsqrt (9-23xcos (t) "2+15xcos (t) *4)
On tape :
evalf(int(4*cos(t) " 2*sqrt(9-23*cos(t)* 2+15*cos(t) " 4),t=0..pi/2))
On obtient :
2.94150695122
— Tangente au point § = 7 /3.
On tape :
A:=point (r(pi/3) xexp (i*pi/3))
affixe (RA)
On obtient :
(3xi+sqgrt (3)) /8
On tape :
equation (tangente (plotpolar (4+sin(t) cos (t) "3, t=—pi..pi),pi/3))
On obtient :
y=(sqrt (3) x7+1/11*x+3/22)
On tape :
normal (r(t) /diff (r(t),t))
On obtient :
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cos (t)*sin(t)/ (=3+4xcos(t)"2)
On tape :
normal (subst (cos (t)*sin(t)/ (-3*sin(t) "2+cos (t)"2),t=pi/3))
On obtient :
—(sqrt (3))/8
Dans le repere AXY (repére entrainé par le point courant) 1’équation de la
tangente en A est Y = —sqrt(3) = X/8.
Ona:
X =(x—xa)cos(ta) + (y —ya)sin(ts) et
Y =—(x—za)sin(ta) + (y — ya)cos(ta)
Comme Y + sqrt(3) « X/8 =0,ona:
(. —x4) * (1/(3)/8cos(ta) —sin(ta)) — (y — ya) * (1/(3)/8sin(ta) +
cos(ta) =0
c’est a dire :
(z —V/3/8) % (V/3/16 — /3/2) + (y — 3/8) * (3/16 + 1/2) = 0
On tape :
solve ((x—-sqrt (3)/8) x (sqrt (3) /16-sqrt (3)/2)+(y-3/8) % (3/16+1/2)=0,
On obtient :
[sqrt (3)*7/11xx+3/22]
Donc y = 7v/3/11z + 3/22 est I’équation de la tangente en A
— Convexité de la courbe.
On tape :
factor (simplify ((r(t)"2+2+xdiff(r(t),t)"2-r(t)~diff(diff(r(t),t),
On obtient :
l6xcos (t) 4% (12-25xcos (t) "2+15*cos (t) *4)
Cette expression est toujours positive donc la concavité est tourné vers
I’origine.
— Points singuliers.
Les points singuliers vérifient :
en coordonnées paramétriques : 2’ (t) = 0 et y/(t) = 0,
en coordonnées polaires : p(6) = 0 et p/'(0) = 0.
On tape :
simplify (solve(diff (r(t)*xcos(t),t)=0,t))
On obtient :
[pi/2,-pi/2,acos (2*sqrt (5)/5),-acos (2+xsqrt (5)/5),
(2xasin (2«sqrt (5) /5)+pi) /2, (-2*xasin(2«sqrt (5)/5)-pi) /2],
On tape :
simplify (solve (diff (r(t)+sin(t),t)=0,t))
On obtient :
[0,pi,pi/2,-pi/2,3*pi/2,asin((sqrt (10))/5),-asin((sqrt (10))/5)+p
—asin((sqrt (10))/5),asin((sqrt (10))/5)+pi]
Donc les valeurs de 6 pour lesquels la courbe a un point singulier sont
[—7/2, /2] ce qui correspond au pole O.
On peut facilement chercher la nature de ces points points singuliers, on
tape :
x1l:=diff (r(t)+*cos(t),t)
yl:=diff(r(t)+*sin(t),t)
x2:=diff (x1,t)
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y2:=diff (yl,t)

x3:=diff (x2,t)

y3:=diff (y2,t)

x4:=diff (x3,t)

y4:=diff (y3,t)

subst ([x2,y2],t=-pi1/2), subst ([x2,y2],t=pi/2)
On obtient :

[0,0]1,[0,0]

On tape :

subst ([x3,y3],t=-pi/2), subst ([x3,y3],t=pi/2)
On obtient :

[0,24],[0,-24]

On tape :

subst ([x4,y4],t=-pi/2), subst([x4,y4],t=pi/2)
On obtient :

[-96,0]1,196,0]

Donc ces points singuliers ne sont pas des points de rebroussement ni des
points d’inflexion et on a une disposition banale.

On peut aussi taper pour avoir le développement de z(t) au voisinage de
/2

series (4xsin(t)*cos (t) "4, t=pi/2,5))

On obtient :

4% (t-pi/2) "4+ (t-pi/2) "6+x0order_size (t-pi/2)

et pour avoir le développement de y(¢) au voisinage de 7/2 :

series (4xsin(t)"2+cos(t)"3,t=pi/2,5)
On obtient :
4% (t-pi/2) "3+6% (t-pi/2) "5+ (t-pi/2) "7+order_size (t-pi/2)
On voit directement que x4(pi/2) # 0 ey yz(7/2) # 0
— Tracer la courbe.
On tape :
P:=plotpolar (4+«sin(t)*cos(t)"3,t=-pi..pi) :;P;
A:=point (4xsin(pi/3) *cos (pi/3) "3* (cos (pi/3)+i*sin(pi/3)));
tangente (P, pi/3);
On obtient :

0.6
0.4

1.5 2

Remarques
Ona:
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4sin(t) cos(t)® = 2sin(2t) cos(t)? = sin(2t)(cos(2t) — 1).

L’ équation polaire de cette courbe est donc aussi :

p = sin(2t)(cos(2t) — 1).

On a aussi :

p° = dpsin(t) (p cos(1))*

Donc I’équation cartésienne est :

(22 + y?)° = 162%?

On tape :

plotimplicit ((x"2+y"2) " (5)=16xX"6xy"2,x=-2..2,y=-2..2)
On obtient la méme représentation graphique que ci-dessus.



Chapitre 20

La roue hexagonale ou
isopolygonale

Un polygone régulier roule sur 1’axe des x. Tracer la trajectoire d’'un sommet
A.
Exprimer la distance parcourue par le point A quand la "roue" a fait un tour com-
plet.

20.1 La roue hexagonale

Avec Xcas on pourra exécuter hexagone . xws pour avoir la correction.

On peut chercher la liste S des affixes des sommets de 1”hexagone lorsque
A esten O et B est en 1, puis utiliser polygone (S) ou utiliser directement
hexagone (0, 1) ouisopolygone(0,1,6).
Lorsque la "roue" a fait un tour complet, le point A décrit 6 arcs de cercle et on met
dans L les extrémités de ces arcs (le dernier arc est de rayon nul donc on peut dire
que la trajectoire est formée de 5 arcs). Pour calculer ces extrémités on tape :
a:=normal (affixe (rotation(l,-pi/3,0)));
b:=normal (affixe (rotation(2,-pi/3,a))),
puis on complete par symétrie par rapporta x = 3
AL est la liste de ces 5 arcs lorsque la "roue"” a fait un tour complet.
BL est la liste AL translatée : on a ainsi la trajectoire du point A lorsque la "roue" a
fait 2 tours complets.
On définit Hs la figure formée par ’hexagone de centre O et le segment AO : on
visualise ainsi le point A.
Pour faire une animation on va créer la liste LH contenant plusieurs positions de
Hs obtenues par deux rotations de centre 1 d’angle —7/6 et —7/3, deux rotations
de centre 2 d’angle —7/6 et —7/3 etc... On obtient ainsi une liste de 12 éléments.
On tape :

L:=[0,1/2+ixsqrt (3)/2,2+i*sqrt (3),4+ixsqrt (3),11/2+ixsqrt (3)/2,6];

affichage ((AL:=seq(arc(L[k],L[k+1],-pi/3),k,0,4)),hidden_name) ;

affichage ((BL:=translation (6,AL)),hidden_name);

Hs:=[isopolygone (0,1, 6), segment (0, (1+i*sqgrt(3))/2)1;

LH:=[Hs];

for (j:=0;3<12; j++) {LH:=concat (LH, [rotation (j+1,-pi/6,LH[2*]]), rotation (J+1, -
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affichage ((A:=seq(arc(L[k],L[k+1],-pi/3),k,0,4)),hidden_name) ;
affichage ((B:=translation(6,A)),hidden_name);
animation (LH) ;

Le point A décrit des 6 arcs de cercles qui sont :
— un arc de rayon 1 et d’angle au centre /3 donc de longueur /3,
— un arc de rayon r? = (=2 + 1/2)% + (1/(3)/2)? = 3 et d’angle au centre
7/3 donc de longueur 7v/3/3,
— un arc de rayon 2 et d’angle au centre /3 donc de longueur 27/3,
— un arc de rayon /3 et d’angle au centre /3 donc de longueur 71/3/3,
— un arc de rayon 1 et d’angle au centre /3 donc de longueur 7 /3,
— un arc de rayon 0 et d’angle au centre 7/3 donc de longueur 0.
donc la distance parcourue par le point A quand la ‘"roue" a fait un tour complet
est m(4 +2v/3)/3.
On peut aussi calculer cette longueur a I’aide d’une boucle. On tape :
dist:=0;
for (k:=0;k<5;k++){arc(L[k],L[k+1],-pi/3,C,R);
dist:=dist+R*pi/3;};
normal (dist)

20.2 La roue isopolygonale

Avec Xcas on pourra exécuter rouepoly .xws pour avoir la correction.

On va écrire des procédures de param ‘etre n qui représente le nombre de cotés
de I’isopolygone.
Lsarc (n) renvoie la liste des sommets des arcs qui forment la trajectoire de A.
Lpoly (n) renvoie la liste des positions successives de la figure formée par P
I’isopolgdne de centre O, et S le segment OA. On pourra ainsi faire facilement une
animation.
tracerarc(n) ou tracer (n) trace la trajectoire lorsque la "roue" a fait 2
tours complets. longtrajet (n) renvoie la longueur d’une arche : le résultat
est approché, mais on peut supprimer evalf pour avoir un résultat exact lorsque
n=3,4, 6.

On tape :
Lsarc (n) :={
local L, 3;

L:=[point (0)1;
for (J:=1;j<n; j++) {
L:=concat (L, normal (rotation (j, -2*pi/n,L[j-11)));
}
return (L) ;

}i

Lpoly (n) :={

local LP, Jj,P,S;

P:=normal (isopolygone (0, 1,n));
S:=segment (0,evalf (1/2+1i/2/tan(pi/n)));
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LpP:=[[P,S]];

for (Jj:=0;3<2xn; j++) {

LP:=concat (LP, [rotation (Jj+1,evalf (-pi/n),LP[2x]]),
rotation (j+1,evalf (-2xpi/n),LP[2*3]1)1);

}

return LP;

}i

tracerarc(n) :={
local A,B,Ls;
Ls:=evalf (Lsarc(n));
A:=seq(arc(Ls[k],Ls[k+1l],evalf (-2+pi/n)),k,0,n-2);
B:=translation(n,A);
return concat (A,B);

bi

//ou encore
tracer (n) :={
local A,B, j,Ls;
Ls:=evalf (Lsarc(n));
:=larc(Ls[0],Ls[1l],evalf(-2xpi/n))];
for (j:=1;j<n-1; j++){
A:=concat (A,arc(Ls[Jj],Ls[Jj+1],-2*pi/n));
}
B:=translation(n,A);
return (A, B)
bi

longtrajet (n) :={
local dist,k,C,R;

dist:=0
for (k:=0;k<(n-1);k++){
arc((Lsarc(n)) [k], (Lsarc(n)) [k+1],-pi/3,C,R);

dist:=evalf (dist+R*pi/3);
}i
return normal (dist) ;

}

On tape par exemple, pour avoir une animation :
tracerarc(5);animation (Lpoly (5))
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Chapitre 21

Les fonctions de plusieurs
variables

21.1 La continuité

21.1.1 Exercicel

Etudiez la continuité en (0,0) de :

2 _ 2
flz,y) = i2+zz si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Solution
Si on fait tendre M (z, y) vers (0,0), sur la droite y = ax on a:
22 — a2 1— a2
fry) = F—55 = 2 =
T4 4+ acx 1+4+a
Donc la limite de f(x,y) en (0,0) dépend de la fagon dont (z,y) tend vers (0,0)
donc f n’est pas continue en (0,0).
On tape :
f(x,y):=ifte([x,y]!=[0,0], (x"2-y"2)/(x"2+y"2),0)
limit (£(x,0),x%,0)
On obtient :
1
On tape :
limit (£(0,y),y,0)
On obtient :
-1
Donc f n’admet pas de limite au point (0,0) puisque la limite est différente selon
que I’on fait tendre le point M (z, y) vers (0,0) sur I’axe des x ou sur I’axe des y.
Donc f n’est pas continue en (0,0).
Essayez :
plotfunc (f(x,y), [x=—1..1,y=—1..11)
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21.1.2 Exercice2

Etudiez la continuité en (0,0) de :

23+ 3
Y i, 0,0
g(@,y) = 22 +y? (=) #(0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
Solution
Ona: ) )
_ z Y
g(af,y)—w(x2+y2)+y(x2+y2)
22 Y2
Si (, 0,0)alors 0 < ——— < 1let< <1, on a donc :
i(z,y) # (0,0) alors 21 e iy on a donc

l9(z,y) — 9(0,0)] = [g(z,y)| < (|=[ + |y])-

Donc pour tout € si |[z] < €/2 et |y| < €/2 alors |g(x,y) — g(0,0)| < e.
Donc g est continue en 0.

Essayez :

g(x,y):=ifte([x,y]!=[0,0], (x"3+y"3)/(x"2+y"2),0)
plotfunc(g(x,y), [x=-1..1,y=-1..17)

21.1.3 Exercice3
Etudiez la continuité en (0, o) de :

2

Yy .
fay) =4 5 o0
0 siz=20

Solution

Continuité en 0, yy avec yg # 0.

SiQ:B— >0ety— >yp,ona:

Y~ tend vers I'infini avec le signe de .

dq(:)nc f n’est pas continue en 0, yg avec yo # O.

Continuité en (0, 0)

Soita > 0.

Si pour = > 0 on fait tendre M (z,y) vers (0,0), sur la parabole y = /ax et pour
x < 0 on fait tendre M (z,y) vers (0,0), sur la parabole y = \/—ax ona:

pourx>0f(x,y):§:aet

pour z < 0 f(z,y) = —¥ — _4 Donc la limite de f(x,y) en (0,0) dépend de la
x

facon dont (z, y) tend vers (0,0) donc f n’est pas continue en (0,0).
Donc f n’est pas continue sur la droite x = 0.

On tape :

f(x,y):=ifte(x!=0,y"2)/x,0)

limit (f(x,y0),x,0))

On obtient :

infinity

On tape :

assume (a>0)
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limit (f (x, sqrt (axx)),x,0,1)
On obtient :
a

21.1.4 Exerciced
Etudiez la continuité et la différentiabilité sur R? de :
et —e¥

g(z,y) = x—y
e"E

six #y
siz =y
Solution

La fonction f est continue en z, yo lorsque xg # yo.
Continuité en (xg, yo)-

367

D’apres la formule des accroissements finis appliquée a exp entre z et y,on a :

Il existe ¢ dans lintervalle |z, y[ (ou ]y, x[) tel que on ait :

e);pﬁx)y— exp(y) = (z — y) exp(c) donc :

r—y

Quand (x,y) tend vers (xg, ), ¢ tend vers xo donc f(x,y) tend vers e™°.
La fonction f est donc continue sur R2. On remarque que f(z,y) = f(y, z).
Pour montrer que f est différentiable il suffit donc de montrer :

g(z,y) = %(x, y) est défini sur R? et
g est continue sur R,

Ona:

six £y

of e? e — b
%(a,b) Ta—-b (a—0b)?
g(a’) — lim f(IE,G) _f(a7a)

ox T—>a T —a

six=1y:

D’apres la formule de Taylor il existe c entre z et a tel que :

f(z,a) — fla,a) e*—e?—e(x—a) e

T —a B (x —a)? 2
Donc quand x tend vers a on a :

f(l‘, CL) — f(a’a) e”

lim = —
T—>a T —a 2
: of o
Montrons maintenant g(z,y) = 8—(1‘, y) défini par :
x
e’ e* —e¥ .

g(z,y) = - siz # y et

z—y (z—y)?

eCL
g(gj? i‘) = E

est continue sur R2.

On a g est continue en (z,y) lorsque = # y car
x

(z.7) e et —e¥ eV —e"+ef(x—y)
9(@,y) = - =
r—y (z—y)? (z —y)?
Montrons que g est continue en (a, a), on a en effet :
(2,9) e’ et —e¥ eV —e"+ef(x—y)
9\r,y) = - =
r—y (z-y)? (x —y)?

D’apres la formule de Taylor il existe c entre z et y tel que :
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eY —e® =e%(y —x) + e(y — x)?/2 donc

c _ 2 c
62((:1/.%‘))2 = % Quand (x, y) tend vers (a, a ¢ tebd vers a donc g(x,y)
=y
a

tend vers % =g(a,a)

g(z,y) =

f admet des dérivées partielles continues sur R? donc f est différentiable sur R2.

21.2 Dérivées partielles et differentielles

21.2.1 Définition et théoréme

Définition
f est differentiable en (z, y) si il existe une fonction € tels que :
of of \

€(h, k) tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0,0).

Théoremes Si f est différentiable alors f est continue et f admet des dérivées
partielles.

Si f admet des dérivées partielles continues en un point alors f est différentiable
en ce point.

Attention

f admet des dérivées partielles n’entraine pas que f soit continue !

21.2.2 Exercicel

Soit la fonction réelle définie sur R? par :

3_,3
fog) = iy S @000
0 si (z,y) = (0,0)

Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0).
Ces dérivées partielles sont-elles continues ?
Etudiez la differentiablité de f en (0,0).
Solution
On tape :
f(x,y):=ifte([x,y]!=[0,0], (x"3-y"3)/(x"2+y"2),0);
diff (£(x,0),x)
On obtient :
of
Donc %(0,0) = 1.
On tape :
diff (£(0,v),vy)
On obtient :
of
Donc a—y(0,0) =-1
On tape :
dfx:=normal (diff (f(x,vy),x))
On obtient :
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(XMA+2xxxy " 3+34xX72xy"2) / (xN4+y N 4+2xx7 2%y " 2)
On tape :

limit (subst (dfx,y,0),x,0))

On obtient : 1

On tape :

limit (subst (dfx,x,0),vy,0))

On obtient : 0

Donc —=(z,y) n’est pas continue en (0,0).

ox
On tape :
dfy:=normal (diff (f(x,v),y))
On obtient :
(=Y 4=-3%x"2xy"2-2xx"3xy) / (XNA+y " 4+2xx"2xy " 2)
On tape :

limit (subst (dfy,v,0),x,0))
On obtient : 0

On tape :

limit (subst (dfy,x,0),vy,0))
On obtient : —1

Donc ——(z,y) n’est pas continue en (0,0).

Jy
Si f est différentiable en (0,0), sa différentielle est la forme linéaire df définie sur
of of
R? par df (h, k) = h==(0,0) — k==(0,0) = h — k.
par df (. k) = h(0.0) — K55 (0.0

Donc f sera différentiable en (0,0) si :
df (h, k) — (h — k)
Etudions, quand (h, k) tend vers (0,0), la limite de :

f(h, k) = £(0,0) — (h5£(0,0) + £5L(0,0))

tend vers O quand (h, k) tend vers (0,0).

h,k) = = f(h, k) — (h— k) =
h— k% — (h—k)(h? + k?) _ kh* — hk*  kh(h — k)
h2 + k2% W22 B2 k2%
Ona: 5
—2h —h
h,—h) = — = —— .
. on2s  V2lhl

Donc g(h, —h) n’admet pas de limite quand on fait tendre h vers 0.
Donc g(h, k) n’admet pas de limite au point (0,0).
Donc f n’est pas différentiable en (0,0).

21.2.3 Exercice2

Soit f la fonction réelle définie sur R? par :

.’L‘2 2 sin ; i(z
’ si (z,y) = (0,0)

Démontrer que f est différentiable au point (0,0).
Les dérivées partielles de f sont-elles continues ?
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On tape :
f(x,y):=(x"2+y"2) *sin (1/sqgrt (x"2+y"2);
diff (f(x,0),x=0)
On obtient :
af
Donc %(0,0) =0.
On tape :
diff (£(0,y),y=0)
On obtient :
of
Donc a—y(0,0) =0.
On tape :
ghk:=f (h, k) /sgrt (h"2+k"2)
On obtient :

sin(1/ (sgrt (h"2+k"2))) xsgrt (h"2+k"2)
f(h, k) . 1
Donc ——2—-— = /22 4+ y? sin(————) < v 22 + y2 donc :
Vh? + k? v sin( :U2+y2)_ Y
f(h, k)
—————tend vers 0 quand (z, y) tend vers (0,0).
e quand (z,y) (0,0)
Donc f est différentiable en (0,0).

Etude de la continuité des dérivées partielles.
On tape :

dfx:=diff (f(x,vy),x):;

subst (dfx, vy, 0)

On obtient :
2xx*sin(l/abs (x))—-cos (1/abs (x)) *abs (x) /x
l({))(}nc: 1 1
T
—(z,0) = 2zsin(~—) — — cos(—).
dy lz|” x]  a

2 sin( %') - ﬁ cos(‘%') qui n’a pas de limite quand x tend vers 0.

Q2
fg

Donc a—(a:, y) n’est pas continue en (0,0).
Y
. af .1 y 1
De méme puisque f(z,y) = f(y,z),ona: =—(z,0) = 2ysin(—) — — cos(—
dy ™ Tyl lyl

qui n’a pas de limite quand y tend vers 0.

0
Donc —=(z,y) n’est pas continue en (0,0).

Jy

21.2.4 Exercice3
Soit f la fonction réelle définie sur R? par :
—— si(z, 0,0
fay) = 24 (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Démontrer que f admet des dérivées partielles en tous les points de R2.
f est-elle continue au point (0,0) ?
f est-elle différentiable en (0,0) ?
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Les dérivées partielles de f sont-elles continues ?
Solution

On remarque que f(x,y) = f(y,x).

Calcul des dérivées partielles au point (z,y) # (0,0) :
On tape :

f(x,y) i=xxy/ (x"2+y"2)

diff (f(x,vy),x)

On obtient :
(VA3=X"2%y) /(Y 4+2%x" 2%y~ 2+x"4)
On tape :

diff (£(x,y),Y)

On obtient :
(X"3=y"2%x) / (XM4+2xy " 2xx"2+y " 4)
Calcul de f1,(0,0) et f7,(0,0).

On tape :

limit (f(x,0)/x,x,0)

On obtient :

0

On tape :

limit (£(0,y)/y,y,0)

On obtient :

0

Donc f admet des dérivées partielles en tous les points de R2.
f est-elle continue au point (0,0) ?

Ona:

2
x 1

f($a$):276235
—x -1

f(an—fU)—Txg—

Donc f n’est pas continue en (0,0) puisque lin% flz,z) # lir% f(z,—x).

xT—r T—
La fonction f n’est pas continue en (0,0) donc f n’est pas différentiable en en (0,0)
et donc les dérivées partielles ne sont pas continues en (0,0).

21.3 La formule de Taylor

21.3.1 Théoremes
2wy = [y €0 tout point ol elles sont continues.

Une fonction de plusieurs variables admet un développement de Taylor si elle ad-

met des dérivées partielles continues.

On se ramene a un acroissement d’une fonction d’une variable en posant :

x=uxog+ ht, y=yo+ kt, z= 29+ ltet g(t) = f(xo + ht,yo + kt, zo + It) on

a ainsi :

f(@o+h,yo + k, 20 + 1) — f(z0,y0, 20) = g(1) — g(0).

Par analogie avec la formule du bindme, on notera :

h2 f1l, + 2hk f7, + k* f}}, par la puissance symbolique : [h.f; + k f}]*.

et de méme la puissance symbolique [ f; +k fy]P désignera 3 ¢ CphP= K f7, o .
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21.3.2 Exercicel

Développement de Taylor a I’ordre 3 de :

f(z,y) = sin(xy) au point xg = 1 et yo = 7/2 On a la formule de Taylor si
h=z—zpetk=y—yo:
f(z,y) = f(l’o,y0)+hfx(l’07y0)+kfy($oayo)+2;(h2 vz (0, Y0)+2hk £l (20, yo)+
k2 £y (20, 90)) 451 (B2 filns (0, y0) +3R%k f11h, (20, o) +-3Rk 11y, (0, Yo)+-2 £y, (0, 40) )+
Ry Ou R, avec la notation symbolique vaut :
Ry = 3i([h + ko) f (o + Ok, yo + OF)
Ona:
f(o, y0) = sin(7/2) =
fu(@,y) = y cos(zy) donc fi(x0,90) =0
f3(@.9) = @ cos(ay) done fy(ao.yo) = 0

zm(x y) =y sm(x ) dOl‘lC f 93($an0) = —71'2/4

£ ,1) = Fu(y) = —aysin(zy) done 2, a0, 0) = fs (0, 0) = ~/2

oy (T, y) = — sm( y) donc fy (z0,y0) = —1
w20 (,y) = —y° cos(zy) donc chlalcx<$07y0) 0
vy (T,y) = —2ysin(zy) — xy® cos(xy) done fi (z0,30) = —7 foy,(z,y) =

—2xsin(zy) — 2y cos(xy) done £ (x0,y0) = —2

ooy (L) = —a? cos(xy) done f}y (x0,y0) = 0
Doncona:
f(a,y) =sin(zy) = 1+—7?/8(z—1)? —7/2(x— 1)+ (y—7/2)— (y—7/2)?/2—
m/2(x = 1)*(y = 7/2) — (& — 1)+ (y = 7/2)* + Ry
avec Ry = (h% + k2)2 x e(h, k) avec e(h, k)— > 0 quand (h2 + k2)— > 0.
Avec Xcas
On tape :
P:=series (sin (xx*y), [x,vy],[1,pi/2],3)
On obtient :
+(—pi"2% (x=1)"2=4x (y—pi/2) *pi* (x=1)—4* (y—-pi/2)"2)/8+ (=(y—-pi/2)*pix* (:
Soit on pose :
r=x9+ ht,y=yo2 + k=t
On définit la fonction g(t) = f(xo + hxt,yo + k x t).
On adonc g(1) — g(0) = f(zo + h,yo + k) — f(z0, yo) donc :
on fait un développement de Taylor a I’ordre 3 de :
g(t) = f(xo+ h*t,yo + k * t) au voisinage de t = 0 Puisque x — 1 = h x t et
y — /2 = kt il suffira ensuite de remplacer ¢ par 1 et h par x — x et k par y — yo.
On tape :
g(t) :=sin((l+h=*t)* (pi/2+kxt)) ;series(g(t),t=0,3,polynom) (t=1)
On obtient le développement dans lequel h =z — letk =y — /2
+ (=2+%h*k"2-h"2xkxpi) /2+ (-4+*k"2-4+xh*xk*pi-h"2xpi~2) /8
On retrouve le polynéme Q(h, k).
Dans les 2 cas, il faut rajouter le reste qui vaut :

(h% + k)3 * e(h, k) avec e(h, k)— > 0 quand h2 + k2— > 0

21.3.3 Exercice2

Trouver les extremums de f(z,y) = z* 4+ y* — 2(x — y)? quand u et v varient
dans ]0, 1].
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Une solution

On calcule les dérivées partielles On tape :
f(x,y) :1=x"4+y"4-2% (x~-y) "2
diff (f(x,y),x)

On obtient :

4% (x—y) +4%x"3

Donc :

gi(w,y) = dx(x—y)+4xadet

8—f(w, y) est une fonction continue sur R?.
x

On remarque que f(x;y) = f(y,x) donc :

aj;(ﬂv,y)=4*(ﬂc—y)Jr‘l*yg’et

0 . .
Oif (, 1) est une fonction continue sur R
Y
Donc f est différentiable sur R?.
En tout point oul f admet un extremum on a :

of _0e 2 _
%(m,y) =0et ay(xvy) =0
On tape :

normal (solve ([-4* (x-y) +4%x"3=0,4* (x-y)+4xy"3=0], [x,v]))
On obtient 3 solutions :

[[0,0], [sgrt(2),—-(sqrt(2))], [-(sqrt(2)),sqgrt(2)1]1]

Est-ce que f admet un extremum au point((0,0) ? On calcule les dérivées par-
tielles d’ordre 2.

On tape :

diff (f(x,y),x$2)

On obtient :

—4+12%xx"2

Dgnc :

gx‘é(m, y) = —4 + 1222, On tape :

diff (f(x,y),yS$2)

On obtient :

—4+12xy"2

Dgnc :

gyf(x, y) = —4 + 12y/%, On tape :

diff (diff (£ (x,y),X),y)
On obtient :

4

Donc :

0% f
8§8y
o°f
92 (0,0) =

(z,y) =4, Donc :
2
L

Oy?
0% f
0,0) =4
5 ay( ,0)
Si h et k sont voisins de 0 alors f(h, k) — f(0,0) est du signe de I’expression de

(0,0) = —4et
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Of 2 *f *f 2 2 2
523 (0. 0)h% + 2o o (0, 0)hk+ﬁ(0 0)k* = —4h? + 8hk — 4k>.

On adonc —4h? + 8hk — 4k?* = (h2 —2hk + k%) = —4(h — k)2
Cette expression est négative si h #= k ou nulle si h = k.

Donc (0,0) n’est pas un extremum pour f.

On tape puisque f(0,0) =0:

factor (f(x,x)), factor (£ (x, —Xx))

On obtient :
2%XM, 2xxXMN 2% (—24X) *x (2+x)
(0,0) est un minimum de f(x, ) et un maximum de f(z, —x) lorsque x = —1..1.

Est-ce que f admet un extremum au point (1/2, —/2) ? On calcule les dérivées
partielles d’ordre 2 en (\/5, —V/2).

ggfa(:ﬂ —V2) _ 90,9 (f —V2) =20 et
0z2 ’ -

't (V2,-V2) =4

oxdy " N

Si h et k sont voisins de 0 alors f(h, k) — f(v/2, —/2) est du signe de I’expression
de 20h? + 8hk + 20k* = 4(h + k)* + 16(h? + k?).

Cette expression est positive, donc (1v/2, —v/2) est un minimum pour f.

Le graphe de f est symétrique par rapport au lan z = y donc on a aussi (—v/2, v/2)
est un minimum pour f.

On tape pour voir le graphe de f :

plotfunc(f(x,y), [x=—2..2,y=-2..2]),plan(y=x,affichage=1)

21.3.4 Exercice3
u+v

Trouver le minimum de f(u,v) = ———
uv(l — uv)

quand v et v varient dans |0, 1].

Une solution
En tout point u, v oul f admet un extremum on a :

0 0
8—{;(% v) =0et 8—£(u,v) =0.

0
Comme f(u,v) = f(v,u) on ne cherche que les solutions de a—f(u, v) = 0 Avec
u
Xcas,on tape :

f(u,v):=utv)/ (uxv* (1l-u*v))

normal (diff (£ (u,v),u))

On obtient :

(=142 urxv+u™2) / (u"2-2+xu"3xv+ut4*v"2)
On tape :

solve (-1+2xuxv+u”2=0,u)

On obtient :

[sgrt (1+v"2)-v, - (sqgrt (1+v"2)) -v]

Comme u» > 0 on en déduit que :
u=+v1+v?2—vetv=+1+u?—udonc
ut+v=v1+vZetu+v=+v1+u?donc

u? = v? ce qui implique v = v puisque (u > 0 etv > 0)
siu=vet—1+2uwv+u?2=0alors -1 +2%u>+u?>=3u>—-1=0
Donc si f a un extremum ¢’est lorsque u = v = %
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Puisque f(u,v) = f(v,u)ona:
0% f O f

Oudv (u,v) = avau,(“’”)' )
Donc on cherche le signe de 1’expression :

h? == f hk O k> ”F

J = 502 5 (u,v) +2 33v(u’v)+ az(uv)

On tape :

d2u:=normal (diff (f(u,v),us$2))

On obtient :

(—2+6*xurxv—06xu"2xv"2-2xu"3*xv) / (-u”"3+3xu"4d*xv-3xu"5xv"*2+u”6*xv"3)
On tape :

normal (subst (d2u, [u=1/sqgrt (3),v=1/sqrt (3)1))
On obtient :

9%sqgrt (3)

On tape :

d2uv:=normal (diff (diff (f(u,v),u),v))

On obtient :

(=2+xu—2*v) / (=1+3*urxv-3xu"2xv"2+u”3*xv"3)

On tape :

normal (subst (d2uv, [u=1/sqrt (3),v=1/sqgrt (3)]))
On obtient :

9xsqrt (3) /2
DoncJ:9\/§(h2+k:2+hk):9\/§—h—|—k)
1
1\[0na
VAL

Donc pour tout h et k de I’intervalle | —

1 1

(7 + h, k) > f(—=,—%=)

V3 f V3 V3
On tape :
normal (£ (1/sgrt (3),1/sqrt (3)))
On obtient :
3xsqgrt (3)

.. 1 .

Donc f a un minimum en v = v = ——= €t ce minimum vaut 3\/§

V3

21.3.5 Exercice4

Enoncé Soient un triangle ABC' et un point M situé a I'intérieur de ABC.
Soient P, ), R les projections de M sur AB, AC, BC.
Ou faut-il placer le point M pour que M P * M Q * M R soit maximum ?
Ou faut-il placer le point M pour que M P * M Q) * M R soit minimum ?
Solution de I’énoncé Pour le minimum c’est facile !
Puisque M PxMQ*xM R > 0le minimum sera atteint quand M P+« M Q+«M R = 0
c’estadire quand MP =0ou M@ =0ou MR = 0i.e. M se trouve sur les cotés
du triangles ABC'.
Pour le maximum on va utiliser les propriétés des fonctions de plusieurs variables.
Onnote a = BC, b= AC, c = AB et S=2*aire(ABC).
On remarque que :
cM P+bMQ+aM R =2*aire(P AB)+2*aire(P AC)+2*aire(P BC)=2*aire(ABC) =
S Donc on peut exprimer M R en fonction de M P et de M () ou exprimer M P en
fonction de M R etde M Q.
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On pose :

MP=u, MQ=vMR=wet

cMP=U,bMQ =V aMR=W.

Si M est situé a l'intérieur de ABC,ona0 < U < S5,0<V < §5,0<W < 8S.
On cherche en quel point situé a I’intérieur de ABC, le produit uvw est maximum
ou encore en quel point situé a I'intérieur de ABC, le produit UV W est maximum

OnaW = S —U — V et on cherche le maximum de UVW = abcuvw =
SUV - UV —-UV2.

On pose :

fUV)=SUV -U?*V —UV2,

f est continue et admet des dérivées partielles continues de tous les ordres donc f
admet un développement de taylor en tous les points.

Lorsque f admet un extremum on a :

% :Oet% =01i.e.

SV 20UV —-V2=V(S-2U-V)=0etSU-U?>-2UV =U(S-U-2V) =0
Les solutions possibles sont donc :
U=0,V=0W=5U=0V=5SW=0U=5V=0W =0cequi
désigne les 3 sommets A, B, C du triangle(ABC) et
S-20-V=0,5-U-2V=0

Donc :

2V=8-U=25—-4UetV =5 — 2U donc

U=5/3,V =5/3etdonc W = S/3.

Cela signifie que :

cMP =bMQ = aMR = S/3 ce qui veut dire que le point M partage le triangle
ABC en 3 triangles (ABM, ACM, BC'M) de méme aire.

Soient s; (resp Q) I’homothétique du segment BC (resp du point C') dans I’homo-
thétie de centre A et de rapport 2/3 et

s2 (resp R) ’homothétique du segment BC (resp du point C') dans I’homothétie
de centre B et de rapport 2/3.

M est donc I’intersection des 2 segments s1 et So.

Puisque le centre de gravité G de ABC' est aussi I’intersection de ces 2 segments
s1 et so, c’est que M esten G.

Donc M P x M@ * M R est maximum si et seulement si M est le centre de gravité
G de ABC.



Chapitre 22

La géométrie dans ’espace

22.1 Le plan

L’ équation cartésienne d’un plan quelconque est :
ax + by + cz +d = 0 : son vecteur normal est [a, b, c] et il passe par le point
[—d/a,0,0]sia # 0 ouparle point [0, —d/b, 0] si b # 0 ou par le point [0, 0, —d /(]
si ¢ # 0 (on suppose a * b * ¢ # 0).
Avec Xcas
On tape pour dessiner le plan d’équation 2z +y — 22 — 1 =0:
plan (2+xx+y—-2xz—-1=0)

L’ équation cartésienne d’un plan passant par les points A = [xg, Yo, 20], B =
[x1,y1,21], C = [x2,y2, 20] est :
det ( [[xov Yo, 20, 1}7 [:Ul? Y1, 21, 1]7 [x27 Y2, 22, 1]7 [I’, Y, =, 1]] ) =0.
Par exemple le plan d’équation z/a + y/b + z/c = 1 passe par les points :
A =1a,0,0],B=1[0,b,0] et C = [0,0, | (on suppose a # 0 b # 0 et ¢ # 0).
Avec Xcas
On définit 3 points A,B,C.
On tape pour dessiner la plan passant par ces 3 points :
plan(A,B,C)
On tape pour avoir son équation cartésienne :
equation (plan(A,B,C))

L’équation cartésienne d’un plan passant par le point A = [z, yo, 20] et paral-
1¢le aux vecteurs U = [a,b,c] et V = [d, e, f] est:
hx(x—x0)+kx(y—yo)+1*x(z—20) = 0avec [hk,l] =W =UA
V=cross (U, V).

L’équation paramétrique d’un plan passant par le point A = [xg, yo, 20| et pa-
rallele aux vecteurs U = [a, b, c|] etV = [d, e, f] est:
z(t) =zo+ A*a+ px*d,
y(t) =yo+Axb+pxe,
y(t) =yo+ A xc+px f,
(onsuppose axbxc# Oetdx*ex f # 0).

377
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22.2 La sphere

La sphere de centre A = [z, 3o, 20] et de rayon R a pour équation cartésienne :
(z — $0)2 + (y — y0)2 + (2 — 20)2 = R%.
De fagon générale, une spheére de centre A = [a, b, c] est 'ensemble des points
M = [z,y, z] qui vérifient une équation de la forme :
22+ y? 4+ 22 —2ax —2by —2cz+d =0
L’équation paramétrique d’une sphere de centre A = [x¢, Yo, 20] et de rayon R est :
x = x0 + Rcos(f) cos(N),
y = yo + Rsin(f) cos(N),
z = 29 + Rsin(\)
Avec Xcas
On tape dans un écran de géométrie 3D :
A:=point (1,0,1)
S:=sphere (A, 2)
equation (3)
Ou on tape :
sphere (x"2+y"2+z2"2-2+x-2%x2-2=0)

22.3 DPellipsoide

L’équation cartésienne d’un ellipsoide centrée en A = [x¢, Yo, 20| et de demi-axes
de longueur |al, |b] et |c| est :
(z — 330)2 (y — y0)2 (z — 20)2

a? + b2 + c?

=1

22.4 L’hyperboloide

22.4.1 DL’hyperboloide a une nappe

L’ équation cartésienne d’une hyperboloide centrée en A = [z, yo, 20| et de demi-
axes de longueur |al,|b| et |c| est :

(a:—ago)2 + (y—bZQ/0)2 _ (Z—Cgﬂ)Q =1

22.4.2 L’hyperboloide a deux nappes

L’équation cartésienne d’une hyperboloide centrée en A = [z, yo, 20| et de demi-
axes de longueur |al,|b| et |c| est :
(z—10)? + (y=y0)® _ (2=20)%® _ 1

Y =

a? b c?

22.5 Le paraboloide

22.5.1 Le paraboloide elliptique

L’équation cartésienne d’un paraboloide elliptique centrée en A = [x¢, Yo, 20] et
de demi-axes de longueur |al, |b| et || est :
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(z —x0)* | (y—w0)° _ (z—20)
a? + b2 c =0

22.5.2 Le paraboloide hyperbolique

L’équation cartésienne d’un paraboloide hyperbolique centrée en A = [z, Yo, 20
et de demi-axes de longueur |al, |b] et |c| est :

(z —(12950)2 _ (y _l)2y0)2 _ (2 —CZO) -0

22.6 Le ruban de Mebius

On cherche tout d’abord I’équation paramétrique du ruban de Mcebius

Pour cela on considere : - N

— un repere orthonormé Oxy, avec ¢ (resp j , k) le vecteur unitaire de Ox
(resp Oy, Oz),

— le cercle de centre O et de rayon R dans le plan Oxy,

— un point M sur ce cercle tel que I'angle (i ,OM) = u,

— dans le plan normal au cercle (contenant Ozg, un segment BA de milieu
M, de longueur 2, tel que I’angle (M?, MA) = u/2 (on oriente le plan
normal avec la tangente au cercle).

Lorsque u varie de 0 a 27 le segment BA engendre le ruban de Moebius (ou la
bande de Moebius) car le point M revient a son point de départ, le point A se
trouve en B et le point B se trouve en A.

Oié)l :

OM = [Rcos(u), Rsin(u), 0]

W = cos(u),sin(u), 0] est le vecteur normal au cercle
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M—>A:lcos(u/2+7r/2)ﬁ>+lsin(u/2+7r/2)? %
MA = [~Isin(u/2) cos(u), —sin(u/2) sin(u), [ * cos(u/2)]
Lorsque N se trouve sur le segment AB on a:
m: v*]\ﬂpourv = —1.. 4+ 1 donc
—
ON = OM + MN = OM + v+ MA
ON = [Rcos(u), Rsin(u), 0]—v[lsin(u/2) cos(u), —Isin(u/2) sin(u), { cos(u/2)]
donc
ON = [R cos(u)—lvsin(u/2) cos(u), Rsin(u)—lvsin(u/2) sin(u), lv cos(u/2)]
Avec Xcas, on tape :
f(u,v,R,1) :=Rxcos (u) —1l*vxcos (u) xsin (u/2)
g(u,v,R,1) :=R*sin (u)-1lxvsxsin(u) xsin(u/2)
h(u,v,1l) :=1lxv*xcos (u/2)
On ouvre un écran de géométrie 3d et on tape :
plotparam([f(u,v,4,1),9(u,v,4,1),h(u,v,1)], [u=0..2xpi, v=-1..117,
ustep=0.1,vstep=0.2)
affichage (cercle (point (4,0,0),point (-4,0,0),point (0,4,0)),1)
On obtient :

= —lsin(u/2)7 +1cos(u/2)

Ou bien pour avoir dela couleur, on tape dans un éditeur de programmes :

mobcolor () :={

local L, 3;

L:=NULL;

pour j de 0 jusque 9 faire

L:=L,affichage (plotparam([f(u,v,4,1),9(u,v,4,1),h(u,v,1)1,
[u=0..2%pi, v=-1+3%0.1..-1+0.1%x3+0.1], ustep=0.1,vstep=0.1),
168+73);

L:=L,affichage(plotparam([f(u,v,4,1),9(u,v,4,1),h(u,v,1)1,
[u=0..2%pi, v=1-j%x0.1-0.1..1-3%x0.1], ustep=0.1,vstep=0.1),
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168+7);

//pour le second dessin
//168+3+9) ;

fpour;

retourne L;

|

Puis on ouvre un écran de géométrie 3d et on tape :
mobcolor ()
On obtient :

22.7 Le cube

22.7.1 L’énoncé

On veut trouver les intersections du cube avec un plan passant par les milieux
de ses cOtés.
Soient A, B,C, D, E, F, G, H les sommets du cube (ABCD et EFGH sont deux
faces paralleles du cube et AE en est un c¢6té), M le milieu de AB, et N le milieu
de AD.
On cherche I’intersection du cube avec le plan M N P avec P le milieu de I'un des
10 autres cotés.

— —
Au cube on associe le repere orthonormé AM , AN, E /2
22.7.2 La solution
P milieu de BC ou DC

Ici la solution est évidente car P se trouve dans le plan ABC'D.
L’intersection du cube avec le plan M N P est donc le carré ABC' D Le plan M N P
a pour équation z = 0
On note PO le milieu de BC' et P1 le milieu de DC.

P milieude AE

Les trois segments M N, M P, NP se trouvent chacun sur une des faces du
cube.
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L’intersection du cube avec le plan M N P est donc le triangle M N P.
Le plan M N P a pour équation z + y + z = 1.
On note P2 le milieu de AFE.

P milieude £FF ou FH

Si P3 est le milieu de E'F" et si P4 est le milieu de EH, les segments M P3 et
N P4 sont paralleles, donc M, N, P3, P4 sont dans le méme plan.
Les segments M P3 et N P4 se trouvent chacun sur une des faces du cube et dans
le plan M N P3P4.
Donc, le plan M N P3 (resp M N P4) contient P4 (resp P3) et coupe le cube selon
le rectangle M P3P4N.
Le plan M N P a pour équation = + y = 1.

P milieude BF ou FFG ou GH ou DH

Si P5 est le milieu de BF, si P6 est le milieu de F'G, si P7 est le milieu de
GH et si P8 est le milieu de DH, les segments P5P8, P6P7 BD et M N sont
paralleles. Le milieu de P5 PS8 est le centre du cube et ¢’est aussi le milieu de M P7
et de NP6. Donc N, M, P5, P6, P7, P8 sont dans un méme plan. L’intersection
du cube avec le plan M N P est donc I’hexagone N M P5P6PT7PS8.

Le plan M N P a pour équation z +y — z = 1.

P milieude CG

Si MN coupe BC'en I et DCen J.
P1I coupe BF en Q et PJ coupe DH en R.
Ona BQ = BF/6et DR = DH/6.
Les segments M N, MQ,QP, PR, RN se trouvent chacun sur une des faces du
cube et dans le plan M N P.
L’intersection du cube avec le plan M N P est donc le pentagone N MQPR.
Le plan M N P a pour équation = +y — 3z = 1.
On note P9 le milieu de C'G.

22.7.3 Visualisation de I’hexagone avec Xcas

On peut se servir du bouton du milieu de la souris pour modifier les unités de
I’axe des z.
On tape :

A
B
C:=point
E
M

PO:=point (2,1,
Pl:=point (1,2,

)
)
)
)

)
N:=point (0,1,0);
0
0
P2:=point (0,0,1

)
)7
)
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P3:=point (1,0,2);
P4:=point (0,1,2);
P5:=point (2,0,1);
P6:=point(2,1,2);
P7:=point (1,2,2);
P8:=point (0,2,1);
P9:=point (2,2,1);
cube (A, B, C)

plan (M,N,PO);
plan(M,N,P2
plan(M,N,P3
equation (plan(M,N,P5));

equation(plan(M,N,P9));

4

14
polygone (N,M,P5,P6,P7,P8);
)
)
)

4

On peut aussi visualiser tous les résultats précédents.
Si vous voulez voir méme les lignes cachées il faut décocher hidden3d dans la
configuration du graphique.

22.8 Exercice sur plans et droites

22.8.1 L’énoncé

Soient A = (1,0,0), B = (0,1,0) et C = (0,0, 1) trois points de R3.

1/ Déterminer I’équation du plan P passant par A, B, C. Donner un vecteur
normal au plan P.

2/ Soit Dy la droite perpendiculaire a P passant par 1’origine.
Déterminer une équation paramétrique de Dy.
Calculer les coordonnées du point J intersection de P et Dy.

3/ Déterminer les équations paramétriques de la droite D; passant par A et J
et de la droite D5 passant par B et C.
Montrer que Dy et Dy se coupent au milieu M de BC'. On precisera les coordon-
nées de M.

22.8.2 La solution avec I’aide de Xcas

1/ ’équation du plan P est de la forme :ax + by 4+ cz + d = 0.
P passe par Adonc:a+d =0
P passepar Bdonc:b+d=0
P passepar C'donc:c+d=0
donc a = b = ¢ = —d et une équation du plan Pestx +y + 2z = 1.
Un vecteur normal au plan P est donc (a,b,c) = (1,1,1).
Ou encore on a :
W = AB A AC

Ona:
AB = (~1,1,0) et AC = (~1,0,1)
On tape :

cross([-1,1,01,[-1,0,17)
On obtient un vecteur normal 77 au plan P :
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(1,1,1]

Si M = (x,y, z) est un point du plan P, 1’équation du plan P est :
N =

n-AM = 0.

On tape :

dot ( [11 ll 1] ’ [X_lr Y Z] ):O

On obtient une équation du plan P : (x-1+y+z) =0

2/ Si M = (z,y, z) est un point de Dy, OM est parallele 2 77 donc :
Wz)vﬁavec)\e]l%.
Ou on tape :
cross ([x,v,2z]1,[1,1,11)=[0,0,0]
On obtient :
[y-z,z-x,x-y]=[0,0,0]
L’équation de Dg est donc :
T = y = z ou encore :
r=\Ny=MNz=MXavec A € R.
Pour obtenir I’intersection de P et Dy, on tape :
solve(ly-z,z-x,x-y,x-1+y+z], [x,vy,2])
On obtient les coordonnées de J :
((1/3,1/3,1/3]]

_>3/ Pour obtenir I’équation de D; on a :
AM =X A—j donc :
[ —1=X%(-2)/3,y=A/3,z2=)\/3]

Ou on tape :

cross([x-1,vy,z],(-2/3,1/3,1/3]1)=10,0,0]

On obtient :

ly/3-2z/3, (zx-2) /3-(x-1)/3, (x-1) /3= (y*-2)/3]1=[0,0,0]
On tape :

solve ([y/3-z/3, (zx=2) /3-(x-1)/3, (x=1)/3-(y*=2) /31, [x,y,2])
etonobtient: [ [x, (x-1)/-2, (x-1)/-21]

donc x=x, y=(x-1) /-2, z=(x-1) /-2 est ’équation paramétrique de D; de
parametre x.

_}30ur obtenir I’équation de Dy on a :

BM =X\ B? donc :

r=0,y—1==X\ 2=2A

Ou on tape :

cross([x,y-1,2z],10,-1,11)=[0,0,0]

On obtient :

[y-1+z,-x,-x]=[0,0,0]

donc x=0, y=y, z=1-y estl’équation paramétrique de D2 de parametre y.

Pour avoir I'intersection de D; et de Do, on tape :
solve ([ x=x,y=(x-1)/-2,z=(x-1)/-2, x=0,y=y,z=1-vy], [x,V¥,2])
On obtient les coordonnées de M :
[[0,1/2,1/2]]
Ce point est bien le milieu de BC puisque :
2 % O—]\Zf = O? + (ﬁ
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22.9 Le probléeme des quatre cones

Ce probleme aete donné aux olympiades académiques de 2005.
Quatre cones opaques sont posés sur le sol.
Les trois cones K7, Ko, K3 sont identiques : leur hauteur est égale au rayon r de
leurs cercles de base et les centres de ces cercles sont les sommets d’un triangle
équilateral de coté 1.
Le cone K4 a une hauteur égale au diametre de son cercle de base et celui-ci est
tangent extérieurement aux cercles de base des trois autres cones.
Quelle condition doit vérifier r pour que, depuis le sommet de chacun des quatre
cOnes, les trois autres sommets soient visibles ?

22.9.1 La modélisation avec Xcas

Pour tracer on cone, ayant un sommet et une base , il faut utiliser la commande
demi_cone de Xcas qui a comme patrametres :
son sommet, la direction de son axe, son demi-angle au sommet et, sa hauteur
algégrique.
Le rayon des cercles de base des cones K1, Ko, K3 vaut r avec 0 < r < 0.5.
Le rayon du cercle de base du cone K4 vaut R = V3 /3 — r, et son demi-angle au
sommet a pour tangente 1/2.
On appelle A, B, C, D les sommets des cones K1, Ko, K3, K4.
On tape ou on exécute cones . xws :

r:=element (0 .. 0.5,0.19);

A:=point ([0,0,r]):;

B:=point (1,0, r) :;

C:=point (1/2,sqgrt (3)/2,r) :;
demi_cone (A, [0,0,1],pi/4,-1);
demi_cone (B, [0,0,1],pi/4,-r);
demi_cone(C, [0,0,1],pi/4,-1);
R:=sqrt (3) /3-r;

D:=point (1/2,sqrt (3)/6,2%*R) :;
K4:=affichage (demi_cone (D, [0,0,1],atan(0.5),-2%R), rempli+tbleu);
segment (A, B, couleur=rouge) ;

segment (C, B, couleur=rouge) ;

segment (C, A, couleur=rouge) ;

affichage (inter (plan(A,B,C),K4),vert);
evalf (sqrt (3)/9);

On peut faire varier r et voir qu’il faut choisir » > a avec a ~ 0.2.

Le cas limite étant que les segments AB, BC' et AC' doivent étre tangent au cercle
Cy qui est I’intersection du cone K4 et du plan ABC.

I1 est interessant de regarder la vue de dessus (Menu->3-d) pour voir comment
évolue I’intersection du cone K4 avec le plan ABC.

22.9.2 Le raisonnement

11 est évident que depuis D on peut toujours voir les points A, B, C' et inverse-
ment d’un des points A, B, C on peut toujours voir le point D.
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Pour que 1’on puisse voir B et C' depuis le point A il ne faut pas que le cercle Cl,
intersection du cone K4 avec le plan ABC' coupe les segments AB et AC. Pour
que I’on puisse voir C' depuis le point B il ne faut pas que le cercle Cy coupe le seg-
ments BC'. IL faut donc chercher I’intersection Cy, du cone K4 avec le plan ABC,
a savoir son centre et son rayon. Son centre a pour coordonnées 1/2,1/3/6, 7.

Si son rayon vaut 1, on sait que la hauteur du céne K, vaut 2 x R et Comme le
demi-angle au sommet du cone K a pour tangente 1/2, la distance du centre de
Cy au sommet de K4 est égale au double du rayon du cercle Cy donc :

2+ R=7r+2%rlor R=+/3/3 —rdonc:

2+ R=2%3/3—-2xr=7r+2xrlrl=+3/3-3x%r/2.

Pour tracer ce cercle en vert il faut taper :

rl:=sqrt (3)/3-3*xr/2

affichage (cercle([1/2,sqrt (3)/6,r], [r1l,0,0],A),vert)

Lorsque ce cercle est tangent aux segments AB, BC' et AC il est facile de
trouver son rayon car c’est donc le cercle inscrit au triangle ABC. Comme le
triangle ABC est équilatéral, son rayon vaut /3/6. donc 2 R = r +/3/3 0n a
dong, le cercle Cy est tangent aux segments AB, BC' et AC :
rl =+3/3 -3xr=13/6,
c’est a dire :
r= \/3/9 =aetevalf (sgrt(3)/9)=0.19245008973.

Si r < a chaque segment AB, BC' et AC coupent le cdne K4 en 2 points et si
r > a les segments sont tangents ou extérieurs au cone /4.



Chapitre 23

Les limites

23.1 Un exercice sur limite et développement limité

23.1.1 L’énoncé

1/ Trouver le développement limité a I’ordre 4 autour de zéro de :

f(z) = cos(sin(z))

. 2/ Calculer : )
lim 7‘}0(1‘) — ¢

z—>0 x2
3/ Soit g définie sur ]0; o0 par :
1
V(@)

Montrer que g admet une asymptote oblique au voisinage de +oo et en donner une
équation.

g(x) = 2*(f( )—1)

23.1.2 La solution avec Xcas

1/ On tape :

taylor (cos(sin(x)))

On obtient :

1+ (x"2) /=24 (5*xx"4) /24+x"6%x0order_size (x)
donc le développement limité a 1’ordre 4 autour de zéro de f(x) = cos(sin(z))
est :

1+(x"2)/-2+ (5*x"4) /24+x"5%€ (x)

2/ On tape :

limit ((cos(sin(x))-exp (-x"2))/x"2,x=0)

On obtient :

1/2

3/ On tape :

f(x) :=cos (sin(x))

Puis, on tape :

series (x"2* (f(1/sqrt (x))-1),x=+infinity, 4)

387
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On obtient :

x/-2+5/24+ (order_size(1/x))/x

Donc g admet une asymptote oblique au voisinage de +oo déquation :
y=—x/2+5/24

23.2 Des calculs de limite

On tape :

limit ((l-cos (X)) *sin(x) "2/ (x*3*1ln(x+1)),x,0);

limit (sgrt (x"2+x+1) -sqgrt (x"2+1),x,+infinity);

limit ((x"n-y”™n)/ (x-y),%x,t);

limit ((x+1)/sqrt ((x+1)/(x-1)),x,+infinity);

limit ((1-2%x)/ (x"2+x-2),x,1);

limit (exp (xxexp (—-x) / (exp (=x) +exp (=2*x"2/ (x+1)))) /x,
X, +infinity) ;

limit ( (exp (x*xexp (—=x)/ (exp (=x) texp (=2*xx"2/ (x+1)))) -
exp(x))/x,x,+infinity) ;

23.3 Des calculs de développements limités

On tape :

series (cos (x)/exp(x),x,0,4);
series (ln(cos(x)),x,0,4);
series (atan (xxy)+l-exp (x+y),x,1/2,2);
series (cos (x) xexp (2*x+1),x,0,4);

(

series(sin(sin(x)),x,0,7);

Exercice 1
Développement limité a I’ordre 8 de tan(z) au voisinage de 0.
On peut faire cela de 2 manieres :

— On utilise I’égalité :
tan(z) = sin(x)
Ona:
sin(z) = x — 23/6 + 2°/120 — 27 /5040 + o(x®)

cos(z) =1 —x2/2 4+ /24 — 25/720 + o(2")

/(1 —u)=1+u+u?+ud+o(u?)

Donc on pose :

u=2%/2 — 2%/24 4+ 25/720 + o(27) :

on a alors :

u? = xt/4 — 2%/24 + o(27)

u = 2%/8 + o(x")

Donc :

1/cos(x) = 1+22/2—2*/24425/720+ 2% /4 — 25 /24 + 25 /8 +0(27) =
1+22/2 +5%2%/24 4+ 61 % 25/720 + o(2")

On vérifie, on tape :

cos(x)’



23.3. DES CALCULS DE DEVELOPPEMENTS LIMITES 389

series(l/cos (x),x=0,7)
On obtient :
1+x°2/2+5+x"4/24+61+x"6/720+x"8+order_size (x)
On effectue sin(z) * 1/ cos(x) :
(x=x"3/6+x"5/120-x"7/5040+0 (x"8) ) x (1+x"2/24+5+x"4/244+61+xx"6/720+0 (x"7) )=
X+x"3/2+5xx"5/24+61xx"7/720-x"3/6-x"5/12-5x"7/144+x"5/120+x"7/240-x"7/5(
— On utilise I’égalité tan(z)’ = 1 + tan(x)?
On sait que :
tan(z) = z + o(z?) donc
tan(z)’ = 1 + 22 + o(23) donc en intégrant :
tan(x) = x + 23/3 + o(2*) donc
tan(z) = 1+ (z + 2%/3 + o(z%))? = 1 + 22 + 22*/3 + o(2%) donc en
intégrant :
tan(z) = x + 23/3 + 2 x /15 + o(2°) donc
tan(z) =1+ (x + 23/3 + 2 % 2°/15 + 0(2°6))? =
T+2?+2%2%/3+25/9+4%2%/15 4 o(2") =
1+ 224+ 2%2%/3 4+ 17 %25/45 + o(27) donc en intégrant :
tan(z) = o + 23/3 + 2% 2°/15 + 17 27 /315 + o(2®)

On vérifie, on tape :
series (tan(x),x=0,7)

On obtient :
X+x"3/342%«x"5/15+17+xx"7/315+x"8*order_size (x)
Exercice 2

Développement limité a I’ordre 7 de tan(sin(x)) — sin(tan(x)) au voisinage de 0.
On tape :

series (tan(sin(x)),x=0,7)

On obtient :
X+x"3/6-x"5/40+-107+*x"7/5040+x"8+order_size (x)
On tape :

series (sin(tan(x)),x=0,7)

On obtient :

X+x"3/6-x"5/40+-55xx"7/1008+x"8*xorder_size (x)
On peut faire ces calculs comme a la main en tapant :
sl:=series(sin(x),x=0,7)
s3:=series(sin(x)"3,x=0,7,polynom)
sb:=series(sin(x)"5,x=0,7,polynom)
s7:=series(sin(x)"7,x=0,7,polynom)
normal (s1+s3/3+2%s5/15+17xs7/315)
On obtient :
X+x"3/6-x"5/40-107+xx"7/5040+x"8*order_size (x)
Puis on tape :
tl:=series(tan(x),x=0
t3:=series(tan(x)"3,x
t5:=series (tan(x) "5, x=
)T, x=
5/12

>~

8
0,7,polynom)
0,7,polynom)
0,7,polynom)
0+t7/5040)

A

t7:=series (tan(x
normal (t1-t3/6+t
On obtient :
X+x"3/6-x"5/40-13%x"7/240+x"8xorder_size (x)

/



390 CHAPITRE 23. LES LIMITES

On tape :

-107%*x"7/5040+13%x"7/240

On obtient :

x"~7/30

On a donc :
tan(sin(x))-sin(tan(x))=x"7/30+x"8xorder_size (x)
On vérifie, on tape :
series(tan(sin(x))-sin(tan(x)),x=0,7)
On obtient :

x"7/30+x"8xorder_size (x) Exercice 3
Développement limité a I’ordre 4 de :

1
asin ( 5 1 z) au voisinage de 0.
On tape :
normal (series (asin((1+x)/ (2+x)),x=0,3))
On obtient :

pPi/6+ (sqgrt (3)) /6+x+ (=5*xsqrt (3)/72) *x"2+7*sqrt (3) /216xx"3+ (-83xsqrt (3)
Comment fait-on pour vérifier nos calculs ?

On tape :

normal (asin ( (1+x)/ (2+x))’

On obtient :

(sgrt (2xx+3) )/ ((2%x+3) xabs (x+2) )

Comme z est voisin de 0 on peut simplifier en 1/1/2 * x + 3(z + 2) On tape :

a:=series (1/sgrt (2+x+3),x=0, 3, polynom)

On obtient :

1/ (sqrt (3))-x/(3xsqrt (3))+x"2%x1/6/ (sqrt (3))-5x1/54xx"3/ (sqrt (3))

On tape :

b:=series (1/ (x+2),x=0, 3, polynom)

On obtient :

1/2-x/4+x"2/8-x"3/16

On tape :

normal (truncate (a*b, 3))

On obtient :

(sgrt (3)) /64 (=5*sgrt (3) /36) *x+7xsqrt (3) /72+x"2+ (-83*sqrt (3) /1296) »x"3
Il faut maintenant intégrer et ne pas oublier la constante d’intégration qui vaut

asin (1/2) = /3.

On tape :

normal (int ( (sgrt (3))/6+ (=5xsqrt (3) /36) *x+7*sqrt (3) /72+x"2+ (-83*sqgrt (3
On obtient :

(sgrt (3)) /6*x+ (=5*sqrt (3)/72) *x"2+T7+sqrt (3) /216%*x"3+ (-83+sqrt (3) /5184

Donc le développement limité a 1’ordre 4 de :

1
asin (2 1 m) au voisinage de 0 est :
x

7/3+(sqrt(3)) /6% x+(—5xsqrt(3) /72)xx2+Txsqrt(3) /216%x3+(—83xsqrt(3) /5184) xaxt +-2 xorder

Exercice 4

Développement limité a I’ordre 4 de In(1/ cos(z)) au voisinage de 0.
On tape :

series(ln(l/cos(x)),x=0,4)
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On obtient :

X"2/2+x"4/12+x"5*xorder_size (x)

Comment fait-on pour vérifier nos calculs ?

Onaln(1/cos(z)) = —In(cos(x)) et on sait que :

cos(z) =1 — x2/2 + 21 /24 + 25 x order_size(x) et que :

In(1 +u) = u —u?/2 + u® x order_size(u) lorsque u est voisin de 0.
donc on pose u = —x2/2 + 2% /24 + x5 * order_size(x) et on tape :
u:=—x"2/2+x"4/24+x"5xorder_size (x)

u—-truncate (u~2,4)/2

On obtient :

—-xX"2/2-x"4/12+x"5*order_size (x)

Donc In(1 + u) = —22/2 — 2 /12 + 25 % order_size(x)

Donc :

In(1/ cos(z)) = 2%/2 + 21 /12 + 2 * order_size(z)
Exercice 5
Développement limité a I’ordre 4 de /1 + cos(x) au voisinage de 0.
On tape :
series (sqrt (1+cos(x)),x=0,4)
On obtient :

sqgrt (2) —sgrt (2) *x"2/8+sqgrt (2) *x*4/384+x"5+order_size (x)
Comment fait-on pour vérifier nos calculs ?
Ona /(1 + cos(z)) = /(2 — 22/2 + 2% /24 + 2° x order_size(z)) et on sait

que :

V4 u) =1+u/2 —u?/8 +u * order_size(u) lorsque u est voisin de 0.
donc :

V(1 +cos(z)) = V2 (/(1 — 2% /4 + 24 /48 + 2° * order_size(x)))

On pose u = —x%/4 4 x* /48 4 x5 * order_size(x) et on tape :
U:=—x"2/4+x"4/48+x"5x0order_size (x)

On tape :

normal (sqrt (2) = (1+u/2-truncate (u"2,4)/8))

On obtient :

sqrt (2)+ (= (sqgrt (2))/8) *x"2+ (sqrt (2)) /384xx"4+ (sqrt (2)) /2+*x"5xorder_size (x)
Donc

V(A +cos(z)) = V2% (1 — 22/8 + 2*/384 + 2° % order_size(z)

Exercice 6

Développement limité a I’ordre 4 de exp(cos(z)) au voisinage de 0.
On tape :

series (exp(cos (x)),x=0,4)

On obtient :

exp (1) —exp (1) *x"2/2+exp (1) *x*4/6+x"5*xorder_size (x)
Comment fait-on pour vérifier nos calculs ?

On a exp(cos(x)) = exp(1 — 22/2 4 2* /24 + 25 x order_size(x)) et on sait que :
exp(u) = 1+ u + u?/2 + u3 * order_size(u) lorsque u est voisin de 0.

donc :

exp(cos(x)) = exp(1) x exp(—x?/2 + x1/24 + 2° % order_size(x)) On pose
u=—x2/2 + 2% /24 + 2° x order_size(x) et on tape :
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u:=x"2/2+x"4/24+x"5%xorder_size (x)

On tape :

normal (exp (1) * (1+ut+truncate (u™2,4)/2))

On obtient :

exp (1) -1/2+x"2+exp(l)-1/6xx"4*xexp (1) +exp (1) *x"5+order_size (x)
Donc

exp(cos(z)) = exp(1) * (1 — 22/2 — 2 /6 + 2° * order_size(z))

Probléme Soit la fonction f définie par :
1 (
f(0)=0et f(z) = e Il siz # 0. On va montrer que f admet un développement
limité en x = 0 et on veut le calculer a I’ordre n.
1. Montrer que f(x) est continue et a une dérivé continue en x = 0.

2. Montrer que pour x # 0 f(x) est indéfiniment dérivable et que sa dérivée
nieme est de la forme :
f@)(z) = P,(1/z) * e =1 ot P, est un polyndme qui est différent selon
le signe de x.

3. Montrer que la dérivée nieme de f(z) en z = 0 est nulle pour tout n.
En déduire le développement limité a 1’ordre n de f(z) en z = 0.

4. tracer le graphe de f.



Chapitre 24

Les suites

24.1 Les suites récurrentes

24.1.1 L’énoncé d’une suite d’itérations

Soit la suite définie par :
ug =1
Upi1 = %un(Q() — Up)
Calculer u; édutier les variations de la fonction f(z) = 152(20 — z).
En déduire que pour tout n u,, € [0; 10] et que u est croissante.
I’expression de u,, en fonction de n.

24.1.2 Laréponse

On montre facilement que f est une bijection de [0;10] sur [0; 10] et donc
puisque ug € [0;10] et que upy+1 = f(uy), pour tout n > 0 u, € [0;10]. On a
Up41 — Up = Up (10 —uy) /10 donc puisque pour tout n uy,, € [0;10], la suite u est
croissante et majorée par 10, donc u est convergente et sa limite [ vérifie [ > ug et
l= %1(20 — 1) puisque f est continue.

Donc u converge vers | = 10.

24.1.3 Laréponse avec Xcas

On tape pour définir la fonction f :
f(x):=x*(20-x)/10
On tape pour voir les 6 premiers termes de la suite « :
plotseqg(f (x),x=1,06)
On obtient :

393
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On tape pour avoir le signe de w41 — Uy :
factor (f (un) —un)

On obtient :

(- (un-10) *un) /10

On tape pour résoudre [ = %l(20 —1):
solve (f (x)=x)

On obtient :

[0,10]

24.1.4 L’énoncé

Soit la suite définie par :
ug = 1
Un+1 = u?n +n-—1
Déterminer a et b pour que la suite :
vp = k * up + a * n + b soit une suite géométrique dont on déterminera la raison.
En déduire I’expression de u,, en fonction de n.

24.1.5 Laréponse

Ona:
Upy1 =k *tupr+ax(n+1)+b=kx +kxn—k+ax(n+1)+b
donc : u
vn+1:k*?n+(a*n+b)/3+2*(a*n+b)/3+k*n+a—k¢

vn+1:%+2*(a*n+b)/3+k*n+a—k

Si on veut que v soit une suite géométrique , il faut que :
2% (axn+b)+3*xkxn+3*xa—3xk=0

ou encore :
2xa+3xk=0et2xb+3*%xa— 3%k =0celadonne:
3xk=—-2xaet2xb=—-5x%a

On choiszi)ta: —6etalorsk =4etb=15etalors:
vn+1:gnavecvn:4*un—6*n—|—15doncv0:19
On en déduitn que :

vn:19*§
donc
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1n
Uy, = 19/4*§ +3/2%xn—15/4

24.1.6 L’énoncé

Soit la suite définie par :
uyg = 1
n*ku, =Mn+1)*xu,—1+1sin>0
Calculer uq, usg, usz, ug, us.
A votre avis quelle est I’expression de w,, en fonction de n ?
Démontrez que cette expression est la bonne.
Généraliser lorsque ug = aetn*xu, = (n+ 1) x up—1 + 1sin >0

24.1.7 Laréponse avec Xcas

On tape :
u(n):=ifte(n==0,1,u(n-1)* (n+l)/n+1l/n)
u(n)$(n=0..5)
On obtient :
1,3,5,7,9,11
On pense que u, = 2 *n + 1 et on va le montrer par récurrence. La relation est
vrai pour n = 0 :ug = 2% 0+ 1 = 1 Supposons que pour tout 0 < k£ < n,
up =2%k+1ldoncu,—1 =2%xn—10nanxu,=(Mn+1)*x(2xn—1)+1
On tape :
factor ((n+l) +x (2xn—-1)+1)
On obtient :
(2*n+1) *n
donc n * uy, = (2% n + 1) % n et comme n > 0 on peut diviser par n donc
Up = 2%xn+ 1.
Généralisation
On tape :
u(n):=ifte(n==a,1,u(n-1)*(n+l)/n+1l/n)
normal (u(n) $ (n=0..5))
On obtient :
a,2+a+l,3xa+2,4xa+3,5+«a+4, 6xa+5
On pense que u,, = (n + 1) * a + n et on va le montrer par récurrence. La relation
est vrai pourn = 0:up = (0+1)*a+0 = a Supposons que pour tout 0 < k < n,
up = (k+1)+kdonc up—1 = nxa+n—10nanxu, = (n+1)*(n*xa+n—1)+1
On tape :
factor ((n+l) x (nxa+n—-1) +1)
On obtient :
n* (a*n+a+n)
donc n * u,, = n* (a*n + a+ n) et comme n > 0 on peut diviser par n donc
up=axn+a+n=n+1)xa+n.
On peut aussi chercher a calculer :
Up, — Up—1 en fonction de u,—1 — Up—3.
Ona:
Up — Un—1 = (N2 % Up_1 —N% *Up_2 — Up_1 — 1)/(n? —n)
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On sait que :
Up—1 = N * Up—9 + N * U,_1 — 1 donc
Up — Up—] = Up—1 —Up—2 = ..=U] —Ug=a+ 1

Ainsi, u,, est une suite arithmétique de raison a + 1 et donc
up =n(a+1)+up=nla+1)+a=aln+1)+n

Avec Xcas, on pose Un=ty, unl=u,_1 et un2=u,_s.
On tape :

un:=(nxunl+unl+1)/n
unl:=(n*un2+1)/ (n-1)

simplify (un-unl)

On obtient :

(un2+1) / (n-1)

simplify (unl-un2)

On obtient :
(un2+1)/ (n-1)
Donc u,, — Up—1 = Up—1 — Up—2 = ... u1 —Ug = a + 1.

Avec Xcas, si on veut obtenir directement un—-unl=unl-un2, on doit faire
la différence entre : unll=u,_1 que ’on exprime en fonction de un2=u,_s et
unl=u,_1 qui ne doit pas changer. La difficulté ici est que dans un=u,, il y a
(n*up—1 +unp—1+1) et on doit laisser n * u,,—1 inchangé alors qu’il faut exprimer
Uun—1 + 1 en fonction de un2=u,,_s.
On tape :
un:=(n*unl+unll+1l)/n
unll:=(nxun2+1)/ (n-1)
simplify (un—-unll)
On obtient :
unl-un2
Doncona:
Up — Up—] = Up—1 — Up—2 = ...= U] —Ug=a+ 1
Remarque
On peut aussi remarquer que [ = —1 est solutionde nxl = (n+ 1) [ + 1.
Donc si v, = u, + 1, alors v vérifie :
vgp = a + 1 etnv, = (n+ 1)v,_1 ou encore
vy =2y, =2y, o =..=(n+1vg=(n+1)(a+1)
donc
up=Mm+1)(a+1)—1=(Mn+1a+n

24.1.8 Un énoncé du méme type

Soit la suite définie par :
ug=5=a
nku, = (n+2)*u,—1+6sin >0
et soit dy, = Upy1 — Up.
Calculer uq, ug, us, uq, us et do, d1, ds, ds, dy. A votre avis quelle est I’expression
de d,, en fonction de n 7 Démontrez que cette expression est la bonne. En déduire
I’expression de u, en fonction de n Généraliser lorsque ug = a et n * u, =
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(n+1)*xup—1+1sin>0

24.1.9 La solution

On peut suivre les questions et montrer que :
d, = 8(n + 2) et que uy, = 4n(n + 3).
On peut aussi remarquer que 1’équation en x :
n*x = (n+ 2) * z + 6 a une solution indépendante de n qui est [ = —3.
On pose alors v, = u,, + 3 et v vérifie :
vo=up+3etnxv, =nx*(up+3)=nN+2)*(Up—1+3)=(Mn+2)*v,_1,
donc
Donc

(n+2)(n+1)
2

—3)n? — 2a — 12
(1+3)—3 — (a—3)n +(3a2 9)n + 2a _

Up = Up—3 =

Pour a = 5 on trouve :
Up = 4n? +12n+5

24.2 Exercice

Une banque propose un livret d’épargne L1 rapportant 5% d’intérét. Mais les
frais de tenue de compte s’éleve a 20 euros par an.
Une autre banque propose un livret d’épargne B rapportant 3% d’intérét. Mais il
n’y a pas de frais de tenue de compte.
Un enfant veut placer 100 euros sur le livret L2 ou sur le livret B. Pour faire son
choix, il veut savoir ce qu’il aura bout de 5 ans.
Son grand frere veut placer 1000 euros sur le livret L1 ou sur le livret L2. Pour
faire son choix, il veut savoir ce qu’il aura bout de 5 ans.
Son pere veut placer 10000 euros sur le livret L1 ou sur le livret L2. Pour faire son
choix, il veut savoir ce qu’il aura bout de 5 ans.
Pouvez-vous les aider ?
Donner les formules Livretl1(S,n) (resp Livret2(S,n)) donnant ce que 1I’on obtient
apres n années en placant une somme S sur le L1 (res L2).
Ecrire un programme Livret (S, n, t, r) qui renvoie la liste des sommes obte-
nues lorsque I’on a placé la somme S pendant j années (j=1. .n) aux taux t avec
des frais de tenue de compte de r. La solution avec Xcas :
On place 100 euros sur le livret L1.

On tape :
rsolve(u(n+l)=(1.05)*u(n)-20,u(n),u(0)=100)
On obtient :
[-300.0xexp(0.0487901641694%n)+400.0]

On tape :

[-300.0%xexp(0.0487901641694%n)+400.0]1$ (n=0..5)

On obtient :
[100.0],([85.0]1,[69.25],[52.7125],[35.348125],[17.1155312501]
On place 100 euros sur le livret L2.
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On tape :

rsolve(u(n+l)=(1.03)*u(n),u(n),u(0)=100)

On obtient :

[100%exp (0.0295588022415%n) ]

On tape :

[100%xexp (0.0295588022415%n) 1% (n=0..5)

On obtient :
[100.0],[103.0],[106.091,[109.2727],[112.550881],[115.92740743]
On place 1000 euros sur le livret L1.

On tape :

rsolve(u(n+l)=(1.05)*u(n)-20,u(n),u(0)=1000)

On obtient :

[600.0%exp(0.0487901641694xn)+400.0]

On tape :

[600.0xexp (0.0487901641694%n)+400.0]1$(n=0..5)

On obtient :
[1000.0],[1030.0]1,[1061.5],[1094.575],[1129.30375],[1165.7689375]
On place 1000 euros sur le livret L2.

On tape :

rsolve(u(n+l)=(1.03)*u(n),u(n),u(0)=1000)

On obtient :

[1000+exp (0.0295588022415%n) ]

On tape :

[1000+exp (0.0295588022415%n) $(n=0..5) ]

On obtient :
[1000.071,[1030.0]1,[1060.91,1[1092.727]1,[1125.50881]1,1[1159.2740743]
On place 10000 euros sur le livret L1.

On tape :

rsolve (u(n+l)=(1.05)*u(n)-20,u(n),u(0)=10000)

On obtient :

[9600.0xexp(0.0487901641694%n)+400.0]

On tape :

[9600.0xexp(0.0487901641694%n)+400.0]S$(n=0..5)

On obtient :
[10000.0],[10480.0],[10984.0]1,[11513.21,112068.86],[12652.303]
On place 10000 euros sur le livret L2.

On tape :

rsolve(u(n+l)=(1.03)*u(n),u(n),u(0)=10000)

On obtient :

[10000%exp (0.0295588022415%n) ]

On tape :

[10000%exp (0.0295588022415%n) 1$ (n=0..5)

On obtient :
[10000.0],[10300.01,[10609.01,110927.271,1[11255.0881],[11592.740743]
Le programme Livret (S,n,t,r) :

Livret (S,n,t,r) :={

local L, 3;

L:=5;
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pour Jj de 1 jusque n faire

S:=Sx (1+t)-r;

L:=L,S;

fpour;

retourne L;

big

On tape :

Livret (1000,5,5/100,20) On obtient :
1000,1030,2123/2,43783/40,903443/800,18652303/16000
1000.0,1030.0,1061.5,1094.575,1129.30375,1165.7689375
On tape :

Livret (1000,5,3/100,0) On obtient :
1000,1030,10609/10,1092727/1000,112550881/100000,11592740743/10000000
1000.0,1030.0,1060.9,1092.727,1125.50881,1159.2740743
Les formules et la solution sans Xcas On cherche la valeur des u,, (resp v,) vé-
rifiant la relation de récurrence :

ug = S etupt1) = up*(145/100) —20 (resp vg = S et vp+1 = v *(1+3/100))
La suite v, est une suite géométrique de raison 103/100 donc :

v, = (103)™/100™ * vy = (103)™/100™ xS = Livret2(S,n) La suite u, n’est
pas géométrique mais wg = U1 — Ug et Wy = Up+1 — Uy est géométrique et :
Up+1) = Up * (105/100) — 20 et uy,) = up—1 * (21/20) — 20 (105/100 = 21/20)
Par soustraction on obtient :

Wy = Upt1 — Up = (Up — Up—1) * (21/20) = wy,—1 * (21/20) avec wy = u1 — ug
donc wy, = (105)™/100™ * wo = (105)™/100™ * (S * 21/20 — 20) et

Uptl — U) = Upt1 — Up + (Up — Up—1) + ... + (U1 — ug) =

Up+1 — U) = Wy + Wp—1 + ... W0

Up — U) = Wp—1 + ... Fwo = wo* (r" —1)/(r —1) (r = 21/20 et wg =
S %21/20 — 20 — S) wo * (r" — 1)/(r — 1) = ((21/20)™ — 1) * 20 % wy et
wo = S *(21/20) — 20 — S = 5/20 — 20 ug = S donc u,, = S + ((21/20)" —
1) * 20 % (5/20 — 20) = 400 + (S — 400) * (21,/20)™ ou bien :

Pour trouver u,, en fonction de n lorsque up = S et uy,) = up—1 * (21/20) — 20,
on cherche [ tel que [ = [ % (21/20) — 20. On trouve 5/ = 2000 donc [ = 400.

On a alors :_ t, = u, — 400 = (up—1 — 400) * (21/20) = t,—1 * (21/20) et
to =5 —400

ty, est une suite géométrique de raison 21 /20 donc

ty, = up — 400 = (S — 400) * (21/20)™ donc

u, = (S —400) * (21/20)™ + 400

On a donc les formules :

livretl (S, n) :=(S-400)*(21/20) *n+400 et

livret2 (S,n) :=S*(103/100) "n

On vérifie :

livretl1 (1000, 5) renvoie 18652303/16000 ~ 1165.7689375

livret2 (1000, 5) renvoie 11592740743/10000000 ~ 1159.2740743 On
peut reunir les deux formules. Dans le cas général on a :

Upt1 = un(l +t) —tetl =r/testlasolutionde ! = [(1+t) — r donc lorsque
I’on a placé la somme S pendant j années (j=1. .n) aux taux t avec des frais de
tenue de compte de r on obtient chaque année :

livret (S,n,t,r) :=seq((S-r/t) = (1+t) " Jj+r/t, 3=0..n)
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On tape :

livret (1000,5,5/100,20)

On obtient :
1000,1030,2123/2,43783/40,903443/800,18652303/16000
1000.0,1030.0,1061.5,1094.575,1129.30375,1165.7689375

24.3 Les suites homographiques

24.3.1 L’énoncé
Partie A

Soit f la fonction définie sur | — oo; —1[U] — 1; 4-o0[ par f(x) = &2,

1/ Résoudre f(x) = x. o
On notera 7 la racine positive et ry la racine négative.

2/ Soit (u) la suite définie par :

up =1

Up = f(Up—1) pourn > 1

Calculer u, pourn =1,2,3,4,5

3/ Soit (v) la suite définie par :

vn = 1= — g(u,)

a) Démontrer que (v) est une suite géométrique.

b) Expliciter v,, en fonction de n

c¢) Expliciter u,, en fonction de n

d) Calculer I = limy,— 4 o Uy,

4/ Donner la plus petite valeur de n pour laquelle |u,, — | < 1071000

Partie B

1/ Exprimer us,, en fonction de wu,,.

2/ Determiner et étudier la fonction fs telle que ugy, = fo(uy).

3/ Soit (w) la suite définie par :

wo = 1 etwy, = fo(wy_1) pour tout n. > 0.

Montrer que (w) a la méme limite [ que (u).

4/ Donner la plus petite valeur de n pour laquelle |w,, — [| < 1071900

Partie C

1/ Exprimer us,, en fonction de wu,,.

2/ Determiner et étudier la fonction f3 telle que ugy, = f3(uy).

3/ Soit (t) la suite définie par :

to = lett, = f3(tn,—1) pour tout n > 0.

Montrer que (¢) a la méme limite [ que (u).

4/ Donner la plus petite valeur de n pour laquelle |t, — | < 1071000

Partie D

Etant donné p entier positif, refaire la méme chose a partir de la fonction :
_ z+
fl@) =1
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pour trouver une valeur approchée de /p.

24.3.2 La correction
Partie A

1/ On tape :
f(x):=(x+2)/ (x+1)
puis :
solve (f (x)=x)
On obtient :
[-sgrt (2),sqgrt(2)]

2/ On tape :
1 puis :
f(ans())
puis :
enter enter enter enter
On obtient :
3 7 17 41
2" 5" 127 29

3/Ona:
Un_\/§
Un+\/§
On tape :
g(x):=(x-sqrt (2))/ (x+sqgrt (2))
Puis, on tape :
v(n):=g(u(n))
puis :
h(x) :=solve (g(y)=x,y) [0] puis:
h (x)
On obtient :
(x*sqgrt (2) +sqrt (2)) / (-x+1) donc

Up + 1
Up = \@7 et
—v, +1

Un+1 = Q(Un—H) = g(f(un)) = g(f(h(vn)))
On tape :
k:=g@f@h puis :
normal (k (x))

Un =

On obtient :
((sgrt (2)-2) *x)/ (sqgrt (2) +2)
dOanU —m

R

la suite (v) est donc une suite géométrique de raison :
(sgrt (2)-2)/ (sgqrt (2)+2)=2xsqgrt (2

puis on tape :

normal (expand (mult_conjugate (g (l))))

On obtient :
2xsqrt (2) -3
Donc :

vn:(2*\f—3)”

401
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Donc on tape h(vy,) :

h((2xsgrt (2)-3) *n)

On obtient u,, :

((2xsqgrt (2) =3) "n*sqgrt (2) +sqgrt (2) )/ (= (2*sqrt (2) =3) "n+1)
On sait que (v) converge vers 0 caron a :
vp=(2%VvV2—-3)"et -1 <2xv2-3<0.

Quand z tend vers 0, h(z) tend vers h(0) = v/2, donc (u) converge vers /2.
Onanormal (h(x)-h(0))=(-(2*sqgrt (2)) *x)/ (x-1)

4/ On tape :
normal (diff (h(x)))
On obtient :
(2xsgrt (2) )/ (x"2-2*x+1)
Ona:

pour tout n, —|vg| = —34+2vV2< 0, <3-2V/2= |vo|, donc :
—12< —4+42V/2<wv,—-1<2-2V2< —0.8, donc :
si—342v2 <2 <3-2V2,

Ona

(@) < @ v2)/(2—25VD)? = (35 VE+4)/2

et

[un, — V2| = |h(vy) — h(0)| < |vn] * (3% V2 +4)/2 < 5% (0.2)"
On tape :

solve (5+x0.2"n<107-1000,n)

log 10(5) + n * log 10(0.2) < —1000

donc

n >= 1432 > (1000 + log 10(5))/(1 — log 10(2)) > 1431

Partie B

1/Ona:

von = (22 — 3)(2n) = 02,

donc

uzn = M(van) = M(v7) = h((g(ua))?
2/ On tape puisque sq (x) =x"2:

f2 (x) :=normal ( (h@sglqg) (x))

puis

£2 (x)

On obtient :

((x72+42)*1/2) /x

On reconnait la fonction obtenue par la méthode de Newton et qu’il faut itérer pour

obtenir une approximation de v/2.

3/Ona:
wo = U1
w1 = fa(wo) = fa(wr) = ug
wy = fa(wr) = fa(uz) = ug
w3 = fa(wa) = fo(us) = usg
....donc
Wy = Un

4/ Si on prend 2" > 1432, on aura |w,, — [| < 1071000
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On tape :

solve (2"n>1432.,n)

On obtient :

n>10.48...

Donc sin > 11), on aura |w,, — | < 1071000

Partie C

1/Ona:
v3n = (2v2 — 3)(3n) = v3,
donc :
uzn = h(vsn) = h(vy) = h((g(un))?
2/ On tape :
P3(x) :=x"3
f3(x) :=normal ( (h@p3Qg) (x))
puis
£3 (%)
On obtient :
(x"3+6%x)/ (3*xx"2+2)
3/Ona:
t0:1“
t1 = f3(to) = f3(u1) = u3
ta = f3(t1) = fs(us) = ug
t3 = f3(t2) = f3(ug) = ua?
....donc
tn = Usn
4/Si on prend 3" > 1432, on aura [t,, — | < 107199 On tape :
solve (3"n>1432.,n)
On obtient :
n>6.61...
Donc sin > 7), on aura |wy, — | < 1071000

Partie D

1/ Etant donné p entier positif, on peut refaire la méme chose pour trouver une
valeur approchée de ,/p en prenant comme fonction f :
rT+p
flz) =

Cr+1
On tape :

f(x) :=(x+p) / (x+1)

On tape :

solve (f (x)=x, X)

On obtient :

[-(sgrt (p)),sqrt(p)]

On tape :

g(x) :=(x-sqgrt (p))/ (x+sgrt (p))
On tape :

h(x) :=solve (g(y)=x,y) [0]

On obtient :
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(x*sqgrt (p) +sqrt (p) ) / (-x+1)

donc 41

Uy = \/f)_vzn ) et

Unt1 = g(vnt1) = 9(f(un)) = g(f(h(vn)))
On tape :

k:=g@f@h puis :

normal (k (x))

On obtient :

((sqrt (p) -p) *x) / (sqrt (p) +p)

donc

Unt1 = (/P —p) *vn)/ (/P + D)

La suite (v) est donc une suite géométrique de raison :
(sgrt (p) -p) / (sgrt (p) +p)=—-g (1)

puis on tape :

normal (expand (mult_conjugate (k(1l))))
On obtient :

(-p—1+2«xsqgrt (p)) / (p—-1)

la suite (v) est donc une suite géomfrique de raison :
(-p—1+2*xsqgrt (p))/ (p—1)

Donc :

vn = ((=p—1+2xp)/(p—1))"

Donc on tape h(vy,) :

h((((sgrt (p)-p)*x)/ (sqgrt (p)+p))"n)
On obtient u,, :

((((sgrt(p)-p)*x)/ (sqrt (p)+p)) "nrsqrt (p) +sqrt (p))/
(= (((sart (p)-p) *x) / (sqrt (p) +p) ) *n+1)

2/Ona:
vo, = w2, donc ug, = h(va,) = h(v2) = h((g(un))?) car vy, = v(n)? et
v(n) = g(u(n))
On tape puisque sq (x) =x"2 :
f2 (x) :=normal ( (h@sglg) (x))
puis
£2 (x)
On obtient :
((x"2+4p) *1/2) /x
On reconnait la fonction obtenue par la méthode de Newton et qu’il faut itérer pour
obtenir une approximation de /p.

3/Ona:
V3, = v, donc ug, = h(vs,) = h(v3) = h((g(un))?)
On tape :
pP3(x):=x"3 £3(x) :=normal ( (h@p3Qg) (x))
puis
£3 (x)
On obtient :
(X"3+43xp*x) / (3*x"2+p)
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Avec le tableur

Avec le tableur, on voit les différentes vitesses de convergences des suites (u),
(v) et (t).Il faut prévoir 6 colonnes : une colonne des valeurs exactes des termes
de la suite et une colonne donnant les valeurs approchées des termes de la suite et
cela pour chacune des suites.

24.4 Exemple d’une suite instable

24.4.1 L’énoncé

Soient les suites u et v définies par : ug = %

61
uyp = 11
_ 1130 3000
- 111 Un—1 + Un—1*Un—2
et
vo = 5.5
v = eval f(%1)
1130 3000
U = 111 — Un, +>Un71*vn72

Quelles sont les limites possibles de ces suites ? A 1’aide de Xcas, calculer la
valeur approchée des 30 premiers termes de ces deux suites en utilisant 20 digits.

24.4.2 Le programme

On tape :

instable (n,ul,ul) :={
local j,un;
if (n==0) return ul;

if (n==1) return ul;

for (j:=2; j<=n; j++) {
un:=111-1130/ul+3000/ (u0*ul) ;
ul:=ul;
ul:=un;

}

return un;

On a alors :
up, = instable(n,11/2,61/11)
v, = instable(n, 5.5, eval f(61/11))

24.4.3 Les résultats
Soit f(x y) - 111 = 1130 + 3000‘

Si une suite w vérifie la relatlon dez;gcurrence twp = f(wp—1 % wy—_2), les limites
possibles d’une telle suite sont les solutions de f(z,z) = .

On tape :

solve (111-1130/x+3000/x"2=x, x)

On obtient :
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[100,6,5]

Les limites possibles sont donc 5,6 et 100.

Remarque La suite v dépend de la valeur de evalf (61/11), donc dépend du
nombre de digits utilisés et du mode de calcul utilisé.

On tape :

Digits:=20;

for(n:=0;n<=30;n++) {

print (n);

print (instable(n,5.5,evalf (61/11)));
print (evalf (instable(n,11/2,61/11)));}

On obtient :

:0
.50000000000000000000
.50000000000000000000
01
.54545454545454545456
.54545454545454545456
22
.59016393442622950768
.59016393442622950817
:3
.63343108504398826144
.63343108504398826979
24
.67464862051015081490
.67464862051015096306
:5
.71332905238051293965
.71332905238051554900
16
.74912091970259238934
.74912091970263804374
27
.78181092048482174472
.78181092048561557945
: 8
.81131423828027015958
.81131423829399572318
:9
.83765654872259110580
.83765654895871196153
:10
.86095151847234420526
.86095152251613197273
:11
.88137714686097474136

(G2 e BENG, NG, e BENG: BNC, e BENG) BNG e EENC) ING, Iie NG NG, Iie NG, NG, INo BENG) BNG) Iite BENG) ING) Nt BENC) ING) Ite BN G BN C, Re BN G, NG I ]
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.88137721584141860362
:12
.89915273314948416898
.89915390579006532873
:13
.91450507580732900460
.91452495067898343240

: 14
.92740541888982367183
.92774140777679525195
:15
.93338276962798092957
.93905048546111815120
:16
.85317477456212541080
.94868749248041657029
17
.32520225792017284829
.95687073191822040100
118
-0.317580966868753489379e2
.96379872081940311587
:19
.124741088526995943127e3
.96964914404788717708
:20
.101183955312637480034e3
.97457902866672280000

: 21
.100069905575441095835€3
.97872572175269217080
122
.100004176388280681510e3
.98220835071100136336
123
.100000249822052284540e3
.98512953056300350037
124
.100000014951746801213e3
.98757715320858086895
:25
.100000000895227729755e3
.98962614887996719755
126
.100000000053619816097e3
.99134015140329529141
:27
.100000000003212496604€3

S b 3 o3 o3 ool 3 03O 3O

OB OB o3 Lo DS Lo 3 U1O 3 UUoO 3 Uo 3 o 3 O
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.99277302875661600204
128
.100000000000192515177e3
.99397026117232788471
:29
.100000000000011539180e3
.99497016287623956976
:30
.100000000000000691764€3
.99580495232911448068

o o B3 oo 3 o 3 u

Il semble que la suite u converge vers 6 alors que la suite v semble converger vers
100 alors qu’au début ces 2 suites sont trés proches.

Cela ne provient pas d’erreurs d’arrondis car si on ne fait que du calcul formel et
que I’on tape :

Digits:=20;

for(n:=0;n<=30;n++) {

print (n);

print (evalf (instable(n,5.5,554545454545454545454/10000000000000000000!
print (evalf (instable(n,11/2,61/11)));}

On obtient le méme genre de résultat.

24.5 Suites doubles et calcul de 1/k pour & €]0; 2|

24.5.1 L’énoncé

Soient deux suites a,, et b,, définies par :
ap =1,bp =1 — k ot k est un réel de ]0; 2| et
an = ap—1(1 +by_1) eth, =b>_,
— Montrer que b, = b2" et que a, = (1 —by,)/k.
— En utilisant le tableur afficher les valeurs de a,, et b, pour k = 0.25, 0.5, 0.75, 1.25, 1.5, 1.75.
En déduire le comportement des suites a,, et by,
— En déduire un programme qui calcule 1/k avec une précision donnée en ne
faisant que des additions et des multiplications.

24.5.2 La correction avec Xcas

— Il est facile de montrer par récurrence que b, = bgn, en effet :

by = b2’ = b}

si=bp_1 =02 alorsb, =b2_, = b 2 ="

Montrons par récurrence que a,, = (1 — b,,)/k,ona:

ap=(1—by)/x=1et

siap—1 = (1 —byp—1)/k alors

anp = (1 — bn_l)/k * (1 + bn—l) = (1 — b%_l)/k‘ = (1 — bn)/k
— On met dans la colonne A les valeurs de a,, :

1 dans AO puis

= A0 = (1 + B0) dans A1l puis on remplit vers le bas,
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24.6

1 — C0 dans BO puis

= B0? dans B1 puis on remplit vers le bas,

On met dans C0 la valeur de k.

On remarque la suite b,, converge vers 0 et que a,, converge vers 1/k. On a
en effet :

lbo| = |1 — k| < 1donc b, = b3" tend vers 0 quand n tend vers I’infini,
an = (1 — by)/k tend donc vers 1/k quand n tend vers I’infini et on a :
ap — 1/k = =b,/k < Oet |a, — 1/k| = abs(b,)/k < eps équivaut a
|bn| < k x eps

Invers (k,eps) :={

local a,b;

a:=1;

b:=1-k;

tantque kxeps<=abs (b) faire

a:=ax (1+b);

b:=b"2;

ftantque;

retourne aj;

beg

Ontape : Invers (1.75,1e-20)

Onobtient: 0.571428571428571428570

Encore des suites !

24.6.1 L’énoncé

Soient a € [0;1[ et b € [0;1]. On considere les suites a,, et by, qui vérifient
ap = a et by = b et la méme relation de récurrence :

Si 2a,_

1< 1,a, =2a,_1etsinona, =1 — 2a,_1.

Ecrire un programme qui calcule ag, a;...a,.

On considere la suite u,, = a,, —b,, Ecrire un programme qui trace le graphe
(n,uy) pour n € [0;100].

On observe que pour n >= 50 u,, = 0. Qu’en pensez-vous ?

24.6.2 La correction avec Xcas

suite(a,n) :={
local u,ul, j,L;
u:=a;
L:=a;
si a>=1 alors retourne "erreur"; fsi
pour j de 1 jusque n faire
ul:=2+u;
si ul<l alors
u:=ul;
sinon
u:=ul-1;
fsi;
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L:=L,u;
fpour;
retourne L;

4

On tape : suite (0.4, 6)
On obtient :
0.4,0.8,0.6,0.2,0.4,0.8,0.599999999999

— diffsuite(a,b,n) :={

local u,ul,v,vl, j,L;

— Ontape:diffsuite(4/10,82/100,100)

On obtient :

u:=a;
v:i=b;
L:=point ( (a-b) *i);
si a>=1 ou b>=1 alors retourne "erreur"; fsi
pour j de 1 jusque n faire
ul:=2+u;
vl1:i=2+*v;
si ul<l alors
u:=ul;
sinon
u:=ul-1;
fsij;
si v1<l alors
vi=vl;
sinon
vi=vl-1;
fsi
L:=L,point (j+ (u-v) *i);
fpour;
retourne L;
b
Ontape : diffsuite(0.4,0.82,100)
On obtient :
o s
L . !
r : 0.2
r P ; - H .1
( L {°
: -0
. E . oo
. v v 0.3
: 0.4
[} 20 40 50 a0 400
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0.5

o] 20 40 30 a0 100

La suite w,, = a,+b, semble étre périodique quand a et b sont des nombres
d’ecimaux et ce sont les erreurs d’arrondis qui font que u,, semble nulle
pour 1 > 50.

Ontape: diffsuite (pi-3,e-2,100)

On obtient avec 20 chiffres significatifs :

L ﬂ

Lot ﬁ“ﬁ:-ﬁf.ﬁﬁ:ﬁfﬁf:ﬁfﬁf:ﬁﬂ.5

L 2t 105

SRS
=20 4] 20 40 [14] 20 100 120

— Ontape:diffsuite (pi-3,e-2,100)
On obtient avec 35 chiffres significatifs :

=
.
P

0.5

24.7 Le modele de Volterra Lotka

L’ objectif de I’exercice est de modéliser 1’évolution de la population de 2 es-
peces, avec des hypotheses simples.
— La premiere espece est une proie. Elle dispose de ressources en quantité
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illimitées

— La seconde espece est un prédateur. Sa seule ressource est la proie.

— Les especes sont isolées et n’interagissent qu’entre elles.
Le modele de Volterra Lotka discret est un modele d’évolution correspondant a ces
hypotheses.
Le temps est discrétisé. A chaque entier n, on associe le nombre d’individus de la
proie [,, (pour lapin) et du prédateur r,, (pour renard) a la n ieme étape. L’ évolution
suit les regles suivantes :
lo et ro sont les populations initiales et pour tout n € Non a:
lnt1 — U = al, — blyry
Tntl — Tn = Clpry — dry
a, b, ¢, d sont des coefficients réels strictement positifs. 1 + a (resp (1 — d)) repré-
sente 1’évolution de la reproduction des lapins (resp des renards),
bry, (resp cl,,) représente la proportion de lapins /,, mang’es (resp la proportion de
renards sauvés par les proies I,

1. Que se passe-t-il en I’absence de prédateur ?

2. Que se passe-t-il en I’absence de proie ?

3. Donner en fonction des parametres une position d’équilibre du systeme.
4

. Ecrire une fonction volterra(N,10,r0,a,b,c,d) qui affiche a I’écran d’au plus
des N + 2 premieres valeurs des deux suites (r,,) et (I,,). L’affichage des
valeurs doit se terminer si I’'une des especes s’éteint.

5. Dessiner les N + 2 premieres valeurs des deux suites.
Le couple (I, ) sera considéré comme un point. Les points seront reliés
entre eux par des segments.
On prendra par exemple :
a = 0.05,b =0.002,c = 0.00004, d = 0.04
a =0.06,b = 0.001,c = 0.0001,d = 0.08
a=0.08,b=0.001,c = 0.0001,d = 0.08

6. Utilisez la fonction précédente pour explorer le modele, en jouant sur ses
parametres.

7. Le modele de Volterra Lotka est un modele sans saturation (En 1’absence de
prédateur, la population des proies croit exponentiellement, ce qui traduit
I’hypothese de ressources illimitées). Proposez un modele avec saturation
et simulez le.

La solution avec Xcas

1. En I’absence de prédateur on a pour tout n € N 7, = 0 donc :

ln_l,_l = (1 + (X)ln

l,, est une suite géométrique et [,, = lp(1 + )™ avec 1 + a) > 1.

Donc en I’absence de prédateur, [(n tend vers +oo quand n tend vers +oo
2. En I’absence de proie on a pour tout n € N /,, = 0 donc :

Tn+l1l = (1 — 5)7‘n

7y, est une suite géométrique et 1, = 79(1 — d)" avec 1 — ) < 1. Donc en

I’absence de proie, r(n tend vers +oo quand n tend vers 0

3. La position d’équilibre du systeme se fait lorsque a partir d’un certain rang
n,ona:l,y) =lpetrp =ry.
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c’est a dire :
aly, — Blyr, = 0et
Y1y, — 61y =0

On tape :
a>0)
b>0)

)

assume (
(
assume (c>0
(
(

assume

assume (d>0)

normal (solve ([x=(a+l) *x—-bxx*xy, y=cxxxy+(1-d)*vy], [x,vy]))
On obtient :

[[0,0], [d/c,a/b]]

Donc une position déquilibre du systeme est pour un rang 7 :

l, =d/cetr, =a/b.

On tape :

factor (solve ([ (a+l) *x—-b*x*xy=d/c, y* (1-d) +c*x*y=a/b]l, [x,y]))
On obtient :

[[d/c,a/bl, [(d=-1)/(c*(a+l)), (-a=1)/((d=-1)+Db)]]

ce qui veut dire que si l,, = d/cetr, = a/bc’est que l,—1 = d/cet

Tn—1 = a/bou que
ln1=(d—1)/(ecx(a+1))etrp,_1 = —(a+1)/((d—1)*b) mais comme

lp, >= 0etr, >= 0 cela entraine d = 1 ce qui correspond a I’absence de

proie.

4. On tape :

volterraO(N,10,r0,a,b,c,d) :={
local 1,r,n,la,L,k ;
1:=10;r:=r0; L:=NULL;
L:=L, [1l,r];
pour k de 1 jusque N+1 faire
la:=1;

:=1%(a+l) -bxl*r;
r:=r+ (l-d)+c*lax*r;
L:=L, [1l,r];
si 1<0.01 ou r<0.01 alors return L; fsi;
fpour;
return L;

b

Ou plus simplement, on tape :

volterra(N,1l,r,a,b,c,d) :={
local L,k ;
L:=NULL;

L:=L,[1l,r];

pour k de 1 jusque N+1 faire

1, r:=1%(a+l)-bxl*r,r*(1-d)+cxl*r;

L:=L, [1l,r];

si 1<0.01 ou r<0.01 alors return L; fsi;
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fpour;

return L;

b

On tape :
res:=volterra(600,1000,50,0.05,0.002,0.00004,0.04) :;size(res)
On obtient :

Done, 602

On tape pour dessiner les N + 2 premieres valeurs de la suite [, :

point ((k, res[k] [0]))$(k=0..600)

On obtient :
4 f
A ; 3000
sl ik § 2500
i ;L 2000
i i F
joot i 1500
f 1000
‘ 500
0 100 200 300 400 500 600
On tape pour dessiner les N + 2 premieres valeurs de la suite 7,
affichage (point ((k, res[k][1]))$(k=0..600),1)
On obtient :
1y A 70
A 60

&

®.0% x *
¥ X% % 50
® P x * ®
: . -
. £ t
M % x %
* 3 * %

40

\ PO N | -G
| Py Py SR
i ki M %
| ¥ H
I 10
0 100 200 300 400 500 600

On tape pour dessiner les NV + 1 premiers segments reliants les points /,,,
(segment (point (res[k]),point (res[k+1])))$ (k=0..600)

On obtient :
Y 70

60

50

40

30

20

10

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500



Chapitre 25

Les complexes

25.1 Module et argument

25.1.1 L’énoncé

Soit 21 = V2 + iv6 et zp = 2 + 2i.
21
On pose Z = —.

22
Calculer le module et I’argument de z1, 22, Z.
En déduire cos({5) et sin(q3).
Calculer Z2009

25.1.2 La correction avec Xcas

On tape :
zl:=sqrt (2)+ixsqgrt (6)
z2:=2+2x*1
Z:=2z1/22
On tape pour avoir les modules :
simplify (abs(zl,z2,7))
On obtient : 2«sqgrt (2) , 2+ sqgrt (2),1
On tape pour avoir les arguments :
simplify(arg(zl,z2,2)
Onobtient: [pi/3,pi/4,pi/12]
On tape :
simplify (re(Z),im(Z))
On obtient : (sqrt (2)+sqgrt (6)) /4, (-sqgrt (2)+sgrt (6)) /4

Donc
127 4
T —V2+6
sin(—) = ———
12 4

Puisque Z a comme module 1 et comme argument 7/12,, on sait que le module de
P = 7?09 est 1 et que son argument vaut 20097 /12.

On tape :

iquorem (2009, 24)

On obtient : [83,17] i.e. 2009 = 24 % 83 + 17.

415
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Donc puisque 20097 /12 = 83 * 27 + 177 /12, ’argument de P est :
177/12 mod 27 ou encore pour étre dans | — ; 7], I’argument de P est :
—Tr/12 = —7/2 — 7/12.

Pour avoir la partie réelle et la partie imaginaire de P on calcule :

cos(—m/2 — 1/12) = —sin(r/12) = ﬂ;*/é et
sin(—/2 — 7/12) = — cos(r/12) = —ﬂj:‘/é

Ou on tape :

P:=simplify (Z2"~2009)

Onobtient : (sgrt (2)+ (—1) xsgrt (6) )/ (2+2*1)

On tape :

simplify(re(P),im(P))

On obtient : (sqgrt (2) -sgrt (6)) /4, (-sqgrt (2) -sgrt (6)) /4
On tape :

simplify (abs (P),arg(P))

Onobtient: 1, (-7*pi) /12

25.1.3 Exercices de calculs avec les complexes

Calculer :

. 1+4¢)"+ (1 —4)"pourn € N
Ona:
(1+1) = V2™t et (1 — i) = /2e/4
donc

(L4+0)" + (1 —i)™ = (V/2)" (/4 e~ "/* = (\/2)"2 cos(n7 /4) donc :
(141)" 4+ (1 — i)™ = 21+/2 cos(nw/4) Avec Xcas, on tape :
assume (n, integer)
normal (exp2trig((1l+i)"n+(1-1)"*n))
On obtient :
2+2”(n/2) xcos (n*xpi/4)
2. (144" —=(1—14)"pourn € N
Ona:
(1+1) =2 *et (1 —i) =/2e /4
donc
(1+) "+ (1—i)* = (V2)"(em™/* 4 e~ 7/4 = (1/2)"2 cos(nm /4) donc :
(144)" — (1 —i)» = 2*"/2jsin(nn/4) Avec Xcas, on tape :
assume (n, integer)
normal (exp2trig((1+i)*n—-(1-1)"n))

On obtient :
212" (n/2)*xsin (nxpi/4)
—1+4+iv3 1—1v3

3. ( —;Z\f)”—k( szf)% pourn € N
On sait que :

cos(2m/3) = —1/2 et sin(27/3) = v/3/2 donc
—LEV3Y — exp(2ir/3) et
cos(—m/3) = 1/2 et sin(—n/3) = —/3/2 donc
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17;7‘/5) = exp(—in/3)
D_onc : /3 o
( ! —;Z )" ( ; )2 = exp(2inm/3)+exp(—2inm/3) = 2cos(2nm/3)

Avec Xcas, on tape :

assume (n, integer)

normal (polar_coordinates ((-1+i*sgrt(3))/2))
On obtient :

[1,2/3%pi]

On tape :

normal (polar_coordinates ((l-ixsgrt(3))/2))
On obtient :

[1,-1/3xpi]

On tape :

normal (exp2trig(exp (2xnxixpi/3) +exp (—2+«n*ixpi/3)))
On obtient :

2+%cos (2+xnxpi/3)

25.1.4 Complexes et trigonométrie

1. Calculer :
cos(x)* + sin(x)?
cos(x)? — sin(x)*
Ona:

cos(z)* + sin(x)* = (cos(x)? + sin(z)?)? — 2 cos(z)? sin(x)?
donc puisque cos(z)? + sin(z)? = 1,0ona:

cos(z)* + sin(x)* = 1 — 2cos(x)?sin(z)? = 1 —sin(22)?/2 =
(cos(2xx)?+1)/2 =1 — 2cos(z) + 2 cos(x)*

Ona:

cos(x)* — sin(x)* = (cos(z)? — sin(z)?)(cos(x)? + sin(x)?

donc puisque cos(z)? + sin(z)? = 1,ona:

cos(x)? — sin(x)* = cos(x)? — sin(z)? = cos(2z) = 2cos(z)? — 1
Avec Xcas, on tape :

simplify (cos(x)"4+sin(x)"4)

On obtient :

1-2%cos (x)"2+2*cos (x4

On tape :

simplify (cos(x)"4-sin(x)"4)
On obtient :

-1+2%cos (x) "2

2. Résoudre I’équation 2° = (2 + )°.
On commence par résoudre z5 = 1 On obtient z = a[k] ol a[k] sont les
racines 6ieme de 1’unité :
ap = e*7/3 pour k = 0..5
On tape :
a:=[exp (irk*pi/3) $(k=0..5)]
On obtient a eton a ap=a [k] :

[1,1/2+(i)*sqrt (3)/2,-1/2+ (1) *sqrt (3)/2,-1,-1/2+ (1) * (- (sqrt (3)))/2,1/2+
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Résoudre 28 = (2 + )° revient a résoudre :

7% = (&) =1.

Doncenposant z = Z x (2+i)ona Zy = apetz, = Zp*x (2+1) =

alk] % (2 4 i) Avec Xcas, on tape :

csolve (z"6=(2+1) "6, z2)

On obtient :

[(2+1) x (1/2+4 (1) * (= (sqrt (3))) /2), (2+1) « (=1/2+ (1) » (- (sqrt (3))) /2),
—2-1, (241i) % (=1/2+ (i) *sqrt (3)/2), (24+i) » (1/2+ (i) *sqrt (3) /2),2+1i]

25.2 Une transformation

25.2.1 L’énoncé

Soit f(z) = %(24— %)

On note M le point d’affixe z et N le point d’affixe Z = f(z).
On note A le point d’affixe —1 et B le point d’affixe 1.

— Calculer f(—1) et résoudre I’équation f(z) = 2.

— Résoudre I’équation f(z) = z

Z+1
— Calculer pour Z # 1, 7 + ] et en déduire que si N # B :
NA MA?
NB MB?

— Trouver le lieu de N lorsque M se déplace sur la médiatrice du segment
AB.
— Trouver le lieu de N lorsque M se déplace sur le cercle de diametre AB.

25.2.2 La correction avec Xcas

On coche Complexe dans la configuration du CAS et sion coche Variables_complexes
on est obligé de mettre assume Y, real) sion veut que la variable Y soit réelle.
Dans ce qui suit on suppose que 1’on a coché Variables_complexes (sice
n’est pas le cas on peut enlever toutes les commandes assume).

On tape :
f(z):=1/2%x(z+1/2)
— Calcul de f(—1) et résolution de 1’équation f(z) = 2. On tape :
f(-1)
On obtient : 0
On tape :
csolve (f(z)=2,2)
On obtient : [-sqgrt (3)+2, sqrt (3) +2]
donc le point d’affixe 2 a deux antécédents : les points d’affixe —v/3 + 2 et
V342
— Réslution de 1’équation f(z) = z On tape :
csolve (f(z)=z,2z)
On obtient: [-1, 1]
donc les points doubles de f sont les points A et B.
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— Calcul pour Z! = 1de Z H On tape :
factor ((f(z )+1)/(f(z)—1>)

Onobtient: ((z+1)"2)/ ((z=1)"2)

donc %g (]\]ng)2

— Lorsque M se déplace sur la médiatrice du segment ABona MA=MB
ouencore |z + 1| = |z — 1].
Donc d’aprés ce qui précéde ona |Z + 1|/|Z — 1| = 1 donc N se déplace
sur la médiatrice du segment AB.
Réciproquement, si | Z + 1| = |Z — 1| on en déduit que |z + 1|? = |z — 1|?
donc que M se déplace sur la médiatrice du segment AB.
On tape puisque la médiatrice de AB est ’axe des y :
assume (y, real)
simplify (f(ixy))
On obtient: ( (1) *y*2—-1)/ (2xy)
On tape :
re(f(ixy))
On obtient : 0
On tape :
re(f(ixy))
On obtient : 0
Pour la réciproque , on tape :
assume (Y, real)
sol:=simplify(csolve(f(z)=1i*Y,z))
Onobtient: [ (1) *Y+sgrt (-Y"2-1), (1) *Y-sqgrt (-Y"2-1) ]
On tape :
real (sol)
On obtient: [0, 0]
On tape :
simplify (im(sol))
Onobtient : [Y+sgrt (Y*2+1),Y-sqrt (Y"2+1) ]

— M se déplace sur le cercle de diametre AB qui est aussi le cercle de centre
O etderayon 1. Donc z = e avec 0 < t < 2 % .
Donc d’aprés ce qui précéde on a :

Z+1 1
Zi_l = (Zi'l)2d0ncarg< (z+1)/(z-1))=2*arg((z+1)/(z-1)).
Onaarg((z+1) /(z— l” arg(z+1) —arg (z-1) et cela est la me-

sure de I’angle (M —B> M A) qui vaut +/ — 5 car M se déplace sur le cercle
de diametre AB. Donc arg ( (Z+1) / (Z— 1) ) =pi et N se déplace sur la
droite AB. On sait d’apres la question 1 que le point d’affixe 2 ne fait pas
partie du lieu, donc on fait une réciproque. Pour cela on résout f(z) = X
ie. 22 —2Xz+ 1 = 0 le discriminant vaut X2 — 1 donc si X < 1 ou
si X > —1 les solutions sont réelles et I’anrécédent de N ne se trouve
pas sur le cercle de diametre AB. Si —1 S X < 1 les solutions sont :

z2=X+1vV1—X2%2etz=X —iv1— X2 qui sont les affixes de 2 points
du cercle de centre O et de rayon 1 (]z|? = X2 + (1 — X2) = 1). On tape
avec Xcas :

assume (t, real)
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simplify (exp2trig(f (exp (ixt))))

On obtient : cos (t)

donc N se déplace sur le segment AB ona Z = cos(t) avec0 < t < 2x.
Pour la réciproque, N se déplace sur le segment AB donc Z = cos(t) avec
0<t<2x%m.

On tape :

sol:=csolve (f(z)=cos(t), z)

Onobtient: [sqgrt (cos (t)*2-1)+cos (t),—-sgrt (cos (t) "2-1)+cos (t) ]
On tape :

simplify (trig2exp(sol))

On obtient :

[exp ((1)*t), 1/ (exp((i)~*t))]

Donc M se trouve sur le cercle de centre O et de rayon 1.

25.3 Exercices divers

25.3.1 Résolution d’équations

1. Résoudre :
i22—2z242—i=0

On pose z = a + tb.

Donc :

i22 —2Z+2—1i=2—2a—2ab+i(—1+2b—b>+a®) = 0Doncona
le systeme d’inconnues a et b :
2-204—2a%xb=0,—-14+2%xb—0b>+a>=0

On en déduit :

a=1/(b+1)et

a?=0>-2xb+1=(b—-1)2=1/(b+1)?

On obtient I’équation d’inconnue b :
b+1)2(b—-1)2=(b+1)(b-1)*=1

donc (b+1)(b—1)=b>—-1=1ou(b+1)(b—1)=b*>—-1= —1donc
b> =20ub®=0

Les solutions sont donc :

b=+v2eta=1/(1+v2)=v2-1,
b=—2eta=1/(1-2)=—-/2-1

b=0eta=1
Donc:z2=+vV2—-14ixv2,2=—/2—-1—i%+2, 2 =1 Avec Xcas,
on tape :

csolve (ixz"2-2*conj(z)+2-1=0, z)

On obtient :

[1,-14+(1+1)*sgrt(2),-1+(-1-1) *sqgrt (2)]

2. Résoudre :
7

z =z
I1'y a une solution évidente qui est 0 : On a soit z = 0 soit z = r xexp(i*t)
avec 7 réel strictement positif.
On égale les modules et les arguments donc : ' = r donc r = 1 puisque
r est un réel positif et, exp(7it) = exp(—it) donc 7t = —t + 2kx donc

7
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8t = 2k

donct =k« pi/4

Les solutions sont donc :

z = exp(it) avec t € [pi/4,pi/2,3 xpi/4,pi,5* pi/4,3*pi/2 : T*pi/d]
C’est a dire :

ze[=1,0,1,4,—i,(14i)V2/2, 1=i)V2/2, (—1+i)V2/2, (—1—i)V/2/2]

Avec Xcas, on tape :

csolve (z"7-conj(z)=0,z)

On obtient :

[-1,0,1,i,-1, (sqrt(2))/(1-1), (-i)*sqgrt(2)/(1-1),i*sqrt(2)/(1-i), - (sgrt (:

3. Résoudre :
cos(a) + cos(3a) + cos(ba) =0

On remplace a par 3a — 2a et 5a par 3a + 2a et on obtient :

cos(a) = cos(3a — 2a) = cos(3a) cos(2a) + sin(3a) sin(2a) cos(ba) =
cos(3a + 2a) = cos(3a) cos(2a)sin(3a) sin(2a) donc :

cos(a) 4 cos(3a) + cos(ba) = cos(3a)(1 + 2 cos(2a)) = 0 donc :
cos(3a) = 0 ou cos(2a) = —1/2 donc 3a = (+/—)7/2 + 2km soit a =
/6 + 2kw/3 oua = —7/6 + 2kw/3 ou 2a = (+/—)27/3 + 2kn soit
a=m/3+kmoua= —7/3+ kr Donc:

a € [-57/6,—2n/3,—7/2,—7/3,—7/6,7/6,7/3,7/2,27 /3, 57 /6]

Avec Xcas, on tape :

solve (cos (a)+cos (3a)+cos (5a)=0, a)

On obtient :
[-5*pi/6,-2xpi/3,-pi/2,-pi/3,-pi/6,pi/6,p1/3,p1i/2,2xpi/3,5*p1i/6]

25.3.2 Module et argument d’une expression complexe

Mettre les expressions suivantes,sous la forme re**! (r réel positif).
1. A=sin(a) — icos(a)

A=sin(a) — icos(a) = —iexp(ia)

A=exp(—in/2) x exp(ia) =

exp(i(a — w/2)) Donc :

A=exp(ixa—m7/2))

Avec Xcas, on tape :

simplify (trig2exp(sin(a)-i*cos(a))
On obtient :

—ixexp (ixa) Comme —i = exp(—in/2)ona:

A =exp(i(a —7/2))
B_l + i tan(mw/5)

"1 —itan(r/5)
Puisque tan(w/5) = sin(7/5)/ cos(w/5) ona:
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B = (cos(n/5) + isin(n/5))/(cos(m/5) — isin(mw/5))
B/:) exp(im/5)/(cos(—m/5) + isin(—n/5)) = exp(i * w/5)/ exp(—i *
m/5
Donc : .
B = exp(2 x zg)

Avec Xcas, on tape :
B:=(l+ixtan(pi/5))/ (l-ixtan(pi/5));
simplify (abs(B)),arg(B) On obtient:
1,2xpi/5
Donc B=exp (2xixpi/5)
_exp(9im/10) + exp(6im /10
~ exp(im/10) — exp(6ir/10
On pose :
N = exp(9im/10) + exp(6i7/10) et D = exp(iw/10) — exp(6i7/10).
Si on est bon en géométrie, pour le calcul de N il suffit de faire un dessin
pour voir le résultat :
on trace le cercle trigonométrique de centre O d’affixe 0 et on note les
points P d’affixe exp(i7/10)
Q) d’affixe exp(6i7/10)
R d’affixe exp(9im/10)
On trace le losange OQMR :
M a comme affixe exp(9i7/10) + exp(6i7/10) eton a:
(O ,01%2 — 9im/10 — 6im /10 = 3im /10 et
(0Q,0M) = 3ir/20
Dﬂ)lc:_)
(Oz,0M) = 6im/10 + 3im/20 = 15i7/20 = 3ix /4
N = exp(9i7/10) + exp(6im/10) = 0B + 0C = 2 cos(37/20) exp(3 *
im/4) Pour le calcul de D, il est plus simple de mettre exp(im/10) en fac-
teur car exp(6im/10) = exp(in/10) * exp(5im/10) = exp(im/2) On a
donc :
D = exp(in/10)(1 — exp(in/2)) = exp(in/10)(1 — i) = v/2exp(i *
7/10) exp(—im/4)
donc
N/D = 2cos(37/20) exp(3im /4+ixm /4—im /10) = 2 cos(37/20) exp(9imw/10)
Comme cos(37/20) > 0 puisque 0 < 37/20 < w/2,0n a:

N/D = 2cos(37/20) exp(9im/10)

OU BIEN
On utilise les formules : cos(p) +cos(q) = 2cos((p+q)/2) cos((p—q)/2)

sin(p) + sin(q) = 2sin((p + q)/2) cos((p — q)/2)
ce qui donne la formule :

exp(ip) + exp(iq) = 2cos((p — q)/2) exp(i(p + q)/2)

et aussi :
exp(ip) — exp(iq) = exp(ip) + exp(i * (7 + q)) = 2cos((p — q —
m)/2) exp(i(p + q + 7)/2)

On a alors directement N :
N = exp(9im/10)+exp(6im/10) = 2 cos((9—6)m/20) exp(i(9+6)7/20) =



25.3. EXERCICES DIVERS 423

2 cos(3m/20) exp(3im/4)

Pour D on peut faire la méme chose mais c’est plus simple de mettre
exp(im/10) en facteur.

On fait quand méme le calcul en appliquant la formule :

D = exp(in/10) — exp(6im/10) = 2cos(37/4) exp(i(7/2 + Tm/20))
D = 2cos(3 * 7/4) x exp(17i7/20) = —v/2exp(17im/20) Ona —1 =
exp(—i * pi) donc :

D = V2exp(in(—1+17/20)) = V2 exp(—3ir/20)

Finallement :
N/D = /2 cos(37/20) exp(im(3/4+3/20)) = /2 cos(3m/20) exp(9ir/10)
Donc :
C' = V2 % cos(3 * pi/20) * exp(i * pi x 9/10)
OU BIEN

Si on ne connait pas les formules et si on n’est pas bon en géométrie pour
mettre exp(i * a) + exp(i * b) sous la forme r exp(i * ¢) on écrit :
a=(a+0b)/2+ (a—0b)/2etb= (a+b)/2 — (a —b)/2 et on développe.
On a donc : exp(i * a) + exp(i * b) = exp(i * (a + b)/2) * (exp(i * (a —
b)/2) — exp(i * (a — b)/2)) ce qui donne la formule :

exp(i * a) + exp(i * b) = 2exp(i * (a + b)/2) * cos((a — b)/2)).

Avec Xcas, on tape :
N:=exp (9xixpi/10) +exp (6*xi*xpi/10)
simplify (abs (N)"2),arg(N) On obtient :

(4+sqrt(2*(5—(sqrt(5)))))/2,3*pi/4[kmcabsQV)::vqr%sm#Q*(5——V@D/v§
On tape :

D:=exp (i*pi/10) % (1-exp (5*ixpi/10))

Dl:=1-exp (5+xi*xpi/10)

abs (D1) ,arg(D1)

On obtient :

sqgrt (2), -pi/4 Donc:

C=sqgrt (4+sgrt (2* (5-(sgrt (5))))) /2+exp (3*xi+pi/4) rexp (—ixpi/10) rexp (1+pi/“
On tape :

arg (exp (3*«i*pi/4) xexp (—ixpi/10) xexp (i*pi/4)) On ob-

tient :

9+pi/10

Donc

C = \/44— sqrt(2 % (5 — (V/5)))/2 % exp(9 * i * pi/10)

On vérifieque: simplify (cos (3xpi/20) xsqrt (2) —sgrt (4+sqgrt (2 (5-(sqrt (5))))) /2
On obtient :
0

25.3.3 Les imaginaires purs

Soient 2 nombres complexes différents a et b de module 1.
Montrer que A = (z 4+ abz — a — b)/(a — b) est imaginaire pur.
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Pour montrer que A est imaginaire pur, il suffit de montrer que A = —A ou
encore que A + A) =0
On sait par hypothese que :
la| = 1et|b] = 1donc aa@ = 1 et bb = 1 On réduit A + A au méme dénominateur
D et on montre que le numérateur N de la fraction obtenue est nulle.
On note :
A= N/Ddonc A+ A= (Nx*D+ ND)/(DD) Calculons E = N % D (on a
A+ A= (E+E)/(DD))
N = (2 + abz — a — b)(@ — b) On développe, le calcul est facile car on a par
hypothese :
aa = |a|> =1letbb=|b]*> =1
E=za—2b—az+bz—1—ba+ab+1
E = (za — az) + (—2zb + bz) + (—ba + ab)
Doncona:
E + E = 0 car tout se simplifie
Donc A est imaginaire pjur.
Avec Xcas :
On tape :
assume (z, complex)
assume (a, complex)
assume (b, complex)
A:=(z+axb*conj(z)—-a-b)/ (a-b)
simplify (subst (subst (A+conj(A),conj(a),1l/a),conj(b),1/b))
On obtient :
0



Chapitre 26

Exemples d’intégrales

26.1 Des calculs d’intégrales

On tape :
integrate(1/ (x%4-1) 710, x);
integrate ((x"4+4*x"24+6*x+4) / (x+1) "2, %) ;
integrate (x/ ((x-1) * (x+1) "2),x) ;
integrate (x/ ((x+1) x (x~4-1)),x);
integrate (1/ (3xx* (x"2+x+1) * (x-1) "3),x);
integrate (1/ (x"4-1)"2,x);
integrate (1/ (x"4+41) "2, x);
integrate (1/ (x"4+1) "4, x);
integrate (x"7/ ((x"4-1) * (x"2+3) ), x) ;
integrate (((1+x)/(1-x))"(1/3),x);
integrate ((sin(2+x)+1)/ (cos (2*x)),X);
integrate ((2xsin(x)+1)/ (2*sin(x)-1),x);
integrate (exp (x) / (3+2*exp (X)), X) ;
integrate(sin(x) "2*cos (x)"4,x);

integrate (sin(x)/ (sin (x) "3+cos (x) "3),x);
integrate (1/sqgrt (2+x*t) xexp (-t"2/2),x);
integrate (sin(3*x) "4 /exp ( (3*x+1) /cos(t)),x);
integrate (2*«x/sqgrt (x°2-1),x);

integrate ((sin(x)+cos(x))/ (sin(x)—-cos(x)),x);
integrate (sin(pi/2-2*x),x);

integrate (tan(x)+tan(x) "3, x);

integrate ( (exp (x) —exp (-x)) / (exp (x) +exp (-x) ) , X) ;
integrate(1l/cos (x) "25,x);
integrate (1/ (sin(x)-1)"3,x);
integrate(1/ (sin(x)+1) "3, x);
integrate (1n (x+sgrt (1+x"2)),x);
integrate (atan (2+x/ (1+x72)),x);
integrate (x*sqgrt (1+x"2),x);
integrate (sin(x) /cos(x)"2,x);
integrate (exp (x) / (1+exp (2%x) ), X);
integrate (cos (x/2) "2/ (x+sin (X))

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ —~

)i

X

4
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integrate (x/sqgrt (x+1),x);

integrate (exp (x) / ( (3+exp (x) ) *sqgrt (exp (x)-1)),x);
integrate (sqgrt (x) /sqrt (a”"3-x"3), x) ;

integrate (sqgrt (a-x) /sqrt (x), x);

sqrt (x"2+a”2),x);

sin (2*Xx) *cos (x),x);

integrate
integrate
integrate (x*atan (x), x);

integrate (sinh (x) *xcos (x),x);
integrate (atan (x) /x, xX) ;

integrate(1/ (sin(x)-2)"3,x);

integrate ((2xx"2+1) xexp (x"2),X) ;
integrate (1/ (1+sgrt (1-x72)),x);

integrate (sin(3*x) /sin (x),x);

integrate (1/(tx1ln(t)"2),t,2,x);

integrate (1n(1+2/ (n* (n+3))),n,1,+infinity);
(pixt—-t"2)xsin(n*t),t,0,pi);

exp (t)*cos (n*t),t,-pi,pi);

integrate (exp(x) *sin(x),x,0,t);

integrate (cos (x) /exp(x),x,0,+infinity);
integrate ((t™4+t+1) / (£"6+t"3+2),t,1,+infinity);
integrate (1/(t™4+t"2),t,2,+infinity);

integrate (x+xexp (1/2*abs (1In(x"2))),%x,2,t);
integrate (1/sqgrt (2+«x*t) xexp (-t*2/2),x,a,b);
integrate ((x"2* (1-x))"~(1/3),%,0,1);

integrate ((a*t+5)/ ((t-1)"3*(t-2)"2),t,3,x);
integrate (atan(sgrt (1-x72)),x,0,1);

(In(x"2+t"2)/ (1+t"2),t,0,+infinity);

(
(
(
(
(
(

integrate
integrate

(
(1
(
(
(
(

integrate

26.2 Intégrale de exp(x)*polyndome

On tape :

integrate(e”xxsin (2*x),x,0,pi)

On obtient :

-2/5*exp (pi)-2/5

On tape :

integrate (x"2xe” (1%x))

On obtient :

(=x"2=(2%1) *x+2) / (=1) *exp ( (1) *x)

On obtient avec normal :

(—1) *x"2xexp ((1) *x) +2xx*exp ( (1) *x)+ (2+1) xexp ( (1) *x)
On tape :

integrate ( (1+x) *cos (x) xe”"x)

On obtient :

exp (x) * ((=((x+1l)/-2))*cos (x)—(x*sin(x))/-2)
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26.3 Changements de variables

On tape :

integrate (x*xexp (x72))

On obtient (a la main on pose u = x?)

(exp (x7°2))/2

On tape :

integrate (1In(x)/x,x,e,e"2)

On obtient (a la main on pose u = In(x)) :
3/2

On tape :

integrate ((2xx+1) /sqrt (x"2+x+1))
On obtient (a la main on pose u = sqrt(z? + x + 1)) :
2xsqrt (x"2+x+1)

On tape :
integrate (sqrt (1+x),x,1,2)

On obtient (a la main on pose u = 1 + x) et
diff (2/3%u”(3/2)=u”(1/2)):
2+%sqrt (3)—(4xsqgrt (2)) /3

26.4 Intégration par parties

1. Calculer: [In(z)dx
Avec Xcas
On tape :
integrate (1n(x))
On obtient :
x*1n(x)—-x
Donc [In(z)dz = zln(z) — =

2. Calculer: [In(z)%dz
Avec Xcas
On tape :
integrate (1ln(x)"2)
On obtient :
(In(x) ) "2xx+t (- (2*%1n(x)) ) *xX+2*xx
Donc [In(z)?dz = (In(z))? xz + (—(2*In(z))) * 2 + 2% x

3. Calculer : [ cos(z) * In(1 + cos(z))dx
Avec Xcas
On tape :
integrate (cos (x) x1ln(l+cos (x)))
On obtient une expression en termes d’exponentielles complexes qu’il est
possible mais difficile de simplifier.
On tape :
ibpu(cos (x) xlog(l+cos (x)),log(l+tcos (x)))
On obtient :
[sin(x)*log(l+cos(x)), ((sin(x))"2)/ (cos(x)+1)]
On tape :
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ibpu([sin(x)*log(l+cos(x)), ((sin(x))"2)/(cos(x)+1)1,0)
On obtient :

2% ((tan(x/2))/ (-tan(x/2)"2-1)+x/2) +sin (x) x1n (1l+cos (x))
On peut encore simplifier en sélectionnant la partie en tan (x/2) en uti-
lisant la fonction tan2sincos2 puis simplify, au final on obtient :

2% (-1/2*xsin(x)+x/2)+sin(x) *1ln(l+cos (x))

Ou encore on tape pour intégrer sin(x)?/(cos(x) + 1) :

integrate (trigcos (sin (x) 2/ (cos (x)+1)))

On obtient :

-sin (x) +x

Donc [ cos(z) *In(1 + cos(z))dx = sin(x) * In(1 + cos(x)) — sin(z) + =

26.5 Intégrale de fractions rationnelles

Calculer :

/2:§+1dx
4 -9
Avec Xcas

On tape :

partfrac ((2x+1)/(x"2-9))

On obtient :

5/ (6% (x+3))+7/ (6% (x-3))

On tape :

int ((2x+1)/(x72-9))

On obtient :

(7*1log(abs (x-3)))/6+(5xlog(abs (x+3))) /6

26.6 Intégrale de polnomes en sin et cos

On linéarise, on tape :
int (sin (x) *"3+cos (x) "3)

On obtient :

—cos (x)—(cos (x)"3)/-3+sin(x)—-(sin(x)"3)/3
On tape :

int (sin (x) "4+cos (x) "2)

On obtient :

(3%x) /8—=(sin (2+x))/4—(sin (4*x))/=32+x/2-(sin(2*x)) /-4

26.7 Intégrale de fractions rationnelles en sin, cos ou sinh,
cosh

Théoriquement, on pose ¢t = tan(x/2) et on obtient une fraction rationnelle en ¢.
Pratiquement, on applique les régles de Bioche.
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— silorsqu’on change « en —z et do en —dx, I’expression totale a intéger ne
change pas, on pose cos(x) =t

— si lorsqu’on change = en m — x et dx en —dz, I’expression totale a intéger
ne change pas, on pose sin(z) = ¢

— silorsqu’on change = en 7 4 x et dx en dz, I’expression totale a intéger ne
change pas, on pose tan(x) =t

On tape :

int (sin(x)"3/cos (x)"4)

On obtient :

(3xcos (x)"2-1)*(—(1/ (cos (x)"3%3)))

On tape :

int (1/ (5+3%cos(x)))

On obtient :

(2% (atan ((tan(x/2))/2)+pi*floor (x/ (pix2)+1/2))) /4
On tape :

normal (int (1/ (sin(x)+cos(x)),x,0,pi/2))
On obtient :

(sgrt (2))/2*1n(2+«sqgrt (2)+3)
Ona2x+2+43=(v/2+1)? donc
(sgrt (2))/2*1n(2+«sgrt (2)+3)=sqgrt (2) x1n (sqrt (2) +1)

26.8 Intégrale d’expressions trigonométriques

On essaye de poser ¢t = tan(x/2) et on obtient une fonction de t.
Deux exemples différents :

1. Calculer :
I'= [ /(1 +sin(z))dz
Avec Xcas on transforme 1’expression en tan(z/2) avec la commande
halftan.
On tape :
int (halftan(sqgrt(l+sin(x))),x,0,pl)
On peut taper directement :
int (sgrt (l1+sin(x)),x,0,pi)

On obtient :
4
En effet en posant t = tan(x/2),onat > 0siz € [0;7] et:
\/l—i—sin (z)) = \ﬂw etdt = (14+t?)dx/2donc I =2 [;° Lttdt _
(1+12)) 1+t2)%
2 —2tdl__ on pose pour u > 0t =t donc dt =
Jo 1+t2)7 o (1+£2)2 pose pour an(u)
d
cos(?;)2 et
3 /2 )3d /2
(1+t2)2 = 1/ COS 32f0 HT = 4f / C(():isuu v = 4f0/ COS(U)du e
4 Qtdt —
[~ | ]S =2Donc I =2+2=4
(1+t2)

Meilleur changement de variable! On a posé t = tan(z/2 puis t =
tan(u), il suffit donc de poser u = x/2.
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Ona:

si0 <z <malors 0 <u < 7/2

dx = 2du, sin(z) = sin(2u) = 2 cos(u) sin(u) et 1 = sin(u)? + cos(u)?
donc

I= [ V(1 + sin(z))dx

I =2 [ /(sin(u)? + cos(u)? + 2 cos(u) sin(u))du

I= 2]05 | sin(u) + cos(u)|du

I= 2f0 sin(u) 4 cos(u)du = 2% [—cos(u) + sin(u)]g =2x(1+1) =4

On tape :

factor ( (int (sgrt (1+sin(x))))

On obtient :

2+sqrt (2) xsign (cos (-pi/4+x/2)) xsin (-pi/4+x/2)
2. Calculer

_ yfsin(z)

fO a/smz—&- COS(E

Onpose

I—f \/sﬁ

0 \/sm + cosz
et

\/cos(z)
Ji= fO v/sin(x)4+/cos(x) Tt
Ona:

I=Jcarsin(5 —xz) =cos(z)et] +J = [2de=7F
Donc I = 7

26.9 Intégrale de la racine carrée de trinomes de degré 2

On met le trindme de degré 2 sous sa forme canonique sous la forme :
u?+1ouwu? —1oul—u?. Puis, on pose u = cos(t) ouu = sin(t) ou u = cosh(t)
ou u = sinh(t)
On tape :
int (sgrt (x"2+x+1),x,-2,2)
On obtient :
3/8%1n (2xsqgrt (3)+3)+(=3)/8*1n (2+xsqrt (7)-5)+ (12+sqrt (3)+20*sqrt (7)) /16

26.10 Exercices

Calculer une primitive de

1. I= /x asin (z)dx

On tape :

int (x*asin(x))

On obtient :

asin(x) /4+x+xsqrt (1-x"2) /4-asin(x) * (1-x"2) /2
Ou on fait une intégration par parties et on tape :

ibpu (x*asin(x),asin (x))

On obtient :

[x"2xasin(x)/2,x"2*sqrt (1-x"2)/ (-24+2xx"2) ]
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On tape :

ibpu ([x"2%asin(x) /2,x"2*sqrt (1-x"2)/ (-2+2xx72)1,0)
On obtient :

—asin (x) /4+x*sqgrt (1-x72) /4+x"2*asin (x) /2

2. I:/ atan (z)dx
On tape :

int (atan (x))

On obtient :

-1ln(1+x"2) /2+x*atan (x)

Ou on fait une intégration par parties et on tape :
ibpu(atan(x),atan (x))

On obtient :

[x+xatan (x),—-x/ (1+x"2) ]

On tape :

ibpu ([x*atan(x),-x/ (1+x72)1]1,0)
On obtient :

-1ln(1+x"2) /2+x*atan (x)

3. 1= /.CE atan (z)dx

On tape :

int (xxatan(x))

On obtient :

atan (x) /2+x"2*atan(x)/2-x/2

Ou on fait une intégration par parties et on tape :
ibpu (x*atan (x),atan (x))

On obtient :

[x"2*xatan (x)/2,-x"2/ (2+2xx"2) ]

On tape :

ibpu ([x"2*atan(x)/2,-x"2/(24+42%*x"2)1,0)
On obtient :

atan (x) /2+x"2*xatan(x) /2-x/2
4. 1= /x2 atan (z)dx

On tape :

int (x"2xatan(x))

On obtient :

-x"2/6+1n (1+x"2) /6+x"3xatan(x) /3
Ou on fait une intégration par parties et on tape :
ibpu (x"2*xatan (x),atan (x))

On obtient :
[x"3*xatan(x)/3,—-x"3/(3+3xx"2) ]

On tape :

ibpu ([x"3*atan(x) /3, -x"3/(34+43%*x"2)1,0)
On obtient :

-x"2/6+1n(1+x"2) /6+x"3*xatan(x) /3

5. 1= /x atan (x)%dx
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On tape :

int (x*atan (x) "2)

On obtient :
“In(—(i+x)/(-1+x))"2/8+1n(14+4x"2) /24 (-1) *x*x1In (- (1i+x)/ (-1+x)) /2+x"
Ou on fait une intégration par parties et on tape :

ibpu (x*xatan(x)~2,atan (x) *2)

On obtient :

[x"2*atan(x)"2/2,-x"2xatan (x)/ (1+x"2) ]

On tape :

int ([x"2*atan(x)"2/2,-x"2*atan(x)/ (1+x"2)],atan (x))

On obtient :

[x"2xatan (x) "2/2+atan (x) x (atan (x) -x), (-atan (x)+x)/ (1+x"2) ]
On tape :

int (—atan (x)/ (1+x"2) +x/ (1+x"2))

On obtient :

—atan(x)"~2/2+1n (1+x"2) /2

Donc :

int (x*atan (x)~2) vaut:

x"2*xatan (x) "2/2+atan (x) *x (atan (x) -x) —atan (x) *2/2+1n (1+x"2) /2
Onaatrig2 (ln(-atan(x)”2/2)) renvoie 1n (- (i+x)/ (-i+x))"/8

1
LI = d
6 /cos(:z:) v

On tape :

int (1/cos(x))

Onobtientapres simplify (lnexpand (simplify (int (1/cos(x)))))
In((l+sin(x))/(l-sin(x)))/2

Ou bien on fait un changement de variable, on tape :

subst (' integration(l/cos (x),x)’,x=atan(t)/2)
On obtient :

integration(l/cos (atan(t)*«2)*1/(1+t"2)*2,t)
On calcule cos( atan (t) * 2), on tape :

simplify (trigexpand(cos (atan(t)x2)))

et on obtient :

(1-t~2) / (1+t"2)

On tape :

integration ((1+t"2)/(1-t"2) 1/ (1+t"2)*2,t)
On obtient :

2% (1ln(abs (1+t))/2-1n(abs (-1+t)) /2)

On réunit les log :

Incollect (simplify (2% (1n(abs (1+t))/2-1n(abs (-1+t))/2)))
On obtient :

ln(abs (1+t) /abs (-1+t))

On revient a la variable x, on tape :

subst (1n(abs (1+t)) /abs (-1+t),t=tan(x/2))

On obtient :

In(abs (tan(x/2)+1)) /abs(tan(x/2)-1)

On retrouve le résultat précédent car :
halftan((l+sin(x))/ (l-sin(x))) renvoie :
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(l1+tan(x/2)) "2/ (=1+tan(x/2)) "2

Ou bien on fait le changement de variable z = 7/2 — u pour se ramener a
[ 1/ sin(z)dz qui est le calcul de la primitive suivante.

On tape :

subst (" integration (l1/cos (x),x)’,x=pi/2-u)
On obtient :

integration(-1/sin (u),u)

et apres simplification :

—-1ln(abs(tan(u/2)))

On revient avec la variable z , on tape :

subst (-1n (abs (tan(u/2))),u=pi/2-x)

On obtient :

—-1n(abs(tan((pi/2-x)/2)))

1
7. 1= | ——d
/sin(w) v

On tape :

int (1/sin(x))

On obtient :

In(abs(tan(x/2)))

Ou bien on fait un changement de variable, on tape :

subst (" integration(1/sin (x),x)’,x=atan (t) *2)
On obtient :

integration(l/sin(atan(t)*2)*«1/ (1+t"2)*2,t)
On calcule sin( atan (¢) * 2, on tape :

normal (trigexpand(sin (atan(t) *2)))

et on obtient :

2t/ (£"2+1)

On tape :

integration ((t”2+1)/(2t) «1/ (1+t"2)*2,t)

On obtient :

1n (abs(t))

On revient a la variable x, on tape :

subst (1n (abs (t)),t=tan(x/2))

On obtient :

1n(abs (tan(x/2)))

8. I:/ldx
1+ cos(x)

On tape :

int (1/ (1+cos (x))

On obtient :

tan(x/2)

Ou bien on fait un changement de variable, on tape :

subst ("integration (1/ (1+cos (x)),x)’,x=atan (t) *2)
On obtient :

integration(1/ (l+cos(atan(t)*2))*1/(1+t"2)*2,t)
On calcule cos( atan (¢) * 2, on tape :

simplify (trigexpand(1l/ (1+cos (atan(t)*2))))

et on obtient :
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(1+t"2) /2

On tape :

integration ((1+t"2)/2*1/(1+t"2)*2,t)
On obtient :

t

On revient avec la variable x , on tape :

subst (t,tan (x/2))

On obtient :

tan(x)/2)
9. 1= / ;dx
1 + sin(x)
On tape :
int (1/ (1+sin(x)))
On obtient :
-2/ (tan(x/2)+1))
On peut ici aussi se ramener a I’intégrale précédente par un changement de
variable, on tape :
subst (/' integrate (1/ (1+sin(x)),x)’,x=pi/2-t)
On obtient :
integration(-1/ (l+cos(t)),t) etapres simplification :
-tan(t/2)
On revient avec la variable x , on tape :
subst (-tan(t/2),t=pi/2-x)
On obtient :
—tan ((pi/2-x)/2)

T
10. I = | ———=d
/Cos(x)2 v

On tape :

int (x/cos (x) "2)

On obtient apreés un lnexpand :
(In(4)-1n(l+tan(x) "2)+2xx*xtan(x)) /2
Ou on fait une intégration par parties et on tape :
ibpu(x/cos (x) "2, x)

On obtient :

[x+xtan (x), —tan (x)]

On tape :
ibpu([x*tan(x),-tan(x)],0)
On obtient :

In (abs (cos (x)) ) +x*tan (x)
Les 2 réponses different de la constante In(2)

x
1. I= | ——=
/sin(a:)Zdw

On tape :

int (x/sin(x)"2)

On obtient apreés un lnexpand :
((In(4)+2*1n(tan(x))-1In(l+tan(x)"2))+tan(x)-2*x)*1/2/tan (x)

: 2
12. I:/sm(m) dz

cos(x)
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On tape :

int (sin(x)"~2/cos (x))

On obtient :
-ln(-sin(x)+1)/2+1In(sin(x)+1)/2-sin (x)

Ou bien on se raméne au calcul vu précédement de int(—

cos(x)

) en écrivant

sin(z)2 1
cos(z) ~ cos(x)

13. I:/Sin(gx)dx
cos(x)?
On tape :
int (sin(3x) /cos (x) "2)
On obtient :
(-1-5%cos (x) —4*xcos (x) ~2) /cos (x) Oubien on transforme sin(3z),
on tape :
trigexpand (sin (3xx) /cos (x)~2) eton obtient :
4xsin (x)-sin(x) /cos (x) "2
I1 faut donc intégrer 4 sin(x) — sin(x)/ cos(x)* ce qui donne :
—4xcos (x)—-1/cos (x) Les 2 résultats different de la constante 5
14. I:/Sin(wdﬂc
cos(x)?
On tape :
int (sin (3x)"2/cos (x) "2)
On obtient :
2% (tan (x) /2+ (3*tan (x) "3+tan(x) )/ (l+tan(x) "2) "2-3xx/2)
Ou bien on transforme sin(3x), on tape :
trigexpand (sin (3*x)"2/cos (x)”~2) eton obtient :
(—sin(x))"2/cos (x)"2-8%sin (x) "2+16*cos (x) "2xsin(x) "2
On tape :
normal (int (trigexpand(sin (3x)"2/cos (x)"2)))
On obtient :
tan(x)-1/2xsin (4*x)+2+xsin (2*x)—-3*xX
A la main il faut donc intégrer :
tan(x)? + 4(cos(2x) — 1) + 4sin(2z)? = tan(x)? + 4(cos(2z) — 1) +
2(1 — cos(4x)) ce qui donne : —3 + (1 +tan(x)?) +4 cos(2x) — 2 cos(4x)
Une primitive est donc :
-3x+tan (x)+2+sin (2x)—-sin (4x) /2
15. I:/COS(:C)d:c
2 — cos(x)?
On tape :
int (cos (x)/ (2—-cos (x)"2))
On obtient :
atan(sin (x))
On peut ici aussi faire un changement de variable, on tape :
subst (' integrate (cos (x) / (2-cos (x)"2),x) ' ,x=asin (t))
On obtient :
integration ((sgrt (1-t"2))/ (sqgrt (1-t"2)x (2-1+t"2)),t)
et apres simplification :
atan (t)
On revient avec la variable x , on tape :

— cos(z).

2
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subst (atan(t), t=sin (x))
On obtient :
atan (sin(x))

x
16. [ = | ——=d
/tan(a:)2 *
On tape :

int (x/tan(x)"2)

On obtient :

(-x"2*tan (x)+1ln(4*tan(x) "2/ (1l+tan(x) "2)) rtan(x)-2*x)/ (2 tan(x))
et apres simplification :

—XA2/2+(ln(4)tg*ln(sin(x)))/2—x/tan(x)

Ou bien on écrit tan(2)2 en fonction du sinus, on tape :

an(z)?

expand (trigsin (x/tan(x)"2))

On obtient :

x/sin (x) "2-x

On fait une intégration par partie pour intégrer =/ sin(x)
ibpu(x/sin(x) "2, x)

On obtient :

[-2*x/ (2*tan(x)),1l/tan (x) ]

Il reste & intégrer :
1 ~ cos(x)

2, on tape :

— x, d’ou le résultat :

—r= =
tan(x) sin(x)
-x/tan (x)+1ln(abs(sin(x)))-x"2/2

On peut taper directement :

ibpu (ibpu(x/sin(x) "2, x),0)-int (x)

Mais Attention il ne faut pas taper :

ibpu(x/sin(x)*2,x)-int (x) qui renvoie les coefficients d’un po-
lyndme.

Les 2 résultats obtenus different de In(2).

4
17, I:/watan(w)dm
z?2 +1)

On tape :

int (x*4*xatan(x))/ (x"2+1))

On obtient :

(-1ln(14+x"2) /10— (-10%x"2+5xx"4) /100+x"5*xatan(x) /5)/ (1+x"2)

18. I = /cos(ln(x))dm

On tape :

int (cos (1ln(x)))

On obtient :

x*xcos (1In(x)) /2+x*sin(1ln(x)) /2

Ou bien on fait une intégration par partie, on tape :
ibpu(cos (1In(x)),cos(1In(x)))

On obtient :

[x*cos (1ln(x)),sin(ln(x))]

On tape :

ibpu([x*cos (In(x)),sin(Iln(x))],sin(ln(x)))



26.10.

19.

20.

EXERCICES 437

On obtient :

[x*cos (1In(x))+x*sin(1ln(x)),-cos (1ln(x)) ]
On a donc :

2 [cos(In(z)) = z * cos(In(z)) + x * sin(In(x))

On obtient bien :

x*xcos (Iln(x)) /2+x*xsin(ln(x)) /2

3
I:/J:?’—ldx

On tape :

int (3/(x73-1))

On obtient :

3% (In(abs (-1+x)) /3-1In (1+x+x"2) /6—

atan (sqrt (3) = (1+2xx) /3) / (sqrt (3)))

Ou bien on décompose la fraction rationnelle % on tape :
partfrac(l/(x"3-1))

On obtient :

1/ ((=14x) *3)+ (=2-x) / ((1+x+x"2) *3)

Pour intégrer, on transforme (—2 —z)/((1+ 2 + %) *3) en (-2=-1/2-3/2) :
(=1/2 —2) /(1 4+ +2%) *3) + —1/2/(1 + = + 22).

On écrit 1 4 = + 2 sous la forme canonique, on tape :
canonical_form (1+x+x"2)

On obtient :

(x+1/2)72+3/4

On sait maintenant intégrer tous les termes de :

1/((—142)¥3)+ (~1/2 =) /(1+a+a2)#3) — 1/2/((e+1/2)2+3/4)
On obtient (la primitive de 1/(u? 4+ a?) est 1/a * atan (u/a)) :
In(abs(—1+x))/3—In(abs(1+x+22))/6—1/y/3* atan ((z+1/2)%2/+/3)

1+ a%)7
I= / d+a)s
x
Cette fonction est définie pour x € [—1,0[U]0, 4-o00].

On tape :

int ((1+x73)"(1/4) /%)

On obtient :

4% ((1+x73) 7 (1/4)+1n(abs (-1+ (1+x"3)"~(1/4))) /4

—1n (1+ (1+x73)~(1/4)) /4-atan ((1+x"~3)~(1/4))/2)/3Ala
main, on fait le changement de variable : v = (1 + xS)i donc u > O et
= (u*— 1)%

On tape :

subst ("int ((1+x"3) " (1/4)/x,x)',

x=(u~4-1)"(1/3))

On obtient :

integration (4xu”3xabs (u)/ (-3+3*u”4),u)

Pour intégrer on peut supposer u >= 0 et supprimer facteur abs(u) :

On tape :

assume (u>=0)
integration (4xu”3*abs (u)/ (-3+3xu™4),u)

On simplifie la partie a intégrer, on obtient :

integration (4xu”3+abs (u) / (=3+3*u™4),u)
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4% (1ln(abs(-14+u))/12-1n(1l+u)/12-atan (u) /6+u/3)

On revient a la variable x, on tape :

On tape :

subst (4% (1ln(abs(-1+u))/12-1In(1l+u)/12-atan(u) /6+u/3),
=(1+x"3) " (1/4))

On obtient :

4% ((1+x73)7°(1/4)/3-1In(1+(1+x"3)"(1/4))/12+
n(abs (1-(1+x"3)"(1/4)))/12-atan((1+x"3)"(1/4))/6)

Donc : )
14 2%)1
/( - )*4dx:
T
A1 +23)7 1. (A+23)i—-1._ 2
M + ,ln(|%|) _ _ atan((l +ZL‘3)%) + cste
3 3 (142141 3
44\ L
21. Calculer I = /Wda:
T
On tape :
int ((1+x74)~(1/4)/x)
On obtient :

(1+x74) "~ (1/4) +1n(abs (-1+ (1+x"4)~(1/4))) /4~
In(1+(1+x"4)~(1/4))/4-atan ((1+x"4)~(1/4))/2
On fait le changement de variable : u = (1 + $4)i.

Onau* =1+ 2*donc:

d z3d 3d
duddu = daddr, 2t = ut — 1 t—gj— 41::#
u* —1
d
/u4—1 /u+/u4—1
On décompose A
r 1 1 1
ut =1 4(u—1) 4u+1) 2w2+1)
Donc : 1 1 1
I:u+zln(|z4__1|)—§ atan (u) + cste avec u = (1+1:4)i
Prolongement
Calculer : )
14 2%)1
I :/de
x
2.1
1 2.1
[2:/( +$3)4dx
x
1
I — / (1—|—exp(\/§*ln(:p)))1dx
T

Puis calculer pour & € R :

1
1 *)1
I:/( e )4daz
x
On tape :

int ((1+x75)"(1/4) /%)

On obtient [ :

4% ((1+x75) " (1/4)+1n(abs (-1+ (1+x"5)"(1/4)))/4-
In(1+(1+x75)"(1/4)) /4-atan ((1+x"5)"(1/4))/2)/3
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On tape :

int ((1+x2(2/3))"(1/4) /x)

On obtient /5 :

4% ((1+x~(2/3)) 7 (1/4)+1n (abs (=1+ (1+x~(2/3))"(1/4))) /4~
In(1+(1+x7(2/3))"(1/4)) /4-atan ((1+x~(2/3))"(1/4))/2)/3
On tape :

int ((l+exp (sgrt (2)*1n(x))) "~ (1/4)/x)

On obtient I3 :

1/ (sgrt(2)) x4+ ((1l+exp (sgrt (2) x1n(x)) )" (1/4)+

In(abs (-1+ (1l+exp (sqgrt (2) *x1ln(x)))"~(1/4)))/4-

In (1+ (1+exp (sqgrt (2) x1n(x)))"~(1/4))/4-

atan ( (1+exp (sqrt (2) *x1n(x))) "~ (1/4))/2)

Ces intégrales se calculent en posant u = (1 + x"‘)i.

et on obtient :

r® =t — 1etduddu = ax“dr/z = a(u* — 1)dz/x donc :

_ 4uldu
dl‘/.%' T afut-1

1
g 3
I_/(l-f—x )4dx_/4u*u du

x afut —1)

vt 4
Donc onobtient:I:/a(uf_l)du: a(/du%—/(ufﬁl)du).
I_4£ 1 u—1

—1
+a n(|u—i—1

2
|) — — atan (u) + cste avec u = (1 + xa)i
a

(1+2)1
CL‘Q

22. Calculer pour z > 0, [ = / dx

On tape :

int ((1+x74)"(1/4)/x"2)

On obtient :
In((1+x74)~(1/4) /x+1) /4=-1n ((1+x"4)~(1/4) /x-1) /4+
atan ((1+x74) " (1/4)/x)/2—-(1+x"4) "~ (1/4) /x

On fait un changement de variable, on pose :

r = 1/t donc dt = —dz/z>.

1+ &)1 ! 4y 1)
I:_/( t4)4t:_/t : )idt:—/(t DY g
d ¢ t

On retrouve I’intégrale précédente on pose u = (1 + t4)% eton obltient :
g
I= u+iln(|zj:1|);atan(u)Jrcsteavecu: W
On vérifie, on tape :
u(x):=(1+x"4)"~(1/4) /%
simplify (-diff (u(x)+1ln(abs((u(x)-1)/(u(x)+1)))/4-atan(u(x))/2))
On obtient :

(1+x74)~(1/4) /x"2
23. Calculer pour k entier :
I= /(4 v 2® +3)1/k) % 2k — 1)da

On tape :
assume (k, integer);additionally (k>0)
simplify (integration ( (4*x"k+3)"(1/k)»x"(k-1),x))
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On obtient :
(3+4%x7k) "~ ((1+k) /k) / (4+4xk)
A la main on pose u = z* donc du = kz'k — 1)dz etona:

I:/—(4u+3)(1/k)/k:du
B+du)l+1)  (3+4aF)

4k+1) 444k
24. Calculer pour k entier :

[ /(4 w2k 4 3)1 k) Jalk + 2)da

On tape :
assume (k, integer);additionally (k>0)
subst (' integration ( (4*x"k+3) "~ (1/k)/x" (k+2),x)’,x=1/t)

On obtient :

- (443xt"k)"~(1/k) /£t~ (1-k),t)

On tape :

simplify (integration (= (4+3*t"k) " (1/k)»t”(k-1),t)
On obtient :

—(443xt"k) " ((1+k) /k) / (3+3*k)
Donc I = —(4 + 3/2F)((1 + k) /k) /(3 + 3k)

Calculer les intégrales définies :

1. /4 cos(z) In(cos(z))dx
O(}l tape :
int (cos(x)*1ln(cos(x)),x,0,pi/4)
On obtient apres simplification :
(2+x1n (24+sgrt (2) ) —2*1n (- (-2+sgrt (2))) —-2*sgrt (2) —sgrt (2) *x1n(2)) /4
Ou bien on fait une intégration par partie, on tape :
ibpu(cos (x)*1ln(cos(x)),1ln(cos(x)),x,0,pi/4)
On obtient :
[—ln(2)/(2:sqrt(2)),sin(x)A2/Cos(x)]
Pour calculer [* sin(x)?/ cos(z)dx, on fait le changement de variable u =
sin(x) soit x = asin (u), on tape :
subs ('int (sin(x) "2/cos (x),x)",x,asin (u))
On obtient apres simplification :
integration (-u”2/ (-1+u”2),u,0,1/sqgrt (2)))
Ce qui donne :
(In(2+sqrt (2))-1In (- (-2+sqgrt (2)))-(sqrt(2))) /2
Donc en tout cela fait :
-1In(2)/ (2%xsqgrt (2) )+
(In(2+sgrt (2))-1In (- (-2+sgrt (2)))-(sqrt(2))) /2
On obtient apres simplification :
(2x1n(2+sgrt (2) ) —2*1n(2-sqgrt (2) ) -2+sqrt (2) —sgrt (2) *1n(2)) /4
/’5 cos(z)
2. - :
o sin(z)? —5sin(x) +6
On tape :
int (cos(x)/ (sin(x) "2-5%sin (x)+6),x%x,0,pi/2)
On obtient :

dzx
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2x1n(2)-1n(3) ou bien on fait un changement de variable en posant
u = sin(z) i.e. = asin (u), on tape :

subst (" int (cos(x)/ (sin(x) "2-5%sin(x)+6),x,0,pi/2)’,x=asin (u))
On obtient :

integration(1/ (6-5*xu+u”2),u,0,1)

On décompose la fraction rationnelle, on tape :

partfrac(l/ (6-5xu+u”2))

On obtient :

1/ (=3+u)-1/(-2+u)

On integre et on trouve évalue la primitive entre O et 1, on tape :

preval (1n (abs (-3+u))-1n(abs(-2+u)),0,1,u)

On obtient :

2+%1n (2)-1n(3)

3. fol r atan (2)?dx
On tape :
int (xxatan(x)"2,x,0,1)
On obtient :
—pi/4+pi~2/16+1n(2) /2
Ou bien on integre par partie, on tape :
On tape :
ibpu (x*atan(x)"2,atan(x)"2,x,0,1)
On obtient :
[pi”2/32,—-x"2*atan (x)/ (1+x"2)]
On tape :
ibpu ([pi®2/32,-x"2*xatan (x)/ (1+x"2)],atan(x),x,0,1)
On obtient :
[Pp172/324+ (=4xpi+pi”2) /16, (matan (x)+x)/ (1+x"2) ]
Le dernier morceau — atan (z)2?/2 + In(1 + 22)/2) s’intégre facilement.
On tape :
ibpu ([pi~2/32+ (-4*pi+pi~2) /16, (-atan (x)+x)/(1+x°2)1,0,x,0,1)
On obtient :
In(2)/2+ (-4xpi+pi”2) /16
s
4. I, = sin(z)?"dx
La suite I,, est-elle convergente ?
On calcule les valeurs de Iy et I :
Iy = [ de=met
I = [y sin(z)?dz = [ (1 — cos(2x))/2dx = 7/2 = Io/2

On cherche une relation de récurrence entre I, et [,, 1, 0ona:
™

In+1:/ sin(z)?" !

sin(z)dx

On fait unoe intégration par partie pour n > 0, on tape :

ibpu(sin(x) " (2*n-1) *sin(x),sin(x) " (2*n-1))

On obtient :

[-cos (X) *sin(x) " (=1+2%n),

—Ccos (X) "2*sin(x) " (=2+2+n) +2+n+cos (x) "2+*sin(x) " (-2+2+n) ]
On a — cos(m) xsin(m){ =14 2%n) = 0 = — cos(0) *sin(0) — 1 42%n)
Onadoncpourn >0: 1,41 = 2n+1)—1)x1,/(2+ 2n)
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et pour n = 0, on a Iy = Iy/2 = donc la relation est valable pour n > 0.
Ona:

I, =2nx*(2n —1)/(4n?) x I,,_1

Li1=02n—-2)%2n-3)/(4(n —1)?) * I,,1

Ip=4%3/4%1%x 1,
L=01)/2y=7

Donc :
L, = (2n)!/2/(4" L« (a2 /2 = (2n)!7 /(4™ * (n!)?)
Donc :
_ (2n)!7
In= 47 % (n!)?

On vérifie, on tape :

int (sin(x) " (2k),x,0,pi) $(k=0..6)

On obtient :
pi,pi/2,3+pi/8,5+pi/16,35+pi/128,63%pi/256,231+pi/1024
On tape :

((2n) '*pi/ (4"n* (n!)"2))S$(n=0..6)

On obtient bien :
pi,pi/2,3+pi/8,5+pi/16,35+pi/128,63+pi/256,231+pi/1024
On tape :

limit ((2n) !*pi/4”n/(n!)"2,n,inf)

On obtient :

0

On tape en multipliant par \/n :

limit (sgrt(n)*(2n) !*pi/4”~n/ (n!)”*2,n,inf)

On obtient :

sqrt (pi)

Ou on utilise la formule de Stirling :

n!/(v/2* pi xn x (n/e)™) tend vers 1 quand n tend vers 400

limit (sgrt (2xpi*n)* (n/e)” n/n!,n, inf) renvoie 1

Donc I, est équivalent a :

Vadxmxnx*(2n/e)?" x /4" /(2 % 7 * n * (n/e)* On tape :

simplify (sgrt (4d+pi*n)*(2n/e)” (2n)*xpi/4°n/ (2+pi+n*(n/e) ™ (2n)))
On obtient :

sqrt (pi) /sgrt (n)

La suite I,, converge vers 0 et on a I, est équivalent a :

NG

NG

5.1, = /’; sir.l(nx)dx
o sin(z)
La suite I,, est-elle convergente ?
On calcule les valeurs de Ij et I :
Iy = foE Odx = 0O et
Il :foidx:’ﬂ'/2
On cherche une relation de récurrence entre I, et [,,,ona :
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On tape :

sin((n+l)*x)/sin(x)-sin((n—-1)*x)/sin (x)

On tape :

trigexpand (sin ((n+1l) *x) /sin(x))

On obtient :

cos (nxx) +cos (X) *sin(n*x) /sin (x)

On obtient :

cos (nxx) +cos (X) *sin(n*x) /sin (x)

On continue en développant sin(nx), on a :

cos(nx)+cos(z) sin(nx)/sin(x) = cos(nz)+sin((n—1)z) cos(x)?/ sin(x)+
cos((n — 1)z) cos(z)

On obtient :

cos(nz)+sin((n—1)x)/sin(x)—sin((n—1)z) sin(z)+cos((n—1)x) cos(x)
On peut aussi taper directement :

trigexpand((sin(x* (1+n))-sin(xx (=1+n))) /sin(x))
On obtient :

2%C0OS (nN*x)

c’est a dire : .

Ini1 = Iy + 2 J? cos(nz)dz

Ou encore : .

I, =Ih_o+2 [ cos((n — 1)z)dx

Sin=2pavecp>0ona:

Iop = Iop_1)+2sin((2p—1)7/2)/(2p—1) = Iy 1) +2(~1)""1/(2p—1)
Sin=2p+1lavecp>0ona:

Iopy1 = Iop—1 +sin(pr) /p = Iop—1

Donc :

Sin=2pona:

Iy =250 (~1F1/(2k — 1)

Sin=2p+1lona:

I2p+1 = Il = 7T/2

On vérifie, on tape :

int (sin(n*x)/sin(x),x,0,p1i/2)$(n=0..12)

On obtient :
0,pi/2,2,pi/2,4/3,pi/2,26/15,pi/2,152/105,pi/2,
526/315,p1/2,5156/3465

On tape :

sum (2 (=1)~(k=-1)/ (2k-1) ,k,1,p)S$(p=1..6)

On obtient bien :
2,4/3,26/15,152/105,526/315,5156/3465

Cherchons la limite de :

23°P_ (—1)*71/(2k — 1) quand p tend vers +oco

On tape :

2#«sum((-1)~ (k-1)/(2k-1),%k,1,inf)

On obtient :

pi/2

Donc I, et I, converge vers /2, donc la suite I,, converge vers /2.

3t pdx

6. Calculer lim
t—>0 J,—, tan(z)?
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On tape :
limit (int (x/tan(x)"2,x,t,3t),t,0)
On obtient :
In(9)/2
L’intégrale est définie pour 0 < |z| < 7/6.
Ona:
z  xcos(w)? w .
tan(r)2  sin(x)?  sin(z)?
Cherchons une primitive de ——— en faisant une intégration par parties.
sin(z)
On pose :
u=xdv= ﬁ donc du = dz etv = —1/ tan(z)
x
dv = — d
J udv tan(x) * tan(x) v
Donc une primitive de ﬁ est —% + In(| sin(z)|
On a donc :
xdz 3t t
= — 1 in(3¢ —1 in(¢
/t tan(x)? tan(3t) +In(]sin(3t)]) + tan(t) n(sin()])
3 gda t 3t | sin(3t)]
= — In(— )
. tan(z)?  tan(t) tan(3t) | sin(t)]
t in(3t
Quandt— >0ona ——— > 1, —>1etM—>3
tan(t) tan(3t) | sin(?)|
donc 5
d
lim T In(3)

t—>0 J,_, tan(x)?



Chapitre 27

Des calculs de différentes sommes

27.1 La fonction sum de Xcas

Cette fonction permet de calculer :
— la somme d’une liste ou d’une séquence
sum(n$ (n=1..5))=sum(n$ (n=5..1))=15,
— une somme ayant une primitive discréte. Par exemple
sum(n,n=1..5)=15mais sum(n,n=5..1)=-9=-sum(n, n=2..4)
et
sum(n, n)=(n"2-n) /2=F (n) quiestla primitive discréte de n (sum (n, n=1..5)=F (5+1) -F (1)),
— d’autres sommes en particulier de sommes avec un pas (quand il y a un pas
le pas est le Sieme argument et il n’y a pas de différence entre sum (xpr, n, a,b, 2) =sum (xpr,n, b, a,
Par exemple
sum(n,n,1,5,2)=sum(n,n,5,1,2)=sum(n,n,1,5,-2)=sum(n,n,5,1,-2)=9
Voici quelques exercices...

27.2 Calculde > ;_, k” pourp =1,2,3

27.2.1 Calculde si(n)=>,_ k)

Ona:
2%s1=> b k)+> e n+l—k)=3, n+1)=n(n+1)
Donc : ( 1)
n(n +
so(n) = T

On peut aussi remarquer que :
plp+1)/2—(—1)p/2=p

On dit que le polyndme z(x — 1)/2 est la primitive discrete du polyndme = On a
donc :

251 = 0 1 2p=> 0 1 (p(p+1) —(p—1)p) =n(n+1)
Avec Xcas, on tape :

sum(k, k=1..n)

On obtient :

(n* (n+1)) /2 Remarque

On peut en déduire le calcul de s = Y, _ (2k — 1)).

On a en effet :

445
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s=2Y7 k—n=nx(n+1)—n=n?

On aurait aussi pu remarquer que :

2p—1=@+1p-1)-pp-2)

Donc que la primitive discéte du polyndme 2z — 1 est le polyndme z(z — 2).
On a donc :

s=3 20— 1= (0" - (p—1)?) =n?

Avec Xcas, on tape :

normal (sum (2k-1,k=1..n))

On obtient :

n"2

27.2.2 Calculde sy(n) = > _ k?

Ona:
12=1
B =134+3%x124+3x1+1

k3= (k—1P3+3%(k—1)2+3x(k—1)+1
(k4+12 =k +3%xk>+3xk+1

nw=m-134+3x(n—-12%2+3x(n—-1)+1
(n+1)3=n3+3+«n?+3xn+1

En sommant tous les termes :
(n+1)3=3x>7_ kK +3> 1 1 k+n=3s2+3nn+1)/2+n+1
Donc :

3s9(n) = m+1)((n+1)2=3n/2—n—1)=(n+1)(2n%+n)/2

nn+1)(2*n+1)
6

59 (’I’L) =

On peut aussi remarquer que :

p(p+1)*(2p+1)/6 — (p—1)xp* (2p—1)/6 = p*

Donc que la primitive discéte du polyndme 22 est le polyndme z(z —1) (22 —1) /6.
On a donc :

6s2 = >, 607 = >0 (p(p+1)(2p+1)—(p—1)p(2p—1)) = n(n+1)(2xn+1)
Avec Xcas, on tape :

factor (sum(k”2,k=1..n))

On obtient :

nx (n+l) x (2+xn+1) /6

27.2.3 Calculde s3(n) = > _ k*

Ona:
14=1
24 =14 4 4x134+6x124+4+1

Er= (k-1 +4x(k—12+6x(k—1)>+4x(k—1)+1
(k+1D)* =Kk +4x k3 +6*xk>+4xk+1
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m+Dr=n*+4xn3+6n2+4xn+1

Donc :

(n+1)* = n* + 4s3(n) + 652(n) + 4s1(n) +n Donc : 4s3(n) = (n+ 1)* —n*
(n+1)*(2xn+1)—2n(n+1)—n—1= (n+1)((n+1)3—n(2x¥n+1)—2n—1)
4s3(n) = (m+ 1) (n+1)2 - (2*xn+1)) = (n+1)?n?

n?(n + 1)2

sg(n) = 1

On peut aussi remarquer que :

PP x(p+1)2/4—(p—1)* xp*/4 = p?

Donc la primitive discéte du polyndme z3 est le polyndme (z — 1)222/4.
On a donc :

ds3 =Y 0 1 4p* =30 (P’ (p+1)* — (p— 1)%p?) = nP(n + 1)
Avec Xcas, on tape :

factor (sum(k”3,k=1..n))

On obtient :

(n"2* (n+1)"2) /4

27.3 Primitive discrete d’un polynome

27.3.1 Comment trouver la primitive discrete d’un polynéome

Soit P un polynéme de degré d.

n
On veut calculer pour tout entier n € N les sommes : Z P(k)

k=0
On cherche donc une primitive discréte de P c’est a dire une fonction f telle qu’on

ait pour tout z € R f(z + 1) — f(z) = P(z).
Cela entraine que pour tout entiern € Non a :

fn+1)=f(0) = P(k).
k=p

Donc pour tout entier n € N on doit avoir f(n + 1) — f(n) = P(n) On cherche si
P a comme primitive discrete un polyndome (). Si c’est le cas le polyndome () doit
vérifier : Q(x + 1) — Q(x) = P(x) avec P un polynéme de degré d donc () est
défini a une constante pres et est de degré d + 1. Donc () est entierement défini par
d + 2 valeurs qui sont par exemple :

Q) =0=¢q Q1) =P(0) =q

Q(2) = P(0) + P(1) = g5

Q(3) = P(0) + P(1) + P(2) = g5

Qd+1)=P0)+ P(1)+ ..+ P(d) = q4+1

On calcule qg, 1 ..., q+1 et on définit () comme étant le polyndme d’interpolation
de Lagrange des points (k, px) pour k = 0..d + 1.

Soit R le polyndme définit par R(x) = Q(z + 1) — Q(z).

Puisque @ est de degré d + 1, on en déduit que R est de degré d.

Comme Q(k + 1) — Q(k) = P(k) pour k = 0..d,ona:

R(k) = P(k) pour k = 0..d.

R et P ont méme degré d et ils sont égaux en d + 1 valeurs donc :
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pourtout z € Rona P(x) = R(z) = Q(x + 1) — Q(z).
Donc @ est bien une primitive discréte de P.

27.3.2 Reprenons les exemples précédents

Cherchons la primitive discréte de P(z) = x
La primitive discrete de P(x) = z est égale au polyndme de d’interpolation de
Lagrange des points :
(0,0), (1,0), (2,1).
On tape :
factor (lagrange([0,1,2],[0,0,11))
On obtient :
(x*(x-1))/2x
Cherchons la primitive discrete de P(z) =2+ x — 1
La primitive discréte de P(x) = 2 est égale au polyndme de d’interpolation de
Lagrange des points :
(0,0), (1,—1), (2,0).
On tape :
factor (lagrange([0,1,2]1,[0,-1,01))
On obtient :
X*x (x=2)
Cherchons la primitive discréte de P(z) = 22,
La primitive discrete de P(x) = 2 est égale au polynome de d’interpolation de
Lagrange des points :
(0,0), (1,0), (2,1), (3,5).
On tape :
factor (lagrange([0,1,2,31,10,0,1,5]))
On obtient :
(xx (x=1) % (2%x-1)) /6
Cherchons la primitive discrete de P(x) = 23.
La primitive discréte de P(x) = 3 est égale au polyndme de d’interpolation de
Lagrange des points :
(0,0), (1,0), (2,1), (3,9), (4, 36).
On tape :
factor (lagrange([0,1,2,3,4]1,10,0,1,9,36]))
On obtient :
(x~2% (x=1) ~2) /4 Cherchons la primitive discréte de P(z) = x4,
La primitive discréte de P(x) = x* est égale au polyndme de d’interpolation de
Lagrange des points :
(0,0), (1,0), (2,1), (3,17), (4,98), (5, 354).
On tape :
factor(lagrange([0,1,2,3,4,51,10,0,1,17,98,3541]))
On obtient :
(x* (x=1) % (2%x-1) *x (3*x"2-3xx-1)) /30
On en déduit le calcul de s4(n) = Y 7_ k*:
On tape :
factor (subst ((x* (x—1) * (2xx—-1) % (3*x"2-3%x-1)) /30, x=n+1))
On obtient :
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(n* (n+1) * (2+n+1) * (3«n"2+3+«n-1)) /30
nx(n4+1)*(2xn41)*(3xn%+3xn—1)

s4(n) = 30

Ou on tape :

factor (sum(k™4,k=1..n))
On obtient :

(n* (n+1) * (2+«n+1) * (3*xn"2+3xn-1)) /30

27.3.3 Exercice

10 10+v/2
Calculeer2+2*k—1et Z B +2xk—1
k=4 k=4+2

Cherchons la primitive discrete de P(z) = 22 + 2z — 1.
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La primitive discréte de P(z) = 22 + 22 — 1 est égale au polynéme de d’interpo-

lation de Lagrange des points :

(0,0), (1,-1), (2,1), (3,8).

On tape :

factor (lagrange([0,1,2,3]1,[0,-1,1,8]))
On obtient :

(x* (2*x"24+3*x-11)) /6

On tape :

f(x):=(x*x (2*x"2+3%x-11))/6

Ou on tape directement pour définir f :

f:=unapply (factor (lagrange([0,1,2,3]1,10,-1,1,81)),x%)

On tape :

£f(11)-f£(4)

On obtient :

462

On vérifie :

On tape :

sum (k"2+2+xk-1,k=4..10)

On obtient :

462

On tape :

normal (f (11+sqgrt (2))—-f (4+sgrt(2)))
On obtient :

112xsqgrt (2)+476

On vérifie :

On tape :

normal (sum(k"2+2+k-1, k=4+sqgrt (2) ..10+sgrt (2)))
On obtient :

112*sqgrt (2) +476
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274 Calculde ) ;_, k’comb(n, k) pour p = 0,1,2,3

27.4.1 Calculde so(n) =>";_,comb(n, k)

On sait que :
(a+b)" =3}, comb(n, k)akb"—*
donc
so(n) =Y p_gcomb(n, k) = (1 +1)" = 2"
Donc :

so(n) = 2"

Avec Xcas, on tape :

sum (comb (n, k) ,k=0..n)
On obtient :

2°n

27.4.2 Calculde s;(n) = >} _, k * comb(n, k)

On sait que :
comb(n, k) = ﬁlk),
Donc :
k % comb(n, k) = n*comb(n — 1,k — 1)
Ona:

s1(n) = > p_gk *xcomb(n, k) = >}, k*comb(n, k) =
nx Y p_jcomb(n — 1,k — 1) =n* Y p_gcomb(n — 1,k) = n 2"
Donc :

si(n) =nx2" !

Avec Xcas, on tape :

sum (kxcomb (n, k), k=0..n)
On obtient :

nx2" (n-1)

27.43 Calculde sy(n) = Y ;_, k? x comb(n, k)

On sait que :
comb(n, k) = ﬁlk), et
> ko k* comb(n, k) =nx2"""
Donc :
k% % comb(n, k) = n % k * comb(n — 1,k — 1) Ona:
so(n) = Y F_o k* xcomb(n, k) = >_}_; k? x comb(n, k) =
n % zgﬂk xcomb(n — 1,k — 1) =n* Yp—5(k + 1) * comb(n — 1, k) =
nx S ps kxcomb(n — 1,k) +n* Y p—s comb(n — 1,k) =
nx(n—1)%2"24+nx2""1 =n(n+1)2"2 =n(sn — 1)+ so(n — 1))
Donc :

s9(n) = n(n +1)2"2

Avec Xcas, on tape :

s2:=sum(k”"2+«comb (n,k),k=0..n)

factor (subst (s2,2” (n-1),2%2"(n-2))) On obtient :
nx (n+l) *2° (n-2)



27.5. CALCUL DE S%_, 7%y 451

2744 Calculde ) ,_ k* x comb(n, k)

On sait que :
comb(n, k) = #'), et
> o k? * comb(n, k) = n(n + 1)2"2
Donc :

s3(n) = k3 x comb(n, k) = n * k? * comb(n — 1,k — 1) Ona:

S oo k3 * comb(n, k) = Y _; k* * comb(n, k) =

nx S p_ k¥ xcomb(n — 1,k —1) =n* 3775 (k+1)? * comb(n — 1,k) =

n(sa(n —1)+2*s1(n — 1) +so(n—1)) =

n( (n—1)x2"3 4 2(n—-1)2" 242" Y =n(n(n—1)+4(n—1)+4)2" 3 =
(n+ 3)27173

Donc :

s3(n) =n?(n+3)2" 3

Avec Xcas, on tape :

s3:=sum(k*3+«comb (n, k), k=0..n)
factor (subst (subst (s3, 2 A(n 2),2°(n=3)*2),2"(n=-1),2" (n-3) %4
On obtient :
n*"2x (n+3)*2” (n-3)
1
27.5 Calculde > ) _ | T

27.5.1 Calculde )", | k( k+1)

On remarque que :
1 _ 1 1

k1) — k  R+1L
Doncque
=37 =37 1_ L_ _ 1 _ _n_
k= 1kk+1) k=1% = &+ ntl — ntl

Avec Xcas, on tape :

normal (sum(1/ (kx (k+1)),k=1..n))
On obtient :

n/ (n+l)

27.5.2 Calculde s = ZZ:l m

On remarque que :

2 _ 1 1
k—1)(2k+1) — 2k—1  2k+1
Donc que :

1 _q1__1 _ 2n
25 =35 2k—1) 2k+1 =2 k-1 2k T~ 2%F1 = 1~ 20F1 = 2041
Donc :

n
S =
2n+1

Avec Xcas, on tape :

normal (sum(1l/ ((2k-1)x (2k+1)),k=1..n))
On obtient :

n/ (2n+1)

))
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27.5.3 Calculde )", " k+2)

On remarque que :

2 _ 1 1
k+2) — & k42
Donc que :

11 1
PO R Dt i By
3xn2+5%n

24«n24+6xn+4
Donc :

_ 3xn?+5x%xn
C 4xn2+12%xn+8

Avec Xcas, on tape :

normal (sum(1l/ (kx (k+2)),k=1..n
On obtient :
(3*xn"24+5*n) / (4xn"2+12xn+8)

~
~

2754 Caleulde Y, oo

Y(k+2)
Ontape : partfrac (1/ (k* (k+1) % (k+2)), k)
On obtient :
1/ (kx2) =1/ (k+1)+1/ ((k+2) %2)
Donc :
_ 1 1 1 1 _
2xs= ZZ 1% - (k+1)1_ ((k+1 - (k+2)) =
n 1 n+l1 _
zp:l P p+1 Zk 2 p +1) B
25 =1—-1/2 — n?+3%n)/(2+n?+6xn+4) Donc :

wr Tt (n+2)

- n%2+3x%xn
C 4xn24+12%xn+8

Avec Xcas, on tape :

normal (sum(1l/ (kx (k+2)),k=1..n))
On obtient :
(n*2+3*n) / (4*n"2+12+n+8))

27.6 Des calculs de sommes avec un programme

On veut savoir si la convergence d’une série est lente ou rapide, par exemple
savoir combien il faut de termes pour que »_;_; % > 10.
On peut taper :
sum(l./n,n=1..20000)
On obtient :
0.1048072821722932757281444e2
ou faire un calcul exact plus long :
s:=sum(l/n,n=1..20000)
On obtient :
Integer_too_large_for_display/Integer_too_large_for_display
On tape alors :
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evalf (s)

On obtient :
0.1048072821722932757281444e2 On veut voir ’incidence qu’il y a sur la
précision et sur le temmps d’exécution selon que 1’on commence a faire la somme
par le plus petit indice ou par le plus grand indice ou faire la somme avec une pro-
cédure récursive.

On suppose a < b sinon on échange a et b.

//soml fait la somme de a jusque b
soml (u,a,b) :={

local k,c,s;

si b<a alors c:=b;b:=a;a:=c;fsi;
s:=0;

pour k de a jusque b faire

s:=s+u (k) ;

fpour;

return s;

}

5

//som2 fait la somme de b jusque a
som2 (u, a,b) :={

local k,c,s;

si b<a alors c:=b;b:=a;a:=c;fsi;
s:=0;

pour k de b jusque a pas -1 faire
s:=s+u (k) ;

fpour;

return s;

}

7

//som3 fait la somme recusivement en partageant en 2
som3 (u, a,b) :={

local k,c,s;

si a>b alors return som3(u,b,a); fsi;
si a==b alors return u(a); fsi;

si b==a+l alors return u(a)+u(b); £fsi;
c:=floor ((a+b)/2);

return som3(u,a,c)+som3(u,c+l,b);

|

On pose :
u(n) :=1/n
et
v(n):=1./n

Pour faire des calculs exacts, on tape :
evalf (soml (u,1,100000)) (Evaluation time : 22.6)
evalf (som2 (u,1,100000)) (Evaluation time : 33.24)
evalf (som3(u,1,100000)) (Evaluation time : 29.92)
On obtient avec 24 digits :
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0.1209014612986342794736320e2
Le résultat est bien slir le méme car les calculs sont faits de fagon exacte et seule
la réponse est donnée de facon approchée. soml est plus rapide car on ajoute au
début des fractions qui ont un petit dénominateur, som2 est plus lente car on ajoute
au toujours des fractions qui ont un grand dénominateur et som3 est intermédiaire
mais plutot plus lente car on fait appel a som3 (u, c+1,b) ou on ajoute des frac-
tions qui ont un grand dénominateur a som3 (u, a, ¢) qui elle aussi comporte des
termes ayant un grand dénominateur.

Pour faire des calculs approchés, on tape :
soml (v,1,100000)
On obtient avec 24 digits (Evaluation time : 7.14) :
0.1209014612986342794736311e2
som2 (v,1,100000)
On obtient avec 24 digits (Evaluation time : 7.16) :
0.120901461298634279473629%4e2
som3(v,1,100000)
On obtient avec 24 digits (Evaluation time : 30.74) :
0.1209014612986342794736320e2
La procédure récursive est nettement plus longue a exécuter mais par contre elle
donne un meilleur résultat.



Chapitre 28

Exercices sur les suites

Lacommande 1imite de Xcas donne la limite d’une suite lorsqu’elle existe !
Lacommande rsolve de Xcas donne la valeur d’une suite récurrente de la forme
Unt1 = f(up,m) ou upio = f(,Upn, Upy1,...) ou d’un systeme de suites récur-
rentes.

La commande segsolve de Xcas donne la valeur d’une suite récurrente de la
forme w11 = f(up,n) ou upta = f(,Un, Upy1,...) ou d’un systéme de suites
récurrentes.

Contrairement 2 segsolve, rsolve est plus malléable.

En effet, avec rsolve la suite ne débute pas forcément par u (0) on peut donner
plusieurs valeurs de départ par exemple u (0) ~2=1 (c’est pourquoi la réponse est
une liste) et on écrit la relation de récurrence comme en mathématiques.

Par exemple :

Pour trouver la limite quand n tend vers +oo de la suite u,, définie par :

Up =0 n%rp, on tape :

limite (sum(1l/ ((n+p)),p=1..n),n, inf)

On obtient :

In(2)

Pour trouver la valeur de la suite wu,, définie par :

Up42 = Up + 2Upt1 + 1+ 1ug =0, u; =1, on tape :

rsolve (u(n+2)=u(n)+2+xu(n+l)+n+l,u(n), [u(0)=0,u(l)=1])
On obtient :

[-1/2-(-2-3xsgrt (2))/8* (sgrt (2)+1) *n-

(—2+3*sqrt (2)) /8* (- (sqrt (2))+1) *n-1/2*n]

ou on tape :

seqgsolve (x+2xy+n+1, [x,y,n], [0,1])

On obtient :

(—4xn—(sqgrt (2)+1) "n* (-sqrt (2) *3-2) —

(- (sgrt (2))+1) "n=* (sqrt (2)x3-2)-4) /8

Pour trouver la valeur des suites u,, et v,, définies par :

Upt1 = Up + 2Vn, Unt1 = Un + 1+ 1ug =0,v9 = 1, on tape :

rsolve ([u(n+l)=u(n)+2xv(n),v(n+tl)=u(n)+n+l], [u(n),vn)l,
[u(0)=0,v(0)=1])

On obtient :

[[-3/2+42%2"n-1/2*(-1)"n-n,—-1/2+2"n+1/2* (-1)"n]]

ou on tape :

455
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segsolve ([x+2xy,n+1+x], [x,y,n], [0,1])
On obtient :
[(=2*n—(-1)"n+2"n*x4-3) /2, ((-1) "n+2*2"n-1) /2]

Exercices

1. Soit la suite u,, définie par :
ug = O et
pour k € N* par up+1 = vk + up
Montrer que cette suite est convergente vers /.
Donner I’expression de [.
Calculer I pour k = letk = 2.
Déterminer les entiers k pour lesquels [ € N.
Solution
Avec Xcas, on tape :
rsolve (u(n+l)=sqgrt (ktu(n)),u(n),u(0)=sgrt (k))
On obtient :
Unable to isolate rsolve_x0 in segsolve(...)
Xcas ne sait pas faire ! !'!
On a u,, > 0 pour n > 0.
La suite u,, est croissante en effet :
Up — Un—1

n — Unp = k+ n — k+ n—1 —
gt = tn = Vh = R VE+ un + /k + up1

Donc 4,41 — uy ale méme signe que u, — Up—1.

Le signe de u; —ug = u; = V' est positif donc u,, — u,—1 est positif pour
tout n» donc la suite wu,, est croissante.

Si elle est majorée u,, sera convergente vers [ > 0.

La fonction vk + x est continue sur [0, +oo donc quand n— > +oo la

relation u, 1 = Vk + u, devient :
1 1+ 4k
l=+vVk+Icestadirel2=1+ketl > 0,soit:] = +\/2T

Montrons que pour tout n € Nona (u, — 1) < 0.

k4, — 12
1 — 1= Vg — 1= 2

Vk+u, +1

12 =1+ kdonc:
Uniq — ] = Ul

n+1 - /7]{: T ™ + I
Donc 4,41 — I ale méme signe que u,, — .
Le signe de ug — | = —1 est négatif donc u,, — [ est négatif donc pour tout
neN, u, <l
La suite u,, est croissante et majorée elle est donc convergente.
On a vu précédemment que si u,, est convergnte sa limite est :

L+ VIt dk
- =

On tape :

solve (172=1+1,1)

On obtient :
[(1-(sgrt (5)))/2, (l+sgrt (5)) /2]

Doncpourkzzlonal:\/l—i— 1+V1+ ... = qui est le

1++5
2
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nombre d’or.

On tape :

solve (172=1+2,1)
On obtient :

[-1,2]

donc pour k =2onal = \/2+ 24 V2+..=2.
Comment choisir £ € N* pour que / soit un nombre entier ?
Sil=peN,onak=1?>—1=p(p—1) > 0donc k est le produit de 2
entiers consécutifs, comme 1%2=2,2*%3=6..et alors on a :

1+ v1+4k

\/1+4k:\/1—4p+4p2:2p—letonabien::f:p

On tape :

[p* (p-1),plS(p=1..10)

On obtient les premieres valeurs de [k,1] pour avoir/ € N :
(2,21,16,31,112,41,120,5]1,1[30,61,1[42,7]1,156,81,172,91,190,10]

. Soient a,, et by, les suites définies par :

ao, bo ((ao, bo) # (0,0)),

Upt1 = ﬁ7

anrl = a%anb%’

Calculer les 4 premiers termes de ces suites pour a9 = a, by = b,

On utilise le tableur pour avoir les valeurs des termes de ces suites.

On tape pour :

A0 1 (oua)

BO 3 (oub)

Al =simplfy (A0/ (A0~2+B0"2))

Bl =simplfy (BO/ (A0"2+B0"2))

Puis on remplit vers le bas. On obtient commes valeurs dans la colonne A :
a, a/(a”2+b”*2), a, a/(a"2+b”2)

On obtient commes valeurs dans la colonne B :

b, b/ (a”2+b”2), b, b/ (a”2+b"2)

Soit la fonction de R? dans R? :

g(z,y) = (z/(z*+y?),y/(x* +y?*)) Montrons avec Xcas que go g = id
On tape :

g(x,Vy) :=(x/(x"2+y"2) ,y/ (x"2+y"2))

simplify ((gQg) (x,v))

On obtient :

(x,v)

La fonction g transforme un vecteur V de R? en W = V/norm(V')2.
Ona:

norm(W) = 1/norm (V') donc g transforme W en W/norm(W)? = V.

. Soient a,, by, et ¢, les suites définies par :
ag =1,by = 3etcy =8,

an+1 = j-%(bn + Cn),

bpi1 = §(Cn + an)’

Cn+1 = %(an + bn)’

Calculer les 4 premiers termes de ces suites,
Montrer que a,, + b, + ¢, est constant.
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Exprimer a,,+1 — by41 en fonction de a,, — by,

Montrer que pour n > 1, 2a,4+1 = ap + ap_1.

En déduire une expression de a,, by, et ¢, en fonction de n.
Etudier la convergence de ay,, by, et ¢,,.

On peut faire le calcul des 4 premiers termes avec le tableur, on obtient :
A:=(1,11/2,13/4,35/8,61/16) pour les premiers termes de a,,,
B:=(3,9/2,15/4,33/8,63/16) pour les premiers termes de b,,,
C:=(8,2,5,7/2,17/4) pour les premiers termes de c,,

On tape :

[A]+[B]+[C]

On obtient :

[12,12,12,12,12]

Ona:

ant1 +bpi1 +cnp1 = %(bn+cn+cn+an+an+bn) =an +by +cy
Donc on montre par récurrence que a,, + b, + ¢, =120na:

apt1 — bpi1 = %(bn - an) = %(an - bn)

20p41 =bp+cp=ap_1+ %(bnfl + Cnfl) = an-1+an

Donc on peut définir a,, par :

apg = 1,a; = 11/2 et la relation de récurrence 2a,,+1 = an + ap_1.
L’ensemble E' des suites réelles u qui vérifient la relation de récurrence :
2Upt+1 = Up + Up—1 pourn >0

forment un espace vectoriel sur R de dimension 2.

En effet E est un espace vectoriel sur R et I’application :

f de E dans R? qui a u € E fait correspondre (g, u1) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.

On cherche les progressions géométriques u,, = ugr™ qui vérifient :
2Up+1 = Up + Up—1 Ont pour raison r = lour = %1 donc

an = o+ B(5H)" avec :

a+pf=leta—[/2=11/2

On tape :

solve ([x+y=1,x-y/2=11/2], [x,V])

On obtient :

[[4,-31]

Donc a,, = 4 — 3(5*)" De méme :

by, = a+ B(F)" avec :

a+pB=3ceta—p/2=19/2

On tape :

solve ([x+y=3,x-y/2=9/2]1, [x,y])

On obtient :

[[4,-11]

Donc b, =4 — ()" et,

cn = a+ B(FH)" avec :

a+pf=8ceta—p/2=2

On tape :

solve ([x+y=8,x-y/2=2], [X,v])

On obtient :

[[4,4]]
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Donc ¢, = 4 + 4(5H)"

On vérifie, on tape :

segsolve ([ (b+c) /2, (c+a) /2, (atb) /21, [a,b,c,n], [1,3,8])
On obtient :

[-3%x(=1/2)"n+4,-(-1/2)"n+4,4% (-1/2)"n+4]
Quand 7 tend vers +oo on a (—1/2)" tend vers 0 donc :

an tend vers 4 quand n tend vers +o0

by, tend vers 4 quand n tend vers +oo

¢, tend vers 4 quand n tend vers 400

Prolongement : cas général

Soient a,, by, et ¢, les suites définies par :

ag, by et cg,

Un4+1 = %(bn + Cn)’

bn—i—l = l(Cn + an),

Cn+1 = §(an + bn)’

On a toujours :

pt1 + bpg1 + Cpp1 = %(bn+cn+cn+an+an+bn) =ap+by,+cy
Donc :

an +bp + ¢ = ap + by + o

On a toujours :

ant1 — bpy1 = %(bn - an) = _71(@71 - bn)

2an+1 = bn +cen=ap—1+ %(bn—l + Cn—l) =ap—1+an
Donc a,, est définie par :

20p+1 = ap—1 +apetageta; = %(bo + Co)

Donc :

ap = o+ ﬁ(%l)” avec :
a+B=apeta—3/2=3(by+cp)

On tape :

solve ([x+y=a0,x-y/2=1/2% (b0+c0) 1, [x,¥v])
On obtient :
[[a0/3+b0/3+c0/3,2%a0/3-b0/3-c0/3]1]
Donc :

Ay = %(ao + by + Co) + (2(1() — by — Co)<_7)n
b, = %l(ao + by + CO) + (2b0 —co — Cao) ;I)n
Cn:_Tl(ao—i-bo—i-C())—‘r(QCo—ao—bo)( )n
On vérifie, on tape :

segsolve ([ (b+c) /2, (c+a) /2, (atb) /21, [a,b,c,n], [a0,b0,c0])
On obtient :

[ (2% (-1/2) *n*a0+al0-(-1/2) *n*b0+b0-(-1/2) *nxc0+c0) /3,
(=(-1/2) "nxa0+a0+2x (-1/2) *n*b0+b0-(-1/2) *nxc0+c0) /3,

(= (=1/2)*n*a0+a0-(-1/2) "nxb0+b0+2* (-1/2) "nxc0+c0) /3]

On applique la commande factor et on obtient :

[ ((2xa0-b0-c0)*(-1/2) "n+al0+b0+c0) /3,
((-a0+2+*b0-c0) x (-1/2) *n+a0+b0+c0) /3,
((—a0-b0+2xc0) x (-1/2) *n+a0+b0+c0) /3]

—~

||

. Soient a,, by, et ¢, les suites définies par :
apg=1,bp=0etcy =0,
an+1 = bn + cp,
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bpi1 = cn + an,

Cnt1 = G + by,

Calculer les 4 premiers termes de ces suites,

Montrer que pour tout n b, = ¢,

Calculer a,, + b,, + cy.

Ona:

an41+bpy1+cpp1 = (bn +cententaptan+ bn) = 2(an +bp + Cn)
donc :

ai + b1 +c1 = 2(ap + bo + co)

az + by + c2 = 2(a1 + by + c1) = 2%(ag + by + o)

etc...

an + bp + ¢ = 2"(ag + bo + o)

On en déduit que :

a, = 2"

bn+1 = bn + 2"

donc

by =271 by =20 4202, = = 2 =2 1
Prolongement : cas général

Soient a,, by, et ¢, les suites définies par :

agp, by et ¢,

ap41 = by + cp,

bn—i—l = Cp + Qp,

Cnt1 = Qp + by,

On a toujours :

ant1 +bpi1 +cenp1 =bp+cp+copt+ant+an+by = 2(an+bn+cn)
Donc :

ap, + by + ¢, = 2™(ag + by + o)

On n’a plus b,, = ¢,, mais

ap+1 — bn+1 = bn — an = _(an - bn)a

Donc :

an — by = (=1)"(ao — bo),

De méme :

an = cn = (=1)"(ao — ),

Ona:

an = 5((@n +bo + a) + 0 = bo + a5 — cx)

Qp = §(2n(a0 + by + Co) + (—1)”(0,0 — bo) + (—l)n(ao — CO)
Donc :

an = $(2™(ag + by + co) + (—1)"(2ag — by — co)
De méme :

by = 1(2(ag + by + co) + (—1)™(2by — o — ag)

i

cn = 3(2"(ao + bo + co) + (=1)"(2co — bo — ao)

On vérifie, on tape :

seqgsolve ([b+c,cta,atb], [a,b,c,n], [a0,b0,c0])
On obtient apres avoir fait agir la commande factor :

[ ((-b0-c0+2%xa0) * (-1) “n+2"n* (b0+c0+a0)) /3,
((—a0-c0+2+b0) * (=1) *n+2"n* (a0+c0+b0)) /3,
((-a0-b0+2xc0) * (=1) "n+2"n (a0+b0+c0)) /3]

5. Explicitez ay, by, et ¢, les suites définies par :
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aop, by et ¢,

Ap+1 = Ap + Cp,
bpy1 = by + an,
Cnt1 = Cn + by,

On a toujours :

an+1+bn+1 + cn+1 =ap+cp+by+an+cp+by = 2(an+bn+cn)
Donc :

an + by + ¢ = 2"(ap + bo + o)

Ona:

An41 — Cnt1 + bpi1 = 2ay,

bnt1 — Gpt1 + Cuy1 = 2by

Cnt1 — b1+ ang1 = 2¢,

Malheureusement, on a moins de chances que dans I’exercice précédent...
On va donc utiliser une solution matricielle.

Soit :

A:=[[1,0,1],1([1,1,0],[0,1,1]]

Ona:

[@n, by, cn] = A™ x [ag, by, co]

11 faut donc calculer A"™.

On tape :

P,B:=jordan (A)

On obtient :

[[1,sgrt (3)*x(-1)-1,sqrt (3)*(i)-1], [1,sgrt(3)+(i)-1,sqgrt(3)*(-1i)-1],
[1,2,211,[[2,0,01, [0, (sgrt(3)«(i)+1)/2,0]1, 10,0, (sgqrt (3)«(-1)+1)/2]]
On tape :

Pl:=simplify (inv (P))

On obtient :

[[1/3,1/3,1/3]1,[((1)*sgrt(3)-1)/12, ((-1)*sqrt(3)-1)/12,1/61,
[ ((=1)*sqgrt(3)-1)/12, ((1)+*sqrt(3)-1)/12,1/6]]
On tape :
An:=factor (simplify (exp2trig (pow2exp (PxBnxP1l))))
On obtient :
[[(2"n+2*cos (n*pi/3)) /3, (2"n—-cos (nxpi/3)-sgrt (3) *sin(n*pi/3)) /3,
(27 (n+1) —2*cos (n*xpi/3) +sin (nxpi/3) *x2*sqrt (3)) /6],
[ (2*n—cos (nxpi/3)+sqgrt (3) *sin (nxpi/3)) /3, (2"n+2xcos (nxpi/3)) /3,
(27 (n+1) -2*cos (n*pi/3)—2*sqgrt (3) *sin(n*pi/3)) /6],
[ (2*n—cos (nxpi/3)-sqgrt (3) *xsin (nxpi/3)) /3,
(2"n-cos (nxpi/3) +sgrt (3) *sin(n*pi/3)) /3, (2" (n+l)+4xcos (nxpi/3)) /611
On tape en mode complexe :
simplify (exp2trig(pow2exp (seqgsolve ([x+z,y+x,z+y], [X,v,2z,n], [a0,b0,c0])))
On obtient apres avoir utilisé factor :
((a0+b0+c0) *x2"n+cos (n*pi/3) * (2xa0-b0-c0) +

sqgrt (3) xsin (nxpi/3) * (-b0+c0)) /3,
((a0+b0+c0) *2"n—-cos (n*pi/3) * (a0-2+xb0+c0) +

sqgrt (3) x (a0—-c0) *sin (n*pi/3)) /3
((a0+b0+c0) *2"n-cos (n*pi/3) * (a0+b0-2*c0) +

sqrt (3) x (—a0+b0) xsin (n*xpi/3)) /3
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Si on pose :
j=(iv3—1)/20naj?=(—ivV/3-1)/2.
Donc :
B =1[2,0,0],[0, _j270]7 (0,0, —4]]
P = [[1)2j2’2j]7[172j72j2]7[17272”
pP1=p1
On peux faire les calculs a la main.... :
B:=[[2,0,0],10,-3%2,0],10,0,-311
Bn:=matpow (B, n)
Bn:=[[2"n,0,0], [0, (-=372)"n, 0], [0,0, (=3) "n]]
P:=[[1,23%2,25],[1,23,23°21,11,2,2]]
Pl1:=[[1/3,1/3,1/31,13/6,3"2/6,1/61,13"2/6,3/6,1/6]]
An:=P*xBnxP1
On obtient pour An apres simplification a la main :
[[u(n),w(n),v(n)], [v(n),u(n),w(n)], [w(n),vn),u(n)]]
avec :
u(n) :=1/3*%(2"n+(-3) "n+ (-3°2) *n])
v(n):=1/3%x(2°n+3* (-3) *n+3*2% (-3°2) *n)
w(n) :=1/3% (2°n+3°2 (=3) *n+3j* (-3°2) *n)
Doncona:
an = a0 x u(n) + b0 *x w(n) + c0 * v(n)
bp, = a0 x v(n) 4+ b0 * u(n) 4+ c0 * w(n)
cn = a0 xw(n) + b0 x v(n) + c0 x u(n)
Prolongements
Soit E un ensemble fini de cardinal n.
Soit a,, le nombre de parties de I de cardinal congru a 0 mod 3,
Soit b, le nombre de parties de £’ de cardinal congru a 1 mod 3,
Soit ¢, le nombre de parties de E' de cardinal congru a 2 mod 3,

1. Montrer que :
an + by, + ¢, = 2™.
2. Montrer que :
an = 1+ comb(n, 3) + comb(n,6) + ... b, = comb(n, 1) + comb(n,4) +
comb(n,7) + ... ¢cp, = 1 + comb(n, 2) + comb(n, 5) + comb(n, 8) + ...
3. En développant (1 + X)" successivement pour X = 1, X = j, X = j2,
calculer a,, by, ¢,
4. Donner la valeur de ag, by et ¢g. Calculer :
an+1 en fonction de a,, et ¢y,
bn+1 en fonction de b, et ay,
cn+1 en fonction de ¢, et b, Et faire le lien avec I’exercice précédent.

Solution On pose :
n=3q+ravec <r <3.

1. Le nombre de parties de E est 2" donc a,, + b, + ¢,, = 2™.

2. Les parties de F de cardinal congru a 0 mod 3 sont de cardinal p lorsque
p € (0,3,6..3q).
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Les parties de F de cardinal congru a 1 mod 3 sont de cardinal p :
lorsque p € (1,4,7..3¢ —2) sin = 3gi.e.sir =0ou

lorsque p € (1,4,7..3¢+1)sin=3g+ravec0 <r < 3.

Les parties de E de cardinal congru a 2 mod 3 sont de cardinal p :
lorsque p € (2,5,8..3¢ —1)sin=3g+ravecr =0our =1ou
lorsque p € (2,5,8..3¢+2)sin =3¢+ 2ie.sir=2.

Donc :

an = 14 comb(n,3) + comb(n, 6) + ...comb(n, 3q)

b, = comb(n, 1) + comb(n,4) + comb(n,7) + ... + comb(n,3q — 2) +
comb(n,3q + 1)

¢n = 14 comb(n, 2) + comb(n, 5) + comb(n,8) + ...+ comb(n, 3¢ —1) +
comb(n,3q + 2)

.Ona:

(14+1)™) = 1+comb(n, 1)+ comb(n,2)+comb(n,3)+....4+comb(n,n)
(14 §)") = 1+ j * comb(n, 1) + j2 x comb(n, 2) + comb(n,3) + .... +
j" x comb(n,n)

(1+72)") = 1+ j%* comb(n, 1) + j * comb(n, 2) + comb(n, 3) + .... +
72" comb(n,n)

On additionne ces égalités apres les avoir mulltiplié successivement par :
(1,1,1) puis par (1,52.9) puis par (1,7,5%). On obtient (puisque 3 = 1let
1+j+j2=0):

Ban = 2"+ (1+j)" + (1 + j2)"

by, = 2" + 72 (1 + )" + 5 (1 + )"

3¢, =2+ j(1+ )" + 721+ 53"

.Ona:

aozl,b():Co:O

Quand on rajoute un élément o a E' :

parmi les sous-ensembles de cardinal congru a 0 mod 3, il y en a a,, qui ne
contiennent pas « et ¢, qui contiennent o« donc

ap4+1 = Qp + Cp,

parmi les sous-ensembles de cardinal congru a 1 mod 3 il y en a b,, qui ne
contiennent pas « et a,, qui contiennent o donc

bpi1 = bp + an,

parmi les sous-ensembles de cardinal congru a 2 mod 3 il y en a ¢, qui ne
contiennent pas « et b, qui contiennent o« donc

Cnt1 = Cp + by,

Donc ay,, by, ¢, sont définies par :

ag=1,bp=¢cy =0

Ap41 = QAp + Cp,

bn+1 = bn + an,

Cp+1 = Cp + by

On tape :

simplify (exp2trig(pow2exp (seqgsolve ([x+z,y+x,z+y], [X,v,2z,n],[1,0,01))))
On obtient :

[ (2"n+2+cos (n*pi/3)) /3,

(2"n—-cos (n*pi/3)+(sgrt (3))*sin(nxpi/3))/3),
(2"n—-cos (nxpi/3)+ (- (sgrt (3) ) *sin(nxpi/3)) /3]
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28.1 Exercices sur les séries

La commande sum de Xcas calcule les sommes de certaines séries.
Voici queques exemples :
On tape :
sum(1l/2”n,n=0..1inf)
On obtient :
2
On tape :
sum(n/2”n,n=0..1inf)
On obtient :
2
On tape :
sum(1l/ (nx (n+l1)),n=1..1inf)
On obtient :
1
On tape :
sum(1l/ ((2n+1) = (2n-1)),n=1..inf)
On obtient :
1/2
On tape :
sum(1l/n”2,n=1..1inf)
On obtient :
pi~2/6
On tape :
sum( (-1)~(n+l) /n,n=1..1inf)
On obtient :
1In(2)
On tape :
sum((-1)*n/ (2n+1),n=0..1inf)
On obtient :
pi/4
Exercices

1. Montrer que :

(1—2)* > k=0"2" =1 — 2"*! En déduire que :

1— n+1
Z 1—2z

Montrer que :

1—=x

Application : ' .
Calculer: 3" k = 0"/27F Sk = 03—k
2. Soit u, = 5. Monter que :
dup+1 < 3uy, lorsque n > 2
En déduire que u,, tend vers 0 quand n tend vers +oc0.

3. pour ceux qui connaissent le critére de d’ Alembert sur les séries a termes
positifs,
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Calculer % (pour ceux qui connaissent le critére de d’Alembert sur les
n

séries a termes positifs).

En déduire que la série de terme général u,, est convergente.

4. pour ceux qui ne connaissent pas le critére de d’ Alembert,
Montrer que lim y—~ Z,]ﬂvzo uy, existe et calculer sa valeur.

5. Calculer la somme Zévzo U,

On tape :

u(n) :=n/2"n

factor (simplify (4u(n+l)-3u(n)))
On obtient :

(—n+2)/2"n

On a donc :

Donc "Z—:l tend vers % quand n tend vers +00.

On tape :

limit (u(n+1) /u(n),n, inf)

On obtient :

1/2

Calcul de Sy = >_n = 0Nu,

Sy =0+ n=1M1/2"+3"n =2N1/2"+.. S n = kN1/2"+. 3 n = NN1/27,
Donc

SN=1l+k+5+sk+. %k +sr+5x

SN = kot gk + v

Comme QﬁN tend vers O quand N tend vers +00, on en déduit que :
Sy tend vers Y 0% 5 = 2.
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Chapitre 29

Utilisation des sommes de
Riemann avec Xcas

29.1 Sommes de Riemann et définition de I’intégrale

29.1.1 Deux théoremes

Soit [a, b] un segment de R.

Rappel : Intégrale d’une fonction en escalier ¢ sur [a, ]
L’intégrale d’une fonction en escalier ¢ de [a, b] dans R ou ) (1./n, n = 1..20000)mathbbC

notée ff ¢n, est égale a :

> i—i(a; —aj—1) * A
ol \; est la valeur constante prise par ¢; sur |a;_1, a;].

Soit f une application continue par morceaux de [a, b] dans R ou C.
Théoreme 1
f est la limite uniforme d’une suite ¢,, de fonctions en escalier sur [a, b].

Théoreme 2 et définition de 1’intégrale
Si ¢y, est une suite de fonctions en escalier sur [a, b] qui converge uniformément

vers f sur [a,b], alors la suite f; ¢ converge et cette limite ne depend pas de la
suite ¢, choisie pourvu que cette suite ¢,, converge uniformément vers f sur [a, b].
Cette limite est appelée intégrale de f sur [a,Db] et est notée fabf ou

encore fab f(t)dt.

29.1.2 Sommes de Riemann

Soit (a;) je[o,n) une subdivision de [a, b].

Définition
On appelle sommes de Riemann de f associée a la subdivision (a;);c(o,n]
toutes les sommes de la forme :
2 i1 f(t5) = (aj —aj1)

ol ¢ est un élément de [a;_1,a;| pour tout j € [1,n].

467
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Soit (a;) je[0,n) une subdivision réguliere de [a, b] c’est a dire a; = a+j*

pour j € [0,n].
Propriété
Ona:
—a ‘
aj = @j-1 = ——pour j € [1,n].
et donc

b
[ s = tim Zf Jim

ol ¢; est un élément de [a]_l, a]] pour tout j € [1,n] (par ext; = aj_ioutj = aj).

29.2 Les fonctions de Xcas utilisées

Voici les fonctions de Xcas qui vous seront utiles dans ces exercices.
sum_riemann (xpr (n, k), [n,k]) renvoie au voisinage de n = +oo un équi-
valent de >%_, xpr(n, k) ou de Y 2_% xpr(n,k) ou de Y p_] xpr(n,k) lorsque
la somme considérée est une somme de Riemann associée a une fonction conti-
nue sur [0,1]ourépond "ce n’est probablement pas une somme de
Riemann" quand la recherche a été infructueuse.

Remarque : lorsque la fonction f est seulement continue sur |0, 1] (resp sur [0, 1]

ou sur |0, 1]) et que int} f(z)dx converge on a encore > p_, 1/n * f(k/n) (resp
Voo 1/nx f(k/n) ou o071 1/n * f(k/n)) tend vers int} f(x)dz quand n— >

+00.

integrate (xpr (x), x, a, b) calcule I'intégrale de I’expression xpr (x) entre

aetb.

partfrac(n(x)/d(x)) décompose en éléments simples la fraction ration-

nelle n (x) /d (x).

29.3 Exercices

1. Soit Sn = Z E
k=1
Calculer lim S,,.
n—-+o0o

2. Soit S, =Y e
k=1
Calculer lim S,
n—-+o0o

1 1
3. Calculer lim ( +..+ ).
n—toon+1  n+2 n+n
Déterminer un équivalent de S, == Y 7" +1 75 lorsque p € R — {1}

).

n
n2 + n?

n
4. Calcul l
alculer lim (n2+12+n2+22+ +

n

. n+k
5. Soit Sn = ; m
Calculer lim GS,,.
n—-+00
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6.

294

n

: 32n3
Soit Sn = ; m
Calculer lim S,,.
n——+0o0o
Corrections des exercices
2
.Sy :ZE = ;Z(k/n)
k=1 k=1
S,, est une somme de Riemann de la fonction f(z) = 2 sur [0, 1].
Ona:
1
lim S, = / z2dz
n—+oo 0
On tape :
sum_riemann(k?/n3, [n, k|)
Cl)n obtient :
3
Donc
Pour vérifier on tape :
integrate(x?,x,0,1)
Cl)n obtient :
3
SSa=) = (k).
k=1 k=1
Sy, est une somme de Riemann de la fonction f(z) = 23 sur [0, 1].
Ona:
1
lim S, = / z3dx
n—-+oo 0
On tape :
sum_riemann(k®/n*, [n, k])
?n obtient :
:
Donc 1
lim S, = -
n——+o00 4

Pour vérifier on tape :
integrate(x>,x,0,1)

Cl)nobtient:
4
2%n n
1 1 1 1 1
. SoitU,, = (—— = - = =
ot Pn (n+1+n+2+ +n+n) Z k n+k
k=n+1 k=1

1< 1
Ezl—i—k/n

k=1
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U, est une somme de Riemann de la fonction f(z) = sur [0, 1] (ou

. 1+
de la fonction g(x) = — sur [1, 2]).
x

Ona:

, | 21

lim S, = dr = —dzx.
n—+00 o 1+ 1 T
On tape :
sum_riemann(1/(n + k), [n, k])
On obtient :

log(2)
Donc

lim U, =In(2)

n—-+o0o

Pour vérifier on tape :
integrate(1/(1 +x),x%,0,1) ou integrate(1/x,x,1,2)

On obtient :

log(2)
2xn

Pour avoir un équivalent de S,, = kz w on tape :
=n+1

sum_riemann(1/(n + k)P, [n,k|)

onobtient "ce n’est probablement pas une somme de riemann"
car le parametre p n’est pas bien géré.

On tape alors :

sum_riemann(1/(n + k)2, [n, k])

on obtient 1/2/n

sum_riemann(1/(n + k)3, [n, k])

on obtient 3 x 1/8/n? (ou encore 3/4/(2 x n?))

sum_riemann(1/(n +k)*, [n, k])

on obtient 7 x 1/24 /n% (ou encore 7/8/(3 x n3))

2 op—1 _ 1
L équivalent de S,, = kz;rl ﬁ semble donc étre 27T (p— 1) # o1
=n

n

4. Soit Sp = (g + g et ) = Y

2112 T2y n2 + n2 ] 2tk
1 Z”: 1
ni= 1+ (k/n)?
Sy, est une somme de Riemann de la fonction f(z) = 2 S [0,1].
x
Ona:
D!
lim S, = / ———dx.
n—r400 o 1+ a?
On tape :

sum_riemann(n/(n? + k?), [n, k|)
Qn obtient :

4
Donc
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Pour vérifier on tape :
integrate(1/(1+x?),x,0,1)
Qn obtient :

4
n n
n+k 1 1+k/n
5.5, = ——s =) .
" kzanJrkz nkzll+(k:/n)2
1
Sy, est une somme de Riemann de la fonction f(z) = % sur [0, 1].
x
Ona: .
1
lim S, = / ~*
n—+o0 0 1+ a2
On tape :
sum_riemann((n + k)/(n? + k?), [n, k)
On obtient :
2% log(2) +
Donc 2+ 1n(2)
. * In —+
S = 1
Pour vérifier on tape :
integrate((1 +x)/(1 +x2?),x,0,1)
On obtient :
2% log(2) +
4
n n
32n3 1 32
6. S, = —— == ) —.
" ; 16nt—k*  n ; 16 — (k/n)*
32
Sy, est une somme de Riemann de la fonction f(x) = 64" [0, 1].
-
Ona: .
. 32
i sn= [ 55 e
On tape :
sum_riemann(32 *n3/(16 *x n* — k*), [n, k|)
On obtient :
2k atan(1/2) + log(3)
Donc

lim S, =2« arctan(1/2) + In(3)

n—+oo
Pour vérifier on tape :
integrate(32/(16 — x*),x,0,1)
On obtient :
2*atan(1/2) + log(3)
Si on veut savoir comment cette intégrale a été calculée on décompose en

. 32
éléments simples 6= x2 en posant X = x2, on tape :
partfrac(32/(16 — X?))
On obtient :

4/(X+4)+4/(—X +4)
Puis on tape : integrate(4/(x? + 4),x,0, 1) eton obtient : 2 * atan(1/2)
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Puis on tape : integrate(4/(—x2 + 4),x, 0, 1) et on obtient : 1log(3)

29.5 Autres exercices

n

1. Soit S, = ﬁsin(ki).

n? n
k=1
Calculer lim S,,.
n—-+00
On tape :
sum_riemann(k/n? * sin(k * pi/n), [n,k])
On obtient :

1
T

1
1
En effet Iintégrale / xsin(mz)dr vaut —.
0 ™

On tape :

int(x * sin(pi * x),x,0,1)

On obtient : )

m

n
1 kxx

2. Soit S,, = — si .
oit Sy, ; - sin( )

Calculer lim S,,.
n——+oo

On tape :
sum_riemann(1/n * sin(k x x/n), [n,k|)
On obtient :
—cos(x) +1
X
1
t t — 1
En effet / sin(ter)dt = — 58, costra), o —cosl@)+ 1
0 T
On tape :
int(sin(t *x),t,0,1)
On obtient :
—cos(x) 1
X X
n
. k* . km
3. Soit S, = ; 2 Sln(?).
Trouver un equivalent de .S, quand n — +o0.
On tape :
sum_riemann(k?/n? * sin(k * pi/n), [n, k])
On obtient :

pi2*n—4xn
pi®
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1 2
o . e —4
En effet I’intégrale / 2% sin(7x)dx vaut 3
7
par une somme de Riemann de cette intégrale.

On tape :

et .S, est le produit de n

normal(int(x? * sin(pi * x), %, 0, 1))

On obtient :
24
3

s
2

. . s
Sy, est donc équivalente a n * quand n — +-00.

3
n . T
sin(Z
4. Soit S =Y #),m

= 2+ cos(T)

Calculer lim S,,.
n——+0o0o

On tape :

sum_riemann(sin(pi/n)/(2 + cos(k * 7/n)), [n,k|)
On obtient :

0

. ! 1 1 :

En effet I'intégrale ——— dx vaut — et S, est le produit de
0 2+ cos(mz) T
nsin(m/n) par une somme de Riemann de cette intégrale.
On tape :
int(1/(2 4 cos(m *x)),x,0,1)
On obtient :
0
On tape :
limit(n *sin(pi/n),n = +infinity)

On obtient :

pi
La limite de .S, est donc 0 (0 * w = 0) quand n — +o0.

n
1
5. Soit S, = _.
" kzl VkZ +n?
Calculer lim S,,.
n—-+00

On tape :
sum_riemann(1/sqrt(k? 4+ n?), [n,k])
On obtient :

—~log(v2—1)
vaut —(In(v/2 — 1))7.

1
dzx
En effet I’intégrale _—
¢ /o V1422

int(1/sqrt(t + x%),x,0,1)

On tape :

On obtient :

~(Log(v2 - 1))
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6.

29.6

n

. n
Soit Sn = Z m

k=1
Calculer lim S,,.
n—-+00
On tape :
sum_riemann(n/(k? * t2 + n?), [n, k])
On obtient :
atan(t?/abs(t))/abs(t)
1
d tan(|t
En effet I'intégrale / 5 32: vau arctan(|t]) .
o TZxt2+1 |¢]
On tape :
int(1/(x**t? +1),%,0,1)
On obtient : )
atan(abts(t))
abs(t)
Somme et produit se ramenant a des sommes de Rie-
mann
. Soit S,, =

Z\/T

Calculer lim S,.
n—-+oo

On tape :
sum_riemann(1/sqrt(k * (n —k)), [n,k])
On obtient :
pi

1
En effet I'intégrale / est convergente vers .

dx
0 Vrx(l—u1)

On tape :
int(1/(sqrt(x* (1 — x))),x,0,1)
On obtient : .
pi pi
5 +

1 @ L
Soit P, = — k .
oi n(kl_[l( +n))
Calculer hm P,.
n—) oo
Ona:
In(P,) = —In(n) + 237 In(k+n) =137 In(1 + k/n)
On tape :
sum_riemann(1/nx*1In(1+k/n),[n, k)

On obtient :
2xlog(2) —

4
Donc lim P, =exp(2*In(2) —1)=—

n—-+4oo e
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29.7 Calcul d’une intégrale a I’aide d’une somme de Rie-
mann

n

. .k
Soit P, = ]:Cl_[lsm(%).

1/ Montrer que :

s ks n
[T = cos( - ))::Qn_l.

k=1
2/ En déduire que :
n—1

H(sin(k*ﬂ)) = vn )

2n on—1
k=1

n—1
7T kxm
3/ Determiner la limite de — In(sin
2n Z (sin 2n
k=1
4/ Montrer que I'intégrale I = [;? In(sin(x))dx est convergente et calculer sa va-
leur a I’aide des sommes de Riemann. .
5/ Retrouver ce résultat en considérant J = [ In(cos(z))dz et en montrant que
I=J=147

)) quand n tend vers +oo.

1/0na:
2n—1 iw ke
H(z—exp( - N=z"—1=
k=0 . | |
(z —1)(z — exp(i * m)) H(Z _ exp(l* ]{3*7’['))(2 B exp(z* (2*nn— k) *77))
d(_)r11c k=1
H(z—exp(z*Z*W))(z—exp(l*(hnn_ B)xmy _
k=1 zgn_ 1 (22>n_ 1 ,

- = 2422422
(z_l)(Z—eXp(i*w))_ (22_1> =1+z+ +

En faisant tendre 2z vers 1 on en déduit que :
n—1

ixkxm 1x(2xn—k)*xm
T = exp(ZEET)) (1 = exp(E2L ST <
P n n
e (2 B iy
Onal—exp(z*( £ k)*ﬂ)zl—exp(m)et:
ik kT —ixk*xm kxm
(1 —exp( ))(1—6XP(T)):2—QCOS( n )
Dolncz
H2—2cos(k*7r):n
n
k=1
ou encore :
nl ko n
1— =
T —cosh2m) = 2,
k=1
Ona: ) k
) * T\ 9 * T
:—1—
(sin(“ 7)) = (1~ cos("2T)
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Donc :
n—1

. kxT o 1 n
[T = 5 v g
k=1
Ou encore puisque sin(lgk—n”) > 0pourtoutk =1..(n —1):

n—1
Hsin(’“‘”): vn

2n an—1

k=1
Ona b )

n— n—
T * T T  kxT T Vn
5 D m(sin(= =) = o In(J ] sin —)) =5, n(5=)

k=1 k=1
On tape

limit(pi/2/n * 1n(sqrt(n)/2* !),n = +infinity)

On obtient :

(pi * 1og(2))
2
4/ fog In(sin(x))dz est convergente en 0 car :
0 < —In(sin(z)) < 1/4/z au voisinage de 0 (lim,_~¢ /2 * In(sin(z)) = 0) et
1
Jo dx/+/x est convergente en 0.

n—1
T .k
Or% g In(sin(
k=1
7 * In(2)

/ * In(sin(z))dz = ~(5)
0
5/ J est convergente en 7r/2 car, avec le changement de variables x = 7/2 — u, on

a:

/O " 1n(cos(a))dz = / _ In(sin(z))da

s
2

* . s
5 )) est la somme de Riemann associée a I donc :
n

donc ”
I=J=(I+J)/2= ;/02 In(sin(z) * cos(z))dx =
1 [z, . B
2/0 (ln(ﬂsm(Q * 1)) — ln(2))dir: (—)
I 1 [2 1 n(2
2—2/0 1n(2)d95:§—7r* 1
en effet i
: ' _1 7rJasinu u:1 Ensinu U 7Tnsinu u) =
| wsineaar = 5 [ ingeingu))dn = 5[ *inGsinG)dus | nsingu))an
z 0
;(/0 In(sin(u))du —ﬁ In(sin(m — t))dt) = %(I—l— =1
Donc
I:—%ma)



Chapitre 30

Les équations différentielles
résolubles

30.1 Equation linéaire a coefficients constant du 2iéme ordre

Ce sont les équations de la forme ay” + by’ + cy = f(x)

30.2 Equation linéaire en y et ' du lier ordre

La solution générale de 1’équation complete est égale a la somme solution gé-
nérale de 1’équation sans second membre et d’une solution particuliere.
— Résoudre :
22y +y — 322 =0
Avec Xcas
On tape :
normal (desolve (2+xxy’ +y—3xx"2))
On obtient :
((5*xsgrt (x) xc_0+3*x"3)*1/5) /x

— Résoudre :
Y xV1+a? —y=a+V1+a?
On résoud I’équation sans second membre :

Y /)y =1/V1+a?

On trouve :

y = cxexp( asinh (x)) = ¢* (/1 + 22+ ) Puis on fait varier la constante
c:

y' = xexp( asinh (x)) + ¢ x exp( asinh (z)) * 1/v/1 + 22

donc :

Yy x V1422 —y = xexp(asinh (z))* V1422 = x (z+V1+ 2?) %
V1+ 22

Onobtient ¢ : ¢ = (x+v1 + 22)*exp(— asinh (z))/vV1+ 22 =1/v1+ 22
donc :

d=1/V1+ a?

On integre :

c= asinh(z)+k=—(In(vV1+2a2—2x))+k

4717
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On a donc :

y = (asinh(z) + k)« (Va?+1+2) = (—In(vV1+22 —z) + k) *
(Va2 +1+x)

Avec Xcas

On tape :

normal (desolve (y’ *sqgrt (1+x"2) ~y=x+sqrt (1+x"2),vy))
On obtient :

(sqrt (x72+1) +x) xc_0+ (-sqgrt (x"2+1) -x) *

In(abs (sqrt (x"2+1)-x))

30.3 Equation du lier ordre avec facteur intégrant

Ce sont les équations différentielles qui peuvent étre multipliées par f(z) de

facon a obtenir une différentielle totale.

— Résoudre :

xy —y = 0soit zdy — ydx = 0

On multiplie par f(x) = 1/22 pour que 1’équation différentielle soit la dif-
férentielle totale de la fonction F'(z,y) = y/x.

Donc y = k.

Avec Xcas

On tape :

normal (desolve (xxy’' -y))

On obtient :

c_0*x

Résoudre :

20yy’ + 22 —y2 +a?> =0

On multiplie par f(x) pour que 1’équation différentielle soit la différentielle
totale de la fonction F'. La fonction f(x) doit vérifier pour cela :
d(2zyf(x))/de = d((z* — y* + a®) f(x))/dy

cela donne :

2f(2) + 2ayf (x) = f(a)(~2y)

ou encore :

zf'(z)+2f(x) =0

donc f(x) = 1/2? est un facteur integrant et 1’équation différentielle est la
differentielle totale de F' qui vérifie :

dF (z,y)/dy = 2y/x.

Donc F(x,y) = y?/x + g(z) et

—y?/a? + g'(2) = (2 —y® + a?) /a?

donc ¢'(z) = 1+ a?/2? soit g(x) = x — a?/x

Puisque dF' = 0, on en déduit que :

F(z,y) =vy*/r+x—a?/r = (y* +2° —a?)/xr =0

Donc les solutions sont :

y=+/ (-2 +a®+cO0xz)ety=—/(—2>+a®+c 0x*x)
Avec Xcas

On tape :

normal (exp2pow (desolve (2*x*xy*xy' +x"2-y*2+a”2)))
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On obtient :
[sgrt (a”2-c_1xx-x"2),-(sqgrt (a”™2-c_1xx-x"2)) 1]

304 Equation homogéne du premier ordre résoluble en 3/

Pour les équations homogenes du premier ordre non résoluble en y voir 30.7.
Les équations homogenes du premier ordre résoluble en y sont de la forme a(x, y)*
y' = b(z,y) o a(x,y) et b(x,y) sont des fonctions homogenes de méme degré p
(a(t*xz,txy) =tP xa(z,y)etb(t xx,txy) =t xb(x,y)).

Pour résoudre les équations homogenes on pose y/x = t.

— Résoudre :

2zyy + 22—y =0
Onposey =t *x.
Ona:dy/dr =z *dt/dx + t donc :
2xtx (xv*dt/dr +1t) +1—t% = 0 soit a résoudre :
2xtkxxdt+ (1+t*)de =0
On obtient une équation a variables séparées :
2%t xdt/(1+1%) = —dx/x.
Doncz =k/(t2+ 1) ety =k*t/(t> +1).
Avec Xcas
On tape :
normal (desolve (2 xxy*y’ +x72-y"*2))
On obtient :
[(—1) *x, (1) *x,pnt[c_0/ (" £ *241), (¥ t +c_0)/ (" t**2+1)]]
ou ‘t‘ est le paramétrage.

— Résoudre :
2y —y—+/22+y2=00nposey =t*z.Ona:dy/dx=z*dt/dv+t
donc :
?2xdt/de+x*xt—xxt— V22 +12x22=0
VaZ + 2% 22 = |z| * v/1 + t2 soit & résoudre :
xxdt—V1+t2xdr=0siz >0
xxdt+V14+t2xder=0siz <0
ou encore
|zt = V1 + 2
donc = dx/|x| = signe(x) * dv/z = dt/\/(1 + t?)
Donc :
Siz>0ona:x="kx(t+/(1+t3);y="kxtx(t+/(1+1t2))avec
k>0
Siz<Oona:x=Fk/(t+/ (1+t2));y="kx*t/(t+/(1+1?))avec
k<0
Siz>0ona: (z/k—t)2=1+1¢
2kxt = k? * 22 — 1 ou encore
y=ka?/2—1/(2k)Siz <Oona: (k/z—1)? =1+
2kt/x = k% /x? — 1 ou encore
y=k/2—2%/(2k)
Avec Xcas
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On tape :
normal (desolve (x*xy’' —y—-sqrt (x"2+y”"2)))
On obtient :
[(-1)*x, (1) *x,pnt [ (sgrt (Y t**2+1)+" Y £ Y)xc_0, (Y t'xsqgrt
tY2+1)+Y £Y°2)xc_0]]
ou ‘ t‘ est le paramétrage.
— Résoudre :
3%y — (32 —y?)y =0
On pose t = y/x et on obtient :
y =t—1t3/3 =dy/dx =t + x * dt/dx donc :
dv/r = =3 xdt/(t3) ety = txx 2 = k*exp(3/(2 % t2))ety =
kxtxexp(3/(2*t2))
Avec Xcas
On tape :
normal (desolve (3*x"3*diff (y)=((3*xx"2-y"2)*y),Vy))
On obtient :
[0,pnt [c_Oxexp (3/ (Y £¥"2%2)), " t xc_Oxexp (3/ (' t¥"2%2))1]
ou ‘ t‘ est le paramétrage.

— Résoudre :
r+yx*xy = /22 + y? Onpose :
t =22 4 42
Ona:
dt/dz = 2x + 2ydy/dz donc
dt/dx = 2/t

donc dx = dt/(2V/t)
r+k=Vty=sxVt—a2=s5%x/2xkx*t—k?avecs=+1.

On a donc :

y = s*\2xk*x(x+k)—k% = s*V2xk+x+k%avecs = %1,

k+2x>0etk+x >0,

Ou bien on pose y/x = t donc dy/dx =t + x * dt/dx
Onaxz+yx*y = /a2 +y2:
x+tx(t+z* dt/dx) = || * V1 + t?
Apres simplification par z :

txxxdt/de =s%1+1t2—1—t2

tdt/(s V1 + 12 — (14 ?)) = dx/x
Pourz > 0,s=1etona

In((—4t? — 8 — 8V12 +1)/(2t?)) = In(z/k)
Donc :

r=k(—4t> — 8 — 8Vt2 +1)/(2t%)

y = k(—4t> — 8 — 8Vt2 +1)/(2t)

Pourx < 0,s=—1letona
111((—4752 — 8+ 8Vt2 + 1)/(2t2)) = In(x/k)
Donc :

z=Fk(—4t> —8 +8V12 +1)/(2t?)
y=k(—4t> -8 +8Vt2 +1)/(2t)

Avec Xcas
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On tape :

desolve (xt+tyxy’=sqrt (x"2+y"2),vV)

On obtient :

[(1)*x, (-1)*x,0,pnt[c_0/ (sgrt (* £t "2+1)-1), (¥ t'*c_0)/ (sgrt (
tY2+1)-1)11

ou ‘ t‘ est le paramétrage.

30.5 Equation de Bernoulli

Les équations de Bernoulli sont de la forme a(x)y’ + b(z)y = c(x)y™ et se
résolvent en posant u = 1/y" !
— Résoudre :
xy' + 2y + xy®
Avec Xcas
On tape :
simplify (desolve (x*xy' +2*xy+x*xy"2,vy))
On obtient :
[1/(x"2xc_0-x) ]
— Résoudre :
xy — 2y = xy’
Avec Xcas
On tape :
simplify (desolve (x+xdiff (y)-2xy=(x*y"3),Vy))
On obtient :
[[(—(x"2xsgrt (-10*x"5+25%c_0)))/ (2xx*5-5%xc_0) ]

30.6 Equation a variables séparées

Les équations a variables séparées sont de la forme a(y)dy = b(x)dz et se
résolvent en intégrant chaque membre.
— Résoudre :
xxy xln(x) — (3 xln(x) +1)xy
Ona:
dy/y = (3 *1In(z) + 1)dz/(In(x) * ) = 3/ + 1/(In(z) * x) et
In(y/k) = 3 xIn(z) + In(In(x)) = In(z3 * In(z))
donc
y=kx* 2% xIn(z)
Avec Xcas
On tape :
normal (desolve (x*y’ *1og (x)—(3x1log(x)+1)*y,Vv))
On obtient :
c_0*x"3%1n(x)

— Résoudre :
Yy =2%/y
Ona:
dy/(2/)y = dx
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donc

VY= + k

ou encore :

y = (x+Fk)?

Avec Xcas

On tape :

desolve (v’ =2xsqrt (y),Vy)
On obtient :

[ ((2%x—c_0)"2)/4]

Equation non résoluble en i/

On sait résoudre si I’équation est :

incompléte en x

c’est a dire I’équation est de la forme F'(y,y’) = 0

incompléte en y

c’est a dire I’équation est de la forme F(z,y’) =0

homogéne en x et y et non résoluble en 1/

c’est a dire I’équation est de la forme F'(y/x,y’) = 0 aprés division par
une puissance convenable de .

de la forme y = z x y' + f(y') c’est une équation de Clairaut : pour la
résolution voir 30.8

de la forme y = z * a(y’) + b(y’) ¢’est une équation de Lagrange : pour la
résolution voir 30.9

On sait résoudre ces équations a condition de trouver un paramétrage de de la
courbe F'(X,Y) =0par X = f(t),Y = g(¢).
On pose alors :

Equation incomplete en x

y = [f(t),dy/dx = g(t)

Equation incompléte en y

x = f(t),dy/dx = g(t)

Equation homogéne en z et y et non résoluble en 7/

y/z = f(t),dy/dx = g(t)

Résoudre :

W2 ry? =1

On pose :

y =tety=+v1—t2ouy=—v1—1t2

dy = —sxtxdt//1—t? avec s = +1

dr =dy/t = —sxdt/v1 — t2

x = —s* asin (t) + k avec k = cste donc

sxx+ k= asin(t)etsin(sxx+k)=t
y=sxV1—t2doncy = sx/1 —sin(s xz + k)2 = L cos(s*z +k)?)
les solutions sont donc :

[cos(x + k1), — cos(x + k2)]

Résoudre :

y> +y? =1,900)=1/2

siy(0) =1/2onak = pi/3 et cos(x + pi/3) = sin(pi/6 — x)
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les solutions sont donc :

[cos(z + pi/3) = sin(pi/6 — x), — cos(x + 2 * pi/3) = sin(pi/6 + x)]
Avec Xcas

On tape :

desolve (y"2+y’ *2=1,vy)

On obtient :
[sin(-c_0+x),sin(-c_0-x)]

On tape :

desolve ([y*2+y’/ *2=1,y(0)=1/2],vy)
On obtient :

[sin(pi/6+x),sin (pi/6-x) ]

— Résoudre :
(+y) +y +3xy
On pose :
y + 1y’ = 2t ce qui donne :
y=—t—8t*etdy/dx = 2t — y = 3t + 8t soit dx = dy/(3t + 8t)

on a donc :

dy/dt = —1 — 32t3 et dox = (—1 — 32t3) / (3t + 8t*)dt
On tape :

int ((=1-32%t"3)/ (3*xt+8%t™4),t)

On obtient :

(In(1/ (abs(t)"3*abs (8%t"3+3)"11)))/9
donc

x = —(In(abs(t)3 * abs(8  t3 + 3)1))/9 + k et
y=—t—8xtt

Avec Xcas

On tape :

desolve ((y+diff (y)) M4+diff (y)+3*y,Vy)
Mais on n’obtient pas de résultat.
— Résoudre :
y"? = 4% sqri(y)
Ona:
Y =2yl
2% y(®/% /3 = 2 4 k Donc :
y = (3(x+k)/2)*3) = exp(4/3 * In(3(z + k) /2))
Avec Xcas
On tape :
desolve ((diff (y)) "2=(4xsqgrt(y)),v)
On obtient :
[exp (4x1n (((=48%c_0+96*x)"(1/3))/4)),...]

30.8 Equation de Clairaut

30.8.1 Résolution

C’est une équation de la forme y = x * ¢’ + f(y') que I’on résout en posant
Yy =dy/dx =t.Onadoncy =txx+ f(t),(x+ f'(t)) xdt = 0.
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Donc I'intégrale générale est t = m = cste € Ret x(t) = —f'(t),y(t) =
—tf'(t) + f (1)

Cela définit une infinité de droites D,,, d’équation y = mx + f(m) (m € R) et la
courbe C définie par z(t) = — f'(t),y(t) = —tf'(t) + f(t) et qui est I’enveloppe
des droites D,,,.

En effet la tangente a C' au point z(tp), y(to) a pour équation :

y —y(to) = to(z — x(tp)) donc sim =ty

y = tox + y(to) — tox(to) = tox + f(to) = ma + f(m)

Remarque

Une équation de Clairaut est une équation de la forme y = z * ' + b(y’).

C’est une équation de Lagrange particuliere puisque une équation de Lagrange est
une équation de la forme y = x x a(y’) + b(y') (cf 30.9).

30.8.2 Exercices

Exercice 0
Résoudre :
y— xy/ — y/2
On pose y' = dy/dx = tet f(t) =t
Ona:
f'(t) = 2t et donc comme solution les droites : y = m * x + m?
et comme courbe intégrale :
x=—2t1y=—2t>+t> = 2
Les solutions sont donc y = m * x +m? pour m € Rety = —x%/4 Avec Xcas
On tape :
desolve (y—xxy’' =y’ "2)
On obtient :
[c_Oxx+c_ 072, [-2%° £, - £t 72]]
Exercice 1
Résoudre :
y—xy = \/a? + b2 * y'?
Onpose y' = dy/dx =tet f(t) = Va® + b x t2.
Ona:
f'(t) = b * t/v/a? + b2 % 12 et donc comme solution les droites : y = m * z +
Va2 + b% xm?
et comme courbe intégrale :
r=—bxt/VaZ +b2xt2,y=—b>xt2/\a2 + b2 12+ Va2 + b2 * 12
Avec Xcas

On tape :

desolve (y—xxdiff (y)=sqrt (a”"2+b"2xdiff (y)"2),vy)

On obtient :

[c_O0xx+sqgrt (a”2+b"2+xc_0"2), [—((sgrt(a”2+b”2+" t'"2)*«" t'«b"2)/ ("

t ¥ 2xb"2+a”2)), (sgrt(a”2+b”2%' t'"2)xa”2) /(' t ' "2xb"2+a"2) 11
On peut dessiner les solutions avec Xcas, on tape :

assume (a=[1,0,51);
assume (b=[1,0,5]);
assume (m=[1,-5,5]);
droite (y=mxx+sqgrt (a”2+b"2+xm"2)) ;
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plotparam (-b"2+t/sqrt (a”"2+b"2+t"2) +
i*x (=b"2xt"2/sqgrt (a”2+b"2+t"2) +sqgrt (a”2+b"2xt"2)),t);

Exercice 2

Résoudre :

y—ay =15,

On pose y' = dy/dw = tet f(t) = .

Ona:

') = ﬁ et donc comme solution les droites : y = m x x + H#
. , 2

et comme courbe intégrale : xz = (13/2)2 Y = (?125)12

Avec Xcas

On tape :

desolve (y—x*y’'=1/(1+y’ "~2))

On obtient :

[1/(14+c_072)4+c_0xx, [2* £/ (1+" £ Y2) "2, (1+3 ©¥"2)/(1+*

t¥r2) 727

On dessine les solutions avec Xcas, on tape :

affichage (plotparam( (2t+1i* (3t"~2+1))/ (1+t*2)"2),l+epaisseur_ligne_2)
droite (y=m*x+1/ (1+m”*2))$ (m=(0..3)3$0.3)

On obtient :

30.9 Equation de Lagrange

C’est une équation de la forme y = = * a(y’) + b(y/').
On regarde si y' = ¢y = cste est solution. On a dans ce cas :
Yy = cox +c1 = x *a(cy) + b(cp)
c’est a dire y' = ¢y = cste est solution si a(cy) = ¢
Siy' = cste n’est pas solution i.e. si on suppose (a(t) — t)—0, on résout cette
équation en posant :
y =dy/dx =t.
Onadoncy = a(t) xx + b(t) et dy/dt = (dy/dx)(dx/dt) = tdx/dt donc :
dy/dt = a(t)(dz/dt) + (a'(t)z + V' (t)) = dy/dx * dz/dt = tdz/dt
ou encore :
(t —a(t))dz/dt = ' (t)xb/ (t) +t
(t —a(t))dx = (d'(t)x + b'(t))dt
dxz/dt = (a'(t)x + V' (t))/(t — a(t)) car on a supposé (a(t) — t)—0
On doit donc intégrer :
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dz/dt = (a'(t)x + b'(t))/(t — a(t)) par rapport a ¢.

On obtient z:(t) = f(t) et donc :

y(t) = a(t) * z(t) + b(t) = a(t) = f(t) + b(t).

Donc I’intégrale générale est :

si a(co) = cp alors y(t) = x(t) * co + b(cp) et

sia(t) # talors z(t) = f(t),y(t) = a(t) * f(t) + b(t)

Exercice

Résoudre 2y — x(y' + y3) + y'2 = 0 soit 2y = z(y/ + y) — ¢/

Ici,ona:a(t) = (t+t3)/2donct —a(t) = (t —t3)/2eta(t) = 1/2 + 3t?/2 et
b(t) = —t2/2donc b/ (t) = —tett —a(t) = (t —t3)/2.

Solution

Avec Xcas, on tape :

desolve (2y—x* (y' -y’ "3) +y’ *2=0)

On obtient :

[0,1/2+4(=1) *x,1/2+ (1) *x, [ (Y t xc_1-" £¥"3=" t ¥x1n (" £'°2))/ (1+2x°
ENA24Y £YNA), Y £YA2/2- (=Y £ £3) % (Y tiwc 1o £ A3
£ In (Y £Y02)) /(2% (142% Y £Y224 £374)) 1]

Ou bien, on regarde si 3y’ = cste = ¢ est solution :

alors y = cox + c1 donc on doit avoir pour tout z :

2c0w + 2¢1 — x(co+ ) + 2 = (co — c§)x +2c1 + 2 =0

ce qui entraine : cg =0oucg=1loucy=—letc; = —6(2)/2

et donc :

y=0,y=x—1/2ety = —x — 1/2 sont des solutions.

Pourt ¢ {—1,0,1}, onpose : t =y = dy/dx.

Ona:

2dy/dt = (t + t3)dx/dt + x(1 + 3t%) — 2t = 2(dy/dx)(dx/dt) = 2tdz/dt
2tdx /dt — (t + t3)dx/dt = x(1 + 3t2) — 2t

11 faut donc résoudre, si (t — t3) # 0, I’équation (1) :

de/dt = (x(1+3t2) — 2t)/(t —t3) = x(1 4+ 3t2) /(t — t3) — 2/(1 — 1?)

On a comme solution de 1’équation sans second membre de 1’équation (1) :
z=Cexp([(1+3t2)/(t —t3)dt) = Cexp([ 1/t —2/(=1+1t) —2/(1 +t))dt
Soit 7 = Cexp(In([t|) — 2In([t? — 1])) = C * t/(—1 + t?)?

On adonc :

x = Ct/(t? — 1) est solution de I’équation sans second membre.

On fait une variation de la constante :

2(t) = Ct) % t/(—1 + 22 + C(t) % (¢/ (=1 + £2)2)’

Les terme en C(t) s’annule et il reste :

Clt) % t)(~1+12)2 = =2/(1 - 2)

ce qui donne :

C(t) =2/t soit C(t) = In(t?) + C

Donc

2(t) = (2 = In(t2) + C)  t)(~1 4 £2)?

y(t) = (t +13) % z(t)/2 — t? /2 soit

y(t) = (2 +ext? + 35t +extt —t2xin(t?) —tr*In(t?)) /(2 — 45 12 + 2% 1)
On tape :

assume (t>1);desolve (x’'=x*(1+3t"2)/(t-t"3)-2/(1-t"2),t,x)
On obtient z(t) :

(c_O0*xt+t"3-2*tx1ln(t))/ (1-2*xt"2+t"4)
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On tape :

assume (t<l and t>0);desolve (x’'=x* (1+3t"2)/(t-t"3)-2/(1-t"2),t,x)
On obtient z(t) :

(c_0xt+t"3-2xt*x1n(t))/ (1-2*xt"2+t"4)

On tape :

assume (t<-1);desolve (x’'=x*(1+3t"2)/(t-t"3)-2/(1-t"2),t,x)
On obtient z(t) :

(—c_O0xt+t"3-t*1In(t"2))/ (1-2xt"2+t"4)

On tape :

assume (t>-1 and t<0);desolve (x’'=xx (1+3t"2)/(t-t*3)-2/(1-t"2),t, x)
On obtient x(¢) :

(—c_O0xt+t"3-t*1n(t"2))/ (1-2xt"2+t"4)

Sur chacun des 4 intervalles, les solutions sont donc fonction de ¢ (¢ est une
constante qui peut étre différente sur chacun des 4 intervalles) :

z(t) = (cxt+t3 —txin(t?))/(1 — 2xt2 +1*) et

y(t) = (=2 +ext? 435t fextt — 2 xIn(t?) —t* xIn(t?)) /(2 — 4+ t2 + 2% %)

Les solutions sont donc :

y=0,y=ax—-1/2,y=—x—1/2et

pourt ¢ {—1,0,1}, pour ¢ = csteet k = csteona:

z(t)=(cxt+ 13 —t*n(t?)/(1 —2xt2 +t4) et

y(t) = (2 +ext? + 35t  fext* — 25 in(t?) =t *In(t?)) /(2 — 4% 12 + 2% 1)

On peut dessiner le graphe des solutions, on tape :

X(t,c) :=(c*xt+t"3-t+x1In(t™2))/ (1-2xt"2+t"4)

v(t,c) i= (-t "2+Cc*t 243+t M+t M-t 2+1In (E"2) —tMx1n (£72) ) / (2-4+t"2+2xt"4)
z(t,c):=x(t,c)+ixy(t,c)
plotparam(z (t,c),t)S$(c=(2..10))
plotparam(z(t,c),t)S$(c=(-1.1..0.9)S$0.1)
affichage ([droite(y=x-1/2),droite (y=—-x-1/2)]1,1l+epaisseur_ligne_2)
(

affichage (plotparam(z (t,4),t),4+epaisseur_ligne_2)
On obtient :
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30.10 Exercices

1. Résoudre :
y(y? — 1)+ 22y =0
On remarque que si on multiplie par y I’équation devient :
y?y'? — y? + 2zy'y = 0 donc I’équation devient :
(T +yy)? =2 +y°
On tape :
desolve ((x+y*xy’ ) "2=x"2+y"2)
On obtient (c’est une équation homogéne) :
[0,abs (x) xsqgrt (2xc_0*x+c_0"2) /x,0,abs (x) xsqrt (=2*c_0*x+c_0"2) /x]
Ou bien puisque y"? — 1 # 0 car sinon cela entraine z = 0, on a:
y =2zy'/(1-y?)
Si on pose 3y’ = t on a une équation différentielle de Lagrange.

Onposey' =t:

dy/dt = tdz/dt = 2t/(1 — t¥)dz/dt + x(2/(1 — t?) + 4¢2/(1 — t?)?)
donc :

(t—2t/(1 —t2))dx/dt = x(2 + 2t?) /(1 — t2)?

On tape :

desolve ((t-2t/(1-t"2))»diff (x,t)=x*(2+2t"2)/(1-t"2)"2,t, x)
On obtient z(¢) :

(—c_O0+c_0xt"2)/t"2

On tape :

2t * (—c_O0+c_0xt"2) /t"2/ (1-t"2)

On obtient y(¢) :

-2xc_0/t

Donc z(t) = co — co/t? = co(t? — 1) /t? et y(t) = —co/t
Ou on tape directement :
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normal (desolve (yx (y' "2-1)+2x*y’=0))
On obtient :
[0, (m1) *x, (1)*x, [(-c_1+" £ "2xc_1)/" t "2, -2%c_1/"
t]]
2. Résoudre :
y = ﬂfy’Q + y/3
On tape :
desolve (y=x*y’ "2+y’ " 3)
On obtient (c’est une équation de Lagrange) :
[0,14%, [(2%c_14+3% £¥"2-2%" £ "3)/(2-4%" tY+2+" t**2),-"
LY3+Y £ Y24 (2%c_143%Y £Y2-2x" £¥°3)/(2=4%" £t +2x"
t¥r2) 1]

3. Résoudre :
x2y/3 + yQ(y/ o 1) =0
On tape :
desolve ((x+y*y’ ) "2=x"2+y"2)
ou bien puisque 42 — 1 # 0 car sinon cela entraine 2 = 0, on a :
y =2y’ /(1 —y")
Si on pose 3’ = t on a une équation différentielle de Lagrange.

Onposey =t:

dy/dt = tdx/dt = 2t/(1 — t¥)dz/dt + x(2/(1 — t2) + 4t2/(1 — t?)?)
donc :

(t —2t/(1 —t2))dx/dt = 2(2 + 2t?) /(1 — t?)?

On tape :

desolve ((t—-2t/(1-t"2) ) »diff (x,t)=x*(2+2t"2)/(1-t"2)"2)
On obtient :

(—c_0+c_0xt™2)/t"2

4. Résoudre :
(1—2®)xy —y=1—2?
et trouver le lieu des points d’inflexion et das tangentes horizontales.
Avec Xcas
On tape :
assume (x<-1) ;desolve ((1-x"2) xy’' —-y=1-x"2)
On obtient apres avoir factoriser le numérateur :
(1+x) * (sgrt (-1+x"2)+1n(sqgrt (-1+x"2)-x)+c_0) / (sgrt (-1+x"2))
On tape :
assume (x>-1 and x<1);desolve ((1-x"2)*y’'-y=1-x"2)
On obtient apres avoir factoriser le numérateur :
(1+x) x (sqgrt (1-x"2) +asin (x)+c_0)/ (sgrt (1-x"2))
On tape :
assume (x>1) ;desolve ((1-x"2) xy’' —y=1-x"2)
On obtient apres avoir factoriser le numérateur :
(1+x) * (sgrt (-1+x"2) +1n (sqrt (-1+x"2) -x) +c_0) / (sgrt (-1+x"2))
A la main on cherche tout d’abord 2 résoudre :
(1-2*)*y —y=0
On obtient :
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abs(1 + )

abs(1 —x)’
puis pour résoudre (1 — 22) x ' —y = 1 — 2, on fait varier la constante
en posant :

~Jabs(1+x)
- "\ oabs(1 — )’
Il faut donc résoudre :
, Jabs(14+x) ]
abs(1 — x) '

c’est a dire
,  jabs(l—x)  abs(l—x)
abs(1 + x) abs(1 — x2)
1—2 1 z

\/x2—1:\/x2—1_\/932—1
1—=x 1 x

Si—-l<z<l1z = = —
V1 — 22 \/1—.'1,"21\/1—%2

r—1 x

\/1’2—1:\/332—1_\/1,‘2—1
Donc :

Siz< —lz=In(-z—Vv22-1) - Va2 -1+ K

Si—l<z<lz= asin(z)+vV1—-22+K
Siz>1lz=va22—-1-In(z+Va?-1)+ K

abs(1 + x)

abs(1 —x)’

Quand y/(zg) = 0, on a y(zo) = 22 — 1.

Le lieu des tangentes horizontales est donc la courbe d’équation y = 2% —1.
En dérivant on a :

(1—2?) xy" —2xy —y = —20)

Quand y"(zo) = 0, ona y'(zg) = 2x¢/(1+ 2x¢) =1 —1/(1 + 2x() donc
y(wo) = (1= 23)(y (wo) — 1) = (2§ — 1)/ (1 + 2x0).

Le lieu des tangentes points d’inflexion est donc la courbe d’équation y =
(2 —1)/(1 + 22).

Siz< —-17 =

Siz>17=

ety ==z

. Résoudre :

(14 23y + 222 + 2%y +1=0

C’est une équation de Ricatti.

On trouve que y = —x est une solution particuliere.

On fait donc le changement de variables :

y=—x+zdoncy =—1+ 2.

11 faut donc résoudre :

—(1+23) + (1 +23)2 +2x(2? + 22 — 222) + 2?(—2 + 2) + 1 =0 ou
encore

(14 23)2" + 2222 — 3222 =0

Siz#0(@(.e y# —x)ona:

2 2% + 232 /2% — 32% /2 = —2x ou encore
(1))~ @) =
Donc :

(1+23)/z=2%+c



30.11. PROBLEME 491

Les solurions sont donc :

y=—xety=—x+ (1 +23)/(x + c pour ¢ constante arbitraire.
On tape :

desolve ((1+x"3) »y’' +2x*xy"2+x"2xy+1=0, x, y=—X)
On obtient :

[-x, (1+x"3) / (c_1+x"2) —-x]

30.11 Probleme

On veut résoudre I’équation différentielle (E,,) pourn € N :
(22 = 1)y" + 22/ —n(n+1)y=0

— Résoudre (Ejy) en cherchant une solution polyndomiale.
— Résoudre (E7) en cherchant une solution polynomiale.
— Chercher une solution polynémiale de (F,,).
— Résoudre (Es).
— Résoudre (Eg).
Solution
— Résolution de (Ep).
1l faut résoudre (22 — 1)y” + 22y’ =0

2
Donc 3" = 1 _3;2 y'
2x 2 ¢
Y = CGXP(/(l_:EQ)dx) = Cexp(—In(|1 — %)) = m

y= C/(2|11—a:| " 2|11+x’)dx = Sn(1 + ) (1 al)) + K
ou C'et K sont des constantes différentes sur chacun des intervalles :
| — oo, —1[;] — 1,1[,]1, +o0].
On tape :
desolve ((x"2-1) xy"+2+xxy’=0)
On obtient :
c_0x(-1n(abs(1+x))/2+1n(abs(-1+x))/2)+c_1
co et ¢; étant des constantes différentes sur chacun des intervalles | —
oo, —1[;] = 1,1, ]1, +o0l.
— Résoudre (E7) en cherchant une solution polynomiale.
(E1) a comme solution le polyndéme P1(x) = a x x avec a € R.
On fait une variation de la constante :
Onpose:y =a(x) *xx
Ona:
Y =a(x) xz+a(x)ety” = a(z)’ «z+2xa(zx)
Donc :
(22 = 1) x (a(z)" *x + 2% a(z)) + 2z * (a(z) *x +a(z)) — 2a(z) xz =
(22 — 1) * (a(z)" *z + 2 * a(z)’) + 22 * a(x)’
les termes en a(x) se simplifient car a(x) = cste est solution.
Il reste donc a résoudre 1’équation différentielle :
z(x? — 1) * a(x)” + (222 + 222 — 2) x d'(z) = 0.
En posant z(z) = a(x)’ on a une équation différentielle du premier ordre :
z(z? — 1) % z(z) + (42% — 2)z(z) = 0
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donc :
z(z) = K exp([ —(42% — 2)/(2(2? — 1))dz)
Ona:
[ —(a? = 2)/(a(a? ~ 1)dw = [ ~2/w —1/(~1+) — 1/(1 + z)dz =
~In(ja?(~1 + 2)(1 + z))
Donc o' (z) = 2(z) = K/(—2? + z%)
Ona:
/(=% +2%) = -1/22 +1/(2(-1+2)) — 1/(2(1 + 2))
Donc :
a(z) =Kx(1/z—In(|]1+z|)/2+In(| -1+ 2z|)/2) + C
donc
ylr)=Kx(1—z+xIn(|l1+2z—)/24+zln(| —1+=z|)/2) + Cxx
On tape :
desolve ((x"2-1) xy"+2+xxy’ —2y=0)
On obtient :
x* (c_0* (1/x-1n(abs (1+x))/2+1ln(abs (-1+x))/2)+c_1)
Résoudre (E,,)
On cherche les a; pour que P, (z) = Z?:o ajjz’ soit solution de E,.
On a comme relation de récurrence :
_ j*x(—1ay

aj_o = — .

(J—2-n)(j—1+n)
ou encore .
= (J+2)*(+1Dajo

T (G-n)+1+n)

On trouve comme polyndmes solution pour :
n=2onaz?—1/3
n=3onax®—3x/5
n=4onaz*—6x2/7+6/70
n =5onaz® — 1023/9 + 5x/21
n=~6onaz%—152%/11 4+ 5/11 % 2% — 5/231
n=7Tonax’ —2125/13 + 105/143 * 2® — 352/429
Calcul des a,, en fonction de n

Sin=2p

agp =1

oo o 2Cp—1)
w2 2(4p — 1)

v 2p(2p—1)(2p —2)(2p - 3)
T Ty 4(4p — 1) (4p — 3)
2p(2p —1)...(2p — 5)
—2%x4%6(4dp —1)(4p — 3)(4p — 5)
B 2p(2p—1)...2p — 2k + 1)
“2p=2k = (Z9)REI(dp — 1)(4p — 3)...(dp — 2k + 1)

azp—6 =

Sin=2p+1
agp+1 =1
Gopr1_s = — 22+ 1)P)
24p+1)
~ (2p+1)2p(2p—1)(2p - 2)
A2p+1—4 = —

8(4p+1)(4p — 1)
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Gops 1o = (2p+ 1)2p(2p —1)...(2p — (2k — 2))

(—=2)F(k)!(4p+ 1)(4p — 1)...(4p — 2k + 3)
On tape :
desolve ((x"2-1) xy”"+2xxxy’ —6y=0)
On obtient :
Polynomial solution found x"2-1/3
(=1/3+x72)* (c_0* (=1ln (abs (1+x)) /8+1ln (abs (-1+x)) /8+
3xx/ (4% (-143xx72)) ) +c_1)
On tape :
desolve ((x"2-1) xy"+2+xxy’' =12%xy=0)
On obtient :
Polynomial solution found x*3+ (-3%x)/5
(=3%*x/5+x"3) * (c_0* (-1ln (abs (1+x)) /8+1ln (abs (-1+x)) /8-
(4=15%xx"2) / (12% (=3*x+5%*x"3)))+c_1)
On tape :
desolve ((x"2-1) xy"+2+xxy’ =20y=0)
On obtient :
Polynomial solution found x"4+ (-6%*x"2)/7+3/35
(c_O0* (-1ln(abs (1+x))/128+1n (abs (-1+x))/128+ (-55*x+
105%x73)/ (192% (3-30%x"2+35xx"4)) )+
c_1)*(-6%xx"2/7+x"4+3/35)
On tape :
desolve ((x"2-1) xy"+2xx*xy’ =30y=0)
On obtient :
Polynomial solution found x"5+(-10xx"3)/9+ (5*x)/21
(c_O0x (-1n(abs (1+x))/128+1n(abs (-1+x))/128+ (64-735%xx"2+
945%x™4) / (960* (15xx—70+x"34+63xx"5)) )+
c_1)*(5*x/21-10%x"3/9+x"5)
On tape :
desolve ((x"2-1) xy"+2+xxy’ =42y=0)
On obtient :
Polynomial solution found x76+ (-15*x"4)/11+(5%x"2)/11-5/231
(c_O0*(-1n(abs(1+x))/512+1n(abs (-1+x))/512-(-231+x+1190%x"3—
(1155%x75) / (1280* (=5+105%x"2-315+xx"4+ 231*x"6)))+
c_1)*(5%x"2/11-15%x"4/11+x"6-5/231)
On tape :
desolve ((x72-1) *y"+2xx+y’ -56y=0)
On obtient :
Polynomial solution found x"7+(-21%xx"5)/13+(105+x"3)/143+
(—=35xx) /429
(c_O0x (-1ln(abs(1l+x))/512+1n(abs (-1+x))/512-(256-5943xx"2+
19250%x74-15015%x"6)/ (8960* (—35xx+315%x"3—
693xx"54+429%x"7)))+c_1)*(-35xx/4294+105%x"3/143—-
21%*x75/13+x"7)
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Chapitre 31

Equations fonctionnelles

31.1 f continue vérifiant f(z + 1) = f(z) + f(y)

Soit f une fonction continue de R dans R vérifiant :
f(x+y) = f(z)+ f(y) pour tout z,y € R.
Montrer que f(x) = zf(1) pour tout z € R.
Solution
Ona f(0+0) = f(0)+ f(0) =2f(0) donc f(0) =0
Montrons que f(n) = nf(1) pour tout n € N.
Ona f(2z) = f(x + x) = 2f(x) pour tout z € R.
On montre par récurrence que si n € N alors :
f(nx) = nf(x) pour tout z € R.
On suppose que f((n — 1)x) = (n — 1) f(z) on a alors :
f(n2) = f((n— D)z +2) = f((n—1)2)+ f(z) = (n— 1) f(&) + [(z) = nf(z)
pour tout x € R.
Doncpourz =1ona:
f(n) =nf(1) pour tout n € N.
Montrons que f(n) = nf(1) pour tout n € Z.
Ona:
f(x—x) = f(0) =0= f(z) + f(—=z) pour tout z € R.
Donc f(—x) = —f(x) pour tout z € R.
On a donc pour toutn € N :
f(=nx) =nf(—x) = —nf(x) pour tout x € R.
Donc pour tout n € Z on a f(nx) = nf(x) pour tout z € R.
Donc pourz =1ona:
f(n) =nf(1) pour tout n € Z.
Montrons que f(r) = rf(1) pour tout r € Q.
Pour tout p € Z pour tout g € Non a f(p/q) = f(p(1/q) = pf(1/q)
donc f(1/q) = 1/q* f(1) puisque f(q/q) = f(1) = qf(1/q) et
f(p/a) = (p/q) f(1) donc
Donc pour tout € Qona f(r) = rf(1).
Montrons que f(a) = af(1) pour tout n € R.
Soit a € R il existe une suite a,, € Q convergente vers a Ona f — a,) = a, f(1)
donc quand n tend vers 'infini a, f(1) tend vers af(1) et f(a, tend vers f(a)
puisque f est continue en x = a donc :
f(a) =af(1) pour tout a € R

495
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f(x) + f(y)
2

r+y

)=
Soit f une fonction continue de R dans R vérifiant :

F((@+9)/2) = (f(z) + f())/2 pour tout a,y € K.

Montrer que f(x) = (f(1) — f(0))z + f(0) pour tout x € R.

Solution

Si f est 2 fois dérivable c’est facile car en dérivant la relation par rapport a x, on

a:

f'((x+y)/2) = f'(x) pour tout z,y € R.

en dérivant cette nouvelle relation par rapport a ¥, on a :

f"((x +y)/2) = 0 pour tout z,y € R.

f"(x) = 0 pour tout = € R.

Donc f(x) = ax + b qui vérifie bien :

(@ +y)/2 = az/2+ay/2 + b= (az +5)/2+ (ay +1)/2 = (f(z) + f(y))/2

Si f est seulement continue c’est lus compliqué !

Faisons le dessin du graphe G de f.

Soient A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)) deux points de G.

Le milieu C(a+0)/2,(f(a)+ f(b))/2 de AB est aussi sur le graphe de f puisque

F((a+5)/2) = (F(a) + F(1))/2

Donc le milieu D (resp(E) de AC' (resp C B) est aussi sur le graphe de f et 1’abs-

cisse de D (resp E) est a/2 + (a + b)/4 = (3a + b) /4 (resp (a + 3b) /4

De méme tous les barycentres pA + gB de A avec p,q € Net p+ ¢ = 2" sont sur

le graphe G de f.(on le montre par récurrence.

L’ensemble F de ces barycentres est contenu dans le segment A B qui est une por-

tion de la droite d’équation y = d(x) = ((f(b) — f(a))z+bf(a) —af(b))/(b—a)

L’ensemble E, des abscisses de ces barycentres sont :

(pa+ (2™ — p)b) /2™ pour p,n € Net p < 2™,

L’adhérence de F, est [a,b] et f = d supur x € E, Comme f et d sont conti-

nues on a f(x) = d(x) pour z € [a,b] donc f(z) = ((f(b) — f(a))x + bf(a) —

af(8)/(b—a)

Sia=0etb=1,0ona f(z) = (f(1)— f(0))z+ f(0)sia < Oetb > 1le segment

AB a donc pour équation :

y =d(z) = (f(1) = £(0)z + f(0).

31.2 f continue vérifiant f(

31.3 Trois exercices du méme genre

31.3.1 f dérivable vérifiant f'(x) = f(—x)

Soit f une fonction dérivable de R dans R vérifiant :
f'(x) = f(—=x) pour tout z € R.
Montrer que f(z) = f(0)(cos(x) + sin(z)) pour tout z € R.
Solution
Puisque f est dérivable, la fonction g définit par g(z) = f(—x) est aussi dérivable
donc f’ est dérivable.
On en déduit par récurrence que f est indéfiniment dérivable.
En dérivant la relation f'(z) = f(—z),ona: f’(z) = —f'(—z) = —f(z) pour
tout x € R.
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Donc f est solution de 1’équation différentielle :

y'+y=0

On tape :

desolve (y"+y=0,vy)

On obtient :

c_0*cos (x)+c_l+*sin (x)

Cherchons les valeurs de ¢g = a et ¢; = b pour lesquelles f vérifie f'(z) = f(—x).

On tape :

f(x) :=axcos (xX)+b*sin (x)

normal (solve (f (x)’'-f(-x)=0,b)), £(0)
On obtient :

[al,a

Donc b =a = f(0) et
f(z) = f(0)(cos(x) + sin(z)) pour tout z € R.

31.3.2 f dérivable vérifiant ['(z) = f(1 — z)

Soit f une fonction dérivable de R dans R vérifiant :
f(x) = f(1 — x) pour tout x € R.
Montrer que f(z) = f(0)(cos(z) + sin(z)) pour tout x € R.
Solution
Puisque f est dérivable, la fonction g définit par g(x) = f(1 — x) est aussi déri-
vable donc f’ est dérivable.
On en déduit par récurrence que f est indéfiniment dérivable.
En dérivant la relation f'(z) = f(1 —xz),ona: f/(z) = —f'(1 —z) = —f(2)
pour tout = € R.
Donc f est solution de 1’équation différentielle :

y'+y=0

On tape :

desolve (y"+y=0,vy)

On obtient :

c_0*cos (x)+c_1l+*sin(x)

Cherchons les valeurs de ¢g = a et ¢; = b pour lesquelles f vérifie f/'(x) =
f(1 —x). On tape :

f(x) :=axcos (x) +b*sin (x)

simplify (texpand(solve (f(x)'-f(1-x)=0,b))),£(0)

On obtient :

[-a*cos (1) / (-1+sin(1l))1], a

Donc b = a x cos(1)/(1 —sin(1)) eta = f(0)

f(z) = f(0)(cos(x)+sin(x) cos(1)/(1—sin(1))) pour tout z € R.Onacos(1)/(1—
sin(1)) = cos(1)/(sin(mw/2) — sin(1)).

On tape :
f(x):=a*(cos(x)+sin(x)*cos(l)/(l-sin(1)))
simplify (f’ (x)-f(1-x))

On obtient :

0
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31.3.3 f dérivable vérifiant f'(z) = f(1/x)

Soit f une fonction dérivable de R* dans R vérifiant :
/() = f(1 — x) pour tout z € R.
Montrer que f(x) = f(0)(cos(z) + sin(z)) pour tout x € R.
Solution
Puisque f est dérivable, la fonction g définit par g(z) = f(1/z) est aussi dérivable
donc f’ est dérivable sur R*.
On en déduit par récurrence que f est indéfiniment dérivable sur R*.
En dérivant larelation f’(z) = f(1/z),ona: f"(z) = —f'(1/x)/2? = — f(x) /x>
pour tout z € R.
Donc f est solution de 1’équation différentielle :

x2y// +y=0
On pose t(z) = In(|z| ou encore x(t) = eexp(t) avec € = £1.
Ona:
dt _ 1o dt 1
dr ~ =z 2 T z2
Doncon a:
_dy __dydt _ 1dy
y'(z) = E'_ 7227 = gmd
v'(a) = % = TP - %k 2
Donc si 2(t) = y(x(z; ), ona ff; =2/(t) et ‘fng =2"(t):
d d
22y () +ylx) =G — L +ylait)=2" -2 4+2=0
On tape :
desolve (z”"-z"+z=0,t, z)
On obtient :

exp (t/2) * (c_0*cos (sqgrt (3)+t/2)+c_l*sin(sgrt (3)*t/2))
Comme ¢(x) = In|z|), on obtient :
exp (1In (abs (x))/2) * (c_0xcos (sgrt (3) *x1n (abs (x))/2)+

c_lxsin(sqrt(3)*1ln(abs(x))/2))
1
Cherchons les valeurs de ¢y = a et ¢; = b pour lesquelles f vérifie f'(z) = f(—).
x

On tape :

f(x):=exp(ln(abs(x))/2)* (a*cos (sqgrt (3)*1ln(abs(x))/2)+
bxsin (sqgrt (3) *1n (abs (x))/2))

assume (x>0) ;h (x) :=function_diff (f) (x)-f (1/x)
assume (x<0) ;k (x) :=function_diff (f) (x)-f(1/x)

On tape :

simplify (texpand(solve (h(x)=0,a)))

On obtient :

[bxsgrt (3) ]

On tape :

simplify (texpand(solve (k(x)=0,a)))

On obtient :

[-b*sqrt (3) /3]

On tape :

assume (x>0) ;a:=bxsqrt (3) ;simplify (f(x)'-f(1/x))
On obtient :

%, (sqrt (3)) xb, 0

On tape :
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assume (x<0) ;a:=-bxsqrt (3) /3;simplify (f(x)"'-f(1/x))
On obtient :
x,-b/ (sqrt(3)),0

Donc :

On a comme solution la fonction définit par :

Siiz > 0, £(a) = bexp(mS) (V5w cos( L) 1 i VIR,

Sie < 0, (@) = besp(U ) (V873 cos( VI, ¢ gy YIRS,

31.4 [ dérivable vérifiant f(z +y) = f(x) + f(y) + 2zy

Déterminer les fonctions f de R dans R qui sont indéfiniment dérivables et qui
vérifient f(x +y) = f(x) + f(y) + 2zy pour tout z,y € R.
Solution On remarque que siy = Oona:
f(x) = f(x) + £(0) donc £(0) = 0
Dérivons la relation par rapport a x,on a :
f'(x+y) = f'(z) + 2y pour tout z,y € R
Dérivons cettex=exp(t) nouvelle relation par rapport a x,on a :
f"(x +vy) = f"(x) pour tout z,y € R
Dérivons cette nouvelle relation par rapport a y, on a :
" (x +y) =0pourtout z,y € R
Donc f"'(z) = 0 pour tout x € R.
Donc pour tout z € R, f”(x) = a avec a constante.
Donc en intégrant, on a :
pour tout z € R, f'(x) = ax + b avec a et b constantes.
On a aussi la relation :
f(x+y) = f'(z) + 2y soita(z +y) + b= ax + b+ 2y pour tout z,y € R
ce qui implique a = 2.
Donc pour tout z € R, f'(z) = 2z + b.
Donc en intégrant, on a :
pour tout © € R, f(x) = x? + bz + c avec b et ¢ constantes.
Comme f(0) = 0 on en déduit que ¢ = 0.
Donc pour tout z € R, f(z) = 2% + bx avec b constante.
Vérifions, on a bien :
flz+y) = (x+y)>+b(z+y) = 22 +y> +22y+br+by = 2 +br+y? +by+-2zy =
f(x) + f(y) + 22y
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Chapitre 32

Les fonctions de Bessel

32.1 Equations et fonctions de Bessel

Les équations différentielles de Bessel (E,) sont de la forme :
22y + xy’ + (22 — p*)y = 0 pour p € R.
Les fonctions de Bessel d’ordre p ou premiere espece, Jp, (), sont des solutions de
ces équations différentielles pour p € R.
Jp(x) est définie par la série entiere.
Pourp € Zona:
100 (_1)nxp+2n
@) =2 20 20 (n + p)!

n=0

Pourp e Rona:
+00 (71)n$p+2n
Tol@) = Z% 2w+ 20D (n + p+ 1)

Sip ¢ Z, J, et J_, forment une base de solutions de I’équation (E,).

Sip e Z,J_, = (—1)PJ, etil faut trouver une autre solution.

Pour p € Z , on appelle fonction de Bessel de seconde espece la fonction définie
par :

J ) — J_
Y,(z) = lim A(z) cos'( ) A(z)
A—>p sin(Ar)
Donc :
Pour p € Z, J,, et Y,, forment une base de solutions de (E,).
Pour p ¢ Z, J,, et J_, forment une base de solutions de 1’équation (Ej,).

32.1.1 Propriétés des fonctions de Bessel

La série entiere définissant la fonction de Bessel converge pour tout x et est de
plus absolument et uniformément convergente dans tout intervalle fini.
On applique le critére de d’ Alembert sur [—a, a] on a:

| (_1)n+1$p+2n+2 | . |2p+2nn!(n +p)!)| _ ]x]Q
2207 2(n + Di(n+p+ 1)) (—1)naptan An+1)(n+p+1)
etona

[ a?

<
dn+1)(n+p+1) 4n+1D)(n+p+1)
Onapourp € Z:
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Jo(.f)l = —J1($)

(22 Jy(2)) = 2V Jy 1 (a)

Jpr1(x) = 2pJyp(z)/x — Jp-1(x)
Jpia(@) = ply(2) e — Jy(w)
J_1(:L‘)/ = —Jl(a:)

Jp(x) = (=1)PJp(x)
(xpjp( )" = aPJp-1(z)

Z Jy(x)tP=exp(xt/2) exp(—z/(2t))
p=—00
Pour un réel = donné, les J,(x) pour p € Z, sont les coeffcients de Fourier de la
fonction t— > exp(ixsin(t)) :
1 [7 1 ["
Vp € Z, Jy(x) = %/ exp(i(zsin(t) — nt))dt = ;/ cos(zsin(t) — nt)dt
—r 0
On tape :
J(x,p) :=sum( (-1) *nxx" (p+2n) / (2" (p+2n) *n!* (n+p) !),n, 0, 50) ;
plotfunc ([J(x,0),Jd(x,1),J(x,2),Jd(x,3),J(x,4),J(x,5)],
x=-20..20,color=[0,1,2,3,4,5],xstep=0.2)
On obtient :

1
0.8
0.6
0.4

0
-02

04

06

] -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Avec Xcas lafonction J (x, p) s’appelle BesselJ (p, x) etlafonctionY (x, p)
s’appelle BesselY (p, x) .

On tape :

plotfunc([Besseld (k,x)$(k=0..5)],%x=0..20,color=[(0,1,2,3,4,5],xstep=0..
On obtient :

1

0.8

0.6

0.4

0.2
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On tape :
plotfunc ([BesselY (k,x)$(k=0..5)],%x=0..20,color=[0,1,2,3,4,5],xstep=0.2)
On obtient :

0.4

0.2

10 15 20

Les fonctions de Bessel sont aussi connues sous le nom de fonctions cylin-
driques, ou d’harmoniques cylindriques, parce qu’elles font partie des solutions de
I’équation de Laplace en coordonnées cylindriques (intervenant, par exemple, dans
la propagation de la chaleur dans un cylindre).

Les fonctions de Bessel ont les formes asymptotiques suivantes pour o > 0 :

— Pres de 0 (et plus précisément pour 0 < x < va+ 1),ona:

1@~ 5y (3)

2 [ln(%)—i—’y] sia=0

Ya(@) ~ 4 "1(a) <2) sia >0

3

x

ou v est la constante d’Euler (evalf (euler_gamma)=0.577215664902)
et I' est la fonction gamma.

— Pour x tendant vers 1infini (et plus précisément pour z >> |a? — 1/4]), ces
développements deviennent :

32.1.2 Les fonctions de Bessel modifiées

Les fonctions de Bessel modifiées I,,(z) et K,,(x) génerent ’ensemble des
solutions de I’équation différentielle :
2 d*y dy

2 2y,
[E@—Fiﬂa—(l’ +n%)y=0
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Elles sont reliées a la fonction de Bessel de premiere espece .J,, par :
I(z) =i" Jy(iz)

i J_p (1) — i7" Ip (i)

2 sin(nz)

Ky(z) =
Propriétés des Kn

2"T'(n+1/2) n/+°° CoS &
= 72
o

Jr 2 4 g2)n /2 dz

K, (2)

T +eo
Ky(z) = Mz”/l (2% — 1)" /2 exp(—za) dz (pour n > —1/2)



Chapitre 33

Groupes de permutations

33.1 Les théoremes

Soit J, = [0, 1..n — 1]. Une permutation p de n éléments est une application
bijective de J, dans lui méme et induit une application 7, de Z" dans lui méme
(Tp(%1) = Xp(3))-

Les permutations forment un groupe pour la composition des applications.

Un cycle c est une permutation telle qu’il existe un entier £ (0 < k£ < n — 1)
vérifiant :

pour j = 0..k — 1 c(aj) = ajy1 etc(axy) = ag

pourj=Fk+1.n—1 c(aj) =a;

k est appelé 1’ordre du cycle ¢ (cF = id).

Un cycle d’ordre £ est aussi appelé une permutation circulaire d’ordre k.

Une transposition ¢ est un cycle d’ordre 2 (t? = id).

Théoréme 1
Toute permutation peut s’exprimer comme produit de cycles disjoints.
L’ordre d’une permutation p est le plus petit commun multiple £ des ordres des
cycles disjoints obtenus (p* = id).

Théoreme 2
Toute permutation peut s’exprimer comme produit de transpositions.

33.2 Notations

Une permutation p sera notée :
(P(0),p(1),...,p(n-1)]
Un cycle ¢ d’ordre k sera noté :
[ag, ai, ..., ax) si c(ag) = as...c(ax) = ap
Attention :
[0, 2, 1] représente la permutation p telle que :
p(0)=0, p(l)=2, p(2)=1
mais représente aussi le cycle c tel que :
c(0)=2, c(2)=1, c(1)=0
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33.3 Exercices

Exercice 1
Exprimer les permutations suivantes comme produit de cycles disjoints et détermi-
ner leurs signatures, leurs ordres et leurs inverses :

Exercice 2
Ecrire les produits de cycles suivants sous la forme :
1/ d’une permutation
2/ d’un produit de cycles disjoints
[10,1,2,3,41,10,4,5]1,101,3,5]1
0,1,2,31,11,2,3,41,12,3,4,0]1
0,11,I11,21,12,31,103,41,14,0]1
1,51[04,51,15,611

— — — —

[
[
(

Exercice 3
Calculer p'%% pour les permutations p suivantes :
(2,5,7,8,3,4,1,0,6]
[2,5,0,3,1,4]

Exercice 4
Déterminer le groupe engendré par les permutations suivantes :
[2,1,0,3]et[3,1,2,0]

33.4 Corrections des exercices

Exercice 1
On tape :
p:=[1,2,0]
On tape :
permu2cycles (p)
On obtient :
[[0,1,2]]
On tape :
signature (p)
On obtient :
1
On tape :
permuorder (p)
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On obtient :

3

On tape :
perminv (p)
On obtient :
[2,0,1]

Exercice 2
On tape :
cl:=[([0,1,2,3,4],1[0,4,5],1[1,3,5]1
On tape :
cycles2permu(cl)
On obtient :
[(0,4,3,1,5,2]

Exercice 3
On tape :
permu2cycles([2,5,7,8,3,4,1,0,6])
On obtient :
[[0,2,71,11,5,4,3,8,61]
On tape :
p:=[(2,5,7,8,3,4,1,0,6]
p est décomposable en un cycle d”’orde 3 et un cycle d’ordre 6, p est donc d’ordre
6 puisque ppcm(3,6) = 6 (lcm (3, 6) =6).
Donc pb =id. Ona irem (1000, 6) =4 donc :
pl000 — 1
On tape :
p2:=plop2(p,p)
pré:=plop2(p2,p2)
On obtient :
[2,8,7,5,1,6,3,0,4]
Donc p!%%° = p* = [2,8,7,5,1,6,3,0,4]
On vérifie que p® = id :
p6:=plop2 (p2,p4)
On obtient bien :
[(0,1,2,3,4,5,6,7,8]

On procede de la méme fagcon pour I’ autre permutation, on tape :
p:=02,5,0,3,1,4]
On tape :
permu2cycles (p)
On obtient :
[(10,21,101,5,41]
p est décomposable en un cycle d”’orde 2 et un cycle d’ordre 3, p est donc d’ordre
6 puisque 1cm (2, 3) =6.
Don(:p6 =4d.Onairem (1000, 6)=4 donc :
pl000 — 4

On tape :
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p2:=plopz (p,p)
rd:=plop2 (p2,p2)

On obtient :

[0,5,2,3,1,4]

Donc p'%% = p* = [0,5,2,3,1, 4]
On vérifie que pb = id :
p6:=plop2 (p2, p4)

On obtient bien :
[0,1,2,3,4,5]

Exercice 4
On tape :
groupermu([2,1,0,31,13,1,2,0])
On obtient :
(i2,1,90,31,13,1,2,01,10,1,2,31,12,1,3,01,13,1,0,21,10,1,3,21]
qui sont :
a,b,aoa,boa,aob,aoboaaveca:=[2,1,0,3]etb:=[3,1,2,0]
On peut vérifier par exemple que :
aoa=plop2(a,a) =bob=plop2(b,b) =1[0,1,2,3] = id et que
aoboa=plop2(a,plop2(b,a)) =boaob=rplop2(b,plop2(a,b)) =[0,1,3,2]



Chapitre 34

Exercices de probabilités

34.1 Loi géométrique

34.1.1 Exercice

Une urne contient 5 boules blanches et 5 boules rouges. On les tire une a une
avec remise jusqu’a ce que I’on obtienne une boule blanche. Soit X la variable
aléatoire "rang de la premiere boule blanche". Déterminer la loi de X, son espé-
rance et sa variance.

X suit une loi géométrique de parametre p = %
Ona:
Proba(X =n)=(1-—p)" 1xp=
On a bien :

U = b T ke = he2 =1
La fonction de répartition de X est :
F(n) = Proba(X <n)=>,_, 2% =1— 5
Onsaitque: E(X)=1/p=2
o2(X)=1/p=2

On vérifie avec Xcas :
sum(k/27k,k=0..inf) renvoie 2
E(X?)=1/p=2

On vérifie avec Xcas :

sum (k*2/27k, k=0..inf) renvoie 6
donc 0?(X) = BE(X?) - BE(X)? =2

34.1.2 Exercice variante non géométrique

Une urne contient 5 boules blanches et 5 boules rouges. On les tire une a une
sans remise jusqu’a ce que I’urne soit vide.
Soit X la variable aléatoire "rang de la premiere boule blanche". Déterminer la loi
de X, son espérance et sa variance.

La loi de Bernouilli que 1’on repéte n’est pas la méme car on ne remet pas les
boules dans I'urne : ce n’est donc pas une loi géométrique. Trouver la loi de X
c’est trouver : Proba(X = n) puis sa fonction de repartition F'.

509
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X ne peut prendre que les valeurs 1,2,3,4,5,6.
On a (on fait les calculs avec Xcas) :
Proba(X = 1)=5/10=1/2 (car on a 10 boules dont 5 blanches)
Proba(X = 2)=1/2%5/9=5/18=comb(5,1)/comb(10,1)*5/9 (car au 2ieme tirage il
reste 9 boules dont 5 blanches)
Proba(X = 3)=1/2%4/9*5/8=5/36=comb(5,2)/comb(10,2)*5/8 (car au 3ieme ti-
rage il reste 8 boules dont 5 blanches)
Proba(X = 4)=1/2%4/9*3/8*5/7=5/84=comb(5,3)/comb(10,3)*5/7
Proba(X = 5)=1/2*%4/9%3/8%2/7*5/6=5/252=comb(5,4)/comb(10,4)*5/6
Proba(X = 6)=1/2*4/9%3/8%2/7*1/6*5/5=1/252=comb(5,5)/comb(10,5)*5/5
On ala formule : Proba(X = n) = comb(5,n—1)/comb(10,n—1)*5/(11 —n)
Donc :

1/2

F(1)=

F(2)=1/2+5/18=7/9

F(3)=7/9+5/36 =11/12

F(4)=11/12+5/84=41/42

F(5)=41/42+5/252=251/252

F(6)=251/252+1/252=1

On vérifie avec Xcas par exemple :

sum (comb (5,n-1) /comb (10, n-1) *5/(11-n),n=1..2) renvoie 7/9
sum (comb (5,n-1) /comb (10, n-1) *5/(11-n),n=1..2) renvoie 41/42
E(X)=1/2+5/9+5/12+4/21+25/252+6/252=25/14
E(XQ):1/2+10/9+15/12+16/21+125/252+36/252:179/42

o? (X)=179/42-25%25/14/14=631/588

34.2 Laloi binomiale

34.2.1 Définition

La loi binomiale est une loi de probabilité d’une série d’épreuves répétées vé-
rifiant :
— Chaque épreuve donne lieu a 2 éventualités exclusives succes ou échec de
probabilités pet g =1 — p,
— Les épreuves répétées sont indépendantes les unes des autres,
— La variable aléatoire X égale au nombre de succes dans une suite de n
épreuves. On a Prob(X = k)=Ckpkqn—F
Notation on note cette loi : B (n, p).

34.2.2 Exercice

Deux joueurs A et B jouent a pile ou face.
Chaque joueur lance une piece n fois.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de faces obtenu par le joueur A et Y’
la variable aléatoire égale au nombre de face obtenue par le joueur B.

— Déterminer les loisde X, Y etde Z = X + Y.

— Calculer de 2 fagons Prob(Z = n) et en déduire la valeur de :

S = Yy ChCHT = I (Ch)2
— Application pour n = 10.
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Solution

— X et Y suivent une loi binomiale de probabilité : B(n,1/2) (p = 1/2 et
g =1/2). Z = X +Y revient a une série de 2n épreuves de probabilité
p = 1/2 donc Z suit une loi binomiale de probabilité B(2n, 1/2).

— On adonc Prob(Z = m)=C%"(1/2)?", donc lorsque m = nona:
Prob(Z = n)=C% (1/2)*"
Si Z = mc’estque (X,Y) = (0,m) ou (X,Y) = (I,m —1) ou
~(X,Y) = (m,0)
On a donc aussi :
Prob(Z = m)=(1/2)**(CIC™ + CICm=t + .. + C™'CY
Donc lorsque m = nona:
Prob(Z = m)=(1/2)*"(CYCH + CLCr=1 + ..+ CrCY ie.
Prob(Z = m)=(1/2)*" 3"_, C7,Cr™” On en déduit que :

- 2n!
2 : Jjm—3 _ mo .
CnCn - C2n 12
— n!
]_

— On tape pour avoir Prob(Z = 10) :
comb (20,10) /2720)
On obtient :
46189/262144~0.176197052002
On tape :
2n!/n!”2, sum(comb (n, j) *xcomb (n,n-7j), j=0..n)
On obtient :
184756,184756

34.3 La loi négbinomiale

34.3.1 Définition

La loi binomiale négative est une distribution de probabilité discrete. Elle dé-
pend de 2 parametres : un entier n (le nombre de succes attendus) et un réel p de
10, 1] (la probabilité d’un succés).
On la note N'egBin(n,p).
Elle permet de décrire la situation suivante : on fait une suite de tirages indépen-
dants (avec pour chaque tirage, la probabilité p d’avoir un succes) jusqu’a obtenir
N sSucces.
La variable aléatoire représentant le nombre d’échecs qu’il a fallut avant d’avoir n
succes, suit alors une loi binomiale négative.
Sion définit comb (n, k) pourn < Opar comb (n, k) =nx (n-1) x. . (n-k-1) /k!,
alors Si X € NegBin(n,p) (n € Netp €]0;1]) alors Proba(X = k) = p® * (p — 1)¥ % comb(—n, k)
ce qui justifie le nom de loi binomiale négative et qui facilite le calcul de 1’espé-
rance (égale a n(1 — p)/p) et de la variance (égale a n(1 — p)/p?).

34.3.2 Exercice

Dans un pays imaginaire on impose aux familles d’avoir des enfants jusqua la
naissance d’un garcon et de ne plus avoir d’enfants apres la naissance de ce gargon.
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Est-ce que cette loi favorise la naissance des filles ? On répondra a cette question
en supposant que dans ce pays :
— la probabilité d’avoir un garcon est égale a 0.5 et qu’une famille peut avoir
un nombre infini d’enfants.
— la probabilité d’avoir un garcon est égale a 0.5 et qu’une famille ne peut
pas avoir plus de 10 enfants.
— la probabilité d’avoir un garcon est égale a p (par exemple p = 105/205 =
21/41) et qu’une famille ne peut pas avoir plus de n enfants (par exemple
n = 10).
Une solution
— Soit X la variable aléatoire égale au nombre de filles d’une famille. X suit
une loi négbinomiale NegBin(1,0.5) Donc E(X) = (1 —0.5)/0.5 = 1.
Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de garcons d’une famille. Y
est constant eton a Y = 1 donc E(Y) = 1 Donc cette loi ne favorise pas
la naissance des filles ni celle des garcons.
— Soit X la variable aléatoire égale au nombre de filles d’une famille. Notons
=1/2.
Onap=1-—pdonc:
Proba(X =0)=p
Proba(X =1) = p?

Proba(X = k) = p**! pour k = 0..9

Proba(X = 10) = p!0

Donc :

E(X) =0 o kpFt! 410 % p'0

On peut faire en exercice le calcul de Y7, (ka*~! en dérivant 3"}_, a* =
(a'n+1)=1)/(a—1).

On obtient :

>hoi(ka* = (nxa™ — (n+1)xa" +1)/(a— 1)°

Calculons avec Xcas ZZ:O Ep*tt + 10 % p'°, on tape :

p:=1/2

sum (kxp” (k+1) ,k=0..9)+10xp"10

On obtient :

1023/1024

On a bien :

P2 p o (k= p2(9p!0 — 10p° + 1) /p? + 10 % p*0 = 19 % p'® — 10 %
P’ +1=p"0%(19-20)+1=1-p'9 =1023/1024 Avec evalf on
obtient :

0.990234375

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de garcons d’une famille.
Ona:

Proba(Y = 0) = p'°
Proba(Y =1)=1-—
Donc :
E(Y)=1-p' Ontape :
1-p~10

On obtient :

1023/1024

p10
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Avec evalf on obtient :

0.990234375

Donc cette loi ne favorise pas la naissance des filles ni celle des garcons.
— Soit X la variable aléatoire égale au nombre de filles d’une famille. Notons

p la probabilité d’avoir un gargon.

Ona:

E(X) =33 Zg(kp(1 = p)F) +n(1 —p)"

Calculons Y 7—3 (kp(1 — p)*¥) +n(1 — p)", on tape :

EX:=simplify (sum(k*xp* (1l-p)"k,k=0..n-1)+1ln*(1-p) " n)
On obtient :

(p* (1-p) “n-p- (1-p) "n+l) /p

Donc :

E(X) = 22(1— (1-p)*n)

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de gar¢ons d’une famille.

Ona:

Proba(Y =0) = (1 —p)"
Proba(Y =1)=1—(1—p)"
Donc :

EY)=1-(1-p)"

Onadonc: E(X+Y)=E(X)+E(Y)= %

Donc :

EX)/E(X+Y)=1—petE(Y)/E(X+Y)=0p

Donc cette loi ne change pas rien quant aux nombres de naissances de filles
et de garcons.

Application numérique

On tape :

p:=21/41

(1-p) » (1-(1-p) ~10) /p
On obtient £(X) :

12773732676335620/13422659310152401
Avec evalf onobtient £(X) :
0.951654391367

1-(1-p) ~10

On obtient E(Y') :
13412419310152401/13422659310152401
Avec evalf on obtient E(Y) :
0.999237110936

On tape (calcul de E(X) + E(Y)):
12773732676335620/13422659310152401+13412419310152401/13422659310152401
On obtient :
638686633816781/327381934393961

On tape (calcul de E(X)/(E(X)+ E(Y))):
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12773732676335620/13422659310152401/ (638686633816781/32738193439
On obtient :

20/41

On retrouve la probabilité 1—p. On tape (calcul de E(Y)/(E(X)+E(Y))):
13412419310152401/13422659310152401/ (638686633816781/32738193439
On obtient :

21/41

On retrouve la probabilité p.

Donc cette loi ne change pas rien quant aux nombres de naissances de filles

et de gargons.

34.4 Laloi uniforme

34.4.1 Définition
34.4.2 Exercicel

On considere un point aléatoire M uniformément réparti sur le disque de centre
O et de rayon R c’est a dire que la probabilité pour que M appartienne a un do-
maine GG du disque est proportionnelle a I’aire de G.

On a donc Proba(z € G) =(aire de G) /(7 * R?).
Etude de la variable aléatoire X = OM

X varie de 0 a R et la fonction de répartition de X est donc :

F(z)=0siz <0
F(m):WRi:RZ—siO<a:§R
F(z)=1siz >R

La densité de probabilité est donc :
f(z )—051x<00um>R
flx) = R si0<xz <R
L’éspérance de X est:
fOR ef(z)de = [ 22 de = 2 On calcule E(X?): B(X?) = [ 2 f(a)dz =
I % R 235 202 gy = £ La variance de X est :
02(X) = E(X2) —E(X)= A _

34.4.3 Exercice2

Soit la variable aléatoire a 2 dimensions (X, Y") uniformément distribué sur le
quart de disque D de centre O, de rayon R situé dans le quart de plan z > 0 et
y > 0.

On demande la fonction de répartition de (X, Y).
La probabilité pour que M = (z,y) appartienne a un domaine G du quart de
disque D est proportionnelle a 1’aire de G.

Pour calculer la fonction de répartition, on va calculer : I’aire A du quart de
disque : A = T et
Iaire AS, du secteur : S, = {(z,y) € D : a < x < R} qui est aussi I’aire du
secteur {(z,y) € D :a <y < R}.
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Soit o I’angle OxM ou M est le point du quart de cercle d’abscisse . On a :

a = acos (f) airede S, = AS, = O‘TRQ — x\/R —az? ) x etY varientde 0 a R
et la fonction de répartition de X, Y est donc :
F(z,y) =0siz <0ouy <0

F(z,y)=1siz>Rety> R

F(x ,y) 22 JAsia? +y? < R?

Fl(x ,y):(’TRQ AS,)/Asiz?+y? > R?etz < Rety > R
F(:L',y):(7TR2 AS,)/Asia® 4+ y? >R26t:r>Rety<R
F(a;,y):(jig% AS, — AS,)/Asiz? +y? > R?etx < Rety < R

F(x,y,R) :={

local a,b,AS,BS,A;

si type(x) !=DOM_FLOAT ou type(y) !=DOM_FLOAT alors
retourne ’'F’ (x,y,R);

fsij;

si x<=0 ou y<=0 alors retourne 0; fsi;

si x>=R et y>=R alors retourne 1; fsi;

A:=pix*R"2/4;

si (x"2+y”"2<=R"2) alors retourne xxy/A; fsi;

si x"2+y"2>R"2 et x<R et y>R alors
a:=acos (x/R) ;
AS:=a*R"2/2-x*sqrt (R"2-x"2) /2;
retourne (pi*R"2/4-AS)/A;

fsij;

si x"2+y"2>R"2 et y<R et x>R alors
a:=acos (y/R);
AS:=a*R"2/2-yxsqrt (R"2-y"2)/2;
retourne (pi*R"2/4-AS)/A;

fsij;

si x"2+y"2>R"2 et x<R et y<R alors
a:=acos (x/R); b:=acos(y/R);
AS:=a*R"2/2-xxsqrt (R"2-x"2)/2;
BS:=b*R"2/2-y*sqrt (R"2-y"2)/2;
retourne (pi*R"2/4-AS-BS)/A;

fsij;

beg

On tape :

plotfunc(F(x,y,1), [x=-1..2,y=-1..21);

affichage (plotparam([x, sqrt (1-x*2),0],x=0..1), 4+epaisseur_ligne_2)
On obtient :
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mouse plan -0.251x+-0.958y+0.1382=0.922

1.5




Chapitre 35

Exercices de physique atomique

35.1 Structure de la matiere

35.1.1 L’énoncé 1

En supposant qu’un observateur puisse compter 100000 molécules par seconde,
quel délai lui est-il nécessaire pour dénombrer les molécules contenues dans 1mg
d’hydrogene ?

35.1.2 La correction de 1

plotfunc(F(x,y,1),[x=-1..2,y=-1..2]) Rappels La loi d’ Avogadro dit que un vo-
lume donné de gaz contient toujours le méme nombre de molécules, pour une tem-
pérature donnée et une pression donnée.
Le volume unité qui est de 22.414 litres contient N = (6.0221367¢ + 23)1023
molécules (N est le nombre d’ Avogadro). La molécules gramme d’hydrogene mo-
lécule symbolique correspondant a N molécules réelles, pese 2.016 g (masse mo-
Iéculaire de 1’hydrogene).
Laconstante  NA =6.0221367e+23_(1/mol) 'unitéest _(1/mol) carc’est
le nombre de particules par mole.

Donc dans 2016 mg d’hydrogéne il y a N = 6.0248 * 10?3 molécules.
Dans 1 mgily an auran = 6.0248+10%

2016

Il faut 1 s pour compter 10° molécules, donc pour compter n molécules, il faut :
t=n/10° s.

Calcul de ¢ :

On tape pour avoir n :

n:=mksa (_NA_/2.016 _ (g/mol)*1_mg)
On obtient :

2.98717098214e+20

On tape pour avoir ¢ :

mksa (n/1075%1_s)

On obtient :

2.98717098214e+15 _s

On tape pour avoir ¢ en années :

convert (2.98717098214e+15 _s,_yr)
On obtient :

517
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94659758.1949 _yr

35.1.3 L’énoncé 2

Quel est le nombre de molécules contenues dans 1 cm?® d’oxygéne dans les
conditions normales de température et de pression ?
Quelle est la distance qui sépare ces molécules entre elles ?

35.1.4 La correction de 2

Dans les conditions normales de température et de pression, /N molécules oc-
cupent un volume de 22.414 litres, soit 22.414 * 10*> cm?3. Dans un cm? il y aura
donc :

n = srrie = 2.68677464977¢ + 19 molécules.

On tape pour avoir n :

n:=mksa (_NA_/_Vm_*1_cm”3)

On obtient :

2.68676266279%9e+19

Si on suppose que les molécules sont situées sur les sommets de cubes de dimenson
d cm, le long d’1 cm il y aura alors 1/d 4 1 molécules, donc il y aura (1/d + 1)3
molécules dans un cube de dimenson 1 cm.

Donconan = (1/d+ 1)3, soit :

d=1/(n'3 —1) = 3.33879481972¢ — 07 cm

On tape pour avoir d :

1 _cm/ (n™(1/3)-1))

On obtient :

3.33879978505e-07 _(cm)

35.1.5 L’énoncé3

Exprimer en eV I’énergie cinétique d’un neutron dont la vitesse est 20000 km/s

35.1.6 La correction de 3

L’énergie cinétique d’un neutron de masse m et de vitesse v est :
E = %mv?
On a v = 20000 km/s=2 * 10% cm/s
Un électron pese 9.1 « 10727 g, et un neutron a une masse égale 2 1840 fois celle

de I’électron, donc m = 1840 x 9.1 x 10727 g,

Donc :

E =1840 % 9.1 % 10727 % 4 + 10'® /2 = 3.3488¢ — 05 ergs
On tape :

convert (3.3488x10"-05_erg,_MeV)

On obtient :

2.1 MeV
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35.2 Laradioactivité et le temps

35.2.1 L’énoncé 4

Le radium Ra 226 est un émetteur alpha de période 1617 ans.
a) Quelle est sa constante radioactive ?
b) On en prend 1 gramme, combien en subsistera-t-il au bout d’un an, dix ans ?

35.2.2 La correction de 4

La période T' d’un corps radioactif est li€e par sa constante radioactive A par :
T = 0.693/\ Le radium Ra 226 est un émetteur alpha de période 1617 ans.
On tape pour convertir les années en secondes :
convert (1617_yr,_s)
On obtient :
51027549301.1_s
Donc :
A =0.693/1617_yr = 0.000428571428571_(1/yr) = 0.693/(51027549301.1_s) =
1.35808991318¢ — 11_(1/s)
A T’instant initial, on a /N atomes.
Pendant I’intervalle de temps At, il disparait :
AN = AN At atomes.
donc il reste :
N — AN = N(1 — M\At) atomes.
ou encore si P est le poids en grammes de N atomes et si AP est la variation de
poids pendant I’intervalle de temps At :
P — AP = P(1 — AAt) Une mole de Ra 226 pese 226 grammes.
Donc dans 1gde Ra 226 il y a N=mksa(1/226*_NA_*1 _mol)=2.66466225664e+21
atomes.
Soit en poids, il restera au bout d’un an :
1 g*(1-0.693/1617_yr+l_yr)=0.999571428571_g
il restera au bout de 10 ans :
1_g*(1-0.693/1617_yr+10_yr)=0.995714285714_g

35.2.3 L’énoncé 5

Une particule alpha émise par 2'9P, a une énergie de 5.3 _MeV et elle pro-
voque I’ionisation du gaz qu’elle traverse et on collecte tous les électrons libérés
sur un fil chargé positivement.

Quelle est la valeur de la charge électrique recueillie sur ce fil en sachant que
I’énergie nécessaire pour créer une paire d’ions est de 30 _eV ?

35.2.4 La correction de 5

Puisqu’il faut 30 _eV pour créer une paire d’ions, une particule alpha émise
par 219 Py dénergie de 5.3 _MeV va créer :
mksa (5.3 _MeV/30 _eV)=176666.666667 paire d’ions.
La charge élémentaire d’un électron est de 1.6 * 10~'? Coulomb, donc, la valeur
de la charge électrique recueillie sur ce fil est :
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176666.666667x1.6+x10"-19_°C
On obtient :
2.82666666667e-14_C

35.2.5 D’énoncé 6
Calculer I’activité de 1g de T'h 232 sachant que A = 1.58 x 108 s~1

35.2.6 La correction de 6

Une mole de T'h 232 pése 232 grammes.
Dans un gramme de 7'h 232 il y a 1/232 moles, donc le nombre de noyaux est :
_NA_x1/232_mol
soit:2.59574857759%9e+21

L activité est le nombre de désintégration par seconde :

AN
—— = NXavec A= 15810718 1
At

Donc I’activité de 1g de T'h 232 est de :

mksa (_NA_/232%1 molx1.58%x10"-18 s7-1)=4101.28275259 _s~-1
On tape :

convert (4101.28275259_s7-1,1_Ci)

On obtient :

1.108454798e-07_C1i

35.2.7 L’énoncé7

Quelle est I’énergie qui serait libérée par la fission complete de 1 kg de U 235 ?

35.2.8 La correction de 7

La réaction de fission d’un noyau d’U 235 s’écrit :
BOH +in—>315r + 19X e + 2{n
et libére 200_MeV.
Une mole ou encore _NA_ x1_mo1l atomes de U 235 pese 235_g = 235x1073_kg.
Dans un kilogramme de U 235 ily adonc _NA_x1_mol/235%10"3 atomes.
La fission d’un kilogramme de U 235 libere donc :
_NA %1 mol/235%x1073%x200_MeV
On obtient :
5.1252227234e+26_ ( (mol+MeV) /mol) soit5.1252227234e+26_MeV.

35.2.9 L’énoncé 8

La réaction :
H+3H— > {n+3He
est une réaction de fussion.
On donne :
masse de 2H = 2.014741_u
masse de 5 He = 3.016977_u
masse de (l)n = 1.008987_u
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Au cours de cette réaction, une partie de la masse disparait.
Calculez cette perte de masse ainsi que 1’énergie en MeV liberée par la réaction.

35.2.10 La correction de 8

On a la réaction :
H+2H— > ln+3He
Calculons la masse de I’état initial, on tape :
2%x2.014741_u
Calculons la masse de I’état final, on tape :
1.008987_u+3.016977_u
Il disparait donc :
2%2.014741_u—-(1.008987_u+3.016977_u)
On obtient donc une perte de masse de :
0.003518_u
On tape :
mksa( 0.003518_u)
On obtient donc une perte de masse de :
5.8417804236e-30_kg
L’énergie liberée par cette réaction est donc (E = mc?) :
5.8417804236e-30_kg*_c_"2
On obtient :
5.25033040875e-13_ (kg* (m/s) "2)
Pour convertir en _Mev, on tape :
convert (5.25033040875e-13_(kg=* (m/s) *2),_MeV)
On obtient I’énergie en MeV liberée par la réaction :
3.27699706546_MeV.
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