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Giac/Xcas est un logiciel libre de calcul formel dont une caractéristique est
de nécessiter peu de ressources sans sacrifier les performances (en particulier sur
les calculs polynomiaux). Ce document décrit une partie des algorithmes de cal-
cul formel et numérique qui y sont impleémentés, 1’objectif a long terme est de
couvrir I’essentiel des algorithmes implémentés. Ce n’est pas le manuel d’utilisa-
tion de Xcas, ni un manuel de programmation ou d’exercices illustrés avec Xcas
(voir le menu Aide, Manuels : Référence calcul formel, Programmation, Exerci-
ces, Amusements...). Ce texte regroupe donc des résultats mathématiques qui ont
été ou sont utilisés dans Giac (ou sont susceptibles de I’étre), ils sont en général
accompagnés de preuves et souvent d’illustrations avec Xcas.

Pour plus d’informations sur Giac/Xcas, cf. :
www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/giac_fr.html

N.B. : La version HTML de ce document comporte des champs de saisie inter-
actifs, ceux-ci apparaissent comme des commandes “mortes” dans la version PDF
(elles sont exécutées une fois pour toutes par la version non interactive de giac).
La version HTML est optimisée pour le navigateur Firefox. Elle est générée avec
hevea.inria.fr de Luc Maranget, ou le fork de Yannick Chevallier pour le
support mathjax, ainsi qu’une version modifiée de itex2MML de Jacques Distler
pour la conversion en MathML. Si vous avez une machine trés puissante, vous pou-
vez exécuter toutes les commandes interactives en cliquant sur le bouton Exécuter.
En-dessous de ce bouton se trouve la console de I’interpréteur du logiciel de calcul
formel.
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Chapitre 1

Plan et index

L’index commence page suivante dans la version PDF.

Quelques conseils de lecture :

— Des aspects calcul numérique sont abordés dans les sections 3 (représenta-
tion des données), 20 (intégration numérique), 21 (point fixe, Newton), 22
(Gauss, LU, conditionnement, Schur...), 23 et 24 (interpolation, approxima-
tion polynomiale), 25 (transformée de Fourier discrete),

— Des aspects calcul exact sont abordés dans les sections 3 (représentation
des données), 5 (PGCD), 6 (résultant), 7 (racines), 9 (bases de Grobner), 16
(corps finis), 17 et 18 (factorisation des entiers et polyndmes), 19 (calcul de
primitives), 22 (algebre linéaire), 27 (moyenne arithmético-géométrique),

— le lecteur physicien trouvera peut-étre un intérét aux chapitres tirés de mon
cours de licence L2 courbes et équations différentielles pour la physique,
sections 10, 11, 12, 13, 2?2, 15, ainsi que le calcul de la répartition du rayon-
nement solaire sur Terre 26

11
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équation caractéristique, 183 Cholesky, 318
équation linéaire, 182 clothoide, 165

code correcteur, 215
code de Hamming, 218
code linéaire, 215

accélération normale, 161
accélération tangentielle, 161

action, %06 code polynomial, 215, 216
affine, récurrence, 287 conditionnement, 319
Akritas, 110

congruentiel, générateur, 75
conique, 151, 168
constante de Lebesgue, 362
contenu, 81

continue, fraction, 63
contractante, 289
asymptote, 141 convexe, 143, 144, 204
asymptotique, direction, 141 corps fini, 211

atan, 377 correction d’erreur, 216
autonome, 196, 197

cos, 375
courbe implicite, 168
courbure, 162
courbure, rayon, 161

aléatoire, 75

algébrique, extension, 40, 133, 244, 246
arrondi, 27

assume, 38

astroide, 164

Bézier, courbes de, 366
Bézout généralisé, 244
Bézout, identité de, 59

Bézout, théoréme, 104 cr?ble, 223 '

Bareiss. 305 crible quadratique, 226
base 25’ curviligne, intégrale, 171
base de Grébner, 123 cyclique, €lément, 212
BCD. 28 cycloide, 160, 210

Berlekamp, 235

Bernstein, polyndmes de, 366 d§n0f@aliSé, 28
Bessel, 382 déterminant, 306

birégulier, 143 déterministe, 45

bit, 29 développée, 163

développement asymptotique, 383
déterminant, modulaire, 306
Danilevsky, 323

branche, infinie, 141
branche, parabolique, 141

Cantor-Zassenhaus, 234 ddf (distinct degree factorization), 232
caractéristique, équation, 183 Descartes, 110

caractéristique, polyndme, 322 DFT, 391

caustique, 165 différences divisées, 360

centrale, force, 192 différentielle, 169

certificat de primalité, 225 différentielle, forme, 171

chinois, 60 discriminant, 102

12
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distance d’un code, 217

distance de Hamming, 217
divisées, différences, 360
diviseur élémentaire, 313
division euclidienne, 25

double, 29

Dunford, 332

Durand-Kerner, Weierstrass, 299

Ei, 383

ellipse, 152, 404

elliptique, intégrale, 412
enveloppe, 163

erf, 381

erreur, 30, 31, 314

erreur absolue, 31

erreur relative, 31

erreur, correction, 216
erreur, fonction, 381

Euler, constante, 385

Euler, méthode d’, 200
Euler, Mac Laurin, 279
Euler, spirale, 165
Euler-Lagrange, 206
evaluation, 35

exacte, forme différentielle, 172
excentricité, 402

exp, 373

exponentielle, 373
exponentielle intégrale, 383
exposant, 29

extension algébrique, 246
extension algébrique, 40, 133, 244

facteurs invariants, 313
factorisation, 223, 298
factorisation absolue, 246
factorisation algébrique, 244
factorisation de Cholesky, 318
factorisation de Schur, 348
factorisation LU, 315
Faddeev, 326

fermée, forme différentielle, 173
FFT, 393

fixe, point, 288

flottant, 29

forcage, 195

force centrale, 192

forme différentielle, 171

formelles, séries, 388

Fourier, nombre premier de, 394
Fourier, transformée discrete, 391
fraction continue, 63

Frenet, 162

Fresnel, spirale, 165

générateur congruentiel, 75
GauB, 303

Gauss-Seidel, 340
gaussienne, quadrature, 281
GF, 211

Givens, 323

Grdbner, base de, 123
gradient, 170

gradient a pas constant, 343
gradient conjugué, 344
gravité, centre, 175
Green-Riemann, 174

Horner, 60, 73

Horner, différences divisées, 361
Hadamard, borne, 306
halfged, 81

hamiltonien, 208

Hamming, code, 218
Hamming, distance, 217
Hensel, 97, 236

Hermite (forme de), 311
Hermite, interpolation de, 366
Hermite, réduction de, 260
Hessenberg, 322

heuristique, PGCD, 85, 91
Householder, 323, 337
hyperbole, 158

hypothese, 38

idéal, 124

implicite, courbe, 168
inertie, moment, 175
inflexion, 144

insolation, 399

intégrale curviligne, 171
intégrale premiere, 190
intégration, 251
integration, 269
interpolation, 357, 358
intersection de courbes, 104
intervalle, arithmétique, 35
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irréductible, 212
isolation de racines, 110
itérations inverses, 348

Jacobi, 340
Jordan, 328
Jordan rationnel, 331

Képler, 404
knapsack, 241
Krylov, 321

Lagrange, 357

lagrange, 358

lagrangien, 205

Landau, 90

Laplace (déterminant), 307
Las Vegas, 45

Lebesgue, constante de, 362
Legendre, 368

Leverrier, 326
lexicographique, 123
linéaire, équation, 182
linéaire, code, 215

linéaire, récurrence, 287
linéaire, systeme différentiel, 186, 196
Liouville, 257

LLL, 313

In, 377

logarithme, 377, 413

LU, 315

Mac Laurin, Euler, 279
mantisse, 27, 29

Mignotte, 90

Miller, 60, 223

minimal, polyndme, 321
modele proie-prédateur, 193
modulaire symétrique, 44
modulaire, déterminant, 306
modulaire, méthode, 43
modulaire, PGCD, 88, 92
Monte-Carlo, 45, 284
moyenne arithmético-géométrique, 409
multiplicité, 229

Newton, 293, 295, 296
Newton, base de, 288
Newton, identités, 325

Newton, méthode de, 44
Newton-Cotes, 277
nombre de condition, 319
normale, loi, 79
normalisé, 27

noyau, 310

orbite de la Terre, 402

ordre, 272

ordre de mondmes, 123
orthogonaux, polynémes, 367
osculateur, cercle, 162

p-adique (systeéme linéaire), 308
p-adique, méthode, 44
Péano, noyau de, 274

Padé, 379

parabole, 154

paramétrique, courbe, 139
parfait, code correcteur, 217
parité (bit de), 215

pas constant, gradient, 343
PGCD (polyndmes), 81

pi, calcul de, 417

pivot, 303

pivot partiel, 314
Pocklington, 224

point régulier, 167

point fixe, 289

point milieu, 270

point singulier, 167

point singulier ordinaire, 168
point singulier régulier, 168
polaire, courbe, 147

Pollard, 225

polyndéme symétrique, 246
polyndmes orthogonaux, 367
polynomial, code, 216
potentiel, 173, 174
premiere, intégrale, 190
premier de Fourier, 394
primalité, 224

primalité, certificat, 225
primitif, 211

primitive, partie, 81
probabiliste, 45
proie-prédateur, modele, 193
pseudo-division, 59
puissance, 346
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puissance rapide, 64

QR, 337, 349

quadratique, crible, 226
quadrature, 269
quadrature gaussienne, 281

récurrence, 287

régulier, point, 142, 167

réduction, 123

Rabin, 60, 223

racine, 298

racine carrée entiere, 60

racine carrée modulaire, 227
racine rationnelle, 44

rapide, puissance, 64

rapide, transformée de Fourier, 393
rationnelle, représentation univariée, 131
rebroussement, 145

rectangle, 270

Reed-Solomon (codes), 220

regle des signes, 110

relaxation, 291

représentation rationnelle univariée, 131
restes chinois, 60

resultant, 101

revlex, 123

Richardson-Romberg, 278

Risch, 251

Romberg, 278

Rothstein, 266

Runge, phénomene de, 364
Runge-Kutta, 202

rur, 131

s-polynome, 124
séparables, variables, 182
série alternée, 377

série entiere, 375

séries formelles, 388
saisons, 401

saisons, durée, 406
Schur (factorisation), 348
Si, 386

Simpson, 274

sin, 375

singuliere, valeur, 320
singulier, point, 142, 167
sinus intégral, 386
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Smith (forme de), 311
Souriau, 326
sous-résultant, 82
splines, 371
squarefree, 229
Stokes, 174

Strassen, 336
Strzebonski, 110
Sturm, suites de, 109
suite, 287

Sylvester, 101
symétrique, polyndme, 246

Taylor, 373

Taylor, développement, 373
Tchebyshev, 363

temps, équation du, 406
transformée de Fourier discrete, 391
transformée de Fourier rapide, 393
trapeze, 270

valeur singuliere, 320
variables séparables, 182
Vincent, 110

Winograd, 336

Yun, 229
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Chapitre 2

Trousse de survie Xcas

Cette section peut étre vue comme un tutoriel tres abrégé pour rapidement pren-
dre en main Xcas par des exemples au niveau fin de licence master de mathéma-
tique et préparation aux concours de recrutement d’enseignants. Le lecteur pourra
consulter le tutoriel calcul formel (menu Xcas, Aide, Débuter en calcul formel,
tutoriel) pour plus de détails ou/et a un niveau mathématique moins élevé.

2.1 Utilisation comme super-calculatrice

— On saisit une ligne de commande, on tape sur la touche Entree pour 1’évaluer.
On peut saisir plusieurs commandes sur une méme ligne en les séparant par
; (affiche le résultat) ou :; (n’affiche pas le résultat). La syntaxe respecte
les priorités usuelles des opérateurs, attention il faut toujours saisir le signe x
pour effectuer une multiplication (sauf raccourcis dans 1écriture de monémes
comme 2x). Mettez des parenthéses en cas de doute.
2x°3; x/2/y; x/(2xy);

T x
2x3, —, —
2y 2y
— Si on entre des données exactes, les calculs sont exacts
1/2-1/3
1
6

on peut alors convertir en approché avec evalf
evalf (sin (1))

0.841470984808

Si on entre au moins une donnée approchée (nombre avec point décimal),
les calculs sont approchés
1/2.0-1/3

0.166666666667

Les nombres flottants peuvent étre saisis avec lécriture standard mantisse/-
exposant séparés par e
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CHAPITRE 2. TROUSSE DE SURVIE XCAS
Avogadro:=6.02e23; eps:=1le-10;

6.02 x 10%3,1.0 x 10710

On peut stocker des résultats dans des variables pour les réutiliser ensuite
a:=pi~2/6; evalf(a);

2
5 1.64493406685

On peut effacer le contenu d’une variable avec purge, elle redevient alors
libre (elle s’évalue en elle-méme)
purge(a); a;

2
6

Les noms de variable peuvent contenir plusieurs lettres
Xy/yi x*xy/Vi

Xy
Lz

Les noms de commande et mots-clefs du logiciel sont en général affichés
avec une couleur spécifique. Les menus permettent de trouver les comman-
des par theme (menus Outils dans Xcas pour les plus courantes, menu Graphe
avec des assistants pour les représentations graphiques les plus courantes,
menu Cmd pour un ensemble plus complet). La ligne de commande permet
en général de compléter un début de nom de commande (touche tabulation).
L’appui sur la touche tabulation aprés un nom de commande ou la sélection
du menu Aide, Index dans Xcas ouvre 1’aide en ligne courte, avec une de-
scription rapide de la commande et quelques exemples types que 1’on peut
copier-coller et adapter. On peut aussi obtenir une aide plus détaillée (bou-
tons Details dans Xcas).
Les listes sont délimitées par des crochets et servent a représenter des vecteurs.
Les listes de listes de méme taille servent a représenter des matrices. On ac-
cede a un élément d’une liste en donnant le nom de variable de la liste puis
I’indice de I’élément entre crochet, en commencant a O (mettre deux crochets
pour commencer a 1).
v:=[1,2]; M:=[[1,2],13,41]; w:=Mxv; w[O0];

w[[1l]]; M[O,0]:=-1; Mxv;

1 2 -1 2

[1,2],[3 4],[5,11],5,5,[ 3 4],[3,11]

Pour afficher les étapes intermédiaires de certains calculs, exécutez

step_infolevel:=1

pour ne pas les afficher



2.2. CALCUL EXACT 19

step_infolevel:=0

2.2 Calcul exact

2.2.1 Arithmétique

division euclidienne des entiers
a:=25; b:=7; g:=iquo(25,7); r:=irem(25,7); bxgtr;

25,7,3,4,25

PGCD, identité de Bézout sur les entiers
a:=25; b:=7; gcd(a,b); u,v,d:=iegcd(a,b);
axu+bxv; u,v:=iabcuv(a,b,37); axrutbx*v

25.7,1,[2,—7,1],1,[-3,16] , 37

restes chinois entiers
ichinrem([2,13], [3,17])

54, 221]

primalité, décomposition en facteurs premiers
a:=2"64+1;isprime (a); ifactor(a);

18446744073709551617, faux, 67280421310721 - 274177

— puissance modulaire rapide
a:=256789; b:=1234567; m:=345678; powmod(a,b,m);

256789, 1234567, 345678, 318763

— division euclidienne des polyndmes, la varia