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Résumé

Ce texte reprend certains themes des sciences du climat ou intervielesent
mathématiques au niveau Licence. On abordera la dé nition des climatalses
naturelles de variation du climat (in uence des parameétres orbitaux derte)Tet
les causes anthropiques (effet de serre).
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A Précession.

1 Introduction

La température du globe dépend d'une part de l'intensitéeeladépartition du

rayonnement solaire, d'autre part de la chaleur réémisel\espace.

Lorsque le Soleil est a la verticale on recoit en effet beapqaus d'énergie que
s'il est bas sur I'harizon. La position du Soleil et la duréel'énsolleillement journalier
dépend d'une part de I'endroit de la Terre ou I'on se situdgidude : prés des poles,
des zones tempérées, des tropiques ou de I'équateur) utedfzrt de l'inclinaison de
I'axe de rotation de la Terre et de la position de la Terre sar@bite, responsables
des saisons, cf. gure 1. Le calcul de l'inclinaison des mayadu Soleil en fonction de
la date et de la latitude fait intervenir principalement @é¢rigonométrie et un peu de

géométrie dans l'espace.



Tobligumé de I'éclpticque est Tangle ) formé par laxe des
piles avec la perpendiculaire s plan de Téclptigue

FiG. 1 - Saisons et obliquité (source http ://www.mnhn.fr/midpiDIOGENE/morphologie/orbite.html)

La puissance du rayonnement solaire est inversement piamuelle a la distance
au carré entre la Terre et le Soleil (en admettant que la guiesdu Soleil soit con-
stante a la source), la forme de l'orbite de la Terre in ue daur le climat. Si on
néglige les autres planétes et on assimile que la Terre giinhmatériel, I'orbite de
la Terre est une ellipse (c'est-a-dire un cercle aplati daresdirection) dont le Soleil
est un foyer, cf. gure 2.4 Au cours de son orbite la Terre ggrache ou s'éloigne du
Soleil ce qui fait Iégerement varier le contraste et la dde&ssaisons (actuellement les
saisons sont moins contrastées daésiisphére Nord que Sud et I'hiver boréal est plus
court que I'été boréal ce qui explique que février n'ait q@sj@urs, plus précisément
I'hiver boréal dure 88.99 jours, le printemps 92.75 joutél 93.65 jours, I'automne
89.85 jours). Le calcul précis de la puissance de I'endldiaent nécessite donc la
connaissance d'un peu de géométrie de l'ellipse, ainsi gua désolution numérique
d'équations.

En réalité I'ellipse décrite par la Terre autour du Soleildéforme au cours du
temps, son excentricité varie ainsi que les dates de paasgges pres et au plus loin
du Soleil, cf. gure 1 et voir pourquoi en annexe

De plus I'angle d'inclinaison de I'axe de rotation de la Eewuarie lentement ce qui
répartit I'énergie solaire différemment, plus l'inclirsain est grande plus les poles en
regoivent, cf. gure 1.

Ces variations sont a la base de la théorie astronomiquédichegde Milankovitch.
L'étude numérique des enregistrements du climat du passglisieurs centaines de
milliers d'années (en particulier les forages en Antaraticpar exemple Vostok, Dome
C, projet Epica) est en bon accord avec cette théorie, ongiesitmettre en évidence
(par transformée de Fourier) les périodicités principdeses enregistrements et les
comparer avec celles calculées par les astronomes pocetigicité, la précession des
équinoxes et l'inclinaison de I'axe de rotation de la Teafe,gure 1.

L'arrivée au sol et la réémission de chaleur par la Terre lisireuencée par les
nuages et la présence dans I'air de molécules ayant de&frégside vibration propres
proches de celles du rayonnement émis par le sol (qui peuerdte I'air opaque a
ce type de rayonnement) provoquant l'effet de serre. Lesoubds principalement
responsables de l'effet de serre sont le dioxyde de carbdenagthane, les oxydes
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FIG. 2 — Précession des équinoxes

d'azote, I'ozone ainsi que les gaz de type halo uorocarb@iasi un doublement de
concentration de dioxyde de carbone équivaut a une augtieentenviron 4 watt
par meétre carré au niveau du sol (& comparer aux 1360/4 wath¢ae carré recu au
sommet de I'atmosphére). Leur concentration a varié danadsé de maniére naturelle
en phase avec les enregistrement de températures releg&iesglaces, cf. ci-dessus,
on peut le mettre en évidence de maniére statistique, iaiparégression linéaire de
la température en fonction du CO2, gure 1

Depuis le début de I'ere industrielle, cette concentratobeaucoup augmenté,
largement au-dela des limites naturelles atteintes awsaes 750 mille derniéres an-
nées (par exemple 380 parties par million pour le CO2 a Maw® largement en-
dehors de l'intervalle 180-290, en hausse de 2 ppm par ame gufaisant craindre un
réchauffement de la planéte au 21eéme siecle et au coursatddssssuivants, réchauf-
fement ts probablement déja commencé, gure 1.

La cause principale de l'augmentation de ces concentiaishl'utilisation d'én-
ergie fossiles pour le CO2 (pétrole, gaz naturel et charbbdengrais azotés (agricul-
ture intensive). Une simple régle de trois permet de fairlaespondance Ainsi, en
un an (décembre 2004-novembre 2005), la France a consom8térirkes équivalent
pétrole (tep) de charbon, 95.1 tep de pétrole et 40.5 tep ziedgat la combustion a
émis dans l'atmosphére 122 millions de tonnes de carbons feome de CO2), soit
1.8 tonne de carbone par habitant, si le reste du monde consibmu méme rythme
cela correspondrait & 6 parties par millions de CO2 émisearpa

La quanti cation de I'ampleur du réchauffement (et des asifparameétres clima-
tiques en particulier la répartition et l'intensité desqipéations et des vents) se fait en
deux temps, d'une part par des scénari d'emission de gaetdsfserre, d'autre part



FiG. 3 — Variation de l'obliquité (source Cyril Langlois)

par modélisation numérique du climat en fonction des sé¢éf&mission. La modéli-
sation numérique donne des résultats relativement précis |p température (3 a 4
degré pour un doublement du CO2), plus incertains pour estations.

Par contre la modélisation des émissions de gaz a effet deesstrbeaucoup plus
dif cile, d'une part parce que les réserves de combustifdesiles utilisables sont con-
troversées (par exemple sur la date du pic de productiool@#jr d'autre part parce
gue le mix énergétique du 21eéme siecle est largement incfassile, nucléaire, re-
nouvelables ?), mais aussi parce que la réponse de la biesphéchauffement est en-
core mal quanti ée (par exemple on estime que l'océan afesackuellement environ la
moitié des émissions de CO2, mais la solubilité du gaz cégberdans I'eau diminue
lorsqu'on la réchauffe). Les mathématiques intervienneint'abord pour dé nir le
climat (par exemple pourquoi on utilise une série de 30 aspéer dé nir une tem-
pérature moyenne en un lieu donné), dans la réalisation ddsles numériques (nous
ne parlerons pas de ce sujet qui dépasse le niveau licers#isgie), dans les mod-
eles statistiques de réchauffement dus aux gaz a effet de(serrélation), ainsi que
dans les modeles d'émission de gaz a effet de serre, parhiddiaire des modeles de
production et consommation de combustibles fossiles.



FiG. 4 — Température et gaz a effet de serre (Vostok)
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FIG. 5 — Température en Antarctique et taux de CO2

2 Lerayonnement solaire.

2.1 Linsolation au cours de l'année.

Pour connaitre la quantité d'énergie recue a un moment darfaét calculer I'an-
gle entre la verticale du lieu et la direction du Soleil. Riéséralement, on va calculer
les composantes du vecteur Terre-Soleil et les composdesegecteurs de la base lo-
cale (verticale locale, direction du Sud et direction duapiale). On choisit d'abord
comme référence le plafixy de I'écliptique (plan de I'orbite de la Terre autour du
Soleil), avecTy orthogonal a I'axe de rotation de la Terre (dohx la projection de
I'axe de rotation de la Terre sur ce plan). Soltangle que fait la Terre avec la direction
du passage au périhélie, gtl'angle de la position de la Terre au solstice d'hiver avec
la direction du périhélie, I'angle entre la direction TeBeleil etT x est donc 0
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FiG. 6 — Evolution récente du taux de CO2 (absolue et moyennelendbila hausse)

FiG. 7 — Température actuelle (source IPCC)



FiIG. 8 — Carbone émis par tonne équivalent pétrole (source anto¥ici) et exemple
de scénario énergétique et de population pour le 2liemke JI&CC et ONU)



FIG. 9 — Production de pétrole aux Etats-Unis (source EIA etrQitg mettant en év-
idence le phénoméne de pic pétrolier et recherche du meithegéle de prédiction
1976-2004 connaissant I'avant 1976. En millions de baglgjpur (1 baril=159 litres).
Modélisation des ressources ultimes é’n pétrole en miflig& barils et de produc-
tion d'énergie en combustibles fossiles en milliards deneoéquivalent pétrole par an
(source Lahérrére)



DansT xyz le vecteur unitaires de la direction Terre-Soleil a pour coordonnées :
s= (cos(  o)sin(  0);0)

On effectue ensuite une rotation autourTdgd'anglei l'inclinaison de I'axe de rota-
tion de la Terre. On obtient ainsi un repdrXyZ (TX etTZ se déduisent déx et
Tz par rotation d'angle). Dans ce repére le vecteur untasra pour coordonnées :

s= (cos(  o)cos();sin(  o);cos(  o)sin(i))

Calculons maintenant dans ce rep&p€yZ les coordonnées des vecteurs de la base
locale. On se place en un point de latitudet de longitude , on noteJ la durée
d'une période de révolution de la Terre sur elle-méme (23d®.66 minutes, c'est
un peu moins d'un jour car il faut encore en moyenne 4 minutes pompenser le
déplacement de la Terre sur son orbite autour du Soleil).drticale locale a pour
coordonnées :

v = (cos(l)cos( +2 t=J );cos()sin( +2 t=J );sin(l))

L'énergie solaire recue au lieu donné (sur une surface biotdge ; pour un panneau
solaire, il faudrait calculer les coordonnées d'un vecgnpendiculaire au panneau)
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est proportionnelle a
SV

2

ol ()= a(l ¢€?)=(1+ ecos()) désigne la distance Terre-Soleil. Le calculsie
donne, en notant = +2 t=J :

s:v=cos(l)cos( )cos( o) cos()+cos(l)sin(' )sin(  g)+sin(l)cos( o) sin(i)

On rassemble les deux premiers termes qui dépendent ragrdeiontemps par l'inter-
médiaire dé (le 3éme terme n'en dépend que payui ne varie que d'environ 1 degré
pendant une journée) et on applique la formule de trigonoengt

p—— cos = pA__
Acos +Bsin = A2+ B2cos( 0); . (o) . AGB?
sin( o) = Prge
Ici, aprés avoir factoriséos(), on a :
p - p —
A2+ B2=" cos( 0)2cos()? + sin( 0)2="1 sin(i)?cos( 0)2
On peut aussi calculer
B tan( 0)
tan = —= ——————*~
(o) A cos()
qui donne o modulo et compléter en regardant le quadrant ou se trqéyd ),
ici o et o sont tous deux dan®; ] ou tous deux dang ; 0]. Finalement, on
obtient le
Theorem 1 L'énergie solaire recue au sol est proportionnelle &
(1 + ecos())?s:v
ous:v est donné par :
p — ) o
sv= cos() 1 sin(i)2cos( 0)2cos( ' o) sin(l)cos( 0)sin(i)

et

— eest lI'excentricité de I'orbite elliptique (environ 0.016i¢tuellement)

— i estl'obliquité (inclinaison de I'axe de rotation de la Tegrenviron 23 degré 27
minutes actuellement)

— est l'angle fait par la direction Terre-Soleil avec la ditgzn du demi grand
axe (Soleil-périhélie),o le méme angle au solstice d'hiver de 'hémisphére Nord
(environ -13 degrés). En premiére approximation, on pei fearier propor-
tionnellement au temps, voir la n de la section 2.6 pour ufcabplus précis.

— | est la latitude, la longitude tenant compte de la rotation de la Terre (somme
de la longitude géographique et du terme dépendant du tenths=J )

—"'"02[ ; ]estde méme signe que ( etestdé nipar:
tan( 0)
tan' o= ——= 1
0 c0s) 1)

11



Variations de s:v au cours d'une journée dans l'approximation ou ne varie pas:
On obtient une sinusoide entre les deux valeurs extrémes :

cosa)pl sin(i)2 cos( 0)2  sin(l) cos( o) sin(i)

Le maximum est atteint pour

"=+ ) 2t=) ="' + ; J =23h56m

le moment correspondant est appelé culmination (c'est tb sallaire si le maximum
est positif) et ne dépend pas de la latitude (bien entendalEur du maximum en
dépend). Si le maximum est négatif ou nul, la nuit dure 24ie 8iinimum est positif
ou nul, le jour dure 24h. Par exemple au solstice d'hivex, g, selon la latitude on
obtient un maximum négatif polir= =2 (pole Nord), positif pout = =2 (pole
Sud), le minimum et le maximum croissent entre ces 2 valeékirte maximum est
positif et le minimum est négatif, il y a 2 instants ety = 0 (lever et coucher du
soleil).

L'énergie solaire recue pendant une journée par une suhfadeontale est pro-
portionnelle a l'intégrale entre le lever et le couchersie= 2. S'il n'y a pas de
lever/coucher, soit on ne recoit rien (nuit polaire), saitrecoit l'intégrale entre 0
et 24h des:v (jour polaire).

Lintervalle entre 2 culminations n'est pas constant aursale I'année, caf ¢
n'est pas une fonction linéaire de(qui lui méme n'est pas linéaire en fonction du
temps sauf en premiére approximation avec une orbite tegreisculaire). On peut le
calculer en dérivant (1). Par exemple dans |'approximatione excentricité nulle, au
solstice d'hiver ( = g), on obtient

d
cos()

'0=0; (1+0%)d' o=(1+07

avecd qui correspond a 4 minutes, on troudey correspondant & 4.36 minutes. L'é-
cart entre 2 culminations est donc d'environ 24h 20secarfigsnoment du solstice,
le Soleil se léve et se couche donc environ 20 secondes ptlsrigre un jour et son
lendemain, dans I'hypothése d'un mouvement circulairead@drre autour du Soleil.
En réalité, l'orbite terrestre étant faiblement elliptagliécart est un peu moins de 30
secondes en hiver et de 15 secondes en été, le mouvementetedaidtour du Soleil
étant plus rapide d'environ 3% au solstice d'hiver et moiagide d'environ 3% au
solstice d'été. Comme 3% de I'écart moyen entre 2 culmimati@ minutes=240 sec-
ondes) correspond a 7 secondes cela explique la différence.

2.2 Les saisons

Les deux gures (2.2, 2.2) qui suivent représentent la Terré points de son or-
bite, les 2 solstices et les 2 équinoxes. Les solstices gomiscpar les 2 points de I'or-
bite ou la projection de I'axe de rotation terrestre est lxEema I'axe Terre-Soleil. Les
équinoxes sont dé nis par les 2 points ou il y a perpendididlarAu solstice d'hiver,
on voit que les paralléles situés aux hautes latitudes Negbrtent jamais de I'obscu-
rité. Aux latitudes intérmédiaires, le morceau de parali#ué au jour est nettement

12



FiG. 10 — Saisons (hémisphére Nord), source wikipedia

FiG. 11 — Saisons (hémisphére Sud), source wikipedia

plus petit que celui situé dans I'obscurité. A I'équinoxepimtemps, chaque paralléle
est a moitié au jour et a moitié dans l'obscurité (derriergriie). Au printemps, la
situtation est analogue. Au solstice d'été, on est dansuatsdn inverse de I'hiver.

13



2.3 Lorbite de la Terre.

En premiére approximation, l'orbite de la Terre est uniqaatrin uencée par la
force de gravitation entre la Terre et le Soleil, ce dern@njant étre considéré comme
xe en raison de sa masse (on peut éviter cette approximatioemplacant le Soleil
par le centre de gravité du systéme Terre-Soleil). La foegvitation qui dérive
d'un potentiel inversement proportionnel a la distance&&oleil est de la forme

FO- — =K—; K= <0
mt rs3

our désigne le vecteur Terre-Soleiht est la masse de la Terre,= Gmg est le
produit de la constante de gravitation universelle par lagealu Soleil. Le moment
cinétique de la rotation de la Terre autour du Soleil est dgar :

A O

dt
On véri e que sa dérivée est nulle, dohcgarde une direction xek, orthogonale a
r, l'orbite de la Terre reste donc dans le plan dé ni a un instlomné par l'axe Terre-
Soleil et le vecteur vitesse de la Terre. De plus la conservael entraine la loi des
aires, l'aire balayée par le rayon Soleil-Terre est praportelle au temps.

On utilise un repére en coordonnées polaires centré aul,Sokésignant la dis-

tance Terre-Soleil et I'angle fait par rapport a une direction xe, on a alors

24
dt

L=r

L =

car si on calcule en coordonnées polaitesdt, la composante sur le vecteur racgal
estd =dt, et la composante sur le vecteur perpendiculairest d =dt .

2.3.1 Calcul en utilisant le vecteur excentricité.
Montrons que le vecteur

1ldr r
E=——A~2L _
dt
est aussi conservé (ol on rappelle qu@rovient de la force de gravitatioR® =
F=m; = r=r3). Le deuxiéme terme est proportionnel au vecteur radel, dont
la dérivée est le vecteur orthogonatl =dte . CommeL est constant, la dérivée du
premier terme est
-F"L= —"Lk= e = @
Notons queE est dans le plan de I'orbite, prenons comme origine des amgiar
repérer la Terre par rapport au Soleil la directiorEdden faisant le produit scalaire de

14



E avecr, on obtient en notaréla norme deE

e cos() = Eir

1drA r
AL o)
at )T
ldr
dt
1 dr
= —(r N —
" Gt

1
= —L:L

NL)r

)iL

L2

d'ou:
L2
(1 + ecos())
2.3.2 Calcul par I'équation différentielle.

On a les équations de conservation de I'énergie et du momegtique :

K m d ?2 d ? ,d
—+ — P + _ = . - = . K < . >
2 dt dt Ci b Oim > 0
On change de variable dépendante pquen prenant au lieu det, commeﬂ—t = Og—t
(o °= $),ona:
!
K m L ?
— + > ( @4 2) — =Cy

On effectue ensuite le changement de variablel=u, °= u®%u?, d'ou:

m u® 1

Ku+ = —+ = L%* =cC
2 u4  u? !
soit : )
mL
Ku + ?(um+ u?) = C;
donc: oK c
KU+ u2+u®=0Cs Ko%= =22 <0,C3= 22
8 mL 2 7 mL2
On pose maintenant= u + K %2, d'ou :
KQZ
V2+Vm: C3+ T: C4

15



On montre (en expriman en fonction dev puis en séparant les variables), que cette
équation différentielle a pour solution générale

p__
v= C4cos( 0)

D'ou :
1 1 _ 1

= = p—
u v K" FCTicos( o) KT

CommeK %< 0 et comme la trajectoire de la Terre autour du Soleil passéoparles
angles (donc est dé ni pour tout , le dénominateur ne peut pas s'annuler), on a :

2

_ KO . .
“ 1+ecos( o)’ e2 04

On dé nit ensuitea par ﬁo = a(l ¢€?), et on obtient nalement I'équation d'une
ellipse dont l'origine (le Soleil) est un des foyers :

__al &)
" 1+ecos( o)

On suppose maintenant quitte a faire pivoter I'axexigsie ¢ = 0.

2.3.3 Lois de Képler.

L'orbite de la Terre est donc une ellipse dont le Soleil oecup des foyers (1ére
loi de Képler). On a aussi vu que = 2d =dt est constant, ceci entraine la loi des
aires, in nitésimalementon a :

1, 1

= °d = ZLdt

2 2
ce qui se traduit par l'aire balayée par le rayon vecteuriBdégre est proportionnelle
au temps (2eme loi de Képler). Au cours d'une péridddaire parcourue est celle de
I'ellipse, donc

2p7 1

ac 1 eZZELT

En prenant le carré, et en appliquant

2

L. al €)

on en déduit la troisieme loi de Képler :

ou on rappelle que est le produit de la constante de gravitation universeltelgpa
masse du Soleil. (On peut évidemment faire le méme calcul lpdwune autour de la
Terre).

16



2.4 Quelques propriétés de l'ellipse
Dé nition
Lellipse E de foyersF; et F, de demi-grand axa est I'ensemble des pointd du

plan tels que
MF.,+ MF, =2a

Cf. gure 2.4.

FiG. 12 — ellipse (source Florence Kalfoun)

On note2c = F1F; la distance entre les deux foyers, qui doit étre plus petie2qg
pour que I'ellipse soit non vide. L'excentricité de I'elbp est dé nie pae = c=a < 1.
Sie = 0, on obtient un cercle de centfFg = F, et de rayora. Sie 6 0, on va voir
qu'H s'agit d'un cercle contracté selon l'axe perpendaingé aF;F, dans un rapport
de 1 €2. On va également calculer I'équation en coordonnées gslaleE pour
montrer que I'équation obtenue ci-dessus est bien cellaedellipse dont le Soleil
occupe un foyer.

SoitO le milieu deF; etF,, on se place dans le repére orthonormé dont le premier
axeOx contientF; etF, donc les coordonnées g sont(c;0) et celles dd-, sont
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(' ¢;0). SoitM (x;y) un point de I'ellipse, on a d'une part :
MF2 MFZ2=(x ©? (x+c)?= 4cx
et d'autre part :
MFZ MFZ=(MFi+ MF2)(MF1 MF;)=2a(MF; MFy)

donc:
2cX

MF 1 MF 2 =
en additionnant avelelF; + MF, = 2a et en appliquant = ea, on en déduit :
CX
MF;,=a E:a ex (2)
En prenant le carré, on a:
(x ea?+y’=(a ex)?
d'ou:
y +x*(1 €)= a*(1l &)
nalement :
2 y? 2
+ -———=a
1 €

qui est bien la contraction selddy de rapportp 1 €2 du cercle de centr® et de
rayona (appelé grand cercle de I'ellipse).

En coordonnées polaires, on notéa distance dé; aM , et I'angle entre l'axe
Ox etF1M . L'abscisse déV est donc :

X

X = ea+ cos()
gue I'on combine avec (2) pour obtenir :
=a ex=al ¢€) e cos()

donc :
a(l &)
1+ ecos()
ce qui nous permet d'af rmer que 'orbite de la Terre dangppaoximation du point
matériel soumis uniguement au Soleil supposé xe est uigselidont le Soleil occupe
un foyer.
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2.5 Inuence de l'ellipse sur les saisons

Il faut prendre garde a ne pas confondre les solstices en@éxgs avec le moment
ou la Terre coupe le grand axe de son ellipse autour du SblefY. a aucune raison
que la projection de I'axe de rotation de la Terre sur le ptiallipse soit paralléle ou
perpendiculaire au grand axe de I'ellipse, et actuellernemtest pas le cas, le solstice
d'hiver a lieu le 21 décembre alors que le passage au plutipre Soleil a lieu vers
le 3 janvier (donc pendant I'hiver de I'hémisphére Nord)eephssage au plus loin du
Soleil a lieu début juillet (pendant I'été). C'est pour eethison que les saisons sont
moins marquées dans I'hémisphére Nord que dans I'hémispbéd. De plus la loi
des aires oblige la Terre a se déplacer plus vite lorsquésdteproche du Soleil que
lorsqu'elle en est éloignée ce qui diminue la durée de l'hiveréal et augmente la
durée de I'été boréal (c'est pour cette raison que févriarque 28 jours alors que
juillet et aout ont 31 jours).

2.6 L'équation du temps, la durée des saisons.

FiG. 13 — Ellipse et équation du temps
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La trajectoire elliptiqueéE de la Terre autour du Soleil est représentée sur la gure
2.6 en bleu, I'excentricité de I'orbite a été énormémenigéxae, il s'agit d'une ellipse
de foyersS (le Soleil) etS® Le pointA désigne le périhélie de I'orbite (passage de
la Terre au plus proche du Soleil), qui a lieu vers le 4 jan&ernoir, on a dessiné le
grand cercle de I'ellipse (I'ellipse s'obtient par contiiac du grand cercle de rapport

1 e oueestl'excentricité de I'orbite). L'aire décrite par le ray&oleil-Terre §T)
est proportionnelle au temps (loi des aires qui découle dernaervation du moment
cinétique), il en est donc de méme de l'aire (en vert) du tépar le rayorsM . Sion
ajoute a cette aire verte l'aire en rouge du triam@®M , on obtient I'aire de I'arc de
cercleOAM . Donc

1 1

-V O0A? Z0S HM

2 2

est proportionnel au temps écoulé depuis le passage agjp@ricommeHM =
OM sin(V) etOS = e OA, on en déduit que

V esin(V)= Ct=2 % 3)

ou la constant€ s'obtient en faisant varie¥ de 0 &2 ce qui correspond a la durée
T d'une révolution de la Terre autour du Soleil (1 an).

La relation entre (notét sur la gure) etV s'obtient par exemple en calculant
l'abscisse deév

x
Il

acos(V)
ea+ cos()

1]
]
QD
QD
(@]
(@]
[%2]

—~
~

Les angled/ et sont de méme signe et

_ cos()+ e
costv) = 1+ ecos() @)
et réciproquement :
_ cosV) e
cos() = 1 ecos(V) ©)

Durée des saisons
Il suft de connaitre I'angle lors du solstice d'hiver et de lui ajout&r= 2 pourk =
1; 2; 3 pour connaitre I'angle au printemps, en été et a I'automne, on en dédyar
(4) puis le temps écoulé depuis le périhélie avec (3).

Calcul de en fonction du temps écoulé depuis le passage au périhélie
Il faut calculerV par des méthodes numériques (point xe ou méthode de Newton)
appliquant (3), on en déduitavec (5). En résumé, on ale :

Theorem 2 Soit I'angle entre le demi grand axe de I'ellipse et la directionl&l-
Terre,t 2 [ T=2; T=2] le temps écoulé depuis le passage au périhélie @ lorsque
=0,T =1 an).SoitV 2 [ ; ]lasolutionde

. t
Y V)y=2 —
esin(V) T
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ou e est I'excentricité de I'ellipse. Alors est donné par

_ cosV) e
cos() = 1 ecos(V)

2.7 Les variations des parametres orbitaux

La Terre n'est pas une sphére idéale, elle a un ren ement\aanide I'équateur,
due a rotation de la Terre sur elle-méme (la force centrifugst plus importante). Ce
ren ement est dans un plan qui fait un angle avec le plan adifigque, le Soleil exerce
donc un couple sur ce ren ement. Ce phénoméne est a l'origénka précession des
équinoxes, le passage au périhélie de la Terre se décaléedangps. De plus, la Terre
n'est pas seulement soumise a I'in uence du Soleil, maisadiss autres planétes, en
particulier Jupiter. Cela modi e sur de trés longues péemdous les parameétres de
l'orbite terrestre, en particulier I'excentricité, la pession des équinoxes, mais aussi
I'obliquité (inclinaison de l'axe de rotation terrestrerpapport a la perpendiculaire
au plan de I'écliptique). Le calcul de ces variations eshlzie-dela des prétentions de
ce texte, le lecteur intéressé pourra se référer par exesmglpublications de Laskar
(chercher ce mot-clef ou des mots comme orbite, pertumbasipmplectique, hamil-
tonien, ...). On se bornera ici a indiquer que le demi-graxelree varie pas, ce qui
donne une relation entre les variations de la constanteidsset de I'excentricité

p
L est proportionnela 1 €2

Les variations des parameétre orbitaux modi ent & long telferesolleillement de la
Terre (la valeur de I'énergie recue en un lieu sur une sutiaczontales:v= ? dépend
de la latitude, de la position de la Terre sur son orbite massiade I'excentricité de
l'orbite, de I'obliquité et de la date du périhélie par rappux saisons) et sa répartition
sur le globe par latitude, il est naturel de supposer queetiaient sur le climat de la
Terre. Par exemple, I'énergie moyenne recue par la Terr@ars d'une périodd de
une année est donnée par

1ZTdt_ 142 ¢ 2

T, 2 T, L TL
est proportionnelle ?TlT) donc a(1 €?) 72 (carT est aussi constant d'aprés la
3eme loi de Képler). Au premier ordre, la variationedentraine donc une variation de

I'ensolleillement global de

1

2
Pour la Terre, cela représente au plus 2.5 pour mille (laodéria plus favorable aux
glaciations étant celle ou l'orbite est circulaire), ss@ns rétroactions, une variation

globale de 0.2 degrés Kelvin.

3 Lesclimats du passé

Les carottages de la glace accumulée a Vostok (Antarctiguaijlleurs permet-
tent de reconstituer la température en Antarctique (oawadl) jusqu'a 700 mille ans.
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On peut effectuer une étude numérique des valeurs obteuedsgire apparaitre les

principales périodicités de ce signal numérique, et coprpavec les périodicités de
I'orbite terrestre. On utilisera aussi les données de cextea pour mettre en évidence
les corrélations entre gaz a effet de serre et températaelepassé.

3.1 Latransformée de Fourier discréete.

SoitN un entier xé. Une suitex périodique de périoddl est déterminée par le
vecteurx = [Xo; X1;:::Xn 1]. La transformée de Fourier discréte (DFT) ndtgefait
correspondre a une suixepériodique de périodBl une autre suitg périodique de
périodeN , dé nie pourk =0::N 1par:

K 1 .
(FN()) = Yk = Xj!NkJ;
j =0

ou! y est une raciné\ -ieme primitive de l'unité, on prentd = e six est a co-
ef cients réels ou complexes. Cette transformation eddire, la transformée de la
somme de 2 suites est la somme des transformées, et la tragsfdu produit par une
constante d'une suite est le produit par cette constanta tlarisformée de la suite.

La transformée de Fourier discrétg est une transformation bijective dont la ré-
ciprogue est donnée par :

1Xt
N Yiln
N,

Ler (Fulon, =

1
Fy N

On le prouve en remplacaptpar sa valeur :
1 XX 1

(Fa ") Xt
j=0 1=0

1 X 1K 1

N
i=0 1=0

1 X1t
N

j(k o1
X|!]N( )

1
W Y
=0 =0

1 < 1 (¢ DN kD
1 X i BURLE

=0 N si 18V =1

Orsil K "= ¢ (« DN =1 sjetseulement i = | d'ou le résultat.

Propriété
La transformée de Fourier discréte d'une suite réelle @iy « = Vk.
La preuve est immédiate en appliquant la dé nition.

Un des intéréts de la DFT est de mettre en évidence rapideiiéyentuelles péri-
odicités dex divisantN . Plus précisément sqjt est un entier divisanh . Consid-
érons une suite réellke dont la DFTy est nulle sauf;, etyy . Par linéarité, on peut
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seramenera2cas = yn | = 1 ety, = i;yn | = i. Dans le premier cas,
on obtientx, = !k + 1 = 2cos(2kl=N ), dans le deuxiéme cas, on obtient
Xk = 2sin(2kl=N ), qui sont périodiques de périotik!.

Réciproquement, si a comme périodd = N=I, alors en posarnjt= Tm+r
avecm 2 [O;l[etr 2 [0; T 1], onax; = x, donc:

K 1
Yo = Xiln
j=0

XKik!1?
= Xrln
m=0 r=0
X1 Xt
= Xr 'n
r=0 m=0

X1 X1

k

kj
k(Tm+r)

k(Tm+r)

= X!y (! NkT)m
r=0 m=0

L S (P

= |
Xrin 1 1.k
r=0 N

sit KT 8 1. Comme(! \*T) = 1 M =1,y =0 sikT = kN=I n'est pas un
multiple deN . Finalement sk n'est pas un multiple dg alorsy, = 0.

Voyons maintenant le cas de “pseudo-périodes”, supposoms guex est péri-
odique de périod& mais que de plus pour Ui > 0 quelconque (ne divisant pas
forcémentN ), on ait

Xj+1 = Xj; 8j 2[O;N T]

On peut refaire le raisonnement ci-dessus, modulo desrsrigus précisément :

ceilw:T)T ceij(N:T);( 1
Vi XJ!NkJ - Xr!Nk(Tm+r)

On calcule dongy & une erreur de céN=T)T N termes majorés pgx;j prés. Et
le membre de droite vaudra :

X 1 S kceil(N=T)T
r !

| kT
r=0 1 1y

Le module de la fraction est égal a

_sin(k ceil(N=T)T=N). _ sin(k (ceil(N=T)T=N 1)),
sin( kT=N ) - sin( kT=N)

il est petit sik n'est pas proche d'un multiple de c\l=T). Par exemple, prenons
N =216 = 65536etT N=10 = 6554 Dans ce cas célN=T)T =10 6554 =
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6554Q il y a donc une erreur de 4 termes sur le calcuwydeSik n'est pas proche d'un
multiple de 10, on doit trouvey, proche de 0 relativement a la valeur ges.

Les périodes et pseudo-périodexdmrrespondent donc aux valeursygegrandes
par la réglek * période =N .

3.2 Latransformée de Fourier rapide

Le calcul de la DFT est relativement lent, il nécessite dede deN ? opérations,
car il revient a calculer la valeur du polyndme de ddgré 1:

K 1 _
P(X)=  xX!
j=0

auxN points1, !y, ...,! ﬁ L(onayc = P(! K)). Mais siN est une puissance de
2, on peut calculer de maniéere plus astucieuse et réduirentdre d'opérations a un
ordreN In(N). En effetN =2M, on découp® en 2 parties de méme longueur :

P(x)= x" Q(X)+ R(X)
on a alors
X
PIZ)=(Q+R)((1D"); PN =( Q+RL (1) S ()= skwxk

On est donc ramené a deux additions de 2 polyndmes de Negule multiplication
coef cient par puissancesil opérations), et au calcul des deux DFT@e+r R et
R Q. SiN = 2" on véri e que cela nécessit®(n2") opérations, dontN In(N)

opérations. On appelle alors FFT cette méthode de calcul£BFT siN 2").

3.3 Application a la température

Les enregistrements ne sont pas faits a des dates régudigrespacées. Pour se
ramener a une suite, il faut interpoler la valeur de |la temipée a une date donnée en
fonction de la température aux dates les plus proches daalitlon. Le calcul de la
FFT de I'écart de température avec la température actualles 400 000 derniéres
années donne le graphe gure 3.3 On observe que laykFEBt de module relativement
grand pourk = 4, k = 10 etk proche de 20. La valeur de = 4 correspond a une
périodicité de 100 000 ans, celle pdur 10 a 40 000 ans. Il est plus dif cile de tirer
des conclusions du maximum relatif pdumproche de 20 car 20 est un multiple des
périodes précédentes 4 et de 10.

On peut comparer ces 2 périodes tirées de I'enregistrennemérique des périodes
de variation des paramétres orbitaux de la Terre :

— l'excentricité de la Terre varie avec des périodes priaeip de I'ordre de 100

000 et 400 000 années

— l'obliquité de la Terre varie avec une période de 41 000 ans.

— la précession des équinoxes a des périodicités prinsipi@lel9 000 et 23 000

ans.
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FIG. 14 — Norme de la FFT de la température de Vostok

L'excentricité et I'obliquité ont donc des périodicitéseglion retrouve dans les en-
registrements de la température du passé ce qui con rmedirce supposéee de ces
parameétres sur le climat de la Terre.

La gure 3.3 montre la reconstruction par FFT inverse endueamt la FFT aux 30
premiers entiers (et symétriquement)

[2°C

r0°C
[-2°C
-4°C

-6°C

Mo g

-8°C

0 50000 1e+05 1.5e+05 2e+05 2.5e+05 3e+05 3.5e+05 4e+05  ans
Temperature_vs_fft_30

FiG. 15— Reconstruction de la température en tronquant la FEB@premiers entiers
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4 |'effet de serre

Nous nous sommes intéressés jusqu'a présent a la quargéitérdle qui arrive
du Soleil, sans regarder ce qui peut se passer entre le sotenietmosphére et le
sol. Or la composition chimique de I'atmosphére a une incesur le piégeage des
radiations solaires, donc sur le climat. Les molécules desageffet de serre ont des
fréquences propres de vibrations qui sont proche des fnégsede radiation émises
par la Terre et les rend plus ou moins opaques (alors quiils@oasiment transparents
dans le domaine de fréquence des radiations provenant @il)Skls'agit sur Terre
principalement du CO2, CH4, des chloro uorocarbone, dedioe (O3) et d'oxydes
d'azote. Leur concentration a varié dans le passé, de neanaurelle corrélée avec
la température (cf. la section 4.2.2). Elle varie aujound'thu fait de I'homme, et les
scienti ques élaborent des modéles pour prévoir la réadioclimat a ces variations.

4.1 Ladé nition du climat.

Le domaine des mathématiques concerné sont les probalgiités statistiques. Il
s'agit de savoir quel sens attribuer a une phrase comme tissleade température de la
Terre au 20éme siecle a été de 0.6 degré”. Il s'agit aussiaergourquoi on considere
gue 30 ans est un nombre raisonnable d'années pour dé rinaicen un lieu donné.
On peut faire I'hypothése que le temps un jour donné n'estim@épendant de celui
du jour précédent (mémoire du temps), mais qu'il est inddpende celui du méme
jour I'année précédente : le temps suit une loi qui dépenddaison. Cette loi subit
une lente dérive au cours du temps (variations du climat)dé&mrésultats importants
qui justi e la période de 30 années est le théoréme ceritrald. Nous allons rappeler
guelques dé nitions avant de I'énoncer.

4.1.1 Lois

Lorsqu'on n'est pas capable de prédire de maniére détestaiplusieurs événe-
ments du méme type, on les modélise souvent en disant qéflertient du hasard
mais pas de maniére anarchique, ils suivent une loi. Aiesgsultat du lancer d'un dé
a 6 faces non pipé ne peut pas étre prédit, mais en revanahieuhg loi (uniforme),
chaque face a autant de chances d'apparaitre qu'une a@realeur d'un lancer est
une variable aléatoire a valeurs ddis2; 3; 4; 5; 6g suivant la loi uniforme (la proba-
bilité d'observer chacune des faces de 1 a 6 est de 1/6).ditsta d'une loi discrete,
on ne peut observer que 6 valeurs. L'analogue existe pouvamable aléatoire dont
la valeur est réelle (par exemple la température), on @tilers une densité de proba-
bilité, c'est une fonctiorf deR a valeurs dan%+ telle que la probabilité d'observer
la variable aléatoire dans un intervalée bj soit ;f (x)dx. L'intégrale surR def est
donc égale a 1. Par exemple pour la loi uniforme[$u8], f est constante et valts
sur[1; 6] et 0 ailleurs. Un autre exemple important est la loi normaieetbppée plus
bas.
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4.1.2 Indépendance

Lorsqu'on effectue plusieurs observations successivespbservation peut dépen-
dre de I'observation précédente ou non. Par exemple, ladmnhpe observée un jour
donné est en général proche de celle qui sera observée Entamd Mais ell est in-
dépendante de celle observée 'année précédente a la mém@®danéme qu'un jet
de dé donne un résultat indépendant du jet de dé précédehéiatiquement parlant,
l'indépendance se dé nit par le fait que la probabilité dselover les événemenfset
B est le produit des probabilités d'observeet d'observeB.

4.1.3 Moyenne et écart-type

Il'y a en fait deux notions de moyenne, la premiére consist@ra fa moyenne
d'un échantillon ¢ observations indépendantes) de la variable aléatoireUaiéme,
appelée espérance de la variable aléatoire, est la moyenkaevdleur de la variable
aléatoire pondérée par la probabilité d'observer chacesevdleurs (intuitivement on
pense s'en rapprocher lorsqu'on fait la moyenne d'un édhamtassez grand).

1 X

— Xk (échantillon;

n G

:Z XiP (X = x;)(loi discretg

E(X)

E(X) xf (x)dx(loi continug

Le lien entre les deux notions de moyenne est :
E(X) = E(X)

L'espérance de la moyenne est égale a la moyenne, lorsqemomnnait pas la loi

d'une variable aléatoire, on peut estimer son espéranceatééne non biaisée par
la moyenne de I'échantillon. Intuitivement, si les obséioms sont indépendantes et
plus il y en a, plus la moyenne devrait s‘approcher de I'e@pée. (on verra avec le
théoreme central-limite qu'on en sait plus sur la distiitnutde la moyenne lorsque
le nombre d'observations indépendantes pour calculer lgemte est grand). Pour
quanti er cela, il faut pouvoir évaluer I'écart a la moyenm& moyenne ne donne en
effet pas d'informations sur les uctuations de part et dfewde la moyenne. Pour cela,
on utilise I'écart au carré a la moyenne, dont on fait la moyepuis on en prend la
racine carrée : c'est I'écart-type. On peut calculer I'éggipe pour un échantillon (par
rapport a la moyenne de cet échantillon ou par rapport adiese de la loi si elle est
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connue) et I'écart-type d'une loi (N.B. on appelle variateearré de I'écart type).

X X
2(X ) (échantilloy = % (X« Y)Z:% X2 X?
k=1 Xk:l
Z(loidiscretd = E((X EMX)D= (i E(X)?P(X = x;) dx

X
= E(X? E(X)2==Z X?P(X = x;) E(X)?

E(X EMX)?)= (x E(X))?f(x)dx
z
E(X?) E(X)?= x’f(x)dx E(X)?

2 (loi continu@

On observe que sn est une constante :
(X m)= *(X)
C'est faux sim n'est pas constant, on a tout de méme la relation
X+ Y)= 2(X)+ 2(Y)

lorsqueX etY sontindépendants.

Contrairement au cas de la moyenne, il y a un ajustementaléasqu'on estime
I'écart type d'une loi a partir d'un échantillon si on ne cailrpas la moyenne de la loi.
En effet, on estime alors la moyenne de la loi a partir de laenog de I'échantillon,
ce qui conduit a sous-estimer la somme des carrés des étartogenne. Lorsque les
n valeurs deX; de léchantillon sont indépendants, on a :

n

2 H — 2
E( © echantillon) = - lE( (X))
En effet :
1 X -
E(%(X) = E(- XE X))
k=1

X X
= 2T EXD BT x0)

k=1 k=1
1 X 1 X0 X X0
= = E(X?) SE( XZ+ Xk Xj)
L) n k=1 k=1j=1;6k

= EX?) LOEX)+n(n DEXY)

= T AEx) B
_on 1,

n
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On utilise donc

1L % & %2
n 1 :
k=1
au lieu de

1 X .
= (X X)?
n

k=1

pour estimer I'écart-type d'une loi a partir d'un écharail
La dé nition de ces deux paramétres va nous permettre désrodeux résultats
sur la dispersion :

. S 1
60) P(X X]j )

En effet, on minore la variance de en restreignant aux; véri ant la condition
ci-dessus :

2

X
(xi X)?P(X =x) 2 2P(X X] )

XiZjxi  Xj

— Sion an variables indépendantes, alors la variance de la sommesde\ai-
ables est la somme des variances de chaque varia}S)Ie. Ecupertsi elles ont
le méme écart-type, I'écart-type de la moyenne est’ n.
La dé nition de la loi normale (cf. infra) permet de donner sens quantitatif au
fait qu'une moyenne d'observations indépendantes de ménterid vers I'espérance
de la loi (c'est le théoreme central-limite qui sera admis).

4.1.4 Laloinormale

Il s'agit d'une loi continue, dé nie par la fonction

2

1 x
N. 2(x)= ﬁazje R

R
ou la constante devant I'exponentielle est déterminéegaanmdition I !
1

On montre que la loi normale de paramétrest 2 a pour espéranceet variance
2. Pour I'espérance, on fait le changement de variabfe + y, on obtient
Z Y4 z

2 2

1 x_ )2 1 y 1 y
E(X)= e FEE P (y+ Je 27 = TP ye T =

N. 2(x)dx =

la derniére égalité provenant de l'imparité de la fonctiontagrer. Pour la variance, il
faut faire une intégration par parties pour enlever le teenme?.

Plage de normalité au niveau de con anc]0; 1[ : il s'agit d'un intervalle centré
autour de la moyennle =] t; +t [, tel que la probabilité d'étre darssoit de

. Le calcul pratique se fait avec la fonction spéciale enofeiunction) dé nie par
Z X
2 u2
erf(x) = p= e " du
0
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On montre par un changement de variable gueéri e I'équation
t
erf(p=) =

o p - - o .
Ainsi,comme erf (2)) = 0:954::, on utilise souvent la plage de normalité au niveau
de con ance de 95% qui est approximativempnt 2; +2 ](la probabilité d'étre
dans cet intervalle est Iégérement supérieure a 95%)

4.1.5 Théoréme central-limite

Ce théoréme dit que la variable aléatoire obtenue en fdsambyenne d&\ vari-
ables aléatoires indépendantes et identiquement diéashige méme loi inconnue) suit
une loi gaussienne de moyenneg,la moyenne de la loi inconndiécztrt type, I'écart
type de la loi inconnue divisé parN. On estime alors la moyenne de la gaussienne
par la moyenn® des obsgervations, et I'écart tyfede la gaussienne par I'écart type
des observations divisé paN . Pour une variable aléatoire suivant une loi gaussienne
de moyennen et d'écart type , la probabilité de tirer une valeur en-dehors de I'in-
tervalle[m 2;m +2 ]estde 5%, on peut esti@eique la fgnoyenne “réelle” pour le
climat est dans l'intervallM  2S= N;M +2S= N]. SiS= N est suf samment
petit, on a une dé nition raisonnable du climat. PNsest grand, plu$= N sera
petit, mais d'une part on ne dispose pas de séries de mesteeng@s sur des périodes
trés grandes, d'autre part la loi dé nissant le climat d'igulévolue au cours du temps,
on ne peut donc pas prendxetrep grand.

On peut faire le calcul d8= N pour certaines stations météo (les chiffres sont
disponibles gratuitement sur Internet pour de nombreuaéisiss météo américaines),
on trouve poulN = 30 des valeurs de I'ordre de 0.1 degré. Lorsqu'on moyenne sur
le globe, les écarts-type diminuent au moins d'un ordre dadgur, ce qui permet
de parler de maniére raisonnable d‘pal@mentation de tetypérgui est largement
supérieure aux incertitudes dues & N).

4.2 Corrélation et régression
4.2.1 Corrélation entre deux variables aléatoires.

Si deux variableX etY sontindépendantes, alors
E(XY)= E(X)E(Y)

Dans le cas général, cette relation n'est pas vraie, on timiovariance entr¥ etY
par
C(X;Y)= E(XY) EMX)E(Y)

Cette valeur n'est pas “normalisée” gsietY ont des unités physiques par exemple ce
nombre a une dimension), on dé nit donc la corrélation par

C(X;Y)

Y= 5
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ce nombre est sans unité. On montre qu'il appartient a hatée [ 1;1]. SiY = X
alorsc = 1,siY = X alorsc = 1. Siles variables sont indépendantes, alors
¢ = 0. Mais la réciproque est fausse. On utilise toutefois ceutadour estimer si
deux variables sont corrélées ou indépendantes. Plussgnéent, si deux variables
paraissent corrélées, on peut essayer d'exprimer 'un@ectibn de l'autre, c'est ce
gu'on va faire dans la section suivante.

4.2.2 Régression linéaire avec un modeéle linéaire

Soit(Xi)1 ;| n etY; deux séries statistiques. On cherche a savoir s'il estmague
de prévoirY; en fonction deX;, gvec par exemple une relation linéa¥te= a+ bX;.
Pour cela on minimisé(a;b) = (a+ bX; Y;)? par rapport & etb, ce qui donne
les équations :
@f P n
==0 = 2Pi:1(a+ bX; Yi)
= 2 [, Xi(@a+bX YY)
équivalentes a:

P P P
a'P E:l + bP E:l Xi2 = P E:l Yi (6)
a 4 Xit b o X¢ o= i-1 XiYi
Si on noteU la matrice de premiére colonne remplie de 1, et de deuxiéronmwe
remplie parX; (en lignei), 0 1

1 X;
u=B 1 X2 €

et sion notdJ la transposée dd,
U =
on observe que p

Uuu-= P =1
in=1 X i=1

S
'_\
U T
S

iy

le systéeme (6) devient

0 1
a Py Y,
Uuu = PLEL =y, 0L‘1Y=%2§
b o XiYi :

Donc la solution est donnée par

A= 3 = inv(U U)(U Y)

En pratique avec Xcas, on place dans un tableur deux colponesavec le¥X;, une
avec lesY;, on rajoute une colonne de 1 avant la colonne Xlgson sélectionne les
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colonnes de 1 et d€;, on retourne dans l'historique (hist), on éddit= puis on copie
(bouton du milieu de la souris ou touche copie) puis Entréere®ient dans mtrw, on
sélectionne la colonne dé&§, on repasse dans hist, on éc¢rit= et on recopie puis
Entrée. On effectue alo¥s.=inv(tran(U) *U) (tran(U)  *Y).

On peut ensuite juger de la régression en compdréatb)=n avec la variance
deY; ou en comparant f (a;b=n avec I'écart-type der;. On voit quef (a; b) est
la somme des carrés des composantes du vettdur Y, donc le calcul pratique
def (a:b)=n se fait par la formulé2norm(U * A-Y)"2/size(Y) , @ comparer avec
stddev(Y)*2 . Plus ce rapport est proche de 0, plus on explique les \ammteY;
par la régression linéaire.

On peut montrer que les coef cients de la droite sont donmés p

E(XY) EX)E®Y) o o
X)? ; a=Y bX

b=

o E(XY) E(X)E(Y)
(X) (Y)
On montre que cette méthode se généralise (dans sa foromutattricielle), si
on veut prévoir par exemplg a partir de deux séries statistiqugset X; avec une
relation linéaire de la form¥ = a+ bx + cX;, alors(a; b; 9 est obtenu en calculant
inv(U U)U Y, ou cette fois la matricé&) posséde 3 colonnes, la colonne de 1, la
colonne deg; etla colonne deX ;. Les calculs pratiques se font de maniére identique.

f(abh=nl r? (V)% r=

4.2.3 Autres régressions linéaires

On peut aussi supposer g¥edépend de maniére non linéaire ¥e par exem-
ple logarithmique, exponentielle, polynomiale, etc. ntaigours de maniére linéaire
des paramétres a déterminer et calculer ces paramétredisantita méme méthode
(minimiser I'erreur quadratique). Ceci peut servir parrapée & modéliser la consom-
mation d'une denrée non renouvelable (par exemple les cstibbes fossiles) par une
fonction logistique ou par une gaussienne.

4.2.4 Corrélations entre gaz a effet de serre et température

Si on fait une corrélation température-CO2 sur les 400 O0fAigiees années, on
trouve un rapporf (a; b)=n sur variance de 0.35, soit une qualité de corrélation de
0.65 (65% de la variance de la température est expliquéespauk de CO2) et un
coef cient d'augmentation de température de 9 degrés p6Qmmibm de CO2. On peut
aussi faire une corrélation température en fonction du Q@2 €H4, on trouve alors
6 degrés pour 100 ppmv de CO2 et 1.5 degré pour 100 ppbv de Gitduae qualité
de corrélation de 0.68.

Bien entendu, une corrélation statistique ne suft pas &hkore qu'une des vari-
ables dépend (au moins partiellement) de I'autre, maisiiphlysique nous montre que
l'augmentation du taux de CO2 augmente les radiationsresl@iapturées au niveau
du sol, la corrélation permet de quanti er cet effet (calque I'on pourra comparer a
celui obtenu par d'autres méthodes).
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5 Modélisation numérique (climat, énergie)

Dans cette section, on présente différents types de moda#sematiques qui
idéalisent la situation réelle. Les principaux types slap@ant ici sont les modeéles
discrets, les modeéles continus se ramenant a des équatiagystémes différentiels et
les modeles de type équations aux dérivées partielles &gseront pas présentés ici).

5.1 Exemple : un modéle trés simpli € du climat

On suppose ici que la Terre est assimilable a un océan (pdaaergodi ant I'al-
bédo) recevant un rayonnement solaire constant et émeiftarstyonnement dont la
puissance est composée d'une partie proportionndll& @omme un corps noir) dont
on retranche le piégage du au gaz carbonique (proportiaanklg de la concentra-
tion de CO2). La différence entre les deux rayonnementsiémtiet renvoyés sert a
réchauffer I'eau. On obtient I'équation (ou le coef cieneble In pour le taux de CO2
proviennent de calculs de physique)

?TI = k(6In(C02=280) (T* T3)

Le calcul de&k donng(86400 365)=(3e6 4:18e3) = 0:0025degrés par an (on chauffe
l'eau sur 3000 métres en moyenne avec une puissant®Veen?). On peut prendre
To = 288 (15 degré celsius), et pourla constante de Stefan-Boltzm&nhg7e 8, ceci
aura tendance a sous-estimer le phénomene car I'eau de @ségoand méme pas un
corps noir). On peut prendre par exemple une variation dv dauCO2 constante et
€gale a 2 ppm par an, soittsést exprimée en années

CO2=380+2(t 2005)

On ne sait pas résoudre exactement ce type d'équationatifiéle, on utilise alors
des méthodes de résolution approchée. La plus simple tenssislans notre cas a sup-
poser la température du globe constante pendant une anaémleuler la différence
entre I'année en cours et I'année suivante

T(t+1)= T(t)+ k(6In(C0O2=280) (T* T (7)

Il s'agit de la méthode d'Euler (avec un pas de 1 an), gragmgent cela revient a
tracer le graphe de la solution d'une équation différelgtieh suivant les tangentes.

L'avantage de cette discrétisation est qu'on peut modétisenaniére plus réaliste
la variation du taux de CO2.

5.2 Exemple : scénarios d'émission de CO2
5.2.1 CO2 et consommation d'énergie

L'homme émet dans I'atmosphére des gaz a effet de serreipaiement par com-
bustion des pétrole, gaz, charbon, également par la dédtieset les émissions de

33



méthane de I'agriculture. Un petit calcul élémentaire petraliétablir la correspon-
dance entre 1 ppm de CO2 (une partie de CO2 par million en \@l@in2 Gt (giga-
tonnes) de carbone.

Le metre a été pendant longtemps dé ni comme 1/40 millior@éde la circon-
férence de la Terre, on a doBdR = 4e7m ou R désigne le rayon de la Terre. On en
déduit la surface de la Terre

AR %= (4€7)°= =5el4m?

La pression de l'air au sol est équivalente a une colonneudtEa10m (ou encore
76cm de mercure dont la densité est 13). La masse de |'atraospérrestre est donc
égale a celle de 5e15nd'eau soit5e18kg. L'air est pour trois quarts composé d'azote
(N2, masse molair14 = 28), et pour le reste d'oxygendd masse molaire

16 = 32), alors que le carbon@ a une masse molaire de 12. Comme il y a 1 atome de
carbone par molécule deO,, on en déduit que la masse de carbone correspondant a
une concentration de 1ppm @, est de :

12

34 28+ 14 33 5e18 le 6=2:1el2kg

soit 2.1Gt de carbone.

La consommation mondiale de combustibles fossiles sé{ailr 2003 a 3.5 Gtep
(giga-tonne équivalent pétrole) de pétrole, 2.3 Gtep dengaurrel et 2.4 Gtep de char-
bon. Avec un taux moyen en tonne de carbone par tep de 0.8%6eppétrole, 0.651
pour le gaz et 1.123 pour le charbon, on a émis

35 0:856+2:3 0:651+1:123 2:4=7:1GtC

ce qui correspond a 3.5 ppm de carbone. Auquel il faut ajdatearbone émis par
déforestation, retrancher le CO2 absorbé par l'océan éidesystémes, on a mesuré
une augmentation de 2ppm.

5.2.2 Scénarios de consommation d'énergie et d'émissions €02

Les incertitudes sur la sensibilité du climat a une augntiemaxée des taux de
gaz a effet de serre sont assez faibles. Par contre lesipréyide taux de gaz a effet
de serre sont trés incertaines puisque par exemple la doatten de CO2 ala ndu
siécle dépend de la quantité de combustibles fossiles queawrons brulée. Celle-ci
est trés incertaine, car :

— Nous ne connaissons pas précisément la quantité de pétampleharbon a notre
disposition. Si comme certains géologues le pensent, nmrsaonsommeé la
moitié des pétroles conventionnels, la consommation delpéta diminuer dans
les années a venir, au pro t d'autres énergies fossiles @lusoins polluantes
en CO2 par tep, d'énergies renouvelables ou d'économieedie.

— nous ne connaissons pas l'avenir des lieres nucléaires

— nous ne pouvons pas prédire les conditions économiquésretgtaphiques qui
prévaudront dans 20 ou 50 ans
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Plusieurs modéles existent donc, par exemple les scémriG$EC ou d'experts (par
exemple ceux dérivés des projections de I'ASPO). Quelquesipes mathématiques
sous-tendent ces modéles :

— Des modéles de type suite géométrique lorsque la croisseest pas contrainte
ou pour certains modeles simples de dépletion d'une géa(atit suppose que la
quantité donnée va évoluer comme une suite géométriqguaestmral dans le
premier cas, de raison < 1 dans le deuxiéme cas).

— Des modeéles malthusiens lorsqu'on s'intéresse a uneugssdont la quantité
va limiter l'accroissement (de population, de consomnmgtia), par exemple
logistique : on suppose que la variation relative de la dtéaast linéaire, avec
un coef cient directeur négatif pour limiter la croissan@e type de modele est
utilisé par exemple pour estimer la quantité ultime récablérde pétrole dans le
monde.

— Des modeéles linéaires lorsque plusieurs quantités santemaction, on suppose
gue la variation de consommation d'une quantité donnéerdEjigéairement de
toutes les quantités. On résout alors un systeme difféldimiaire.

— etc.

5.3 Modéles discrets.

Les modeéles les plus utilisés sont les suites arithmétjdegsuites géométriques,
et plus générallement les suites récurrentes. Historigagns'est Malthus qui soutint
la thése que la production croit comme une suite arithmétiglors que la popula-
tion croit comme une suite géométrique, prédisant de graisi@gmes lorsque la suite
géométrique dépassait la suite arithmétique. C'est Vetlouli proposa alors le modéle
logistique pour améliorer la modélisation (cf. infra dam&as continu).

Plus générallement, les suites récurrentes = f (u,) permettent de modéliser
des phénoménes ou la relation ne dépend pas explicitementrgas, il est alors in-
téressant d'étudier les positions d'équilibre aussi afpebints xes, et leur stabilité
(si ug est proche d'un point xd, la suiteu, converge-t-elle vers?). On peut aussi
étudier la sensibilité de I'équilibre a une variation desgpaétres dé nissant la fonction
f (déplacement de I'équilibre, passage d'un équilibre stahin équilibre instable). Le
résultat principal sur la stabilité est quejis¥(1)j < 1 alors I'équilibre est stable (on
peut le comprendre intuitivement en faisant une reprétientgraphique de la suite en
dimension 1).

Si f dépend explicitement du temps (i.e. dp par exemple pour (7), il n'y a
pas de résultats simples. On peut résoudre explicitemetqugs cas particuliers, par
exempleu,+1 = Au, + P(n), oUA est une matrice constanteletun polynéme.

5.4 Modeles continus : équations et systemes différetiels

On a vu dans les sections précédentes que de nombreux medébsenent a la
résolution d'équations différentielles ou de systemeghtiels :

dx '
T = Fx@in
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ou X est la quantité recherchéetele temps. La plupart du temps ces équations et
systemes ne peuvent étre résolues que de maniére numdrigisegertains cas par-
ticuliers importants peuvent étre résolus exactementsNewrons le cas du modéle
logistigue comme exemple d'équation résoluble (qui esisétcomme modéle de pro-
duction d'énergie non renouvelable) et les systémes diffégls af nes (qui aident

a comprendre une amélioration du modéle trés simple, Shhntecompte des inter-
actions entre température, CO2 et albédo). Pour les casé@soiubles, on essaie de
déterminer le comportement qualitatif de I'équation aipae cas connus, en général
en linéarisant. On mettra en évidence sur ces systémesita rtééquilibre stable et
instable, et la notion de rétroaction.

5.4.1 Le modele logistique

Le modeéle exponentiel, historiguement proposé par Malgtencore trés (trop ?)
utilisé par les économistes, correspond a I'équation wifféelle :

dy _
ydt = °

ou y(t) désigne la quantité totale extraite au tenmipta solution de cette équation
est une exponentielle qui tend verd lorsquet tend vers I'in ni, ce qui n'est pas

possible pour une ressource non renouvelable. Pour avairagtle plus réaliste qui
tienne compte d'une ressource nie, Verhulst (1840) passe thux d'accroissement
constant a un taux linéaire et qui diminue lorsgqueaugmente

dy

b
yat ay+ b= ay o); a>0,c—5

La solution de cette équation est appelée fonction logistin sépare les variables :

dy
dt= ———
ay(y o
on décompose en éléments simples :
dy 11
y y ¢

adt =

soit :

d'ou en intégrant :
bt+ C = In(j——j)
y ¢
puis, en enlevant les valeurs absolues et en pdéant €° :

CL = Ke™) y(1+ KeP)= Kce
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DoncK > 0, on peut poseK = e P et nalement :

it o) 1
Y=yt~ “Trent

On peut étudier le comportement de la fonctjoan fonction du temps, en= 1 ,
la limite dey est nulle, la fonction croit pournégatif comme une exponentielle

Yy w1 cet to)

(avec le méme taux de croissance que lorsgue 0) et est convexe. Pour = tg,
y = ¢=2, la fonction a un point d'in exion et devient concave poujdiadre sa limite
cent =+ 1 . Sion calculey® qui modélise la production instantannée, on obtient :

0. e bt to) bc

- bc(1+ e bt ©))2 ~ bt to) +2+ e B(t to)

y

On observe qug®a un graphe en forme de cloche avec deux limites nulles aux ex-
trémités et un maximum en= to :

0.8

0.6

0.4

0.2

4 2 0 2 4
En pratique, pour modélisgr on effectue une régression linéaire du quotient de

la production annuelle par la production cumulée (par exemour le pétrole depuis
1900) en ordonnée (ce qui représetyeydt) en fonction du temps. Un grand intérét
de ce modéle est qu'il permet de prédire la quantité totatéelqu pourra extraire. Sa
principale faiblesse est la sensibilité de cette estimatio fonction de la qualité des
données initiales et des irrégularités (par exemple chéislgers). Pour la production
de pétrole, on peut un peu I'améliorer en modélisant plusieycles de pétrole donc
en additionnant plusieurs courbes logisitiques (pétrolstwore facile, pétrole offshore,
deepwater, ultra-deepwater, polaire, pétroles lourds).

5.4.2 Systémes différentiels linéaires

On s'intéresse plus générallement a des systéemes af nes :

dX
E_AX +C (8)
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ou X (t) = (xq;::5;Xn) est un vecteur de dimensiaon A une matricen;n etC =
(c1; 5 ¢y) est un vecteur constant Plus générallement, on peut résexdctement ce
type de systéme lorsquie ne dépend que du temps.

Pour les systémes qui nous intéressent, on suppose en lggunetas coef cients
sur la diagonale sont négatifs, de sorte que si les interactntre parameétres étaient
nulles, la solution du systéeme convergerait. Pour une nsati&n réalisteA n'est pas
diagonale, les coef cients non diagonaux traduisent desaétions entre les parametres,
ces rétroactions peuvent étre positives si ces coef cigmts positifs (I'interaction am-
pli e I'action de la variation originale du paramétre) ougsadives dans le cas contraire.

Si la matriceA est inversible, il existe une unigue position d'équilibee, effet si
dX=dt =0,onaX = Xe= A C etréciproquement cette valeur deest solution
de (8). Pour une condition initialé, quelconque, on peut alors se demandex &i)
va se rapprocher de la position d'équilibte (équilibre stable) ou non (instabilité si on
s'éloigne de I'équilibre). Si le systéme est stable, on @issi se demander comment
la position d'équilibre varie lorsqueé varie (par exemple pour les parameétres du climat
si le forcage radiatif est modi € par variation des paramgwrbitaux de la Terre).

Il ne faut pas confondre la question de la stabilité du systeinl'existence de
rétroactions positives ou négatives. Un systeme avec demcéons positives peut
trés bien étre stable.

On se limitera ici au cas de matricAsréelles et diagonalisables (sQ). Soient

1;:% n lesvaleurs propres d& (réelles ou par paires de complexes conjuguéB) et
la matrice de passage vers une base propre correspondante

P AP = D = diag 1;:3 )
OnposeX = PY (Y = P 1X),onaalors

dy dXx

=P 1E: P Y(AX +C)=P 'APY+P C=DY +P 'C

SoitB = P 1C, on est ainsi ramenéraéquations différentielles linéaires d'ordre 1 &
coef cients constants :

d
% = kYk b
Lorsqueb, = 0, I'équation admet pour solution générale
yk(t) = ce !

En faisant varier la constante= c(t), et en remplacant dans I'équation véri ée par
Yk, On obtient :
On kt — 0_ Kt
R ce“"=h ) c=e b
doncc= e kih, etsib est constant,

c(t) = Be KUy K
k
ou la valeur d&K se calcule en posaht= 0, nalement la solution est donnée par :

Y@= b=t (%) + %)e 3
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c'est la somme d'un terme constaktieme coordonnée de la position d'équilibre dans
la base propre) et d'un multiple d'une exponentielle dontdenportement lorsque
tend vers+ 1 permet de déterminer si le systéme est stable.

Si<( k) > 0pour au moins une des valeursldealors la composante correspon-
dantey (t) tend vers I'in ni, et le systéeme est instable. §{ k) = 0, la composante
reste bornée, il n'y a pas convergence vers I'équilibre nasystéeme fait des tours
autour de la position d'équilibre. Si( k) < 0 pour toutes les valeurs de il y a
convergence (exponentiellement rapide) vers I'état dléae, le systéme est stable, la
vitesse de convergence est caractérisée par l'inverseadddar propre dont la partie
réelle est la plus proche de 0.

On prend souvent comme exemple de cette théorie le modéke pnédateur, on
peutici dans le contexte énergétique proposer un modélérar)-demande-production
(sans contrainte géologique). Plus le prix du baril est&lplus la production augmente
et la demande baisse. Plus la production est élevée, plasilbaisse. Plus la demande
est élevée, plus le baril monte. On est donc en dimension 3.

0 1 0 10 1
4 _B 0 ¢ d B
—@pA=@a 0 0A@PA+C
dt p b 0 O D

On remarque que 0 est v%eur propre, la trace de la matriceudist il y a 2 valeurs
propres imaginaires pBres' bd+ acconjuguées et le systéme va effectuer des cycles
(dont la période e2 = bd+ ac).

5.4.3 Les modeles non linéaires

Un systeme différentiel général d'ordre 1 peut s'écrire

dX

— = F(X (1)t

& = FXm:
SiF ne dépend pas explicitement du temps (systeréme autonomggut commencer
par chercher les positions d'équilibre possibles, i.estdations dd= (X ) = 0, puis si

X e est une solution, linéariser, c'est-a-dire résoudre
dxX _
5
pour voir si en partant de conditions initiales proches dguilibre, le systeme s'en

approche (stable) ou s'en éloigne (instable).
Un autre cas est intéressant, celui d'une perturbationrafgre du temps

FX(t);t) = G(X) + p(t)

par exemple pour étudier la perturbation introduite pgoliade CO2 a un systeme
linéaire modélisant le systéme climatique non perturbésDa cas du CO2, on peut
par exemple supposer un taux d'émission cons{aij € p) et voir comment I'équili-
bre du systéme climatique est affecté. Plus générallerpent,trouver I'équilibre on
souhaitera trouveX ¢(t) tel que

G(Xe(t) + p(t) =0

FIAXe)(X  Xe)
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c'est le théoréme des fonctions implicites qui permet deriéinerX .(t) en fonction
det, sous réserve qu@ G soit inversible. Si le systeme différentiel linéarisé eerr
spondant 3 (X ¢(t)) est stable et que la perturbatipft) varie lentement par rapport
aux constante de temps caractérisant la stabilité ou esiplitaide faible, alors la po-
sition d'équilibre va suivre. Pour le systéme climatiquearsis aux variations externes
des parametres orbitaux, on peut considérer que c'est.|®aasontre ce n'est pas vrai
pour la perturbation anthropique du CO2, on peut toutefoidiér le systéme linéarisé,
en supposant que%X ¢) reste & peu prés constant.

5.4.4 Exemples de modeles de ce type

On considere 3 parametres pour modéliser le climat, la testyp@ moyennd’,
la masse de glac& (qu'on suppose relié a l'albédo par la surface de glace) et le
taux de CO2 dans l'ai€. La température moyenne in ue sur la puissance rayonnée
(proportionnelle & ), sur le CO2 dissous dans I'océan {saugmenteC augmente)
et sur la glace (st augmente( diminue). Le CO2 in ue sur la puissance rayonnée
en fonction de In(C) et sur le taux de CO2 dissous dans I'eau de mer. La glace in ue
sur la puissance rayonnée, en fonction de la surface qu'onrpedéliser pa6(2=3).

En n la puissance rayonnée est reliée a la température peagacité calori que de
l'océan.

Il'y a évidemment encore beaucoup de simpli cations dansalinmodéle a 3
parametres, la température de I'océan n'est pas homogdaderhpérature des eaux
profondes ne varie que trés lentement, il y a d'autres gatebdd serre, ...

On a alors

0 _1 !
g T c( (T§ TH+ In(C) G
G@cA=F=0 f(T) A
‘oc o(C;T)

ou ¢, est proportionnel a capacité calori que de I'océdnest une fonction décrois-
sante @ g est positif.

On peut aussi utiliser ce type de modéle pour obtenir le pmtage de CO2 émis
par 'homme restant dans I'atmosphére au bout denées

CO,(t)=18+26e 34 +24e 21 4 18e F70 4+ 14¢ 420

5.5 Les modéles de type EDP

Les uides de I'atmosphére obéissent aux équations phgsigua dynamique des
uides. Contrairement au probléme a 2 corps, on ne peut pasudke ces équations
de maniére exacte. On utilise alors des méthodes numérignebscrétisant I'état de
I'atmosphére. On obtient alors une solution approchée deatidns, c'est le principe
des prévisions numériques météorologiques. Ce princgmpiue aussi au climat. On
peut s'étonner que le méme principe qui ne permet pas desnévables a plus de
guelques jours puisse permettre de faire des prévisiofsRdance du siécle. La con-
tradiction n'est qu'apparente, parce que les modéles neojaét pas le temps précis
un jour donné, mais le temps moyen, en fonction des grandegsadaates énergétiques
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(ensoleillement, effet de serre) de méme qu'on peut préydirfera en moyenne plus
chaud en été qu'en hiver parce que I'ensoleillement est iphportant en été qu'en
hiver. L'intérét des modéles est de pouvoir quanti er leféta plus chaud si l'effet de
serre est renforcé”.

Les problémes mathématiques liés a la modélisation du ctiord liés a la stabilité
des méthodes de résolution numérique. On peut en avoir tite idée en étudiant les
méthodes numériques d'intégration ou la méthode d'Euler pésoudre des équations
différentielles de typg®= f (x;y) (mais ici on a 3 dimensions d'espace et 1 de temps
et beaucoup plus qu'une variable, il y a la pression, la teatpée, I'humidité, ...). On
peut aussi s'inspirer d'exemple de suites itératives pesager de comprendre certains
phénoménes.

6 Energies renouvelables.

6.1 Le solaire thermique

Le calcul du rendement d'un panneau solaire thermique déchucalcul de I'en-
solleillement fait au théoreme 1, mais il faut tenir compaefait que la normale au
panneau solaire n'est plus la verticale locale. On expri@secbordonnées dedans
le repére local orthonormé formé de la verticale locale, dldi IBcal, et de la direction
obtenue par produit vectoriel des deux vecteurs précédeategerticale locales est
connue (cf. section 2.1), le vecteur normé porté par la timeclu Sud local est égal a
I'opposé de la dérivée depar rapport a la latitude, aprés normalisation.

Lorsque lI'angle avec la verticale est xé, on a bien sur iétér aligner le panneau
avec le Sud local. On peut calculer I'angle optimal pour vegele maximum d'én-
ergie solaire tout au long de I'année, mais il est plus irsgeiat de calculer I'angle
optimal pour maximiser le rayonnement recu pendant la pgérie chauffe pour min-
imiser I'utilisation d'un appoint (par exemple sur la pé&@automne-hiver, on trouve
un angle voisin de 60 degrés a nos latitudes sans tenir cahegie météo). On peut
aussi chercher a optimiser I'angle au solstice d'hiver ssonhaite éviter I'utilisation
d'un appoint (on utilisera par contre plus de surface de panr, ceux-ci devant alors
étre toujours excédentaires).

6.2 Le solaire a concentration.

Il s'agit de générer de la chaleur (four solaire) ou du cougdectrique comme
avec une centrale thermique classique, la chaleur étamtiéopar les rayons solaires
au lieu de la combustion de charbon, gaz ou fuel. Les rayolasra® ne sont bien
sur pas suf samment chauds pour obtenir une chaleur ou wereent suf sant sans
concentration. La concentration se fait & partir d'un ou d®ins qui ré échissent les
rayons en une zone la plus petite possible.

Etude idéalisée : on suppose que le miroir peut prendre tadat'une courbe
réguliéere (ou que les miroirs sont suf sament petits poue &ssimilable a des tan-
gentes a une courbe). Quelle forme doit prendre la courbe fpoaliser les rayons
solaires incidents en un seul point ? Une réponse est cormpuésdongtemps, il s'agit
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FiIG. 16 — Parabole

d'une parabole (ou plus précisément d'un paraboloide deluéen) qui focalise les
rayons perpendiculaires a la directrice de la parabolelgdoyer de la parabole. Mon-
trons qu'effectivement cette contrainte impose une pdealam effectuant une coupe
par un plan passant par le foyer.

Rappel : une parabole est dé nie géométriquement par unteddoappelée direc-
trice et un pointO appelé foyer, c'est le lieu des points équidistan3 &t O. Si on
calcule I'équation de ce lieu, en pren&comme origineM (x; y) et lI'équation deD
sous laformgg = m,ona

x?+y?=0M2=dM;D)?>=(y+ m)?=y*+2ym+ m?

donc
x2 m?
Y= "om
c'est bien I'équation usuelle d'une parabole. La normalea pdrabole est obtenue en
prenant le gradient de I'équation qui la dé nit

OM d(D;M)=0
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c'est donc |

oM I |

om !
qui est le vecteur directeur de la bis§ectrice de| la veetieqldeOM (Plus précisé-
ment la bissectrice intérieure du vect€M etde  j ou deMO etdej ). Latan-
gente est donc la bissectrice extérieure de cet angle, aneelahissectrice intérieure
de (MO; MK ). On en déduit qu'un rayon vertical venant du haut se ré éshitla
parabole symétriquement a la normale donc en passant paEed.

Considérons maintenant une courbe ayant cette propriégsé&ayons provenant du
haut verticalement se ré échissent dessus en passaf@.f@oit M (x;y) un point de
cette courbe. Prolongeons le rayon vertical passanipaers le bas de la longueur
OM, on obtient un poinK d'ordonnée

p
Y=y  X2+y?
Montrons que lorsqur varie,yx a une dérivée nulle. On a:

0 gxzyy0
X2+ y?

YR =y

D'autre part, la tangente eM a la courbe est orthogonale@K puisque c'est la
bissectrice de I'angléM O; MK ) (hypothése que le rayon ré echi passe fgret que
MO = MK (par construction d& ), et le vecteur directeur de la tangente @sy©),
on a donc P
Ly):(xy)=0) x+yYy y

doncyy est bien nul eK est donc sur une droite horizontale X, d'oti I'on déduit
queM est sur la parabole de foy€ret directriceD, la courbe est donc forcément une
parabole.

Rendement d'un tel systeme : on peut le dé nir comme le rapge'énergie fo-
calisée sur la surface de miroir. Pour un miroir cylindrigarec une coupe parabolique,
la surface est proportionnelle a la longueur de la courbeape. On peut faire le cal-
cul sur la parabolg = x2=2 pour déterminer par exemple quel portion de parabole on
peut raisonnablement utiliser. Le cout de I'énergie esppriionnel &

Z,
% P 1+ x2dx = % P 12+1 I—lln(p 12+1
0

X2+y2=0

Il ne faut pas prendrétrop grand (sinon le cout augmente trop vite), mais pas trop
petit non plus (sinon on ne concentrera pas assez d'éneogiegvoir par exemple
un bon rendement de Carnot). On peut aussi jouer sur le paraahe la parabole
(pour l'aplatir prés de son point le plus bas, ce qui permatigmentef a rendement
constant), mais il faut alors augmenter l'altitude du foyer

Ce systeme est bien adapté s'il reste petit, par exemple yotour solaire pour
faire la cuisson d'un repas, mais n'est pas adapté a de gsansillations, la taille
du miroir parabolique a réaliser étant trop grande et trépildi a manoeuvrer (toute
I'installation doit bouger pour que la directrice de la gaoke reste perpendiculaire
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aux rayons solaires). Pour une centrale solaire a contemrée foyer doit étre a une
position xe, et les miroirs doivent pouvoir étre inclinésyr faire suivre les rayons
du Soleil vers le foyer au cours de la journée. La directioromfoyer est donc xe,
et la direction miroir-Soleil imposée par la position du &blle plan du miroir est
déterminé par le point du miroir, la bissectrice extérieaur 2 directions (dans le plan
les contenant) et la perpendiculaire a ce plan. Ceci impase davoir des miroirs
amovibles. L'énergie captée par ce systeme est propodlcn cosinus de l'angle
entre la normale au miroir et la direction miroir-Soleil. @me la normale au miroir
est la bissectrice intérieure de I'angle miroir-Soleilyomi-foyer, I'énergie captée (par
miroir) est proportionnelle au cosinus de la moitié de lenmiroir-Soleil, miroir-
foyer. On est donc ramené a un calcul analogue a celui du megmtede panneaux
solaires thermiques, la normale au panneau étant rempjezéa direction miroir-
foyer, mais on divise ensuite I'angle par 2.

6.3 Les aspects économiques.

Il'y a actuellement deux grands freins au développement desyi€s renouve-
lables : l'intermittence (conjointement avec la possibilde stocker I'énergie) et la
facon dont le codt est calculé. Le premier frein nécessiseatancées technologiques
pour pouvoir monter en puissance, le deuxieme ne me sembl@paséque mais
uniguement fondé sur la facon de nancer un projet énergieueelables. En effet,
un projet d'installation de panneaux solaires ou d'éolesnécessite un investisse-
ment important au départ (qui peut représenter jusqu'agdud0% du co(t total par
exemple pour des panneaux solaires thermiques) conteitedrun projet de centrale
thermigue au charbon ou au gaz. Comment doit-on répartoweede maniére juste sur
la durée de fonctionnement de l'installation ? Les écontemsistilisent un taux d'actu-
alisation, ils comparent avec ce qu'une somme d'argentvétprite aurait pu rapporter
en euros constants. Plus précisément le cout annuel estimespond a la moyenne
des couts de fonctionnement plus le cout annuel qu'il fatigeyer pour rembourser
en euros constants l'investissement initial. Le choix dixtd'actualisation est alors un
parameétre trés important qui peut faire varier du simple@ubte (voire plus) le codt
estimé des énergies renouvelables. Les taux actuels de 5% acalculés sur la base
d'une croissance soutenue de I'économie mondiale rendssilgie par la hausse de la
consommation mondiale d'énergie fossiles et I'améliamatie I'ef cacité énergétique,
paraissent peu compatibles avec une période de “platesilefsvoire de déplétion.

7 Conclusions

Les variations de concentration de gaz a effet de serre as doupassé agissent
sur le bilan énergétique de la Terre de maniére logarithendgul'ordre de quelques
W=m? (Watt par métre carré), une valeur qui est du méme ordre aelgua que celles
dues aux variations orbitales de la Terre ou que celles duegaaiations des volumes
de glace (modi cation de I'albédo terrestre). La corrédatientre gaz a effet de serre
et température calculée sur les 400 000 derniéres annéestarctique donne une
sensibilité de 9 degrés pour 100 ppm de CO2 au niveau de Fétmqae. En divisant
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ce chiffre par 2 pour tenir compte de la plus grande varigbde la température en
Antarctique puis par 3 pour tenir compte des 3 causes palesgle variation de méme
importance (gaz a effet de serre, variations orbitalesjrnael des glaces), on obtient
une sensibilité empirique de 1.5 degré pour 100ppm de COZjuCeeut dire que
si nous conservions la concentration actuelle en CO2 (100 ¢ plus qu'avant le
début de I'ére industrielle en 2005), ce modeéle prévoit umgske de 1.5 degrés de la
température, ce qui est parfaitement plausible avec bBéién de 0.6 degrés du 20éme
siécle (I'océan jouant le role de régulateur thermique despa inertie sur des échelles
de temps entre le siécle et le millénaire, par exemple laf@gadiatif actuel est estimé
a plus de ®v=m?, or pour réchauffer l'océan de 1K avec une telle puissanéauil
attendre plus de 200 ans, pour faire ce calcul, on considéileyga une épaisseur
moyenne de 3000 métres d'eau, donc chaque hellvd) 8ervent a réchauffer 3000
meétre cubes d'eau, or il faut un peu plus d'kW h pour réchauffer un métre cube
d'eau d'un degré, il faut donc environ 1,5 millions d'heupesur réchauffer l'océan a
cette puissance).

Bien évidemment, une corrélation seule ne suft pas a jestl'existence d'une
relation de cause a effet entre gaz a effet de serre et tetop&ree sont les lois de la
physique qui justi ent cette relation, la corrélation nalenne toutefois des informa-
tions quantitatives sur I'effet que I'on peut rapproches dalculs issus de la physique.
Ceux-ci donne un forcage radiatif de 4W par doublement du €a)X20.3% de I'én-
ergie recue au sommet de I'atmosphére perpendiculairemedoleil, ou encore 1.2%
de I'énergie recue au sommet de I'atmosphéere en moyenne {poin compte de la
surface de la Terrd R 2 qui est 4 fois plus grande que sa section perpendiculaire au
Soleil R 2). En tenant compte de la partie du rayonnement arrivanttaféenent dans
les basses couches de I'atmosphére, c'est un forcage de 2 &i3&oTerre était un
corps noir & une température de 288K, ce forcage se tradpéaune hausse de plus
de 0.5% de la température pour compenser (car la puissarise par un corps noir
est proportionnelle &4, il faut donc diviser par 4 le forcage), donc de 2K environ.
Ce chiffre est raisonnablement en accord avec les modélelinaat qui prévoient une
hausse de 3 a 4K pour un doublement du CO2, en tenant comptivdeses rétroac-
tions (modi cation de l'albédo par exemple).

Si nous voulons éviter une variation trop brusque de la teatpée et plus encore
des précipitations, il faut donc agir dés maintenant, cengqusera pas facile car 1ppm
de CO2 correspond a 2Gt de C soit a peine plus de 300kg de C pa&nléu un
peu plus de 400 litres de pétrole) : rappelons qu'un Frarggisomme (en gros pour
moitié directement par les transports et le chauffageaatié moitié indirectement par
la consommation de biens) en moyenne 1.5 tep de pétroletép@ie gaz et 0.2 tep de
charbon par an, il émet donc 2 tonnes de C par an (ce qui gé&@éaaléchelle de la
planéte correspondrait a une émission de 6 ppmv de CO2 par an)

8 Reéférences sur le web
— Astronomie

— calcul de l'insolation en fonction de la latitude au cougs dhillénaires écoulés
(Laskar et al)
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http://mww.imcce.fr/fr/presentation/equipes/ASD/ins ola/earth/earth.html
— Lathéorie de Milankovitch : rechercher Milankovitch samogle par exemple
sur le site de I'ENS Lyon
http://www.ens-lyon.fr/Planet-Terre/Infosciences/Hi stoire/Paleoclimats/
— Climat
— IPCChttp://lwww.ipcc.ch/
— Realclimatevww.realclimate.org
— Reconstructions climatiques (nombreux liens)
http://www.ncdc.noaa.gov/paleo/recons.html ,
— Données numériques de Vostok
ftp://ftp.ncdc.noaa.gov/pub/data/paleo/icecore/anta rctica/vostok/ ,
le chier ch4nat.txt contient les données pour le méthao@nat.txt pour le
CO2, deutnat.txt pour la température. (remonter d'un cearsdlarborescence
du site pour d'autres lieux).
— données du projet EPICA les plus récentes
ftp://ftp.ncdc.noaa.gov/pub/data/paleo/icecore/anta rctica/epica_domec/
— Données climatiques au 20 iéme siecle
http://data.giss.nasa.gov/
http://hydrolab.arsusda.gov/nicks/nicks.htm
— Energie, émission de gaz a effet de serre :
— Concentration de CO2 & Mauna Loa (Hawai)
http://cdiac.esd.ornl.gov/ftp/trends/co2/maunaloa.c 02
— Statistiques du gouvernement francais
http://www.industrie.gouv.fr/energie/sommaire.htm
The Oil Drumhttp://www.theoildrum.com/
ASPO-Francéttp://aspofrance.org/ ,
Institut Francais du pétrole (IFRjtp://www.ifp.fr
site de J.M. Jancovici (énergie et effet de setr,//www.manicore.com/
— En complément, vous pouvez aussi faire des rechercheslgpedia, google et
d'autres moteurs de recherche.

A Précession.

(D'aprés Frédéric Faure). La rotation de la Terre a pour €gusnce qu'elle n'est
pas sphérique. En effet, la force centrifuge venit?r, ol r est le vecteur issu de
la projection sur I'axe de rotation ¢t = 2 =1 jour est la vitesse angulaire. Cette
force dérive du potentiel m! 2r2=2 qu'il faut ajouter au potentiel di a la gravité,
en premiére approximatiomgh ot h + R est la distance au centre de la Terfe, (
étant la distance moyenne de la surface de la Terre a sorekediti'on ne tient pas
compte de la force centrifugd, = 0 pour avoir un potentiel identiquement nul sur
toute la surface, on a une spheére. Si I'on en tient compte ecgera pas le cas sauf
aux poles (our = 0). Ainsi a I'équateur, pour avoir un potentiel nul, il fautgodre
h = 1 2R2=(2g), soith = 11km environ, il y a donc un bourrelet un peu plus épais
au niveau de I'équateur. En réalité, on observe un aplatissede I'ordre du double,
I'approximation du potentiel de gravitation n'est en effigis trés bonne, parce qu'elle
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suppose une Terre sphérique, ce qui n'est pas le cas commertrle le voir.

L'existence d'un bourrelet équatorial et I'inclinaison ke de rotation de la Terre
par rapport au plan de l'orbite terrestre entraine I'exised'un couple exercé par le
Soleil et la Lune sur la Terre. Ce couple s'exerce dans desplantenant I'axe de
rotation de la Terre (qui est axe de symétrie) et a donc un mbperpendiculaire a
I'axe de rotation. Les équations du mouvement (dérivée donemt cinétique donc de
la vitesse angulaire = moment du couple) entrainent aloeslawérivée du vecteur
rotation est perpendiculaire a I'axe de rotation (et ceéievee est petite), le vecteur
rotation conserve donc sa nhorme au cours du temps mais sdiatirdouge lente-
ment perpendiculairement & lui-méme. Cela entraine en wmarpetite rotation du
vecteur rotation de la Terre sur un cone autour de la perpeladlie au plan de I'orbite.
On peut faire le calcul en modélisant la Terre par un elligsale révolution (cf. par
exemplewww-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/ puis
meca_analytique_L3/index.html#Travaux_dirig%E9s ), et on montre
gue l'action du Soleil et de la Lune s'additionne pour faem@d un tour complet a I'axe
de rotation de la Terre autour de la perpendiculaire au diotbite en un peu moins
de 26 000 ans. C'est la précession astronomique.

Le probléeme se complique si on considére les autres pladategstéme solaire,
en particulier Jupiter. En effet l'orbite elliptique de l&ffe se déforme au cours des
millénaires, en particulier la position de l'axe des foyatenc la direction de l'axe
aphélie-périhélie, or c'est I'angle entre cet axe et la @ctpn de I'axe de rotation
de la Terre qui importe pour les variations des saisons.t@esr cette raison que
la périodicite de la précession “climatique” est un peu mlasrte que la précession
astronomique.
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