
Feuille d'exercices 5-MAT237 2007-2008
Exercice 1 Soient a et b deux param�etres r�eels. R�esoudre

x00 + ax0 + b = 0:
Exercice 2 (Wronskien)On consid�ere l'�equation di��erentielle suivante sur l'intervalle I =]0; �2 [ :

(E) x00(t) + 3 tan(t)x0(t)� 2x(t) = 0:
1. Quelle est la nature de l'espace des solutions?2. V�eri�er que la fonction x0(t) = sin(t) est solution de (E).3. Soit x une solution de (E) quelconque. On pose

w(t) = det((x; x0); (x0; x00))(t) = x(t)x00(t)� x0(t)x0(t):
Trouver une �equation di�erentielle d'ordre 1 v�eri��ee par w. La r�esoudre.4. V�eri�er que ddt

� x(t)x0(t)
� = � w(t)sin2(t) :

R�esoudre (E).
Exercice 3 Int�egrales premi�eres.On consid�ere un syst�eme di��erentiel du type

(S) :
8<
:

x01 = f1(x1; : : : ; xn): : :x0n = fn(x1; : : : ; xn):
Ici chaque fonction fi est d�e�nie sur Rn �a valeurs dans R. On appelle int�egrale premi�ere dusysteme une fonction F : Rn ! R de classe C1, constante sur chaque solution.1. Montrer que nX

i=1 fi
@F@xi = 0

2. Si A est une matrice antisym�etrique �x�ee de taille n, donner une int�egrale premi�ere dusyst�eme x0 = Ax. Interpr�etation?3. Soit � 2 Z. Montrer que le syst�eme
x01 = x1x02 = �x2

admet une int�egrale premi�ere non constance si et seulement si � � 0. On cherchera d'abord �ar�esoudre le syst�eme.4. On consid�ere l'�equation di��erentielle x00 = g(x): En posant x1 = x et x2 = x0, �a quel syst�emedi��erentiel est-on ramen�e? Soit P telle que P 0 = �g. On pose EP (x1; x2) = P (x1) (�energiepotentielle) et EC(x1; x2) = 12x22 (�energie cin�etique). Montrer que l'�energie totale E = EP +ECest une int�egrale premi�ere du syst�eme.
Exercice 4 R�esoudre le syst�eme � x01 = x1 + 8x2 + etx02 = 2x1 + x2 + e�3t:
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Exercice 5 R�esoudre x000 + x = 0.
Exercice 6 En e�ectuant un changement de variable s = g(t) conduisant �a une �equation di��erentielle�a coe�cients constants, r�esoudre

(1 + t2)x00 + tx0 + k2x = 0:
Ici k est un param�etre.
Exercice 7 On consid�ere l'�equation x0 = sin(x).1. Trouver les solutions constantes.2. Montrer que toutes les solutions sont born�ees.
Exercice 8 Soit f : R+ ! R de classe C2 solution de x00(t) = �tjx(t)j, avec les conditionsinitiales x(0) = 1; x0(0) = 0. Montrer que limt!1 x(t) = �1.
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