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Courbes paramétrées

ICours N1 Mardi 7 septembre 2010, 17h-18h30, Amphi A1 Chapitre 1 |

Courbes paramétrées dans le plan, Intégrales curvilignes

§ 1 Courbes paramétrées
1.1 Equation cartésienne, représentation paramétrique

Dans de nombreuses situations, Mécanique, Physique, et bien str en Mathématiques
|, on est conduit & étudier un point de R™ qui se déplace en fonction d’un parameétre,
le temps. Il décrit une trajectoire, ou une "courbe”, n est le nombre de parametres du
"point”. On étudie dans ce chapitre les premiers aspects des courbes planes (n = 2).

Dans le plan de coordonnées cartésiennes x,y , on sait écrire I’équation cartésienne
d’une droite: ax + by + ¢ = 0. On sait classiquement représenter paramétriquement la

meéme droite:
« Y
=i(5)+(3)

Le vecteur (a) est un vecteur directeur de la droite. On peut prendre (o, 8) = (b, —a) .

B

Le vecteur (a,b) donne la direction normale de la droite.

Un cercle de centre (a,b) de rayon r > 0 est visuellement assimilé & I'ensemble des
points M = (z,y) a la distance r de O = (a,b). D’ou 'équation

(z—a)’ +(y—b)? =1
Le cercle admet une représentation paramétrique simple
x=a+rcost,y=b+rsint, t € [0,2n]

Noter que plus que l'image, le cercle lui-méme, cette représentation donne la position
du point de parametre ¢. De la méme manie¢re on peut étudier de nombreuses courbes
planes données, soit par une équation paramétrique, soit une équation cartésienne (plus

compliqué). L’ellipse de centre (0,0) et de longueurs d’axes a > b > 0 a par exemple
pour représentation paramétrique

r=acost,y=bsint

re . Yol 2 2 re . 7 .
et pour équation cartésienne Z- + % = 1. Un exemple que nous étudierons en détail
dans la suite est la fameuse cycloide qui sous forme paramétrique est la courbe plane

x=r(t—sint), y=7r(1 — cost)

Cette courbe décrit la trajectoire d’un point fixe d’un cercle qui roule sans glisser sur
une droite, par exemple la valve d’une roue de vélo. Si le cercle roule & 'intérieur (resp.
extérieur) d’un autre cercle, le point décrit une courbe appelée (hypo)cycloide, resp.
(epi)cycloide. Ces courbes connues depuis longtemps (Galilee, Roberval, Bernoulli, ...),
sont liées a de nombreux problemes.

Par exemple taper ”cycloide” sur Google, permet de se convaincre de 1'universalité de ces courbes. On pourra
utiliser le lien vers ’encyclopedie Wikipedia, ou le site mathcourbe pour des figures dynamiques, ainsi qu'une

notice historique.



* Comme dans le cas classique, graphe d’une fonction y = f(x), étudier une courbe
revient a traiter dans 'ordre les point suivants:
1 - étudier les variations des fonctions coordonnées (tableau des variations),
2 - étudier les branches infinies (asymptotes)
3 - faire une étude locale autour de certains points ”singuliers”,
4 - effectuer eventuellement une étude globale-locale, longueur, courbure, etc..
On va d’abord s’occuper des points 1) & 3).

1.2 Propriétés locales des courbes paramétrées

On se place dans R™ avec un systéme de coordonnées
T =(T1, ", Ty)

et muni de la structure euclidienne usuelle. On pourra étre amené a effectuer des change-
ments de coordonnées (dans le cours R? essentiellement).

Définition 1.1

1) Soit I une partie de R (réunion d’un nombre fini d’intervalles disjoints). Une
courbe paramétrée tracée dans R"™ et définie sur I, est la donnée d’une fonction
(vectorielle)

fote f(#) = (@1(t),- -z (1))

On dit que t est le paramétre (communément le temps), et que I'image f(I) C R™
le graphe ou trajectoire. Si n = 2, on parle de courbe plane, et si n = 3 de courbe
dans I'espace; au-dela on ne dit plus rien !. Pour une courbe plane, on écrira le plus
souvent f :t+— (x(t)),y(t)), et pour courbe de I'espace t — (x(t),y(t),z(t)), ceci
pour éviter les indices.

2) La courbe t — f(t) est continue (resp. dérivable, k -fois dérivable), si les
fonctions coordonnées x;(t) sont continues (resp. dérivables, k -fois dérivables).

A partir de maintenant n = 2. Les coordonnées sont notées (z,y), et (7,7 )
est le repere orthonormé canonique du plan R? .

Exemple 1.1:

La courbe paramétrée t — (t,y(t)) est le graphe de la fonction scalaire z —
y(z) . La question classique de 1’étude du graphe d’une fonction scalaire d’une variable
x — y = f(x) rentre dans le cadre présent. On notera qu’en général une courbe plane
n’est pas le graphe d’une fonction scalaire. Par exemple la courbe z(t) = g + at, y(t) =
yo + bt représente la droite passant par le point (xg,yo) et de vecteur directeur (a,b).
C’est le graphe d’une fonction scalaire que si a # 0.

Exercice 1  Lecercle (derayon 1) = cost, y = sint est-il le graphe d’une fonction scalaire
?. Solution: Non, car si on consideére le graphe de = — f(z), qui est la courbe paramétrée
t— (t, f(t)), on voit que toute droite verticale x =t = cte coupe le graphe en un seul point. Ce
n’est pas le cas pour un cercle.

Exercice 2 Ecrire 'équation de la droite D’ passant par (1,1) et perpendiculaire & la droite
x(t) = xo + at, y(t) = yo + bt . En donner une représentation paramétrique. Solution: ax+by =
a+b. Une représentation paramétrique est x =bt+ 1, y = —at + 1.
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Exemple 1.2:

(Re La cycloide) C’est un exemple apprécié de courbe paramétrée. Une cy-
cloide est en toute généralité la courbe décrite par un point fixe d’'un cercle qui roule
sans glisser sur ou dans un autre cercle, ce cercle fixe pouvant étre une droite. Traitons
d’abord ce dernier cas.

Soit un cercle C' de rayon r qui roule sans glisser (dans le sens positif) sur l'axe des
2. On fixe un point M de C, et on étudie la trajectoire de ce point lors du glissement.
On peut supposer que pour t =0, M = M(0) = (0,0) est & 'origine. II faut choisir un
parametre. Soit I le centre du cercle qui roule, noter qu’il reste sur la droite y =7, et
soit H le point de contact de ce cercle avec I’axe des x . La position de M est fixée

par 'angle t = (IJ\Z\IH) qui est "I’angle de roulement”, donc tel que
rt =O0H
abscisse de H . Il est facile de trouver les coordonnées de M (t) en fonction de t (le
faire), on trouve:
z(t) =r(t —sint), y(t) = r(l — cost)

Indication: pour calculer les coordonnées de M (t), on peut d’abord se placer dans le
repere de centre I, le centre du cercle. Alors

3 3
M(t) =r (t + cos(g ), 1+ sin(g - t))
d’ou le résultat. ¢

Exemple 1.3:

L’(hypo)cycloide H,: Maintenant on considére le roulement (sans glisse-
ment)d’ un cercle v de rayon r € [0,1] a l'intérieur du cercle unité. Le nom remonte
semble t’il & Galilée.

On pose q = % > 1. On fixe un point M de =, il décrit dans le mouvement
une (hypo)cycloide, dont on cherche une représentation paramétrique. On prend comme
parametre 'angle polaire §# € R (ou [0,27] ) du point de contact H(#) = (cosf,sinb)
du cercle « avec le cercle fixe. On suppose que M (0) = H(0) = (1,0).

i) Les coordonnées du centre I(f) de v au temps 6 sont

((1—=r)cosh, (1 —r)sinb)

il) Si o = M(0), H(H), la longueur de 'arc M(0)H () de v qui est r¢ doit étre égale
a la longueur de 'arc 6§ = H(0)H(0) du cercle unité, donc la relation

0=rp
iii) On peut trouver les coordonnées de M (#) comme suit. Posons
W =cosbi +sinfj, T =—sinfi +cosfj
On a I(§)M(6) = r(cos @ — sin 7). D’autre part
OI(0) = (1 —7)(cos#i +sinby)
De la relation de Chasles OM (0) = OI(0) + I(8)M(6) on tire par substitution
—
f(0)=0M@®)=((1—-r)cosb+rcos(p—0),(1—r)sinf —rsin(p —0))

En conclusion, si on fait le choix de # comme parametre

f(6) = <(1 —r) COSG+TCOS(§ -0),(1-r) sinefrsin(g - 9))

Pour r = % , la représentation paramétrique est

2 1 2 1
x:50059+§cos297y:§sin9—§sin29



| > restart:with(plots) :plot([cos(t), sin(t), t=0..2*Pi],
scaling=CONSTRAINED) ;

05

| > ##1'Hypocycloide

> restart:with(plots):
r:=4/7;
Pl:=plot([ cos(t), sin(t) ,t=-Pi..Pi], color=green):
P2:=plot([((l-r)*cos(t)+r*cos((1l/r-1)*t)),
((l-r) *sin(t)-r*sin((1/r-1)*t)) ,t=-10*Pi/r..10*Pi/r]):
display (P1,P2) ;




[ > ##1'Hypocycloide

> restart:with(plots):
r:=1/Pi;
Pl:=plot([ cos(t), sin(t) ,t=-Pi..Pi], color=green):
P2:=plot([((1-r)*cos(t)+r*cos((1/r-1)*t)),
((1-r) *sin(t)-r*sin((1/r-1)*t)),t=-10*Pi/r..10*Pi/r]) :
display (P1,P2) ;




[ > ##1'Hypocycloide
> restart:with(plots):
r:=1/sqrt(3);
Pl:=plot([ cos(t), sin(t) ,t=-Pi..Pi], color=green):
P2:=plot([((1-r)*cos(t)+r*cos((1/r-1)*t)),
((1-r) *sin(t)-r*sin((1/r-1)*t)),t=-10*Pi/r..10*Pi/r]) :
display (P1,P2) ;




[ > HHHAHAHHHHAH RS HAH SRR HAH R SR HRH SRR HAH RS HAH RS H SRR S
| # Chapitre 2 (illustration-motivation)
| > restart:with (DEtools):
ode := diff(u(t),t)=(1l+exp(t))*u(t);
dsolve({ode, u(l)=1});

DEplot(ode,u(t) ,t=-6..2,

u=-4..4,[[u(1l)=1]],

linecolor=[ gold],title= champ de direction’,

color=u-1);

ode :=d%u(z)=(1 +e)u(r)

(t+e)

€
u(z) = (1+e)
e
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On montrera a titre d’exercice que si r = % , la fonction f(0) admet la forme simple
M(0) = (cos®0, sin®0)

On parle alors de la courbe Hy comme d’'une astroide.
Explicitons le vecteur tangent au point de parametre 6. Un calcul élémentaire conduit
a

£(O) = r(1—7) <— sinf— sin(2 "), cos b - cos( ”9))

r
Sous forme complexe, et pour utilisation ultérieure, on trouve

F'(6) = ir(1—r)(e" — )
Le cas 7 = 3 est particulier, on trouve comme courbe le diametre [—1,1] du cercle fixe,
dit diametre de La Hire. Voici deux exemples H3 et H 3, Iindice ¢ signifie que r = % .
On reviendra sur Hs.
Figure 2

|Cours N2 Jeudi 9 septembre 2010, 13h30-15h, Amphi D2 |

9¥- En général on évitera de confondre une courbe paramétrée t — f(t) avec
sa représentation graphique ou image f(I) C R™. Une courbe paramétrée est une
fonction ¢ — f(t), relativement & laquelle on va s’autoriser cependant une certaine
flexibilité, & savoir la possibilité de changer le paramétre (voir section de dessous).
Donc on fixe le principe selon lequel changer le parametre ne change pas la courbe.

Changement de parametre
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Soit une application ¢(s) : J — I, J étant toujours un intervalle, ou une
réunion d’un nombre fini d’intervalles. On dit que 'on a un changement de paramétre si
¢ est une bijection de J sur I, et si ¢ et la fonction réciproque ¢~ (qui est définie)
sont dérivables. On sait que cela sera le cas si ¢’(s) # 0 Vs € J (souvent cette dérivée
aura un signe constant sur J , par exemple si J est un intervalle). La fonction composée
s — g(s) = f(p(s)) est une nouvelle courbe paramétrée dite déduite de ¢t — f(¢) par
changement de paramétre t = t(s). On verra qu’il n’y a pas lieu de distinguer les
deux courbes t — f(t) et s — g(s) = f(t(s)). Dans la section suivante on verra qu’il y
a sous certaines conditions un parametre ”plus beau” que les autres: la longueur d’arc.

Exemple 1.4:
Soit la courbe paramétrée (plane) z(t) = %’ y(t) = %7 avec I = R.
Posons t = tan § , avec J =| —,7[. Du fait des relations
. 2tan § 1 —tan®$
sins= ——4—, coss = ————~=
1 —+ tan 5 1 + tan 5

on voit que la courbe (z(t),y(t)) n’est autre que le cercle privé du point (—1,0). On

peut observer que le point de parametre s, est le second point d’intersection de la droite

passant par (—1,0), d’angle polaire § avec cercle. Faire le dessin !¢

Exercice 3 Soit la courbe plane x = t—}—% , Y= t—% (t > 0) . Montrer que par un changement
de parameétre, cette courbe se transforme en x =2chs, y =2shs.

eSfe™S ezs+1 eS—e~ % e25_1
ete - =

5o et shs = 5 =S le

Solution Posons t = e°; alors vu que chs =
résultat est clair.

Exercice 4 Décrire paramétriquement de deux manieres différentes la branche = > 0 de
Ihyperbole équilatere zy = 1. Indication: l'une des représentations peut étre z(t) = cht —
sht, y(t) = cht+ sht.

1.3 Vecteur tangent, Tangente

On fixe une courbe paramétrée t — f(¢) € R™ définie sur I. Rappelons que la
dérivée de f(t) (ou z(t)) au point de parametre ¢, est f'(t) = (z}(¢), -,z (t)) € R™
(on écrit aussi 2/(t), ou bien #(t), ou bien ‘fi—f, etc. La dérivée k-iéme, si elle est
définie, est f*)(tg) = (x(lk)(to), cee x%k))(to) , ou sous forme de vecteur colonne (n =2)

®) (to)
kig) = [ F (0)
f (0) (y(k)(to)
Définition 1.2

1- Le point t = ty de courbe t — f(t) est dit régulier (resp. stationnaire) si
f'(to) £ 0 (resp. =0).

2 - La tangente en un point régulier de parametre ty, est la droite passant par
x(tp) de vecteur directeur z'(tg) . Le vecteur z'(ty) est le vecteur tangent au point
de parameétre ty, souvent appelé le vecteur vitesse en ty. Le vecteur tangent est
donc un vecteur directeur de la tangente.

¥-  On prendra garde au fait que le vecteur tangent au point de parametre tg
dépend réellement du paramétrage, mais pas sa direction (voir dessous).

Remarque 1.1 :
1- L’équation paramétrique de la tangente est
t— (x1(to) +tzi(to), ..., zn(te) + !, (to))

Noter que si n > 3, une droite ne peut étre définie par une seule équation et donc est
plus commodément décrite par une équation paramétrique; penser par exemple qu’une

5



droite de R?® par exemple est réalisée comme une intersection de deux plans, donc deux
équations !):
2- Si on effectue un changement de parametre ¢ = t(s), alors on a

A _ df o dt

ds dt ds

qui exprime un changement du vecteur vitesse mais pas de la direction, donc la tangente
est insensible a un changement de parametre, comme il se doit.
3- Le vecteur vitesse (= vecteur tangent) admet l'interprétation (= définition) usuelle

' (to) = limy— g, 1210 =

(t)—=(to)
t—to

On peut donc écrire pour |t —tg| petit z(t) = z(to) + (¢t — to)x’(to) + o(|t — to]) -

Exemple 1.5:
Soit 'hyperbole équilatere x(t) =t, y(t) = % (t #0) . La tangente au point de
parametre ¢y a pour vecteur directeur (1, —t%) , son équation cartésienne est x — t% =
0 0
m—%.

Si on considere le vecteur vitesse (= vecteur tangent) & I’Astroide Hy dans la
représentation paramétrique donnée au-dessus, on trouve pour ses coordonnées

2'(f) = —3cos?#sinf, 3y (f) =3sin*Hcosh

C’est un vecteur proportionnel & (—cosf, sinf). Noter que les points singuliers sont
les points sur les axes.

Exercice 5 La Lemniscate: On consideére I'’hyperbole équilatére xy = 1. En un point M
de T'une des branches de 'hyperbole, on considere la tangente. Soit alors la droite normale a la
tangente issue de l'origine. Cette normale coupe la tangente en N . Montrer que lorsque M
varie, N décrit une courbe dont on explicitera une représentation paramétrique, en fonction d’un
parametre de son choix. Cette courbe est une ”lemniscate”.

. . N 1 .
Solution: le vecteur tangent en le point de parameétre ty est 7 = ( 1 ) , une direction normale
1 &
est donc n = ( ’513 ) . ’équation cartésienne de la tangente est

r—ty y—t;'

1 —t?

soit (2 —tg) + to(yto — 1) = 0. La droite normale issue de l'origine est donnée paramétriquement
par * = atd, y =a (« est le parametre). Le point N a pour coordonnées

265! 20
N = 5 5 5 —
o +t" 1ot

11 est facile d’en déduire que les points de cette courbe satisfont & 1’équation ( dite cartésienne)

((z* +9*))* = 16zy(4 — zy)
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Remarque 1.2 :

(Pour le Ch 2) 11 arrive que la courbe paramétrée f : x = z(t),y = y(t) soit
donnée par une équation cartésienne connue, qui est une fonction de deux variables
F(z,y) telle que

F(x(t),y(t) =0 (Vt € I)

La fonction F est supposée de classe C' au moins.

Proposition 1.1

Supposons qu’au point (xg,yo) de paramétre ty, le gradient de F est non nul, alors
le vecteur tangent est proportionnel au vecteur

gradF(zo,yo) = (%(l‘o,yo)» %(f()»yo))

Démonstration:

On a identiquement en ¢, F(z(t),y(t)) =0, donc 4 (F(x(t),y(t))) = 0. Par
I’expression de cette dérivée de fonctions composées, on trouve

oF oF
x’(to)%(ﬂfoyyo) + y/(to)afy(ﬂfmyo) =0

Or cette relation exprime bien la proportionalité des deux vecteurs invoqués. Wl

Exemple 1.6 :

Soit 'hypocycloide (exemple 1.3) avec le choix de 7 = (n > 3). Les points
singuliers sont donnés par I’équation d’annulation du vecteur tangent
0 —in-1)8 et — 1

e =€

Il y a n points stationnaires sur le cercle fixe, sommets du polygone régulier & n sommets

Formule de taylor

On fixe n = 2. On fait ’hypotheése que la fonction f(¢) = (z(¢),y(t)) admet
des dérivées jusqu'a l'ordre k£ > 1 au point ty, c’est a dire x et y ont de telles dérivées
. Alors la formule de Taylor bien connue pour les fonctions scalaires d’une variable est
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encore valable (sous une certaine forme) pour les fonction vectorielles d’une variable.
Rappelons que pour une fonction scalaire t — f(t), définie sur [to,to + h], et k fois
dérivable sur ]to,to + h[, et pour un certain 6 = 6(h) €]0,1][:

o +1) = (1) + 1 10) + -+ =g 1400 +

1
k!

hE ) (t + 6h)

en particulier cela donne pour |h| petit

flto+h) = f(to) + hf'(to) + 2R2f"(to) + ...+ HhFF®) (tg) + o(1)|n|*

La notation o(1) signifie une fonction vectorielle qui tend vers zéro si h — 0. Cette
version de la formule de Taylor équivaut a ’application de la formule de taylor a chaque
composante de f(t), soit

1 1
z(to + h) = x(to) + ha'(to) + 5h%”(to) +...F Ehkx(k)(to) + o(1)|n|*
et

1 1
y@WHw:M%}Hwﬁ@+§ﬁyﬁ@+Hu+yﬁﬁmm0+qDMﬁ

On utilisera surtout les développements & 'ordre 2 et 3. Par exemple a l'ordre trois,
h? h?
w(to +h) = @(to) + ha'(to) + Z-a"(to) + r 2" (to) + o(1)[n|?
Exemple 1.7 :

Soit I'hyperbole équilatere x(t) = ¢,y(t) = % . La formule de Taylor & I’ordre
n au point tg, s’écrit f(tg + h) =

o)+ (e ) en (yra )+t (o mcen ) o0

1.4 Forme au voisinage d’un point

Sooit f(t) = (x(t),y(t)) la courbe de parametre ¢. On suppose dans la suite
que les dérivées existent & tous les ordres invoqués. Soit tg € I ; I'étude locale en ty est
basée sur 'idée suivante. On suppose que pour un p > 1

f'(to) = ~-~f(P—1)(t0) =0, W= f(P)(to) £0

Les cas que nous rencontrerons sont p = 1 (point régulier), p = 2 (point stationnaire
ordinaire). Supposons ensuite que ¢ > p est le plus petit entier tel que le vecteur
T = f(9(ty) soit non proportionnel & @ = f(P)(ty). On suppose que ¢ existe. La
formule de taylor donne approximation suivante & 'ordre ¢ pour |h| petit de f(to+h):

hP pp+1 ha—1
f(to+h) :f(to)Jr(HJF%HWJF'“*%AW)

avec pour p4+ 1<k <q—1, fty) = @ .

Nous allons voir comment exploiter ce développement pour en tirer des infor-
mations sur le comportement local de f(t) pour |t —t9] — 0. Par construction les
vecteurs ', v forment une base (pas orthonormée en général) de R?. Au moyen d’un

changement de coordonnées, on peut supposer (pour une meilleure visualisation) que
f(to) = (0,0), et

h4
T+ T + o(1)|h|f
q:

w = (a,0),a>0, T =(bc),c#0

De la sorte la tangente est 'axe des x . Distinguons plusieurs cas.
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1) p=1,q =2 (Point régulier-non inflexion).

La tangente existe, et le vecteur dérivée seconde (accélération) est non pro-
portionnel au vecteur vitesse. La formule de Taylor & 'ordre deux donne

2
f(to+h) = f(to) +ha + %7 + o(1)|h)?

de maniere équivalente

h? h?
z(to+h) = ah + b? +o(1)|h?, y(to + h) = e + o(1)|h[?

La différence: fonction - tangente

2
Flto +h) = f(to) ~ W = =7 + o(1)}AP

montre que la courbe reste confinée dans le demi-plan délimité par la tangente dans

lequel pointe le vecteur accélération o .

2) p=1,q =3 (Point régulier- Inflexion ordinaire).

Les vecteurs u = f/(tp) et f”(tp) sont proportionnels. Le méme raisonnement
que dans le cas 1) donne (avec a,d # 0):

f(to+h) h(%) +%2 (8) +%3 <§) +o(1)|h?

soit au niveau des coordonnées:
b o h? 3 h? 3

Pour h petit le signe de y(to + h) est celui de hd, donc la courbe traverse la tangente
en f(to), i.e change de signe selon que h > 0, ou h < 0. On parle dans ce cas d'une
inflexion ordinaire, et de la tangente comme une tangente d’inflexion.

Par exemple le graphe de ¢t — sint a une inflexion en ¢t = 0. La tangente est
la premiere bissectrice. Le développement de Taylor de f(t) = (¢t,sint) en t =0 a

lordre n est
[n/2] _1\p+2p+1
ro=(1)+ X G (1) +ewr

3) p=2,q =3 (rebroussement ordinaire ou de premiére espéce).

Les vecteurs f”(tg) et f"”(to) sont indépendants. La formule de Taylor &
I’ordre trois donne

raorm =5 (5)+ 4% (1) +on | @e0)

soit pour les coordonnées

2 3 3

h h h
z(to + h) = az + b? + o(h)|h|3) ,y(to+h) = CE + o(l)\h|3

Donc relativement & la perpendiculaire en z(tg) a la droite de vecteur directeur @ , on
voit que le signe de x(to + h) reste constant, donné par celui de a, dés lors la courbe
reste d’une méme coté de cette perpendiculaire, mais en regardant le signe de y(to+h),
donné par h3c, on voit que quand h change de signe, la courbe traverse la droite de
vecteur directeur u (qu’on peut assimiler a une tangente). La courbe s’écrase si ¢t — 0
sur la droite de direction u. L’explication est que % ~ ¢ — 0. Le dessin typique est

fourni par la cycloide.
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Soit la cycloide z(t) =t — sint, y(t) =1 — cost. On note que f(t+ 27) =
ft)+ (QST > , fait qui dit que le point de parametre t+ 27 est le translaté de 27 dans la

direction Oz du point f(¢). On peut donc se limiter & étudier f sur [—m,7]. Comme
xz(—t) = —x(t), y(—t) = y(t), Paxe Oy est un axe de symétrie. On trouve

2'(t)=1-cost, y'(t) = sint
donc il y a un point stationnaire en ¢t = 2k7w. Examinons le point ¢t = 0. On a
2"(t) = sint,y’(t) = cost,donc p=1,et W = <(1)> . En dérivant une fois de plus,

on trouve z'’(t) = cost, y"'(t) = —sint. Donc ¢ =3, et T = <(1)> . Il'y a donc en

ce point un rebroussement de premiere espece.

Point da rabroussement

La cycloida

Exemple 1.8:
(L’hypocycloide & 3 points de rebroussements Hj ) Elle est donnée par (exemple
1.3)

2 1 2 1
r=—-cosf+-cos20,y=—-sinf — -sin26
3 3 3

Les points singuliers sont les racines cubiques de 1'unité 1,7, 52 (j = 623") . Comme la
courbe est invariante par rotation d’angle %’T , il suffit d’examiner le point de parametre
6 =0, soit le point (1,0). On prend un développement limité & Pordre trois de = et y:

3
P=1- 20 o), y= o)

On trouve bien un point de rebroussement de premiere espece.

4) p=2,9 =4 (rebroussement de seconde espéce)

La formule de Taylor donne

Flto+h) = (% +as™) (g) + 4 (i) +o(1)h* (a,¢#0)

soit pour les coordonnées

h? s ht s
alto + ) = a- +o(D[A), ylto + 1) = e +o(L)

A la différence du cas de premiere espece, le signe de y(to + h) est fixé par le signe de
¢ # 0. Donc la courbe pour h petit reste d’'un méme coté de la droite de direction wu
(axe des x), et ”s’écrase” sur elle si ¢ — 0. La raison est identique au cas 1-ere espece,
ie. ¥ — 0. Par exemple z(t) = ¢?, y(t) = sin(t* +¢°) en t = 0. Observer que
sin(t* +t°) ~t* si t — 0.

Exercice 6  Vérifier que la courbe t +— (2 +¢3,¢* + 5) a un seul point stationnaire pour

t = 0. En faire ’étude. Solution: c’est & peu pres trivial. On a 2/(t) = 2t +3t2 = t(2+3t), ¥/ (t) =
43 + 5t* = 34+ 5t). Si 2/(t) = 0 alors ¢t = 0, ou ¢t = Z2. Comme =2 n’annule pas
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1 0
4 + 5t, le seul point stationnaire est pour ¢ = 0. On a de suite u = (O) LU= (1) , et

ft) = 2 +t3)u+ (t* + t5)v. On a une point de rebroussement de seconde espece en t = 0.
1.5 Branches infinies

Définition 1.3
On dit qu’une courbe paramétrée t — f(t) € R™ présente une branche infinie en
t =to, si d’'une part f(t) est définie sur un intervalle (a,to[, ou lto,b), ou les deux,
et SijlII' t— 1o, t #t07 ||f(t)|| — 00.

Si f(t) =x(t) = (x1(t), -+, z,(t)) cela veut dire que pour une coordonnées au
moins, on a x;(t) — oo quand t — tg, t # 1o .
Dans la suite on suppose n =2 (Courbes planes)
Définition 1.4
On dit que la courbe (x(t),y(t)) a une direction asymptotique en t, si soit

iy ey 1240 % =/(¢ e R existe, ou bien |%| — 00.

Dans le premier cas on dit que la droite y = £x est la direction asymptotique,
et dans le second cas c’est la droite x =0, axe des y .

S’il y a une direction asymptotique (droite J passant par lorigine), on dit
qu'une droite A parallele & ¢ est une asymptote, si en notant h(t) la projection
orthogonale de f(t) sur A:

hmt—»tg,t;éto ||f(t) - h(t)” =0

q

D’une autre maniere, soit A; la droite par-
allele & § passant par f(t). Si cette droite tend vers une position limite pour ¢ — tg,
cette position limite est A . Sinon si A; s’éloigne a 'infini, on dit qu’on a une branche
parabolique dans la direction de §. Les exemples permettront de bien comprendre la
maniére d’étudier une branche infinie.

Dans la pratique on procede ainsi. Si x(t) tend vers une valeur finie a et y(t)
tend vers l'infini, on dit que la droite = a est asymptote, et vice-versasi y(t) — b € R.
On suppose maintenant que simultanément |z(t)| et |y(t)| tendent vers oco. Si £ =0,
on a une branche parabolique dans la direction de ’axe des x , et une branche parabolique
dans la direction de Oy si £ = c.

Exemple typique la parabole z = t2,y =t. De méme si £ = 0o, il y a une
branche parabolique dans la direction de 'axe des y, exemple tout aussi typique, la
parabole z =t, y=1t2.

11
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Supposons maintenant ¢ fini. La projection orthogonale h(t) de f(t) =
(z(t),y(t)) sur la droite y = ¢z + d est (calcul classique laissé en exercice)
—y+Llx+d
h(t) = (af + o(t), —a+y(0), a = —LEZEE

En particulier [|f(t) — h(t)|?> = (y_lﬁ#é;d)z . En conséquence la droite y = fx + d est

asymptote <= | limy_.;, 420y — ¢ —d =0 |. En résumé:

Proposition 1.2
S’il y a une direction asymptotique finie £ en t — to, et si limy_y 424,y —bx = d,
la droite y = ¢z 4+ d est asymptote.

Pour trouver I’équation de ’asymptote, on peut prendre un développement dit
”asymptotique "de z(t) et de y(t) lorsque t — tp. Cela revient a prendre (par
exemple) un développement en puissance de t, pour faire apparaitre les termes qui

. o 1 R .
tendent vers 'infini (en 1 , et a les comparer

Exemple 1.9:

z(t)=t+1,y=/t>+ % définie sur R— {0} . Notons qu’il y a une branche
infinie en ¢ — £oo (il y a branche infinie si ¢ — 0 aussi, mais comme la courbe est
1

invariante par ¢ — 5, et est symétrique par rapport a I’axe des x, on peut se limiter a

t>1). On peut écrire pour ¢ — 00 : y(t) = t1/1 + &, et par un développement limité

de /1 + t% par rapport a u = % — 0, on peut écrire

1 1.1 11
t)y=t(l+—+o(=)=)=t+—=+ =0 (1
yt) =t + gz +o(3)a) =t+ g5+ 3°0)

Donc y(t) = z(t) + O(%) , et Pasymptote est en conséquence y = .

1.6 Construction des courbes paramétrées planes

Soit la courbe f(t) = (z(t),y(t)). La démarche a suivre pour construire cette
courbe est la suivante; noter qu’elle prolonge celle classique pour étudier le graphe x —
(z,y(z))) de la fonction scalaire 2 — y(z):

1) on trouve le domaine de définition de f (le domaine de définition commun & z(t) et
y(t) ), et les axes de symétrie éventuels.

2) on étudie le sens de variation de z(t) et y(t), en général par le signe de z'(¢) et de
y'(t).

3) on détermine les branches infinies et les asymptotes éventuelles

4) on détermine les points spéciaux, inflexions, rebroussements)

5) on peut étudier la concavité éventuelle (voir en TD)

Exemple 1.10:

Soit la courbe z(t) =t +
1) I=R-{0}

)
2; :E/(t) _ tztgl 7 y’(t) _ t3t§1

,y:t+#.

=

4) tableau des variations
5) asymptotes
Y 1

Les branches infinies sont pour ¢ — 400 et £t — 0. Si t — 0, alors £ ~ 57 — 00. La
direction asymptotique est la droite verticale z = 0 (axe des y ), et dans les deux cas

t—0,t<0,t—0,t >0, comme x et y tendent vers I'infini, et que £ — +oo0,ily a

une branche parabolique dans la direction de I'axe Oy .
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Remarque 1.3 :
La phrase ”branche parabolique” est sur cet exemple précise car si ¢t — 0,

y ~ % . La parabole asymptote est y = —2 . Si t— +oo,o0na y~x donc la direction
asymptothue est y=2. Comme y—x = —% + ﬁ on voit que I’asymptote est la droite
y=ux.

6) points stationnaires

L’unique pomt stationnaire est pour t =1. On a 2”(t) = &, y"(t) = 5, et 2"(t) =
;—46, y"'(t) = 75' Done (z"(1),y"(1)) = (2,3), et (2" (1), ”( )) = (6,12) vecteur non
proportionnel & (2,3). On a un rebroussement de 1-ére espece.

7) graphe

Exemple 1.11:

La rosace: Dans le plan euclidien de coordonnées x,y, on considere deux
points mobiles A sur Oz, et B sur Oy tels que |[AB| = 1. Soit la projection
orthogonale M de O = (0,0) sur la droite AB. Le point M décrit une courbe appelée
la rosace.

Exercice 7 Trouver une représentation paramétrique de la "rosace” (une définition de la
rosace comme courbe paramétrée). Faire le dessin. Observer que la droite AB est tangente & une
Astroide.

Solution: Si on pose A = (t,0), B = (0,b), on trouve facilement que H = (b*t,bt?) avec
b2 +12 = 1. La courbe a en fait deux branches selon que b= v/1 — 2, ou b= —+/1 — 2. On peut
se limiter & la premiere. Alors la courbe est donnée par x = t(1—#2), y =t2V/1 -2 (t €]-1,1[).
Les points M(t) et M(—t) sont symétriques par rapport a Oy . Donc on peut se limiter a
horizontale en ¢ = 0 (& l'origine). Sur [0,1[ le point qui annule z’ est t, = %, et le point

€ [0,1]. Le vecteur tangent au point de paramétre t est (1 — 3t2, ) , avec une tangente

to qui annule y' est (outre t =0, to = 4/2/3. Si t — 1, la courbe tend vers (0,0), avec une
tangente qui a pour position limite I'axe Oy . La figure est alors

13



Exercice 8 Etudier et construire la courbe (Folium de Descartes)

3t 3t2
1+ Y 11

Solution:
Folium of Descartes

Exercice 9 Equations des asymptotes & la courbe z = £ = ot . Solution: x =

-1 Y = =
St 20 —4y—-3=0.

Exercice 10 Graphe de la courbe o =2sint, y = ifiiz; .

Solution: Le domaine de définition est R. Elle n’a pas de branches infinies. Par périodicité, on
peut limiter I’étude & [—m,7]. Comme par ¢ — —t =z change de signe mais pas y, Oy est un
axe de symétrie. On trace la courbe sur ¢ € [0,7]. Le calcul de 2’ et de y’ montre que t = /2
conduit & un point singulier. Tableau des variations

t 0 /2 T
x’ 2 0 -2
X 0 /2 0
v 0 0 0
y 2/3 0 2




17 Courbes paramétrées

Pour étudier le point ¢ = 7/2, qui est singulier, le mieux est de prendre un développement limité
de = et y en h, avec t = /2 = h. On trouve alors un point de rebroussement de 1-¢re espece. Le graphe

suit.

|Cours N4 Vendredi 24 septembre 2010, 13h30-15h, Amphi A2 |

1.7 Courbes planes en coordonnées polaires

Représentation paramétrique en coordonnées polaires

L’utilisation des coordonnées polaires permet une approche simplifiée pour cer-
taines courbes paramétrées. Cette section est une suite de remarques et d’exemples en
complément & I’étude générale. On se place toujours dans le plan euclidien R? muni du
repeére orthonormé canonique (0,4, j), avec x,y les coordonnées correspondantes.

Définition 1.5

Une courbe est dite définie paramétriquement en coordonnées polaires, si on a deux
fonctions (supposée dérivables autant de fois que nécessaire) r(t) et 0(t) telles que

OM{(t) = r(t)(cos 8(t), sinf(t))

soit
x(t) = r(t) cos (t), y(t) = sinO(t)
C’est en fait simplement un ezemple de représentation paramétrique. On notera

qu’on impose pas r(t) > 0 !. Il permet comme on va le voir un traitement spécifique le
la courbe.

Exemple 1.12:
Droite ne passant pas par l'origine: Soit I’équation cartesienne de la droite

ar+by=c#0, a*+b* =1
Posons a = cosa,b=sina, alorssi x =rcosf,y =rsinf, on obtient
c
rcos(@—a)=c<= - =cos(fd —a)
r

La représentation paramétrique en coordonnées polaires est

6=t , r@) = “

cos(ifa)

il est souvent préférable de garder 'équation sous la forme I = cosl0=a) 1o paramétre

C
étant ’angle polaire 6 .

Exemple 1.13:
Cercle de centre lorigine: Si le rayon est p > 0, le cercle a pour équation
paramétrique en polaires

r(0) = p = cte

Exemple 1.14:

Le Limagon de Pascal: Soit le cercle de centre I = (a,0) de rayon a. Une
droite d’angle polaire 6 passant par 1'origine coupe le cercle en O et un autre point N
(N = O si la droite est verticale), avec

ON = (2a cos)(cosf, sinf)
Soit le point M situé sur la demi-droite OM tel que
OM = (2acosf+b)(cosf, sinf), b>0

15
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Lorsque 6 varie entre [—7, %], le point M(6) décrit une courbe dite le ”Limagon de

Pascal”. Son équation paramétrique en coordonnées polaires est donc

t=0, r(0)=2acosf+b

Noter que la fonction r(0) n’est pas supposée positive.

*

Exercice 11 représenter en coordonnées polaires ’hypocycloide Hs (& trois points de re-
broussement).

Etudions le vecteur tangent a la courbe représentée par

z(t) =r(t)cosO(t), y(t) =r(t) sinb(t)

Définissons un repere orthonormé (qui dépend de ¢ ):
W(t) = (cosO(t),sinb(t)), T(t) = (—sinb(t), cosb(t))
Alors en dérivant par rapport & ¢, on trouve

Proposition 1.3
Le vecteur tangent au point de paramétre t est:

T(t) =7 ()W (t) +r(t) (t)v(t)

Si 0(t) =t, on a un point stationnaire ssi r(6) =1'(6) =0. Si § =t (cas usuel), les
directions tangentielles & l'origine (éventuelles) sont les droites d’angles polaires 6,
solution de r(0) =0.

Démonstration:

Pour le dernier point, on note que si () =0 (et r'(0) # 0) ), alors le vecteur
tangent est proportionnel & «(f). H

Exercice 12  Montrer que le vecteur accelération est

2
d 32M =" —r0?)T + (ro" + 2007

Cas particulier 8 =t . Solution: On dérive une fois de plus 'expression donnant f’(t), cela donne
") =r"tu+ (—r'0 sinf — 10" cos 0)i + (10 cos 0’ —r0? sinb)j + (r'0' +r0" v

en notant (7,7) le repeére standard. On exprime les relation donnant i et j en fonction de u, v,
et on a le résultat.

Exercice 13  Montrer que la courbe d’équation polaire r = cos 26, admet pour tangentes &
l'origine les droites d’angles polaires 6 = +% . Solution: On résoud r(f) = 0, on trouve 6 = §

(mod ) , on applique la proposition 1.3.

Remarque 1.4 :

e Supposons 6 = t. Sila courbe définie paramétriquement par r = r(6) a
un point d’inflexion en M () (point régulier) alors

r24+ 22— =0

au point 6. On doit en effet écrire que les vecteurs vitesse et accelération sont colinéaires,
le résultat découle du calcul qui précede, joint a 'exercice de dessus. L’inflexion ordinaire,
la seule considérée dans ce cours, correspond au cas p = 1,q = 3 de la section 2.4. Pour
avoir une inflexion ordinaire il faut donc en plus s’assurer en plus de la relation de dessus
que ¢ =3.

e Si la courbe passe par l'origine, donc r(6) =0 a une solution au moins, la
tangente en O, correspondante & 6, tel que r(6p) = 0, est la droite de pente 6. En
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effet, % =tgf — tgly si € — Oy (oo si cosfy = 0). La tangente a donc pour

pente 6y ou co. ¢
Représentation graphique

La représentation graphique d’une courbe d’équation polaire r = r(0) (donc
6 = t), utilise quelques aménagements par rapport & la méthode générale. On évite en
général de repasser aux coordonnées cartésiennes !. L’exception est I’étude des points
singuliers. On doit donc en général
i) Examiner les symétries éventuelles de le courbe, pour réduire le domaine d’étude.

ii) Etudier les branches infinies éventuelles |r(0)| — oo si 6 — 6.
iii) S’appuyer sur le signe et les variations de r(f) avec parfois ’étude de quelques
tangentes particuliéres (paralleles aux axes en général) pour conclure le tracé de la courbe.

Précisons la maniere de développer ces trois points.

Pour i) cela sera clair sur un exemple, les propriétés de périodicité de r(f),
fournissent une invariance par rotation.

Pour ii) on notera que £ = tg#, donc la direction asymptotique est donnée par
le vecteur @ (6p) , i.e la direction d’angle polaire 6y . Pour vérifier §’il y a une asymptote
correspondant & cette direction, on doit projeter orthogonalement M () en H(6) sur
la droite direction asymptotique (qui passe par l'origine) et montrer que ||[M(0)H(9)| a
une limite si 8 — 6y .

Pour évaluer cette distance, il est commode d’exprimer OM (0) sur la base orthonormée
directe

Wy = cosfyi+ sinbpyj, Vo= —sinfyi+ cosbyj
On a par inversion de ces relations
1=cosByWo—sinby Ty, j =sinbyWo+ cosbhyTg
Donc O—]\j(@) =

r(0) (cosb(cos bW — sinby¥) + sinfb(sinby@ + cos 6 7))

=7r(0) ((cos(0 — Op)up + sin(f — Oy)vg)
On obtient la distance cherchée en prenant la valeur absolue de la composante sur vy :
|MH]| = r(6) sin(6 — b))

expression qui doit donc avoir une limite pour qu’il ait une asymptote de direction d’angle
polaire 6y . Dans ce cas, si

hmg_,go T(@Q) sin(9 - 90) =h

la droite asymptote est celle d’équation ( (—, —) = produit scalaire)

(O—]\ja 70) =h

Par exemple si 6 =0 (mod 7), la direction asymptotique est Oz, et il y a asymptote
si

lim y(0) =r(f) sinf =d

9—>90
existe. Si 6y # 0 (mod %), on notera que d’une autre maniere, et plus directement
(section précédente), il y a asymptote ssi
r(0) sin(6 — 6p)

cos by

y—xtgby = —d

17
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I’asymptote est la droite

y=tgbyz+d

Exemple 1.15:
La fleur a trois pétales (ou rosace a trois boucles): elle est donnée par
I’équation polaire

r(0) = sin 36

On observe d’abord que r est périodique de période 27, et que r(—6) = —r(0), donc
M(6) et M(—6) sont symétriques par rapport & 'axe des y. On a aussi (0 + &) =
r(f), donc M(0 + %) se déduit de M(#) par une rotation d’angle 2F, en fait la
périodicité de r est de 2?” . On peut ainsi limiter I'’étude a un intervalle d’amplitude %,
par exemple 6 € [0, §].

Sur [0, §] la fonction r(0) est positive, croissante sur [0, §], décroissante sur
[5, 5], avec un maximum en g . Noter que si 6 € [0, §]

r(g — ) = r(r — 30) = r(0)

Donc la droite d’angle polaire § = ¢ est un axe de symétrie pour la partie du graphe

limitée & 6 € [0, §], en fait pour toute la courbe. II se déduit de Oy par rotation, et
pour cette raison la droite d’angle polaire 6 = %” est aussi un axe de symétrie. Enfin en
¢ =0, la tangente est I'axe des x. On peut imaginer le graphe d’abord sur ¢ € [0, 5],
puis par les symétries et la rotation, le prolonger. Noter que les tangentes au point
O = (0,0) sont données par les solutions de I’équation sin30 = 0, donc sont d’angle

polaire § =0, %, 2¢

737 3 ¢

Exercice 14  (Examen juin 2006) Etudier les branches infinies de la courbe r =1+ 9_7;/4 ?
Tracer la courbe.

Exercice 15  Etudier et représenter la courbe r = sin 32—9 .

Exercice 16 Représenter graphiquement le limagon de Pascal r(f) = cosf+1.

Exemple 1.16:

La spirale logarithmique: elle est donnée par r = e™?, m > 0. Cette courbe est
liée au mathématicien Suisse Jacques Bernoulli. Dans la cathédrale de Bale, on trouve
la pierre tombale, qui suggere semble t’il, une spirale d’Archimede !
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Pour m = 0, c’est le cercle unité. On voit que r(f) — oo si § — oo, et
() — 0 si 8 - —co. De plus r est croissante. L’observation importante qui permet
d’avoir une vision plus précise du tracé de la courbe est que le vecteur tangent au point
de parametre 6 est

7(0) = e™(m7 + )

Il fait donc avec @ un angle constant V, tel que

cosV = ——
1+ m?

Au point de parametre 6 = 0, le vecteur tangent est (m,1). Par ailleurs la courbe
coupe l'axe des = si cos# =0, donc pour € = km. Le point correspondant tend vers
Iinfini si K — o0, et vers zéro si k — —oo. La courbe spirale autour de 'origine en
s’éloignant lorsque 6 — oo .

Exercice 17  (Le treéfle équilatére) Etudier (branches infinies, et graphe) la courbe donnée en
coordonnées polaires par r = Expliciter I’équation cartésienne.
solution

cos 36 °

19
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AN

Compléments: courbes de Lissajous

Les courbes de Lissajous, classiquement visibles sur un oscilloscope, sont comme
indiqué dans 'introduction données par

x=sint,y=sin(at+0b), teR

pour deux parametres a,b € R, a # 0. Le design de ces courbes est sensible a la valeur
des constantes a,b. Ce qui est commun a toutes ces courbes, est le fait qu’elles sont
contenues dans la "boite” [—1,1] x [-=1,1] (écran de l'oscilloscope). Si a =1,b = 7/2,
on a le cercle unité. Si a n’est pas rationnel (a & Q), la courbe devient compliquée,
elle est "dense” dans le carré [—1,1] x [—1,1].

On va se concentrer sur un exemple typique, a = 3/2,b = 0. Dans cet exemple,
on note tout d’abord que f(t) est 4m-périodique, on peut donc se limiter & I’étudier sur
lintervalle [—2m,27]. Comme par ¢t — —t, = et y changent de signe, manifeste d’une
symétrie par rapport & lorigine, on se limite & [0,27]. Enfin, par ¢ — 27 —¢, = change
de signe, et y ne change pas, montrant que 'axe Oy est un axe de symétrie. On se
limite finalement & [0,7]. La tableau des variations de x est clair.

t 0 /2 0

x’ + 0 -

X 0 1 -1

Regardons celui de y. On a 2/(t) = cost, y/(t) = 2 cos3t. Il est visible

qu’il n’y a pas de point singulier. Pour ¢ € [0, 7], les points & tangente horizontale sont
t = %, et a tangente verticale ¢t = 3 . Le tableau des valeurs de y est

y’ 0 /3 27/3 ™

y 0 1 0 -1

Les informations obtenues justifient le graphe suivant
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[Cours N5 Vendredi 1 octobre 2010, 13h30-15h, Amphi A2|
1.8 Longueur d’arc

Revenons brievement & un cadre général. Soit une courbe paramétrée ¢ —
f(t) € R™ définie sur I. On supposera sans le redire que f(t) est dérivable & dérivée
continue, eventuellement dérivable & un ordre assez grand en fonction des besoins. En

toute valeur du parametre ¢, le vecteur tangent % est défini, sa longueur est

IE 1 = /3o 2 (1)

Définition 1.6

Soit un arc de courbe paramétrée t — f(t), et soit a,b € I (on ne suppose pas
a < b). L’intégrale

b b n
[isiae= [ stz

est appelée la longueur de ’arc (noté L, (f) ). Si to € I, la fonction

t
Fis Lo () = / 1 ()

est dite fonction longueur d’arc.

Les propriétés de la fonction longueur d’arc, découlent de la formule de change-
ment de variable dans une intégrale définie. On I'utilise sous la forme suivante:

Formule de changement de variable: Soit une fonction définie continue
f i ]a,b] = R. Soit ¢ : [, 8] & [a,b], @ < B, a < b un changement de variable.
Attention, on ne suppose pas ¢'(s) > 0, donc les bornes peuvent étre échangées par
s —t(s). Alors

b 163
/ f(t)dt = / F((5)|/(5)ds

On remarquera que si on effectue un changement de variable s +— t = t(s) : (a,3) —
(a,b), avec a < 3, a < b, alors soit ¢'(s) >0 (Vs) et t est une fonction croissante, soit
t'(s) <0 (Vs) et t est décroissante.
Proposition 1.4

1) (Additivité par rapport a I’arc) On suppose que a,b,c € I. Alors

Liap)(f) = Lia,e)(f) + Le,py (f)

2) (invariance par changement de paramétre) Soit s — t(s), [, ] 5 [a,b] (@ <
B, a < b) un changement de paramétre (on impose t'(s) # 0:,Vs ), alors

B s b
[ s = [y

21
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Démonstration:

Le point 1) est clair car il ne fait que traduire la propriété d’additivité de
Iintégrale définie ordinaire par rapport aux bornes d’intégration.
2) C’est le point le plus important. Notons la propriété de dérivation des fonctions
composées

d d )
() = 1) x E(5)

donc en prennant la longueur des deux membres on obtient

|| IIfII |||t()|

On reporte dans l'intégrale et on trouve en 1nV0quant la formule de changement de

variable
) s 1Y y
N =y Ty

On traduit cette proposition en disant que la longueur d’un arc de courbe
paramétrée ne depend réellement que de la courbe, et non du choix du paramétrage.
Cela justifie qu’on appelle v une courbe, et ¢ — f ( % une représentation. Changer le
paramétrage, ne change pas la courbe. On parlera de longueur d’arc de ~ .

Exemple 1.17:

Soit a calculer la longueur de l'arc de cercle de rayon un, d’angle au centre
6. On choisit une représentation paramétrique de larc de cercle, par exemple z(t) =
cost, y(t) = sint. Clest donc l'intégrale

/ 2(t) +y2(t) dt = / dt =0
Exemple 1.18:

Calculons la longueur d’arc d’une arche de cycloide, c’est & dire sur [0,27]. La
fonction longueur d’arc est

t t
= 2(1 — cost dt:/ 4sin?t/2dt
| v = [ \fasiny

et le sinus étant >0, s(t) = QIJ sint/2dt = 4(—cost/2+1). La longueur de 'arche
est 8.

Exercice 18 Ecrire les expressions de z et y relativement & la longueur d’arc, dans le cas de
I'arche de cycloide (¢ € [0,7]. Solution: 1—cos % =2 =t =2Arccos(l — %)

Exercice 19  Calculer la longueur de I'arc de la spirale logarithmique = e~? entre les points
de parametre 0 et oo, cette longueur est comme le calcul le montre finie !.

Définition 1.7

Soit une courbe t — f(t) définie sur un intervalle J = (a,b) . On dit que la courbe
est paramétrée par la longueur d’arc si pour tout t € .J, |4 91l =1. On notera
que cela entraine qu’il n’y a pas de point stationnaire.

Exemple 1.19:

Le cercle unité dans son paramétrage x = cosf, y = sinf est paramétré par
la longueur d’arc. En effet 2/? 4 32 = cos?t + sin®t =1.

Pour expliquer la terminologie, notons que si la courbe ¢ — f(¢) est paramétrée
par la longueur d’arc, disons sur J = (a,b), alors si ty € J, l'intégrale qui donne la
longueur de d’arc de tg a t >ty est

/|| dt = /dt—t—to



2 5 Courbes paramétrées

et —t+1ty si t < tg. Donc le parametre 4t mesure bien la longueur d’arc, & une
constante de normalisation pres, qui dépend de 'origine ¢y .

Proposition 1.5
On suppose la courbe réguliére (sans point stationnaire) définie sur J = (a,b) . Alors
la courbe peut étre paramétrée par la Iongueur d’arc. D’une autre maniére, on peut
prendre pour paramétre la longueur d’arc s( f lf()||dt .
Si s et T sont deux paramétrages par la longueur d’arc, alors on a s = £7 + ¢ pour
une certaine constante c.

Démonstration:

Soit la fonction longueur d’arc t — s( f || 7lldt (on pourrait changer la
borne d’intégration a en un point to € J arbltalre) Du falt que le vecteur tangent est
non nul en tout point, on a

ds ,
&= Il #£0

La fonction t — s(t) est alors une bijection croissante de J = [a,b] sur son image, qui
est un intervalle [0 = a, 8]. De plus cette fonction est dérivable ainsi que sa fonction
réciproque, qu’on peut noter sans risque de confusion s — #(s) (penser au théoréme
sur les fonctions réciproques). Il s’agit de voir que si on prend comme parameétre s (la
longueur d’arc), a la place de t, alors || S = 1. Mais

|| H—H ()II—II || || II_

Montrons le second pomt. Sment deux parametres S, T tels que

|| || = || || =1
On regarde s comme une fonction de 7. Comme % = f{lf; x §'(7), on voit en passant
aux normes que |s'(7)| = 1. Comme la fonction s'(7) = +1 est supposée continue sur
un certain intervalle, on a soit §'(7) =1 soit §'(7) = —1 (V7). Donc s(7) = £7 + cte.
|

Dans la suite la lettre s est réservée (c’est une habitude !) a un parametrage
par la longueur d’arc, donc tel que || =1

Exercice 20 Soit la parabole z = t, y = t2. Calculer la longueur de I’arc entre ¢ = 0 et
t =1. Solution: On a L = jol V1 + 4t2dt . Pour calculer cette intégrale, poser 2t = sha. Elle
devient

1 [log(1+v2) log(14+v/2) 1
5/ ch? ada = / ch2ada = 3 sh2a |1°g(1+f)
0 0

Exemple 1.20:
Soit le cas particulier du graphe t — f(t) = (¢,y(t)) de la fonction ¢ — y(t) €
R. Alors ||f(¢)]] = /14 ¢'(¢t)?. Donc la longueur d’arc de ¢y & t est

/ NCERTIOER!
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1.9 Intégrales curvilignes

La propriété d’invariance relativement au parametre s’exprime aussi (avec une
nuance) dans le cadre suivant. Soit une fonction vectorielle w(x) = (wi(x),- -, wn(x))
définie comme au début sur U . Alors on peut former I'intégrale

/ (Z wi(x(t))xﬁ(t)> at

Noter la ressemblance avec les intégrales ordinaires f; f(x)dx. On appelle une telle
intégrale une intégrale curviligne. Le terme sous le signe somme peut étre identifié
comme la fonction produit scalaire (voir Chapitre 2)

(w oz, gradx)

9 Attention: le choix d’un parametre pour une courbe v : ¢t — z(t) induit
une orientation, ou sens de déplacement (de parcours), de la courbe. On dit que le
changement de parameétre ¢ = t(s) définit la méme orientation (ou sens de parcours) si
t'(s) > 0 (Vs), i.e. t(s) est une fonction croissante. Dans le cas contraire (t'(s) < 0),
on dira que la courbe est parcourue dans le sens opposé. On notera que & orientation
fixée, le parametre longueur d’arc est unique & une translation pres s — s+ cte.

Par exemple, le cercle unité = = cost,y = sint dans son paramétrage usuel,
est parcouru dans le sens opposé aux aiguilles d’une montre. Le passage de t a —t donne
le sens inverse. Donc le cercle unité parcouru dans le sens des aiguilles d’'une montre est:

z(t) = cost, y(t) = sin(—t) = —sint
Autre exemple: soit la droite paramétrée ¢ +— u + tv (v # u € R"). La méme
droite mais parcourue en sens inverse est t+— u =tv .

Proposition 1.6
L’intégrale curviligne

b n
/ (Z wi(ﬂf(t))afé(t)> dt

ne dépend du paramétre choisi, pourvu que celui-ci préserve ’orientation. En d’autres
termes si on change de paramétre t = t(s), 'intégrale ne change pas si I'orientation
est préservée, sinon elle change de signe.

Démonstration:

Soit s — t(s), [, B8] = [a,b] un changement de parametre. La formule de
changement de variable dans les intégrales donne

b [ 8/ n
/(Zwi(w(t))xé(ﬂ) dt:/ (Zwi(ﬂs(t(S)))xé(t(S))> |t (s)lds

Ce qui donne exactement le résultat en fonction du signe de #'(s). W

§ Pour calculer une intégrale curviligne, on peut imaginer prendre pour parametre la
longueur d’arc, mais ce parametre est souvent difficile & rendre explicite, car il faut
calculer une intégrale.

La notation habituelle (= convention) pour ce type d’intégrale (appelée intégrale
curviligne le long de larc ) est

/ (i“”'dx”) - [

On parle dans les textes de Physique de circulation d’un champ de vecteurs le long d’un
arc.
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Exemple 1.21:

Calculons [ = fW(Ideerydy) ol 7 est l'arc de parabole y = z? d’extrémités
A =(0,0), B=(1,1). On prend comme parametre t, de sorte que x(t) =t, y(t) = t2.

_ L2 aygp 1,2 _ 11
Donc I = [j(t*+2t")dt =5+ %=1 .
*

Dans un cas tres spécial mais important, 'intégrale f7(2?21 w;dz;) ne dépend
pas de la courbe, mais que des deux extrémités. C’est le cas sil existe une fonction scalaire
U(z) définie sur U avec des dérivées partielles continues (potentiel) telle pour tout i,

wi(x) = g—g . On y reviendra dans le chapitre 2.

|Cours N6 Vendredi 8 octobre 2010, 13h30-15h, Amphi A2

1.10 Courbure des courbes planes

Repére de Frenet
Par repére (ou base) orthonormé de R? en veut dire un couple eg, e € R?
de deux vecteurs tels que
leall = llezll =1, (e1,e2) =0

Les vecteurs ep, es forment alors une base de l’espace vectoriel R?. Le repere dit
canonique est e; = (1,0), ea = (0,1) . Soit (uj, uz) un repére orthonormé.

ORI

Onadonc a2+ c2=0>+d?>=1, et ab+cd =0. Mais 'identité !!
(a® 4 ) (b* + d?) = (ad — bc)* + (ab + cd)?

donne (ad — bc)? = 1. L’identité de dessus résulte soit d'un simple calcul, soit de
I’observation que si on introduit les nombres complexes z = a + ic, w = —b+id, on a
entre modules |z||w| = |zw].

Il y a donc deux cas possible:
e ad—bc=+1, on dit que le repére est direct, ou définit ’orientation positive du plan
(celle fixée originellement par le repére canonique).
e ad—bc = —1, dans ce cas le repére définit I'orientation opposée, ou négative du
plan.

. R a b . o
Exercice 21 On suppose que le repere u; = ( ) Uy = ( d) est direct. Montrer qu’il existe
c

a b\ [(cosf —sind
¢ d) \sin® cosé

Ccela prouve que le repere se déduit du repere canonique par la rotation vectorielle d’angle 6.

6 unique modulo 27 tel que

Proposition 1.7
Soit un vecteur unitaire (de longueur un) u; = (a,c). Il existe un unique vecteur
(unitaire) us = (b,d) tel que (uy,us) soit un repére direct (<= ad—bc =1 ). Noter
que si on renverse 'ordre, le repére (ug,u1) est négatif.

Démonstration:

L’équation (v,u;1) =0 avec ||v|| =1 a deux solutions, v . Ces deux solutions
correspondent & deux reperes d’orientations opposées. On prend le vecteur v qui donne
Porientation positive. W
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Soit une courbe plane (ou arc de courbe) supposée sans point stationnaire, et
définie sur un intervalle (a,b). On prend
a'(t)

) = =

Noter que u; = wui(t), et que ce vecteur est le vecteur tangent unitaire, donnant
Porientation de la tangente. Soit alors n(t) l'unique vecteur unitaire normal a 7(t),
tel que le repere orthonormé (7(t),n(t)) soit direct. Le repere dépend de t !, il est dit
mobile.

Définition 1.8

Le repére orthonormé direct (7(t),n(t)) est appelé le repére de Frenet de la courbe
paramétrée vy en t, et n(t) la normale orientée (ou principale).

Noter que si on change le paramétrage de la courbe, soit ¢ = ¢(u) , alors le repére
de Frenet ne change pas si ¢'(u) > 0, sinon est remplacé par (—7,—n) si ¢'(u) < 0; si
la courbe est parcourue dans le sens opposé, le vecteur tangent unitaire change de sens,
ainsi que la normale unitaire.

Exemple 1.22:

1) Pour le cercle unité f(t) = (cost,sint), paramétré par la longueur d’arc
(s=t),ona

7(t) = (—sint,cost), n(t) = (—cost,—sint) = —f(t)

2)Soit la courbe graphe du sinus t — f(t) = (t,sint). Elle est réguliére en
tout point. On a f'(t) = (1,cost). Donc ||f'(t)]] = V14 cos?t. On a 7(t) =
\/ﬁ(:h COSs t) s et n(t) = ﬁ(— COSs t, 1) ‘
Exercice 22 Trouver le repere de Frenet en tout point de la droite x = 1+¢, y =1+ 2t.
Expliciter le paramétrage par la longueur d’arc. Solution: s = f(f VBdt = /bt =1+ %, Yy =

1+ 2. 7=2:(1,2), 7T=2(-21).

Exercice 23 Soit la branche d’hyperbole décrite paramétriquement par x = sht,y = cht

ht
(noter que y? —z% = 1. Expliciter le repere de Frenet. Solution: Le vecteur tangent est (ch t) )
s

sa longueur est ch?t + sh?t = ch2t. On a ainsi

) = 1 (cht> () = 1 (fsht)
= Vonai \sht) "™ T Jona \ ent

Courbure des courbes planes

La courbure est une information locale qui mesure si la courbe tourne peu ou
beaucoup en un point. Cela explique, ce qui est clair par ailleurs, qu'un cercle est de
courbure constante, et une droite de courbure nulle.

Soit toujours une courbe plane (ou arc de courbe) ¢t — f(¢) supposée sans point
stationnaire, et définie sur un intervalle (a,b) dérivable autant de fois que nécessaire.
Par changement de parameétre ¢ = t(a), on se restreint & un changement positif, i.e. tel
que () > 0 (respecte le sens de déplacement).

Supposons la courbe 7 : ¢t — f(t) = (x(t),y(t)) paramétrée par la longueur
d’arc, donc on note t = s le parametre. La longeur de l'arc de sp a s; est s1 — s¢.
Soit le vecteur vitesse 7(s) = %, définissant une fonction s — 7(s), (||7(s)|| = 1).

Rappelons que le vecteur accélération au point de parametre s est f”(s) = ‘Cil%f = Tc(z:) )
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Proposition 1.8
La courbe étant paramétrée par la longueur d’arc, le vecteur accélération est perpen-
diculaire au vecteur vitesse:

(r(5).1"(5)) = 0

Démonstration:

Il s’agit d’observer le fait simple, mais important, que la condition ||f'(s)| =
1 entraine en tout point s la condition d’orthogonalité z’(s)x”(s) + y'(s)y”(s) = 0.
utilisons le fait que le parametre est la longueur d’arc, donc

£ ()12 = 2"(s)? +4/(s)> =1 Vs
Dérivons cette identité, cela donne:
22/ (s)a" (s) + 2y (s)y" (s) = 0
d’ott le résultat. W

Si on fait appel au (repére de Frenet (7(s),n(s)), on a donc une fonction
k(s) bien définie par

f"(s)(=7'(5)) = w(s)n(s)

Définition 1.9

On appelle k(s) la courbure de la courbe au point de paramétre s, et k la fonction

courbure. Si k(s) # 0, on dit que p(s) = ‘H(ls)‘ est le rayon de courbure au point de

paramétre s (oo si k(s)=0) .

Remarque 1.5 :

Si on dérive une fois de plus, on a 7'(s) = —k(s)7(s). En effet si on dérive
Iégalité (7(s),n(s)) = 0, on trouve (justifier le résultat, en passant aux coordonnées)
comme dans la proposition

('(s);m(s)) + (7(s),1'(s)) =0

Comme 7'(s) = k(s)n(s) par définition, par substitution, cela donne

(m(s),m'(5)) = —r(s)(n(s), n(s)) = —r(s)
Si on dérive de méme 1’égalité (n(s),n(s)) = 1, on trouve que 7'(s) L n(s) donc 7'(s)
est proportionnel & 7(s). On a donc nécessairement

[ 7'(s) = —r(s)7(5) |

Il faut noter que la courbure est sensible a I'orientation choisie. Si on change ’orientation,
la fonction courbure change de signe. En effet si on prend comme parametre —s, soit
g(s) = f(—s), alors ¢'(s) = —7(—s) n donc le repere de Frenet devient

(=7(=s), =n(=s))
Alors 4 (—7(—s)) = k(—s)n(—s) montre que la courbure est maintenant —r(—s), elle
change de signe. ¢

Remarque 1.6 :
Si le parametre ¢ n’est pas la longueur d’arc, on a

7(1) = T x % = k()| () )
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Dans ce contexte, on peut voir la courbure x(s) (s = s(t)) (avec ¢t un parametre arbi-
traire) comme donnée par.

T(t) = k() D)), s = s(t)
*

Exemple 1.23:

Soit le cercle de rayon r = 1, centre (0,0), dans son paramétrage angulaire
(par la longueur d’arc) usuel z(f) = cosf, y = sinf. On trouve

7(0) = (—sinf, cosl), n(f) = —(cos,sinb)

Donc f”(8) =n(0), de sorte que la courbure est constante égale & un.

Plus généralement, soit le cas du cercle de rayon r > 0. On prend encore le
paramétrage x =rcosf,y =rsinf. Alors ||f/(0)|| =r donc 6 n’est pas (si r # 1)
le parametre longueur d’arc . Un paramétrage par la longueur d’arc est obtenu (fait
général) par la fonction réciproque de 6 — s =rf, donc § = 2. Donc

in 3 5 - _ S ain?
T(S)—(—Slnr,cosr),n(s)— (cosr,su’lr)

Soit finalement
1
7'(s) = n(s)

La courbure est donc constante égale a % , et le rayon de courbure constant en tout point
égal a r!. On traitera la réciproque dessous.
2

Dans la pratique une courbe est donnée relativement & un parametre qui n’est
pas la longueur d’arc. D’autre part la fonction longueur d’arc impose le calcul d'une
intégrale, donc peut étre un calcul difficile, sinon infaisable. Pour calculer la courbure,
il n’est pas nécessaire de passer a un paramétrage par la longueur d’arc. Le prix a payer
est un peu plus élévé. Soit g(s) = f(t(s)) = (x(t(s)),y(t(s))) la méme courbe, mais avec
le parametre s = la longueur d’arc. Se souvenir qu’on a

o 1
N OO

On a au point de parametre ¢ = ¢(s), en notant que toute dérivation de = ou
y est prise par rapport & ¢ (est-ce suffisant pour éviter les confusions !):

N S £ 40)
g(s)=1(s) = 2200 + 20 (y’(t))

et en dérivant une seconde fois par rapport & s ( 4 - 1 4 )

ds /2 (t)+y'2 () dt

vy R0 YWy () L (20 Z oo
0= ) merrae (i) )

En effectuant le produit scalaire avec le vecteur normal

on trouve finalement

o' (t)y" (t) —y' (t)z" (1)
()2 + i/ (t)2)3/2
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Proposition 1.9
La courbure de la courbe plane réguliére t — (x(t),y(t)) est

(o) = ZOV' 0~y 2"(0) _ et (10, 1" (1)
(@' (1)? + 9/ (1)?)*/? If@l?

On voit sur le numérateur de cette formule que x = 0 implique que f”(¢) est
proportionnel & f/(¢). C’est le cas en un point d’inflexion. En fait en point d’inflexion
(ordinaire), il est facile de voir en se reportant & la définition que k(t) = ct 4 o(t),
¢ = cte. Donc la courbure change de signe !.

Exemple 1.24:
Soit le graphe t — (t,y(t) de la fonction scalaire ¢ — y(t). La courbure est

w0

(L +y/(t)%)3/2

_ —sint

T (l4cos2t)3/2
signe, en particulier est nulle en les points t =0 (mod 7) , qui sont des points d’inflexion
comme on le voit immédiatement. Le résultat amusant suivant justifie I'introduction de
la courbure.

Par exemple pour y(t) = sint, on trouve £(¢) La courbure change de

Proposition 1.10
Les seules courbes paramétrées réguliéres, de courbure nulle sont les droites (ou seg-
ments de droites). Les seules courbes paramétrées réguliéres de courbure constante
non nulle sont les (arcs de) cercles.

Démonstration:

Il est commode de choisir comme parametre la longueur d’arc. Dans le premier
cas, courbure nulle, on doit avoir f”(s) = 0 (Vs), Donc 2/(s) = a et y'(s) = ¢ sont
constantes avec a? +c? =1, et z(s),y(s) sont des fonction linéaires

z(s)=as+b,y(s) =cs+d

Donc la courbe est une droite.

, on a en conséquence f”(s) = 2 f(s), donc

Si la courbure est constante = % ==z

#(5) = o/ (5), () = 27 (s)

On tombe sur une équation différentielle lindaire (systéme) d’ordre deux a coefficients
constants. On verra dans le dernier chapitre que la solution est

x(s)zrcosf—i—a, y(s):rsinf—l—b
r r

qui est la représentation paramétrique d’un cercle de rayon |r|, de centre (a,b). On peut
obtenir la solution sans référence aux équations différentielles par un argument simple.
Soit la fonction f(s) —rn(s). En dérivant on obtient f'(s) —rn'(s) =0 (voir remarque
2.2). Donc

7)) =cte = ()

et comme [|n(s)|| =1, on trouve que f(s) est sur le cercle de centre (a,b) et de rayon

r. N
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Exemple 1.25:

La courbure de la courbe z = acost,y =bsint (Ellipse) est obtenue par:
1) on calcule les dérivées a 'ordre un et deux

1 [ —asint ni [ —acost
7t = ( bcost )  JU(H) = (—bsint)
2) On applique la formule donnant la courbure; on trouve

) 2ab
K =
(a2 sin’t + b2 cos?t)3/2

On voit sur cette expression que x(¢) a un extremum (maximum ou minimum), si et
seulement si la fonction a?sin?t + b% cos?t a un extremum. En dérivant on trouve
(a®> — b?)sin2t. Un extremum est donc obtenu pour 2¢t = 0 (mod 7). Ce sont
les extrémités des axes, qui correspondent aux sommets de l’ellipse. Pour la parabole
r=t, y:tQ,on trouve

2

0= Gaepr

*
Définition 1.10

i) On appelle sommet d’une courbe, un point qui correspond & un extremum de la
fonction k .

ii) En un point de courbure non nulle (donc pas point d’inflexion) on appelle cercle
osculateur, le cercle de rayon le rayon de courbure p(t)(=r(t)) = |K(1t)| , et de centre

le point

Q1) = £(t) + nt)

Le centre est appelé centre de courbure au point de paramétre t. Lorsque t varie,
le point Q(t) décrit une courbe appelée la développée de la courbe initiale.

On observera que le cercle osculateur ne dépend pas de l'orientation (sens de
parcours) de la courbe. Les parametres ¢ et —t conduisent au méme cercle, cela du fait
que la courbure change de signe, mais aussi le vecteur normal !.

— ""‘-\C1

On peut donner une représentation paramétrique de la developpée.

Proposition 1.11
La développée de la courbe = = x(t), y = y(t) est

.’IJl2 + y/2 le + y/2
/ _ /
"’ Y—y—i—x ”—y’a:”

X(t) =z —
(t)=2—y 7y

l‘/y” _ y/x
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Courbes paramétrées

Démonstration:

11 suffit d’insérer les relations de la proposition 2.7. W

Soit le cercle de centre (a,b) et de rayon r. Soit la représentation paramétrique
x=a+rcost,y=>b+rsint. On en déduit d’une part que k(t) = % , et que le centre
de courbure est (a,b), le centre du cercle. Le cercle est son propre cercle osculateur (en
tout point).

(t) = <Si“t), () = (- cost, —sint)

cost

Déveoppée

_).-'

-— Dévdoppanie

Exercice 24  Soit la "spirale”: z(t) = e ' cost, y(t) = e sint, t € R. Calculer la longueur
de I'arc de la totalité de la spirale, donc de t =0 a t = oo . Calculer la courbure en tout point.
solution: On a |f(t)|| = v2e~*. On doit donc calculer

/ Vaetdt = 3t = V2
0

La courbure est r(t) = \% . Noter qu’elle tend vers 'infini lorsque la courbe s’enroule autour de

I’origine.
Exercice 25 Montrer que les normales a la courbe t +— f(t) sont tangentes & sa développée.

Exercice 26 Calculer la courbure pour la branche d’hyperbole y = %, (z > 0). En quel
point (s) est-elle maximale ?. Solution: La calcul de la courbure donne (application directe de

2 1/2(q_ 4
la formule) r(z) = % . En dérivant cette fonction de z, on trouve Gznﬂiw. Le
maximum de la courbure est atteint pour = =1, ce qui correspond au point (1,1).
Exercice 27  Montrer que le rayon de courbure de la parabole y = 2 st —L— o 0 estla
2 cos3 @

pente de la tangente. Trouver I’équation du cercle osculateur de plus petit rayon.
Exercice 28  Trouver le(s) sommet(s) de la courbe (point de courbure maximum ou minimum)

y=-e".

Si la courbe est donnée en coordonnées polaires, il y a une formule spécifique
pour obtenir la courbure. La formule est la suivante:

r2420'% —pp!’

R = (r2+172)3/2

31
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Pour la valider, notons qu'on a dune part z'?> + y'?> = 72 + /2. On calcule ensuite
Pexpresion z'y” —y'z” . On utilise pour cela, soit un calcul direct de f” , éventuellement

le résultat de ’exercice 15. On trouve sans difficulté
det (f(9), f"(0)) = det (*'u + rv, (r")r)u + 2r'v) = 22 — r(+")r)) = 202 4 2 —
D’ou la formule annoncée, par substitution dans la formule du théoreme 2.7.

Remarque 1.7 :

Le vecteur tangent (en un point régulier) donne la direction de la tangente, qui
est la droite qui a un ”contact” d’ordre un au moins avec la courbe. L’interprétation de
la courbure, et du cercle osculateur, est que ce dernier est le cercle qui a avec la courbe
un contact d’ordre au moins 2, au point considéré. Ceci a une explication. Soit le courbe
t — f(t), le point étant celui de parametre ¢ = 0. On suppose que le parametre est
la longueur d’arc, donc ||f'(t)|| = 1; soit pour simplifier x = k(0). Choisissons une
représentation paramétrique du cercle osculateur, sous la forme

g(t) = Q(0) + % (= cos(kt)n(0) + sin(xkt)7(0))

Pour le cercle, le parametre ¢ est aussi la longueur d’arc. On a ¢'(0) = f/(0) = 7(0) .
On a aussi ¢"”(0) = xn(0), c’est a dire

g9"(0) = f"(0)
Ce qui montre que les développements de Taylor pour les fonctions f et g, relativement
au parametre convenablement choisi ¢, sont égaux jusqu’a ordre deux. C’est ce qui
justifie la dénomination de cercle osculateur, pour la courbe g(t).

Exercice 29 Montrer que la courbe développée de l'ellipse © = acost, y =bsint (a >b >
0), est la courbe

2 2 b2 _ g2

—b
X = ¢ cos®t, Y = ¢ sindt

Justifier le fait que cette courbe possede 4 points de rebroussement.

Examen de juin 05/06: Faire I’étude des branches infinies de la courbe représentée en
coordonnées polaires par

Solution
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[Révision pour CC1+]|
CHAPITRE 2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

Les équations différentielles permettent de rendre compte de bon nombre de phé-
nomeénes naturels. Par exemple, comme nous le verrons plus tard, des évolutions de
population (population pris en un sens large). Le but de ce chapitre est de décrire
quelques aspects théoriques et numeériques des équations différentielles du premier
ordre, et aussi de donner quelques exemples de modélisation.

1.1. Un bref apercu de la zoologie des équations différentielles. Une équation
différentielle du premier ordre est une équation qui met en jeu une relation entre une
fonction et sa dérivée, et dont la solution est une fonction dérivable. De facon (un
peu) plus précise, une équation différentielle du premier ordre se présente sous la
forme

u' = F(t,u),

oll F est une fonction de R? dans R. Une solution sur un intervalle I est une fonction
u qui est dérivable sur I et telle que, pour tout ¢t € I, u'(t) = F(t,u(t)). Ici, la va-
riable pour la fonction u est ¢, car comme nous le verrons dans la paragraphe suivant,
une équation différentielle modélise parfois 1’évolution d’un systéme (par exemple,
I'évolution de la taille u d’une population) en fonction du temps ¢.

Exemple 1. Considérons I'équation u' + 5u = t¢. Nous pouvons encore 1'écrire
v = —bu + t. Donc, v’ = F(t,u) ou F(z,y) = —5y + z. Une solution sur R est
u(t) = (1/5)t — 1/25. En effet, u'(t) = 1/5 = —5u(t) +t.

Exemple 2. Considérons I’équation ' + 5tu = t2. Nous pouvons encore 1’écrire
v’ = —5tu + t?. Donc, v’ = F(t,u) ou F(z,y) = —5xy + z2. Les solutions sont,
comme nous le verrons plus tard, un peu plus difficiles & écrire.

Les équations données dans les exemples 1 et 2 sont des équations linéaires du
premier ordre. Rappelons qu’une fonction linéaire f : R — R est une fonction de la
forme f(z) = kz. Oublions dans F' le terme qui ne contient que des z. Dans le premier
cas, nous obtenons g(y) = y et dans le deuxiéme cas, nous obtenons g(y) = (—5z)y.
Dans les deux cas, g est linéaire en y. Dans le premier exemple, le coefficient devant y
est indépendant de z. On dit que cette équation est linéaire a coefficients constants.
Dans le deuxiéme exemple, la fonction g est linéaire en y si nous supposons que x
est fixé. En effet, le coefficient devant y n’est pas indépendant de z. On dit que cette
équation est linéaire & coefficients non constants.

1
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Exemple 3. Considérons u' = u? + 5t. Alors, F(x,y) = y? + 5z. Si nous oublions
la variable x dans F, nous obtenons ¢(y) = 3> qui n’est pas linéaire. L’équation en
question est dite non linéaire. Nous verrons que dans certains cas, nous pouvons écrire
une formule explicite donnant toutes les solutions (comme dans le cas des équations
linéaires). Cependant, ce n’est pas toujours le cas et nous décrirons des méthodes
permettant d’avoir une bonne idée de ce & quoi ressemble une solution.

1.2. Taux de croissance d’ue population. Notons N(¢) la taille d’une population
a l'instant £. Nous nous intéressons dans ce paragraphe a ’évolution de cette popula-
tion au cours du temps, en particulier a la variation de la taille de cette population.
C’est, pourquoi nous introduisons le taux moyen de croissance de la population. Il
représente la variation du nombre d’individus par unité de temps et par individus
présents et est donné par

AN(t)

N(t)At
ou AN(t) = N(t + At) — N(t) est la variation du nombre d’individus entre le temps
t et le temps t + At. Ce taux peut étre mesuré de fagcon expérimentale. Souvent, il

AN(t
est supposé que N(E)) ne dépend pas de t, c’est a dire qu’il existe k£ € R tel que,
pour tout ¢,
AN(t) ﬁ
N(t)At At

Ainsi, le taux d’accroissement moyen pendant un intervalle de temps At est AL

Reprenons la formule
AN(t) N(t+At)-N(t) 1
N(t)At At N(t)’

et faisons tend,re At vers 0. Nous obtenons alors & la limite le taux instantané d’ac-

N
NG Parfois (par exemple en physique), la dérivé N'(¢) se note d—t(t)

Nous reviendrons plus tard sur cette notation. Si nous supposons ce taux constant,
la fonction N (t) satisfait

croissement

(Ey) N'(t) = kN(t).
Ceci est une équation différentielle linéaire du premier ordre & coeffcients constants.
Nous verrons dans le prochain paragraphe que la solution de (F;) est donnée par
N(t) = Nyekt. Ce modeéle est trés grossier. Nous pouvons ajouter un terme de mor-
talité due, par exemple, & la compétition. Il est naturel de supposer que ce taux est
proportionnel & la population. Nous obtenons alors que N satisfait

N'(t)

N(t)
ce que nous pouvons encore écrire

(Ey) N'(t) = kN(t) — bN?(t).

=k —bN(t),
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Cette équation différentielle est beaucoup plus dure & étudier a cause du terme non
linéaire N?(t). Une équation du type (F3) est, comme nous I’avons vu plus haut, non
linéaire a coefficients constants.

Nous pouvons aussi imaginer que la taux de croissance dépendent du temps, ceci
afin de tenir compte des saisons. Par exemple, N peut satisfaire

(E3) N'(t) = (2 +cost)N(t) — 1/2N?(t).

Dans ce modéle, le taux de croissance reste positif, ce qui signifie que la population
croit. Le terme 1/2N?(¢) est du a la compétition. S’il n’y a pas de compétition, nous
obtenons I’équation

(E4) N'(t) = (24 cost)N(t).
Cette équation ressemble & (E4), a la différence essentielle que k(t) = 2 + cost dé-
pend de t. Une équation différentielle du type (E,;) est, suivant la terminologie du
paragraphe précédent, linéaire a coefficients non constants.

Dans la suite, nous étudierons en détails les équations différentielles linéaires. Nous
discuterons ensuite de quelques exemples d’équations non linéaires ou a coefficients
non constants. En particulier, nous croiserons des équation dont nous ne pourrons pas
déterminer explicitement les solutions. Dans ces cas, nous présenterons des méthodes
numériques ou quantitatives qui nous permettront d’avoir une bonne idée de & quoi

Cours N9 Vendredi 12 novembre 2010, 13h30-15h, Amphi A2

1.3. Equations différentielles linéaires a coefficients constants.

1.3.1. Equations sans second membre. Soit a € R. Une solution de I’équation diffé-
rentielle

u —au=0
est une fonction u : R — R dérivable telle que, pour tout x € R,

v (z) — au(z) = 0.

Nous pouvons facilement vérifier que la fonction nulle et que la fonction u(z) = e**

sont solutions. Peut-on en trouver d’autres ?

Théoréme 1. Les solutions de I’équation différentielle y' — ay = 0 sont les fonctions
u(z) = Ae™ ou A € R

On détermine A grace a une condition initiale. Par exemple, nous pouvons imposer
la valeur de u en 0. Si nous fixons u(0), alors la solution de notre équation est unique.
En effet, cette condition impose que la contante A doit étre égale a4 u(0). Ainsi, si nous
fixons la valeur en 0 de la solution u, il y a unicité de la solution u. Ceci est important
et nous verrons plus tard que c’est un fait général pour les équations différentielles
“gentilles” du premier ordre.

Notons que si u est une solution, alors, pour tout a € R, il en de méme de au. De
méme, si u et v sont solutions, il en est de méme de u + v.
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Démonstration. Notons tout d’abord que les fonctions de la forme u(z) = Ae® sont
solutions de 1’équation différentielle
v — au = 0.
Supposons que u soit une solution et posons v(z) = u(x)e~*® pour tout z € R. Alors,
V'(z) = (2)e™ ™ — au(z)e™® = e (u'(z) — au(z)) =0, Vz € R.

Ainsi, la fonction v est constante. Donc, il existe A € R tel que v(z) = A pour tout
x € R. Ceci peut encore s’écrire

u(z) = Ae®,Vx € R
U

1.3.2. Equations avec second membre. Nous considérons dans ce paragraphe les équa-
tions différentielles du type

(E)u' —au=h
ol a € R et h est une fonction définie sur un intervalle I de R. Nous lui associons
une équation différentielle linéaire sans second membre “en oubliant le terme aprés le
signe =", c’est a dire I’équation différentielle

(E) v —au = 0.

Cette équation s’appelle équation homogéne associée. Ainsi, I’équation homogéne est
obtenue en “éliminant” les termes ne contenant que la variable ¢.

Exemple. L’équation homogéne associée a 1’équation (avec second membre) u' =
6u + 12 est u' = 6u.

Supposons que 'on connaisse deux solutions ug et u; de (E). Alors, formellement,
(uy —up)" — a(uy — ug) = (v — auy) — (ug — auy) = h — h = 0.
Donc, u; — ug est solution de (E) et donc, d’aprés la section précédente, il existe
A € R tel que
ur(z) — uo(z) = Ae®™, Vo € 1,
ou encore
u1(z) = uo(z) + N, Vo € I.

Bilan : si nous connaissons une solution particuliére uy de (E), alors toutes les
solutions de (E) sont de la forme

u(z) = uo(z) + N, Vo € I.

Notre probléme va étre maintenant de trouver la solution particuliére u. Notons
que si nous connaissons la valeur de la solution en 0, alors la solution est unique.
La méthode rapide (d’aprés Euler, 1750)
L’idée est de chercher la solution uy sous une forme proche du second membre h.
Exemple 1. Considérons I’équation

u = u+ 12
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L’équation homogeéne associée est u' = v dont la solution générale est \.e! d’aprés
le paragraphe précédent. Nous allons chercher la solution particuliére uy sous forme
d’un polynéme du second degré

up(t) = at® + bt + c.
Nous cherchons donc a, b et ¢ dans R tels que, pour tout £ € R,
2at + b = at® + bt + ¢ + t,

soit encore

(a+ 1D+ (b—2a)t+c—b=0.
Donc, a = —1, b = —2 et ¢ = —2 sont solutions. Donc, une solution particuliére de
(E) est

uo(t) = —t* — 2t — 2,Vt € R,

et la solution générale de (E) est

u(t) = Xe! —1* — 2t —2,Vt € R.
Exemple 2. Considérons I’équation

v +u = 4sint + 3 cost.

L’équation homogéne associée est u' = v dont la solution générale est \.e! d’aprés
le paragraphe précédent. L’idée est de chercher une solution particuliére ug sous la
forme

uo(t) = asint + beost,Vt € R

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que a = 7/2 et b = —1/7 convient, et donc
que la solution générale de I’équation différentielle est

u(t) = Xe™" +7/2cost — 1/7Tsint.
Exemple 3. Considérons 1’équation
u +u = 2e.

Il est naturel de chercher la solution sous la forme ae®. Quelques calculs montrent
que a = 1 convient. La solution générale de I’équation différentielle est

u(t) = et + €.
Exemple 4. Considérons I’équation
u' +u = 4sint + 3cost + 2¢'.

Une solution particuliére est obtenue en ajoutant une solution particuliére u; de
I’exemple 2 et une solution u, de I'exemple 3. Ceci s’appelle la méthode de superpo-
sition des solutions. Pour voir cela, notons que (sans faire de calculs)

(u1 +u2)' (t) + ur(t) +uz(t) = (uh(t) +ui(t)) + (uh(t) + ug(t)) = 4sint + 3cost + 2¢’.
Donc, la solution générale de I’équation est
u(t) = Xe " +7/2cost — 1/Tsint + e’

Méthode de variation de la constante
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Reprenons 'équation (E) u' — au = h et son équation homogéne associée (E') u' —
au = 0. Nous avons vu que les solutions de (E') sont de la forme u(t) = Ae™. La
méthode de variation de la constante consiste & chercher une solution de (E) sous la
forme u(t) = A(t)e™, c’est a dire, comme le nom I'indique, de faire varier la constante
A dans la solution générale de (E'). Nous cherchons donc une fonction A(¢) telle que

N(t)e™ + +a(t)e™ — a\(t)e™ = N (t)e™ = h(t).
Donc, A est une primitive de h(t)e™.
Si h est continue, alors ¢t — h(t)e % est continue, donc une primitive de cette fonction

existe. Il en résulte qu’il existe une solution de 1’équation différentielle considérée. Si
nous fixons I'image en 0, alors cette solution est unique.

Ezemple 1.
Parfois, comme h n’est pas continue (voir méme définie sur R), nous devons nous
restreindre a des intervalles.

Ezemple 2.

N

1.4. Equations linéaires a coefficients non constants. Soit ¢ : R — R une
fonction définie sur un intervalle I de R. Nous dirons que la fonction u : R — R est
une solution de I’équation différentielle
v = au
si u est dérivable sur I et pour tout ¢ € I,
u'(t) = a(t)u(t).
Les solutions de cette équation sont relativement faciles & déterminer. En effet,

nous avons la

Proposition 2. Supposons que la fonction a : R — R soit continue sur un intervalle
I de R et soit A une primitive de a sur I. Alors, les solutions de y = a.y sont les
fonctions t — Xe*® ou \ € R.

Rappelons que nous avons vu au chapitre 7 qu'une primitive A d’une fonction
continue a sur un intervalle I existe sur I. Donc, il y a bien existence des solutions
de I’équation considérée.

Démonstration. Le principe de preuve est le méme que celui que nous avons vu dans
le paragaphe précédent dans le cas ol a est une fonction constante. Tout d’abord, si
u(t) = Ae® pour t € I, alors

u'(t) = MA' (1)e D) = Ma(t)e ™) = a(t)u(t).

Donc, u est solution de v’ = au. Réciproquement, soit u une solution de u' = au.
Posons, pour ¢t € I, v(t) = u(t)e 4" Alors,

V' (t) = w' (t)e A —u(t) A (t)e™4® = e A0 (W (1) — A" (t)u(t)) = e 2O (W' (t)—a(t)u(t)) = 0.

Donc, v est constante sur I. Ainsi, il existe A € R tel que v(tf) = A, soit encore
u(t)e=2® = X pour tout ¢ € I. Il s’en suit que u(t) = Ae*® pour tout ¢ € I. O
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Donnons un exemple et considérons ’équation y’ = ty. Ici, nous choisissons I = R,
puisque la fonction a(t) = t est “gentille” partout. Une primitive de A(t) = ¢?/2.
Dong, les solutions de I’équation différentielle 4y’ = ty sont donnés par

u(t) =X’ ? on A € R

Que se passe-t-il si ’équation a un second membre ? Nous considérons 1’équation
y' —ay = h. Commencons par répéter la discussion de la section précédente. Nous lui
associons une équation différentielle linéaire sans second membre “en oubliant le terme

apreés le signe =" (ou de maniére équivalente en oubliant les termes en t seulement),
c’est a dire I'équation différentielle (appelée équation homogene associée)
(") y' —ay=0.

Supposons que I'on connaisse deux solutions fy et f; de (E). Alors, formellement,
(ur —up)" — a(ur — up) = (v — auq) — (ug — auy) = h — h = 0.
Donc, u; — ug est solution de (F) et donc, d’aprés ce qui précéde, il existe A € R tel
que
u (t) — ug(t) = Xe?®, Vi e I,
ou encore
uy (t) = ug(t) + Xe®, Wt € 1.
Bilan : si nous connaissons une solution particuliére uy de (E), alors toutes les
solutions de (E) sont de la forme

u(t) = ug(t) + A, Wt € I.

Pour trouver la solution particuliére ug, les méthodes sont les mémes que dans le cas
ou a est constante. Discutons la méthode de variation de la constante. Nous cherchons
donc une solution de u' = au + h sous la forme ug(t) = A(t)e*®. Ainsi, A doit vérifier

N(t)eA® + A'(1)eA® = a(t)e™® + h(t),
soit encore, puisque A’ = a,
N(t) = h(t)eA®.
Donc, ) est une primitive sur I de h.e”.
Ezemple. (en insistant sur l'unicite).

1.5. Quelques exemples d’équations non linéaires. Nous allons considérer dans
ce paragraphe des équations générales du premier ordre. Rappelons qu’elles sont de
la forme
(EG) v’ = F(t,u)
ol F: R x R — R est continue sur R2.
Une solution de I’équation différentielle (EG) sur I'intervalle I de R est une fonction
u dérivable sur I telle que, pour tout t € I,

U (t) = F(t, u(t)).

Dans certains cas, il est possible de trouver explicitement les solutions de (EG).
En général, ceci n’est pas possible. La premiére chose a faire est alors de démontrer
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qu’il existe une solution, puis (si c’est le cas), que la solution est unique. Ceci se
fait grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz. Grosso modo, ce théoréme dit que si F
est “gentille” et si nous fixons ty et ug, il existe une unique fonction u solution de
(EG) telle que u(ty) = up. Un énoncé précis est au-dela des objectifs de ce cours. De
plus, la démonstration de ce théoréme est beaucoup trop délicate pour étre exposée.
Nous avons vu dans les premiers paragraphes de ce chapitre que 1'unicité, si on se
donnait une condition initiale, était vrai (modulo des conditions de continuité) pour
les équations linéaires.

Nous supposerons dans la suite que, dans tous nos exemples, ce théoréme s’ap-
plique. C’est d’ailleurs ce que font les physiciens, les chimistes,... En effet, (EG) est
censé modéliser pour eux une situation bien définie, d’oul I’existence et I'unicité d’'une
solution.

Exemple. Considérons une population dont le nombre d’individus au temps ¢ est
u(t) qui satisfait 1’équation d’évolution

u' = (2 + cost)?u.

Supposons que nous connaissons le nombre d’individus en 2004, c’est & dire u(2004) =
k (k donnée expérimentale) et que nous voulons connaitre le nombre d’individus en
2010. Si I’équation avec donnée initiale u(2004) = k avait aucune solution ou plu-
sieurs solutions, nous ne pouvons soit pas connaitre le nombre d’individus en 2010,
soit avoir plusieurs choix possibles! Ce qui ne rend pas trés crédible notre modéle!
Heureusement, le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous prédit une unique solution au
temps ¢t = 2010 (mais il ne dit pas que notre modéle décrit avec précision I’évolution
de la population considérée!!!!!1).

Nous allons maintenant décrire des méthodes qui vont nous permettre d’imaginer
a quoi ressemble les solutions d’une équation différentielle, méme si nous ne pouvons
pas les décrire & I'aide d’une formule.

1.5.1. Méthodes qualitatives. Nous allons décrire des méthodes qui permettent de vi-
sualiser les solutions d’une équation différentielle que nous ne savons pas résoudre.
Ces méthodes peuvent étre implémentées sur ordinateur (mais 'auteur de ces lignes
en est incapable ....).

Soit u une solution de (EG). Donc, pour tout t € I,
(x) u'(t) = F(t,u(t)).
Nous pouvons la représenter par son graphe (en fonction de la variable ) :
G, ={(t,u(t)),t € I}.

Alors, le coefficient directeur de la tangente a G, en (o, u(to)) est u'(to), soit, d’apres
(%), F(to,u(to)). Si u est la solution correspondant a la donnée initiale (to, ug), le
coefficient de la tangente au point (tg, u(tg)) est F'(to, uo) (puisque ug = u(ty))-
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Exemple. Soit vy I'unique solution de I’équation u'=(1+exp(t))u
champ de direction

R \ Mg e
1"\‘ \ R Y
\‘ N e e e e
"\‘ N T
\'.‘ N e T e e,
e

'|'.I

Sl S R | o
SRR E SRR IRRAN!
qui vaut 1 en 1. Alors, le graphe de ugy passe par (1,1) et la tangente en ce point au

graphe a pour coefficient directeur 1+ e. En effet, v’ = F't,u) ou F(t,z) = (14 €)y.
Donc, F(1,1) =1 +e.

Soit (z,y) (les coordonnées) d’un point du plan. D’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, nous avons le
Principe d’unicité. il eriste une unique solution de l’équation (EG) dont le graphe

passe par (x,y).

C’est I'unique solution u qui vaut y en z, c’est a dire u(z) = y (ou en d’autres
termes, avec les mémes notations que dans le paragaphe précédent, nous avons fixé
to = x et u(ty) = y). Le champs des directions associé a 1’équation v’ = F(t,u) est
en chaque point du plan de coordonnées (z,y) la pente F(z,y) qui est le coefficient
directeur au point (x,y) de la tangente au graphe de 'unique solution de (EG) pas-
sant par ce point. Comment visualiser ce champs des directions ?

Méthode de la grille. On prend une “grille”, c’est a dire un quadrillage du plan.
Par exemple, les points dont les coordonnées sont des entiers. En chacun de ces points
(x,y), on trace le segment de coefficient directeur F'(z,y).

Reégle du jeu. Tracer des graphes tels que

(i) Quand un de ces graphes rencontrent un point de la grille, il doit étre tangent au
segment correspondant.

(ii) Deux de ces graphes ne peuvent passer par un méme point de la grille (d’aprés
le principe d’unicité).
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A vous de jouer! Voici une grille et le champs des directions associé. Tracer ’allure
des graphes des solutions.

Méthodes des isoclines. Une isocline est une courbe du plan sur laquelle le champs
des directions a une direction donnée, c’est a dire la courbe est I’ensemble des points
de coordonnées (z,y) tels que F(z,y) = c on ¢ € R est fixé.

Tracgons les isoclines correspondantes aux valeurs ¢ = 0, 00, +1, —1,+2, —2, 43, —3.

Reégle du jeu. Tracer des graphes tels que

(i) Lorsqu’un graphe rencontre une isocline associé a la valeur ¢, la tangente au graphe
a pour coefficient directeur ¢ (pour les valeurs de ¢ données ci-dessus).

(ii) Deux de ces graphes ne peuvent passer par un méme point (d’aprés le principe
d’unicité).
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Encore un jeu! Voici les isoclines d’une équation. Tracer des graphes de solution.

1.5.2. Schéma d’Euler. Considérons I’équation différentielle u' = F'(t,u) avec comme
condition initale u(ty) = uy (0l ¢y et ug sont des réels donnés. On pourra déja essayer
de comprendre la méthode avec ty = 0 et ug = 0). Nous nous donnons un “pas” h et
nous voulons voir comment évolue la solution u sur I'intervalle [to, t 4+ h]. Rappelons
que léquation de la tangente t3 & la courbe de u au point d’abscisse ¢, est

y=1u'(to)(z — ty) — ul(to).
Comme u(ty) = ug et u'(tg) = F (o, up), nous obtenons
Yy = F(to, U())(.I - to) — Ug-

Il est important de noter que cette droite 1 est connue, puisque F', tg, et ug sont
donnés.

Exemple. Prenons I’équation v’ = tu + 1 avec comme condition initiale u(0) = 1
(c’est a dire F(z,y) = zy+1, to = 0 et ug = 1). Alors, comme F'(0,1) = 1, ’équation
de la tangente en (0,1) au graphe de u (u unique solution de léquation différentielle
avec la condition ci-dessus) est

y=x— 1.

Posons t; = ty + h. La solution u de notre équation part & l'instant ¢, du point
(to, up). A linstant ¢;, elle se trouve au point de coordonnées (¢, u(t1)). Si h est assez
petit et si la fonction u est raisonable, ce point de coordonnées (t1,u(t1)) ne devrait
pas étre (et on peut le montrer de fagon rigoureuse) du point ayant méme abscisse t;
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et situé sur la tangente Tj. Ainsi, u(t1) ~ F(ty, uo)(t1 — to) + uo. Comme t; — ty = h,
nous obtenons
u(t1) ~ F(to, uo)h + uo.

Posons u; = F(tg, ug)h+ ug. Soit ty = t; +h = ty+2h. Nous pouvons supposer, a une
approximation prés, que la solution repart a l'instant ¢; du point (¢, ;) (et non du
point (t1,u(t1)). Alors, le méme raisonnement montre que la solution ne devrait pas
étre trop loin du point (¢9, F'(t1,u1)h+u1). Ce qui est le cas si h est assez petit. Nous
posons alors us = F'(t1,u1)h+u; et nous pouvons recommencer. De cette fagon, nous
sommes amenés & considérer les suites définies

tn = t() + nh
Up = Up_1 + F(tn, un)h.

Les réels ¢y et ug sont nos données de départ. Une approximation de notre solution
est alors obtenue en joignant les points (%, uy).

Exemple. Soit 'équation v’ = sin(tu) avec comme conditions initiales u(0) = 3. En
prenant le pas h = 0, 1, nous obtenons

Il est recommandé d’essayer de programmer ces calculs.
1.6. Quelques exemples d’équations non linéaires.

1.6.1. Equations a variables séparables. Ce sont des équation du type

u' = h(t)g(u)

c’est & dire F(z,y) = h(z)g(y). Le nom vient que I'on peut séparer dans F' les va-
riables z et y. Il y a deux exemples particuliers, 'un quand F'(z,y) ne dépend que
de z (exemple 1 suivant), 'un quand F(z, y) ne dépend que de y (exemple 2 suivant).

Exemple 1. v/(¢)h(t). Alors, u est une primitive de h. Donc, les graphes des solutions
sont obtenues en translatant celui d’une solution donée.

Exemple 2. v’ = g(u) (équation autonome). Par exemple, u' = u? — 3u.
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Donnons une idée de la méthode pour résoudre des équations & variables séparables.
Dans les cas particuliers, il faudra justifier les calculs faits.
L’équation u’' = h(t)g(u) peut sécrire

ou encore

/%dt:/g(t)dt.

Si H et G sont des primitives de 1/h et g respectivement, alors H(u) = G(t) + C (ou
C' est une constante réelle). Ceci permet dans certains cas de déduire u en fonction
de t. La constante C' est comme d’habitude donnée par la condition initiale que I'on
se donne. Souvent, par exemple en physique, la méthode précédente s’écrit

du
o = hw()
puis
du
W) g9(1)
ou encore

du
— = t)dt
[ 7= [ st
et finalement (avec les mémes notations que ci-dessus),
H(u) =G(t)+ C.

Donnons deux applications.
Exemple 1. Considérons v’ = g(t)u. Notons tout d’abord que v = 0 est une solution
évidente. Ecrivons

ou encore

et finalement,
u| = e 904,

Si G est une primitive de g, alors les autres primitives sont de la forme G + C, et
donc toutes les solutions sont de la forme (en posant M = +/ — e%)

u(t) = +/ — eCet = MefO),

Exemple 2 (Equation logistique). Considérons I'équation v’ = au — bu? (ou a,
b € R). Notons qu’il y a deux solutions “évidentes”, & savoir les fonctions constantes
u; = 0 et ug = A/b. Pour trouver les solutions, écrivons

du
—— = [ dt.
/au—bu2 /t
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En décomposant en éléments simples le membre de gauche, il vient

1/al ==t+C (C eR),
fam| ] Cem
puis, en posant M = e®C,
u
- M at.
a—bu ¢
Les solutions sont donc
M at
up(t) = b]\c/_L/eaite—l définie pour tous les t tels que u(t) < 0;
u1(t) = 0 définie sur R,
() aMe™  oing fous les ¢ tels que 0 < u(t) < a/b
u = ————— définie pour tous les ¢ tels que u a
us(t) = a/b définie sur R
) aMe™ ot tous les  tel () > a/b
= ————— défini r :
Uy [Mfeat —7 définie pour tous les ¢ tels que u a

1.7. Equations de Bernouilli. Ces équations s’écrivent sous la forme
u' + P(t)u = Q(t)u"

ou P et @ sont des fonctions continues et n est un entier (# 0, n # 1). L’idée est de
poser v = u "' et de voir que v est solution d’une équation linéaire. Le mieux est
de donner un exemple.

2. UN EXEMPLE DE SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES : LE MODELE DE
VOLTERRA

Nous ne savons pas résoudre toutes les équations différentielles, alors pourquoi
s’attaquer & des systémes d’équations différentielles 7 Nous allons juste présenter un
modeéle d’évolution dynamique de population, qui est fort instructif et trés amusant.
Notre analyse s’arretera assez vite, dans la mesure oil, méme si le modéle est trés
élémentaire, son étude est trop complexe.

Umberto d’Ancona qui était un des responsables de la péche italienne pendant la
premiére guerre mondiale avait remarqué (en regardant les données statistiques en sa
possession) que la proportion de requins et autres prédateurs que 'on attrapait était
supérieure pendant la guerre a ce qu’elle était avant et aprés la guerre, période ot la
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péche est alors réduite. Ses données étaient les suivantes (& titre de comparaison, la
proportion était supérieure & 11 pour cent avant 1914 et aprés 1923).

Vito Voltera, qui avait été contacté par D’Ancona, proposa, au début des années
1920, P’explication suivante. Soit u(¢) le nombre de poissons comestibles (pour nous,
des sardines) et v(t) le nombre de prédateurs (pour nous, des requins). Supposons que

(i) Les sardines ont assez de nourriture et seuls les requins s’opposent a la croissance
de leur population.

(ii) Le nombre de requins dépend du nombre de sardines dont ils disposent pour
manger.

De plus, Volterra suppose qu’en ’absence de requins, le nombre de sardines croit
exponentiellement, c’est & dire u satisfait v’ = au (a > 0) et que le nombre de requins,
en 'absence de sardines, décroit exponentiellement, c’est & dire v satisfait v' = —bv
(b > 0). Comment traiter leur “vie commune” ? Le nombre de rencontres est supposé
dépendre du produit uv, il est défavorable pour les sardines et favorables pour les
requins. Donc, il existe ¢ > 0 et d > 0 tels que

v = au— cuv
v = bv+duv

Les solutions de ce systéme ne sont pas connues. De plus, le modéle de Volterra
est assez discutable. Mais, d’autres modéles plus fiables ne sont pas connus.

3. UN BREF APERCU HISTORIQUE

Les équations différentielles du premier ordre apparaissent dans la Methodus fluzio-
num de Newton (1671, publié en 1731). On cherchait la solution sous la forme d’une
série entiére (c’est a dire d’un polynome infini). Les méthodes pour résoudre les équa-
tions a variables séparées ont été introduites par Leibniz (1691). Celui-ci, par des
changement de fonctions continues, ramenait 1’étude des équations linéaires a celle
des équations a variables séparées (1692). La méthode de variation de la constante a
été développée par Jean Bernouilli (1697).
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L’équation de Bernouilli a été introduite par ..... Bernouilli (mais lequel 7 car les ma-
thématiciens ne manquaient dans cette famille) Jacob en 1695. Celui-ci proposait une
solution laborieuse (reposant sur la méthode de variation de la constante) et langait
un concours de celui qui obtiendrait la solution la plus simple. C’est son frére, Jo-
hann, qui proposa la méthode présentée dans le cours dés 1697 (il semble que cette
méthode était déja connue de Leibniz).

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz a été démontrée par Cauchy dans son cours a I'Ecole
Polytechnique (1824) et redémontré (et amélioré) par Lispchitz en 1848 (le cours de
Cauchy n’était pas encore publié).

Donnons maintenant une idée des problémes de Physique qui motivaient I’étude a
I’époque des équations différentielles. Galilée avait découvert qu’un corps qui tombe,
suivant I’axe des y et a partir de I'origine, prend de la vitesse selon v = 1/2gy o1 g est
I’accélération due a la gravité. En 1687, Leibniz pose le probléme suivant : trouver
une courbe y = f(z) telle que si le corps glisse sur cette courbe, sa vitesse dy/dt soit
égale a une constante donnée —b?

Leibniz avait proposé une solution, aussitot critiquée par Huygens. Une méthode gé-
nérale a été proposée par Jacob Bernouilli, qui annonce I'intense activité sur le sujet
en Suisse : travaux des Bernouilli (Jacob, Johann et plus tard Daniel) et d’Euler.

4. QUELQUES EXERCICES

Vrai ou faux
1) La fonction t — cost est-elle solution de v’ — 10u=07?

2) La fonction ¢ — cost est-elle solution de ' — 10u =17
3) Quelle est I’équation homogéne associée a v/ +5u+t=07?
4) Quelle est I’équation homogéne associée a v’ + (Scott)u+1>—1=107

5) Expliquer (sans calcul) pourquoi 'unique solution de u' = 10u qui vaut
0 en 0 est la fonction nulle.
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6) Les fonctions f; et f; dont les graphes sont

peuvent-ils étre toutes les deux solutions d’une équation différentielle
de la forme v’ = ku (k constante réelle) ?

Exercice 1. Résoudre les équations suivantes (entre parenthéses, une condition ini-
tiale).

1) 2u' —u=0 (im0 u(t) = +00).

2)u' —u=1t*+3t—1.

3) v —2u=c¢ecost (u(n/4) =0).

4) tu' = 1.

5) 3u? = u'%
6) u'/u = bt.
7)tu' =u=1.

8)u' — (2u/t+1)=(t+1)
9) v — (au)/t = (t+1)/t.

Exercice 2. 1) Résoudre l’équation différentielle
u' — (1/2)u=0.
Déterminer la solution qui prend la valeur 1/E ent = 1.
2) Soit la fonction f définie par f(z) = e(/2*=3/2 Calculer a l'aide d’une intégration
par parties fol zf(r)dx.

Exercice 3. Résoudre l’équation u' = et —u. Etudier, sutvant la valeur de la constante
d’intégration, le comportement des solutions a l’infina.

Exercice 4. Résoudre les équations de Bernoullli suivantes.
(a) (1 —t*)u' — tu — atu® = 0.
(b) u — v cost = u?cost(l — sint).

Exercice 5. On considére sur |0, +o0[ I’équation

(x) u—tu' = frac2tt + 2.
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pour tout t €]0, +ool, on définit F(t) = f(t)/t.

1) Montrer que f est solution de (*) si et seulement si F'(t) =1/(t+ 2) — 1/t pour
tout t €0, +o0l.

2) En déduire les solutions de (*).

Exercice 6. Un solide dont la température est de 70 degré est placé dans une piéce
dont la température est de 20 degré. Les dimensions du solide sont trés faibles par
rapport G celles de la piece. On désigne par 0(t) la température du solide & ’instant
t (lunité de temps étant la minute, celle de température le degré Celsius). La loi de
refroidissement d’un corps, c’est a dire l’expression de 6 en fonction de t est la sui-
vante : la vitesse de refroidissement @' (t) est proportionnelle & la différence entre la
température du coprs et la température ambiante.

1) Sachant qu’au bout de 5 minutes, la température du solide est de 6 degré, déter-
miner 6 (rappel : 6(0) = 70).

2) Quelle est la température du solide au bout de 20 minutes ¢

3) Tracer le graphe de 6.

4) La température de la piéce peut-elle atteindre celle de la piéce ¢ Qu’en conclure ¢

Exercice 7. Un bloc de céramique est mis dans un four dont la température constante
est de 1000 degré. Les variations de température x du bloc en fonction du temps t
sont données par I’équation différentielle suivante (k est une constante)

2’ = k(1000 — z).

1) Résoudre cette équation.

2) Le bloc initialement & température 40 degré est mis dans le four au temps t = 0.
Si la température du bloc au tempst =1 est de 160 degré, quelle est sa temapérature
au tempst =37

Exercice 8. L’atome de radium, en se désintégrant, donne de I’hélium et une éma-
nantion gazeuse, le radon, elle-méme radioactive. La masse m(t) d’une échantillon
de radium est une fonction décroissante du temps (I'unité est l’année) . La vitesse de
désintégration m/(t) est proportionnelle a la masse de léchantillon & instant t :

m' = km (k constante rélle).

1) Résoudre cette équation.

2) On observe que la masse de radium diminue de 0,043 pour cent par an. Déterminer
k.

3) Montrer qu’il existe T tel que, pour tout t € RT, m(t+T) = (1/2)m(t). Le nombre
T s’appelle période du radium.

Exercice 9. 1) Dans le plan muni d’un repére (0,7%,7) tracer la courbe H d’équation
y = 1/x pour x €]0,4o00|. Soit My le point de H d’abscisse xy.

1a) Déterminer la tangente T o H en Mj.

1b) Déterminer l’abscisse du point d’intersection de la tangente avec l'aze des x.

2) Réciproquement, on veut déterminer les fonctions f définies sur 0, 4+o00| dont les
courbes représentatives sont telles que la tangente au point d’abscisse x rencontre
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l’aze des abscisses au point d’abscissse 2x.
2a) Démontrer qu’une telle fonction f vérifie zf'(z)+ f(x) = 0 pour tout x €]0, +00].
2b) Résoudre I’équation précédente et conclure.

Exercice 10. 1) Trouver une courbe passant par le point de coordonnées (1,1) telle
qu’en tout point M de cette courbe, la tangente ait un coefficient directeur propor-
tionnel au carré de [’ordonnée de M.

2) Trouver une courbe passant par le point A(1,2) telle que la tangente en chaque
point M de cette courbe ait un coefficient directeur double de celle de la droite OM.
3) Chercher les courbes C telles qu’en tout point M de C, la tangente a C soit per-
pendiculaire a OM.

Exercice 11. Le but de ’exercice est détudier la charge d’une condensateur sous une
tension constante avec résistor. On considére le circuit électrique ci-dessous.

R est la résistance du résistor, C est la capacité du condensateur (ce sont toutes
les deuz des constantes). Soit q(t) la charge de 'armature du condensateur & l’instant
t. dans le cours de physique, on prouve que q vérifie
dg ¢

+2=U

Rdt C

avec g(0) = 0.

1) Déterminer q(t).
2) On observe a l’oscilloscope la tension u, = R;. auz bornes du résistor. Sachant

d
que i(t) = d_Z’ donner Uexpression de u, en fonction de t.

Exercice 12. Nous allons dans cette exercice considérer une équation du Second
ordre, c’est a dire faisant intervenir la dérivée seconde.
Soit la fonction f définie, pour tout x € R, par

fl@)=(1+z)e ™.

1) Etudier et représenter f. Unité de longueur : 2 em. On précisera avec soin les
points d’intersection avec les axes et les tangentes en ces points.

2) Soit a > —1. On note D, le domaine délimité par la droite d’équation x = a, ’aze
des abscisse et la courbe de f. Calculer laire de D, en cm? en foncion de a. Quelle
est la limite de laire de D, quand a — +o0 ¢
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3a) Quels doivent étre les coefficients a et b pour que f soit solution de léquation
différentielle

(*) " +ay' + by = 0.

3b) Démontrer que toutes les dérivées de f satisfont (*). Calculer l’ensemble des
primitives de f et chercher si une des primitives vérife (*).

Exercice 13. 1) Résoudre [’équation différentielle (1) u' + ku = 0 ou k est une
constante réelle. Préciser la solution particuliére u, correspondant a la condition ini-
tiale u1(0) = 2.

2) Deuz chercheurs ont constaté qu’aprés une injection intraveineuse de glucose, la
glycémie (tauz de glucose dans le sang) décroit a partir d’un certain instant choisi
comme origine des temps selon la loi (2) ¢' + Kg = 0. ou g représente la fonction
glycémique dépendant du tempst > 0 et K une constante strictement positive appelée
coefficient d’assimilation glucidique.

2a) Trouver lexpression de g(t) a l'instant t sachant qu’a t = 0, g(0) = 2. Etudier et
représenter g.

Déterminer en fonction de K [’abscisse T du point d’intersection de la tangente a la
courbe au point M(0,2) avec l'aze du temps.

2b) Trouver la formule donnant le coefficient K en fonction de g1 = g(t1), g1 étant
le tauz de glycémie a linstant t; donné et positif.

2¢) La valeur moyenne de K chez un sujet normal varie de 1,06.1072 a 2,42.1072.
Préciser si les résultats du sujet X qui a un tauzr de glycémie g1 = 1,20 a 'instant
t1 = 30 sont normauz.

Exercice 14. (Datation au carbone 14)

1) Le carbone 14 contenu dans la matiére vivante contient une infime proportion
d’isotope radio-actif C'*. Ce carbone radio-actif provient du rayonnement cosmique de
la haute atmosphére. Grace a un processus d’échange complexe, toute matiére vivante
maintient une proportion constante de C' dans son carbone total, essentiellement
constitué de lisotope stable C*2. Aprés la mort, les échangent cessent et la quantité de
carbone radio-actif diminue : elle perd 1/8000 de sa masse chaque année. Cela permet
de déterminer la date de la mort d’un individu. Ainsi, des fragments de squelette
humain de type Néanderthal sont retrouvés dans une caverne en Palestine. L’analyse
montrer que la proportion de C'* n’est que de 6,24 pour cent de ce qu’elle serait dans
les 0s d’un étre vivant. Quand cet individu a-t-il vécu ?

2) Quelle est la demi-vie du carbone C'* (c’est a dire le temps au bout duquel la
moitié du carbone C'* est desintégrée) ?

3) En construisant une voie férrée a Cro-Magnon en 1868, on découvrit des restes
humains dans une caverne. Philip van Doren, dans son livre Prehistoric Europe, from
Stone Age to the early greeks, estime que cet homme vivait entre 30 000 et 20 000
ans avant JC. Dans quelle fourchette se situe le rapport entre la proportion de C*
présent dans ce squelette et celui des os d’un étre vivant ?
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Exercice 15. Intégrer comme équation a variables séparables, puis comme équation
de Bernouilli, I’équation logistique

N
N =rN{(1-=—].
V(-5)

Vérifier que l'on peut écrire les solutions sous la forme
k

e—rt°

N=—"_
1+ =

Cette formule a été utilisée par R. L. Pearl et L. J. Read (Proceedings of the National
Academy of sciences, 1920) comme un assez bon modéle rendant compte des données
concernant la population des Etats-Unis entre 1790 et 1910. Ils évaluent les constantes
r, k et C a partir des données concernant les années 1790, 1850 et 1910, et obtiennent

197273000
1 + ¢—0,0313395¢ °

Complétez les lignes de recensement les plus récents. La formule est-elle toujours

adaptée ? Peut-on l’améliorer en changeant les constantes ¢ Ou pensez-vous qu’il faut
changer le modéle ?

Exercice 16. Une population de punaises vivant sur une surface plane se rassemble
en une colonie ayant la forme d’une disque. Le tauzr d’accroisement naturel des pu-
naises est r1; de plus, les punaises situés a la périphérie souffrent du froid et ont
un taur de mortalité supérieur. Si N est le nombre total de punaises, le nombre de
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celles de la périphérie est proportionnnelle & v/N. On trouve donc que la population
N wvérifie I’équation

N'=7N —rVN.
Dessiner quelques solutions de cette équation. Y a-t-il un état d’équilibre , c’est a dire
une solution constante ¢ Est-il stable ?

Exercice 17. Des nutriments entrent dans une cellule a la vitesse constante de R
molécules par unité de temps et en sortent proportionnellement a la concentration :
st N est la concentration a l’instant t, le processus ci-dessus peut s’exrprimer par
I’équation

dN

— =R—-KN.
dt R

Résoudre cette équation. La concentration va-t-elle tendre vers un équilibre ¢ Lequel ¢
Est-il stable ?

Exercice 18. Datation absolue.

Cette exercice est tiré de “Problémes résolus de sciences de la terre et de ['univers”,
sous la direction de Jean-Yves Daniel, Vuibert.

Introduction : Dans les sciences de la terre, la datation revét une importance capitale.
Avant la découverte de la radioactivité, les méthodes de datation étaient relatives et
essentiellement basées sur la répartition des fossiles. La datation absolue a partir des
1sotopes radioactifs dés le début du XXe siécle a donc été une révolution dans les
sciences de la terre. Aujourd’hui, les méthodes radioactives ne cessent de s’affiner.
Grace aux tres nombreuses études réalisées, des méthodes compémentaires “relatives”
ont pu étre calibrées, calées dans le temps, et devenir ainsi des méthodes “absolues”.
Le “géologue” dispose ainsi maintenat d’une trés grande batterie de méthodes de da-
tation (radiométrique, anomalies magnétiques fossiles, cycles cosmologiques, cosmo-
nucléiques,...).

Un élément isotopique radiogénique (pére) se transforme en un élément radiogé-
nique stable (fils) avec production soit de particules o (noyaux d’hélium), B (élec-
trons), soit de rayonnement (photons). Soit N(t) le nombe d’atomes instables dans
un échantillon chimiquement isolé. Le nombre dN d’atomes qui se désintégrent pen-
dant un temps dt obéit a la loi de désintégration

dN(t)

= SAN()

ot A est la constante de désintégration propre a chaque élément radioactif.

1) Déterminer la fonction N(t). On nommera Ny le nombre initial d’atomes.

2) Soit T la demi-période de désintégration (c’est a dire Ng/N(T) = 1/2). Sachant
que pour le couple ? cette demi-période est de 4,51.10%, calculer M.

3) L’analyse chimique d’un zircon a donné 245.107%g de ? pour 180.10 %g de ?. Quel
est 'age de ce minéral ? Comparez avec l’age de la terre.



57

MATHS 110C (VII) 23

Exercice 19. Température dans la lithosphére.
Nous donnons dans son intégralité le texte d’un exercice tiré de “Problémes résolus
de sciences de la terre et de ['univers”, sous la direction de Jean-Yves Daniel, Vuibert.

Introduction. La température est une des grandeurs physiques les plus difficiles a éva-
luer de lintérieur de la Terre. Aprés les premiers calculs “empiriques” de Buffon, ou
ceur plus techniques de Lord Kelvin, on sait maintenant que l'intérieur de la Terre
est un “réacteur nucléaire”, qui apporte l’essentiel de ’énergie. Nous voyons par ce
probléme une modélisation qui rend compte de facon satisfaisante de la température
dans la lithosphére en supposant un transfert thermique par conduction.

Prérequis. Les équations différentielles du second ordre que I’on manipule dans cet
exercice peuvent apparaitre complexes pour des étudiants de premier cycle. Pourtant,
la résolution est assez simple losqu’on se place dans un milieu & 1 dimension (la ver-
ticale z). Si Uétudiant parvient souvent & traiter mathématiquement ces équations, il
ne saisit pas leur sens physique. le gradient (la variation d’une grandeur scalaire) est
assez bien compris. Mais, la variation d’une variation est une notion encore plus dif-
ficile a appréhender. Prenons le cas de la températrure en fonction de la profondeur.
On congoit aisément que la température va augmentre en fonction de la profondeur.
Sa variation en fonction de la profondeur (le gradient vertical) n’est donc pas nulle.
Mais, est-ce que cette augmentation est régquliére ? Si elle ’est, alors le graident serait
constant. On imagine que ce n’est pas le cas, car on arriverait ¢ des températures trop
extrémes compte tenu du gradient de surface. Aussi, le gradient varie... Augmente-t-il
avec la profondeur ? La encore, nous aurions de températures trop fortes. Alors, on
peut proposer que le gradient diminue avec la profondeur. On peut encore raffiner le
modéle, en se demandant si la variation de variation de varie-t-elle pas en fonction
de la profondeur. Ou encore, faire intervenir le temps... Mais non, n’ayez crainte,
nous estimerons que la variation de la variation de la température avec la profondeur
reste constante. Cette approche est bien assez réaliste.

Enoncé. On sait depuis longtemps que la température augmente avec la profondueur.
par exemple, on a pu mesurer que dans les mines une augmentation de 3 degré tous
les 100 m. On parle alors de gradient de température de surface, tel que

or

5 | = 30 degré par km (pour z proche de 0).
z

1) En supposant ce gradient de température constant, quelle serait la température de
la Terre ? Cela vous parait-il raisonnable ?

Dans la lithosphére continentale, la production radiogénique de chaleur (par désin-
tégration des isotopes de l'uranium, thorium, et potassium) et le transport conductif
de la chaleur sont des processus thermiques dominants. Dans ce cas, et en négligeant
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les variations temporelles, la température obéit a
o*T
K—+A=0
0z
ot K est la conductance thermique et A est la production radiogénique. On posera
A = Age @ ot d est I’échelle de longueur de la décroissance de A avec la profondeur.
Comme le transport de chaleur est conductif, le flux de chaleur vertical q peut s’écrire

(loi de Fourier) :
or
= -K—.
q 0z
On remarque que le flux de chaleur est proportionnel au produit de la conductivité
thermique K et du gradient de température. Le signe moins est justifié par le fait que
le flux de chaleur est dirigé vers le haut et que z est dirigé vers le bas.

2) Trouver l’équation du flux de chaleur ¢ (On utilisera les conditions ¢ = —q, pour
2z — +00 ou g, est le flux de chaleur a la base de la lithospheére et ¢ = qy a la surface
z=0).

3) Trouvez l’équation de la température.

4) Tracez le profil de température jusqu’a 100 km (Applications numériques : g, =
0,03Wm=2, qo = 0,068Wm=2, d = 10km, K = 3,35Wm~tK~! ).
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Equations différentielles et
calcul variationnelle

Introduction

Les équations différentielles, au sens littéral les équations qui font intervenir
une fonction (scalaire, ou vectorielle) et ses dérivées jusqu’a un ordre n donné,
soit

(E) F(tayay/7"' ?y(n)) =0

forment I’expression la plus courante des lois d’évolution de sytemes physiques.
Ces sytémes sont matérialisés par la fonction ¢ — y(t) € R™, le systéme dépend
de m parametres, et un parametre d’évolution, appelé le temps. L’équation la
plus simple est

ou f(t) est supposée définie continue sur un intervalle I. Si tg € I, on sait que
la seule solution qui prend la valeur C en % est

yot) =C+ | f(u) du

to

Cette équation est donc ”en théorie” complétement résolue par une seule qua-
drature (intégrale). Caractéristique des des solutions : dans le plan (¢,y) les
graphes des courbes yc, si C' varie, sont translatés dans la direction de Oy de
l'un d’eux, donc disjoints deux a deux. Plus généralement, soit un systeme a
deux "parametres” R(t) = (x(t),y(t)), les vecteurs R'(t) et R"(t) représentent
toujours la vitesse et I'accélération du mouvement. Si R représente la position
d’une particule en mouvement, de masse m, soumise a une force F(z,y) =
(X (z,y),Y(x,y)), on a la célebre loi de Newton

(x(t),y(t))
(x(), y(1))

3
&l
0

<

mR"(t) = F < {
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FIG. 4.1 — Graphes des solutions de 3’ = cost.

Dans cet exemple 1'équation est d’ordre deux. L’objectif est de trouver de
maniere aussi explicite que possible la forme de R, la solution, ayant F' I’équation.
Trouver R, ou y(t) dans ’équation intiale, signifie résoudre, ou intégrer I’équation.
En général cela ne sera pas possible. On recherchera a défaut des informations
qualitatives, et (ou numériques) sur la solution espérée. Pour cela une batterie
de méthodes est connue, recherche d’intégrales premieres, ou lois de conserva-
tion. Classiquement l’énergie totale E = E, + E. (potentielle + cinétique) est
une telle quantité.

On notera qu’une solution ¢ — R(t) définit une courbe paramétrée, dite
courbe intégrale.

Le principe de base de la théorie des équations différentielles, principe de
Cauchy, est qu’une solution de (E) est totalement déterminée une fois qu’on a
fixé certaines conditions initiales (la valeur de y(k)(to), 0 < k < n en un temps
initial tg). Cela ouvre porte & des questions naturelles, comme l'intervalle de
temps maximal de définition de cette solution, et son comportement pour des
temps tres grands, si 'intervalle est R, ou lorsque le temps s’approche des bornes
de l'intervalle de définition. Dans la suite on se limitera & ’ordre au plus deux.

4.1 Equations du premier ordre

Définitions

On fixe les définitions pour les équations (E) du premier ordre. Bien que
n’ayant en vue que des équations dans R, ou bien R?, donc scalaire, ou dans
le plan (systeme), la définition générale, i.e dans R™ ne pose pas de probleme.
Soit d’abord le cas scalaire. Considérons une fonction f(¢,y,z) définie sur un
domaine D C R3.

Définition 4.1.1. On doit comprendre par solution de ’équation différentielle

[(ty(t),y' (1) =0]
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la donnée d’une fonction y(t) définie et dérivable sur un intervalle I C R, telle
que pour t € I, le point (¢,y(t),y'(t)) soit dans D, et pour tout ¢ € I, on a
f(t,y(t),y'(t)) = 0. On dit que 'équation est résolue si elle est de la forme

y'(t) = f(t,y(t)). |

Dans ce cas de figure la fonction f est de deux variables, définie sur D C R2.
On parlera de D comme espace des phases du systeme.

De maniere plus générale, une équation (résolue) & n composantes (on parle
aussi de systéme d’ordre n) est définie par un domaine de définition D C R"*!
(Uespace des phases) , une fonction f : D — R™, de composantes fi, -, fn.
Une solution ¢ — y(t) = (y1(t), -, yn(t) est une fonction définie sur I C R,
telle que Vt € I, (t,y(t)) € D, et

Y/ () = F(t,y(0).]

On peut mettre en évidence les composantes, soit la forme équivalente (systéme
a n composantes)

yﬂ(t) = fl(t7yl(t)7"' 7yn(t))

O = Fulten(®)-- s un(D)

Une équation est dite autonome si le second membre, la fonction f ne dépend
pas du temps ¢, mais que de x. Une équation autonome est donc de la forme

Théoréme de Cauchy (cas scalaire)

Dorénavant on ne considerera que des équations scalaires du premier ordre
résolues

Y = f(t,y).

On parlera de y(t) comme d’une solution définie sur un intervalle I =la, b[, —oo <
a < b< oo, et de I comme de son intervalle de définition.

Définition 4.1.2. Soit ¢y € I un point supposé fixé (souvent ty = 0). Soit
y(to) = yo, de sorte que (tg,y0) € D. On appellera le couple (tg,yo) la condition
initiale en tg.

Interprétation géométrique : On peut interpréter la fonction f(¢,y)
comme définissant dans I'espace des phases un champ de vecteurs F(t,y), de
composantes (1, f(¢,y)). Imaginer au point (¢,y) attaché le vecteur (1, f(¢,v)).
Si y(t) est une solution de ’équation, on forme son graphe t — (¢,y(t)), qu’on
regarde comme une courbe paramétrée. Le vecteur tangent a cette courbe au
point de parametre ¢ est exactement (1, f(¢,y(¢)). On dit que la courbe est une
courbe intégrale du champ. Si on a affiare a une équation autonome, donc
y(t) = f(y(t)), la fonction f : D — R™ définit dans ce cas un champ de vecteurs
sur D, et une solution y(¢) est une courbe intégrale du champ. Donc :
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Fi1G. 4.2 — Un champ de vecteur et des courbes intégrales.

Solution de I'équation différentielle y' = f(¢,y) = courbe intégrale du champ F

Nous allons énoncer le théoreéme principal (de Cauchy), qui ne sera pas démontré,
mais que nous testerons sur différents exemples.

F1G. 4.3 — Louis Augustin Cauchy.

Théoréme 4.1.3. On suppose que le second membre f(t,y) admet des dérivées
partielles continues sur D. Alors pour toute condition initiale (tg,y0) € D, il
existe un intervalle I =]a,b[C R, tel que a <ty < b, et une unique solution y(t)
de Véquation différentielle y' = f(t,y), définie sur I, et telle que y(to) = yo.

On peut supposer que l'intervalle I est mazximal pour les propriétés requises,
voulant dire que la solution y(t) ne peut étre étendue & un intervalle strictement
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plus grand. On dira que I est Uintervalle maximal de définition de la solution
de condition initiale donnée.

Pour tester ce théoreme fondamental, il faut étre en mesure de résoudre
Péquation 3y’ = f(t,y). Cela est possible dans quelques cas (voir section sui-
vante). On observera, comme conséquence du théoréme de Cauchy, le fait sui-
vant, qui dit que deux courbes intégrales distinctes ne se coupent jamais :

Corollaire 4.1.4. Soient deux solutions y1(t),y2(t) de y' = f(t,y), définies sur
des intervalles respectifs Iy et I. Si en tog € Iy NIz, on a y1(tg) = y2(to), alors
y1(t) = ya2(t) pour tout t € I1 N Iy, et ces deuz solutions se recollent en une
solution y(t) définie sur I =1, U Is.

Démonstration : I; N Is est un intervalle, de sorte que I'unicité dans le théoreme

de Cauchy, donne la réponse. On définit y(¢) par y(t) = y1(t) si t € I1, et

y(t) = yo(t) sit € L. O
Le premier exemple, le plus basique, est comme indiqué en introduction

y'(t) = f(t)

donc le second membre, défini sur D, ne dépend pas de y. Cela revient a trouver
une fonction y(t) connaissant sa dérivée. L’espace des phases élargi est R x D.
La réponse est, si on fixe une condition initiale, (to,yo) € R x D

t

le théoreme de Cauchy est vérifié !

4.2 Résoudre une équation différentielle scalaire
du premier ordre ?

Séparation des variables

On fait I'hypotheése que la fonction f(¢,y) (le second membre) est de la forme

%. dans ce cas 'équation initiale peut s’écrire si on introduit G(y) = [ g(y)dy

Q
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h(t) <= g(y(t) = / ()t

Cette remarque simple permet dans quelques cas de résoudre effectivement
I’équation. Noter qu’il faut calculer deux primitives, et ensuite inverser G'!

Exemples 4.2.1. 1) . Noter la solution constante ou stationnaire y =

0. Si y(t) définie sur I est non identiquement nulle, alors par le théoréme de
Cauchy, pour tout ¢ € I, y(t) # 0. On écrit

/ /
y—2:1:>/y—2:t+c
Y Y

1

1
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_ 1
- C—t

définition, qui est soit | — 0o, C[, soit |C, oo[, donc y¢o conduit & deux solutions,
selon qu’on choisit I'un ou 'autre de ces deux intervalles.

La solution générale est | yc(t) . Il faut cependant fixer l'intervalle de

F1G. 4.4 — Courbes intégrales de 3 = y2.

2) I'Equation logistique : % = uy(L —y), (1 # 0) |ou équation proies-prédateurs

en biologie. Par le changement de variable ¥ — y on se rameéne a L = 1. Elle

est bien & variables séparées, avec h = 1, g(y) = m On peut donc I’écrire

,(1 1)
Vi -t )=
y 1l-y

Apres intégration on trouve log|(1_Ly)| = ut + ¢, (¢ € R), dou la’solution

générale” en posant (C' = +e® )

Cett

=T cem CER)

ye(t)
La constante C' € R est dite constante d’intégration. Il faut la traiter avec
soin, car c’est elle qui va nous dire a quelle solution on a affaire. Les solutions
"stationnaires” ( = constantes) sont y(t) = 0(C = 0) et y(t) = 1(C = c0).
Noter que la solution y¢ est définie sur I = R si C' > 0, sinon si C' < 0,1l y a en

fait deux solutions définies sur les intervalles respectifs | — oo, t¢] et Jto, +o0],
tc = —%. Choisissons par exemple la condition initiale (¢, = 0,0), et
explicitons la solution yo telle que y(0) = . Alors
c p
irc " 1-3

On a donc bien une unique solution (y = cte = 1, si 8 = 1). Les propriétés
qualitatives de la solution yc et de son intervalle de définition, dépendent de
la constante C' (voir exercices de dessous). On peut noter que si yc(t) est une
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solution non stationnaire, alors ¥’ # 0 en tout point. En effet y/(¢) = 0 corres-
pond & y(t) = 0, ou 1. Donc le corollaire au théoréeme de Cauchy nous enseigne
que dans ce cas y est I'une des deux solutions stationnaires. On peut le vérifier
directement !

¥
2
1»5\\\
1 e
.--"""--_
0.5
o—d*”“"""ﬂ
h_—_'-'-l-
\\\
~0.5 ™
\ t
1 2 3 4 5

Fic. 4.5 -y =y(1 —y).

Les équations a variables séparées, sont des cas particuliers de la situation
suivante. Soit I’équation

[ P(ty) +Qty)y =0

qu’on représente souvent sous la forme (symbolique)

| P(t,y)dt + Q(t, y)dy = 0

Supposons avoir une fonction U(t,y) de classe C telle que

oU

ou

dy
Dans cette situation le champ dérive du potentiel U.

Proposition 4.2.2. Sous les condition précédentes, une solution y(t) de l’équation
différentielle doit vérifier
Ul(t,y(t)) = A= cte

Donc t — (t,y(t)) est une courbe de niveau de U(t,y). On parle pour U comme
une intégrale premiere de l’équation.

Démonstration : On dérive par rapport a t, soit

d

(Ut y(0) = Ui(t,y) + U, (t,y)y'(t) =0

donc U(t,y(t)) = cte sur I'intervalle de définition de y(¢). O
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Pour une équation a variables séparées g(y)y’ — h(t) = 0, on voit qu’il suffit
de prendre

waz—/hmw+/g@@

Soit par exemple I’équation (2y—t)y'+(2t—y) = 0. On a U(t,y) = t2+y%—ty,
donc une solution y(t) vérifie

yA(t) — ty't) + 12 =\
qu’on peut résoudre comme une équation du second degré en y, soit

o(t) = t+ /=32 + 4\
o 2

On laisse a titre d’exercice la discussion sur l'intervalle de définition d’une so-

lution. On notera que l'existence de U, et la forme explicite de U ne sont pas
assurées en général.

L’équation linéaire du premier ordre :

[ = at)y + b(1)

Dans cet exemple, les fonctions a, b sont définies continues sur I. Si b =0 (cas
homogene), I’équation est & variables séparées. Par intégration, on obtient

log [y(t)] = A(t) = /a(t)dt — [y = ce]

On observe que la solution telle que y(ty) = yo s’obtient avec C = Cy =
yoe A1) On voit bien que la solution est unique, et que son intervalle de
définition est I.

En présence d’un second membre, on utilise la méthode de la variation de
la constante de Lagrange.

Dans cette méthode on remplace la constante C' par une fonction C(t), et
on cherche sous quelles conditions la fonction ¢ — C(t)e®) a des chances d’étre
solution de I’équation générale (avec second membre). On doit avoir

y' = C'eAD 4 Ca(t)e D = a(t)y + b(t) < C' = b(t)e 4®

Donc on obtient C(t) par une seule intégration C(t) = A + [ b(u)e AW du, et
la solution générale

y(t) = XeA) 4 eA®) /b(u)e*A(“)du

On notera que dans cet exemple, une solution définie par une condition ini-
tiale (to,y0) € I x R a pour intervalle maximal de définition exactement I. Le
théoreme de Cauchy est tout a fait clair, si on regarde la forme explicite d’une
solution.
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Changement de variable et (ou) de fonction

Principe : Soit I'équation différentielle y' = f(¢,y). Si y — z = h(y), t = ¢(s)
sont deux changements de variables, voulant dire que h et ¢ ont des fonctions
réciproques h™! et ¢~!'. On forme la fonction de s :

s = h(y(t)) = z(s)

On va identifier I’équation différentielle qui a z pour solution. On dérive par
rapport a s, on trouve par un calcul de dérivation de fonctions composées

2'(s) = W (y)y' ()¢ (s) = W' (W~ (2))f (™" (), A (2))¢/ (9)- \

C’est I’équation différentielle obtenue par changement de variable et de fonction.

Exemples 4.2.3. 1) Equation homogene. L’équation scalaire homogene est une
équation de la forme

y = f(%)

On peut la résoudre par "’astuce” suivante : faisons le changement de fonction
z = ¥. En dérivant, on arrive &

gty _f)-=
2 t

qui est maintenant une équation a variables séparées.
2) L’équation de Riccati : Une équation de Riccati est de la forme

y' = A@) + B(t)y + C(t)y*

On suppose les fonctions A, B, C' définies continues sur un intervalle 1. Si C' = 0,
c’est une équation linéaire, on suppose donc C' # 0. On va illustrer un principe
qui rend quelques services : si on connait une solution de ’équation, alors on peut
ramener la recherche des autres solutions a une équation linéaire. Supposons
connue la solution z(t). Posons ¢(t) = m On va voir que y(t) est solution
de I’équation de Riccati ssi ¢(t) est solution d’une équation linéaire.

On dérive, et on trouve ¢’ (t) = —%. Maisy' —2' = (y—2)(B+C(y+
z)). Donc

P(t)=—p(B+C(y+2))=—p(B+20Cz)—-C
(en utilisant y = 2 + %. Soit un exemple : y’ = y? + 2t — t*. Il y a une solution
évidente y(t) = t2. Alors on se rameéne a résoudre ’équation linéaire
o =2t%p—1

L’équation homogene associée est ¢’ = —2t%¢p, soit ¢ = ae_%tg, «a étant la
constante d’intégration. Par la méthode de variation de la constante, on trouve
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(on ne cherchera pas a calculer cette primitive) soit finalement

o(t) = (/\—/0 2" ds)e™3 ‘

et )
1, e~ 3t

yt)=t2+-—=2- "

@ A — f(f e25%ds

Comme exemple considérons ’équation dite de Bernoulli :

y =a(t)y +b(t)y" (o #1)]

Divisons les deux membres par y®. On trouve

!

y a
ya - ya—l + b
et en faisant le changement de fonction z = ya%l, on tombe sur 1’équation
linéaire
/
Z=az+0b
1—«

On peut imaginer effectuer des changements de variable et fonction plus
compliqués, dans le sens que le changement de variable porte sur I'espace des
phases, c’est a dire sur le couple (t,y), et non pas individuellement sur ¢, et y.

Pour illustrer cela, soit par exemple 1'utilisation des coordonnées polaires
comme nouvelles variables. Soit I’équation

_t+ay
_t:cfy

y'(t)

qu’on peut mettre sous la forme ’—(t +yy)=aly—ty)| Sir? =2+ 42 le

premier membre est —rr’. Si tgf = ¥, on

ty' —y
0'(1+tg?0) = =

soit €(t? + y?) = ty’ — y = 0'r2. Donc finalement ’équation initiale se réduit a

d
r’zar0’<:>d—2=ar

La solution générale est | 7(§) = Ce® |. L’expression de cette solution en termes
des coordonnées de départ (¢,y) est un désastre!, pour les curieux seulement.

Noter que I'équation initiale peut aussi étre traitée comme une équation ho-
mogene.

Exercices

1. Dresser le tableau des variations et tracer le graphe de yc(t) en fonction de C.
Solution : Si C' > 0, la fonction définie sur R prend ses valeurs dans ]0, 1[. Les
valeurs aux bornes sont 0 si ' — —oo et 1 si ¢ — co (asymptotes horizontales).
La fonction ne peut étre que croissante, le tableau des variations le montre!,
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et avec un point d’inflexion. Pour trouver ce point, autant utiliser 1’équation
différentielle, qui donne en dérivant

Y

=y’ (1 - 2y)
Comme gy’ # 0, il y a inflexion si y(tins) = 2

bR

Supposons C' < 0. Dans ce cas il y a une solution définie sur |¢c, oo, qui tend
vers +00 sit — tc+0, et tend vers 1 si t — oo. Elle ne peut étre que décroissante.
De méme si t < tc, la courbe est décroissante et y(t) < 0.

F1G. 4.6 — Courbes intégrales de I’équation logistique y' = y(1 — y).

2. Discuter I'existence des solutions pour 1’équation ”logistique avec prélevement”

y'(t) =yl —y)—m (m#0).
Solution :

®:-2,02188 \
¥ 202188

F1G. 4.7 — Courbes intégrales de y' = y(1 —y) + 1.

3. (Recherche d’'un facteur intégrant) : Montrer qu’on peut ramener 1’équation
linéaire (EL) a la forme basique ' = f(t), en multipliant 4’ — ay par une fonction
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inconnue u(t). Expliciter la contrainte sur u, et résoudre.
Solution : on cherche u de sorte que

p(t)y (8) — a(t)y) = (u(t)y(t))

Cela donne apres dérivation du terme de droite, et simplification

W () + a(H)u(t) = 0

Donc log u(t) = — ftto a(s) ds + ¢, donc

(u(t) = Cexp (— /t t a(s) ds)

Alors I'équation initiale devient (u(t)y(t))" = p(t)b(t), la solution générale est

alors
f:o 1(s)b(s) ds + cte
y(t) = m

Résoudre les équations, et pour chaque solution, indiquer 'intervalle de définition

Dy =y (H%)

2)y = =¥

L’equation de Bernoulli est une équation de la forme y'+ f(t)y = g(¢)y". Montrer
qu’on peut la ramener a une équation a variables séparées par le changement
de fonction y = zexp{— [ f(t)dt}. (On verra une autre méthode pour résoudre
cette équation).

Résoudre 3y’ =1 — 5

7. Soient yi1,--- ,ys quatre solutions distinctes de I’équation de Riccati. Prouver

que ’expression
¥1—y3
y1—y4
y2—y3
y2—y4

est constante (ne dépend pas de t).

Résoudre ty’ +y = y*logt.

9. (Equation de Julia) Soit h : I — R une fonction continue sur un intervalle /. On

considere 1’équation différentielle (non résolue)

h(t)y" = h(y)

i) Identifier les solutions stationnaires.

ii) On suppose que sur J =la,b[C I la fonction h ne s’annule pas. Expliciter la
solution générale de I’équation, et observer que les solutions sont définies sur J.
Solution : la fonction h a un signe constant dans J, on peut considérer une

primitive ¢(t) = ftto %. Alors si y(t) est une solution, on a
’ ’ ’ o y/(t) _ 1 Y

Donc ¢(y(t)) = ¢(t) + ¢ (c € R). la fonction ¢ est de classe C' monotone, donc
admet une fonction réciproque ¢! de classe C', qui permet d’écrire

y(t) = (c+o(1)
Noter que y(to) = ¢ *(c).
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x:3,30062 | | ,
117188 /

F1G. 4.8 — Courbes intégrales de efy’ = e¥.

Cours N10 Vendredi 19 novembre 2010, 13h30-15h, Amphi A2 (suite)

4.3 Equations linéaires

4.3.1 Coefficients constants (I’algébre linéaire s’invite)

L’équation linéaire scalaire du premier ordre conduit & une extension a des
”systemes”. On se concentre d’abord sur le cas des équations linéaires homogenes
du premier ordre

x|y = Ay(D)

oty = (y1,--- ,Yn) et A = (a;;) est une matrice n x n & coefficients réels
(ou complexes). Donc contrairement a ce qui a était dit dans le §1, on pose le
probleme dans R", et on explicitera sa solution pour n = 2. Observons que *
équivaut a

yi(t) =220 a15y(t)

() =S ansyi(1)

On parle a juste titre de systeme d’équations différentielles linéaires. Le résultat
suivant est (relativement) élémentaire; il précise la structure de l’ensemble des
solutions :

Théoreme 4.3.1. Pour toute condition initiale C' € R™, il existe une solution
et une seule yo(t) de équation x définie sur R, telle que yo(0) = C. L’ensemble
S des solutions est (pour les lois naturelles sur les fonctions) un espace vectoriel
isomorphe par C — yc a R™.

On ne va pas en donner de preuve directe générale, mais l'observer dans
quelques situations.
e Sin = 1, on sait que la solution générale est y(t) = Ce”?, la condition initiale
étant y(0) = C. Le théoréme est donc vrai dans ce cas.
e On suppose donc que n > 2. Il est commode et souvent utile d’effectuer un
changement linéaire de fonctions, ce qui revient a multiplier les deux membres de




72 CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

* par une matrice inversible T'. On observe que x équivaut a I’équation modifiée :
Ty'(t)=TAy(t) < 2/(t) = TAT ' 2(¢)

si on pose

z(t) = Ty(t).

ou encore z;(t) = >_;t; ;y;(t). En effet on a I'égalité matricielle 2'(t) = T/ (¢)!
Ainsi les équations i’ = Ay et 2’ = TAT 'z sont équivalentes, du fait qu’on
retrouve y(t) par y(t) = T 1z(t). Des solutions de I'une on tire les solutions
de Pautre. Le probleme de résoudre % est ainsi ramené a une question sur les
matrices. Simplifier autant que possible la matrice A par 'opération (dite de
conjugaison) TAT 1.

Rappel d’algebre linéaire : On dit que C € R™, C' # 0 (resp. C € C") est
un vecteur propre de A de valeur propre X\ € R (resp. C) si

S’il est possible de trouver n vecteurs propres indépendants, formant une base
de R™ (resp. C"), la matrice A est diagonalisable (3T € M, (R) (resp. M, (C))
inversible, avec TAT~! diagonale). On démontre en MAT 231 le résultat sui-
vant :

Proposition 4.3.2. Si le polyndme (caractéristique) det(A1,, — A) a n racines
réelles distinctes dans R (resp. C), alors A est diagonalisable sur R (resp. sur

C).

Cas diagonalisable sur R

C’est la situation la plus simple. On veut dire par la qu’il existe une matrice
inversible T' (& coefficients réels) telle que

(TAT ' =diag(Ar. -+ M),

diag(A1, -+, \p) signifie la matrice diagonale de coefficients diagonaux (réels)
A1, , Ap. Dans ce cas le nouveau systéme est

z1(t) = Mizi(t)

Zp(t) = Anzn(t)
C’est la superposition de n équations scalaires, donc la solution générale est
zi(t) = Cietit (1 <i<n)
La solution générale du systeéme initial est alors (T~! = matrice inverse de T')
yi(t) =Dt} CyeM!
J
la condition initiale étant y(0) = C = (Cy,---,C,). La difficulté est certaine-

ment de s’assurer que A peut par conjugaison se ramener a la forme diagonale
(réelle), donc si A est diagonalisable sur R.
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Faisons une observation simple mais importante : cherchons a quelle condi-
tion la courbe y(t) = Ce*', C € R",C # 0 est solution de x. On a en dérivant

Y () = My(t) = eMAC

En conclusion la condition nécessaire et suffisante est :

’ AC = \C, donc C est vecteur propre de valeur propre A ‘

Expliquons la stratégie pour analyser un systeme linéaire dans le cas du plan,
n=2S A= <OCL ?l)’ le polynéme caractéristique est A2 — (a+d)\ + (ad — be).
Le discriminant est A = (a + d)? — 4(ad — bc) = (a — d)? + 4bc. 11 y a trois cas :
1) si A >0, il y a deux valeurs propres réelles distinctes A et p, 2) si A =0, il
y a une seule valeur propre A\ = %d, et 3) si A <0, il y a deux valeurs propres
complexes conjuguées \, \.

1. Cas diagonalisable réel (n = 2)

Dans les cas 1) on trouve les vecteurs propres Au = Au et Av = pw par résolution
des systemes linéaires 2 x 2

(A= Al)u=0 (resp. (A— pla)v=0)

La solution générale est

y(t) = aeu + Bet"v (o, B € R).

L’équation est une superposition d’équations linéaires scalaires. Ce fait est général.
Si (u;)1<i<n est une base de vecteurs propres, et si Au; = Au;, la solution
générale de I’équation  est

y(t) = Z Cietiu,

pour des constantes arbitraires C;. On a y(0) = (Cy,- -, Cy,) (condition initiale).
2. A non diagonalisable (n = 2)

Pour continuer la discussion précédente, notons que dans ce cas Il y a une seule
valeur propre réelle \. On a A == %d et ad—bc = A2, On élimine le cas (trivial)
A = Mg, qui reléve de i). Outre la solution y(t) : t — eMu (Au = u), qui

subsiste comme dans i), on cherche maintenant une seconde solution de la forme
2(t) 1 t — eM(tu + v)

v € R? étant un vecteur a déterminer. On va voir que le couple (u,v) doit étre
une base de R2. Faisons le test :
d

%(eM(tu + ) = XeM(tu + v) + eMu = M (A(tu + v) + u)

quon compare avec Ae(tu + v) = eM(tAu + Av) = eM(tAu + Av). On doit
donc avoir par comparaison : tAu + Av = A(tu + v) + u, soit
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Du point de vue de la matrice A, cela revient & trouver une base (u,v), u étant
un vecteur propre, relativement a laquelle 'opérateur x — Ax a pour matrice

6 3)

On prend d’abord v de maniére complétement arbitraire (indépendant de w
cependant), alors Av = au + fv. Sur cette base la matrice devient

A
(0 5)
comme la trace est inchangée, on doit avoir § = A (d’une autre maniére, si
B # A, on aurait deux valeurs propres distinctes. Comme a # 0 (car A n’est pas
diagonale), quitte & changer v en au (ou v en a~!v), on peut supposer o = 1.
On peut ainsi trouver une base (u,v) comme indiqué, et en conséquence trouver

deux solutions indépendantes de I’équation différentielle
y(t) = eu,  z(t) = (v + tu)

la solution générale est combinaison linéaire de ces deux solutions

t e py(t) + qz(t) = peMu + qe(tu + v).

On peut remarquer que le calcul qui précede dit que la solution générale est, en
A
supposant A = (0 g)

e D)0

La matrice qui apparait a droite peut légitimement s’écrire e?4 = 15 + tA! 11
n’est pas difficile d’énoncer un principe général, pour n > 2, qui simplifie le
raisonnement précédent, en lui donnant un sens au calcul.

Proposition 4.3.3. Soit [’équation linéaire y = Ay, A matrice n x n. On
suppose que A = \l,, + N, avec N* =0 (matrice nilpotente). On définit

N2 NE-1
tA tA 2 k—1

= Ly +tN + 82— bt
e e ( + + 5 + + = 1)!>

On appelle cette matrice Vexponentielle de tA. Alors pour tout vecteur £ € R",
la fonction ( = courbe) t — e!A¢ est la solution de I’équation différentielle de
condition initiale y(0) = .

Démonstration : On a de maniere plus explicite 1’égalité de vecteurs
etA _ et)\ *N] (S)

Si on dérive les deux membres par rapport a t, on trouve

k=1 ,4 k—1 .
d tA d A t7 . A dt’ .
—_ — (— — NY — _NY
3¢ €= (5e) Jz::oj! ©) | +e Jgo a7l ©)
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:)\t *N‘] t 7]\]]
CN\L O ) e ;u—l)! ©)

_ )\etA§+NetA£ — AetAf
qui est exactement le résultat souhaité (observer que e? (25;11 % NI ) =
Net4). O
3. Utilisation des nombres complexes : n = 2
Il arrive qu’une matrice soit seulement diagonalisable sur C, c’est le cas si le
polyndme caractéristique a ses racines réelles ou complexes simples, par exemple
pour une matrice 2 x 2, si les valeurs propres sont complexes conjuguées (non
réelles). Pour exploiter ce fait, il faut accepter des solutions y(t) : I — C™.
Tout ce qui a été dit au-dessus dans le cas réel, est vrai sans changement dans
le cas des solutions complexes. En particulier toute valeur propre A € C, avec
un vecteur propre associé u € C™, donne naissance a une solution a valeurs
complexes

t — eMu.

Si la matrice A est a coefficients réels, ce qu’on suppose, on va exploiter le fait
que partie réelle et partie imaginaire d’une solution ¢ — e**u sont des solutions
réelles. On se limite a n = 2, argument est général.

Soit I’équation y" = Ay ( n = 2), la matrice A réelle ayant deux valeurs
propres complexes conjuguées A = a + i3 et A, de vecteurs propres respectifs
u, T € C2. Dans ce cas la matrice est diagonalisable mais sur C.

Le raisonnement de 1) est encore valable, il montre que les deux fonctions

y:t— ePuety:t— e™u sont deux solutions indépendantes mais & valeurs

complexes!, et conjuguées. Cela suggere le procédure suivante. En fait ayant
trouvé X et u = v + iw, v,w € R?, on a en considérant partie réelle et partie
imaginaire :

Proposition 4.3.4. Les fonctions t — R(eu) et t — Ime*u forment une
base de lespace vectoriel des solutions (réelles). Toute solution réelle s’écrit de
maniére unique

y(t) = pR(eu) + ¢Im e u

pour certaines constantes p et q.

Démonstration : Posons ¢(t) = et u (solution complexe, c’est & dire dans C2).
On décompose cette fonction vectorielle en partie réelle et partie imaginaire. Si

w = ?)7 et siz; = x;+1iy;(j = 1,2), le vecteur partie réelle (resp. imaginaire)
2

de w est (21) resp. (gl) On peut éerire ¢(t) = R(eu) +iIm e u = y(t) +
2 2
iz(t) € C2. En dérivant, on trouve
©'(t) = y'(t) +i2'(t) = Ap(t) = Ay(t) +iz(t))

En identifiant parties réelles et parties imaginaires, on trouve (A est réelle)

y'(t) = Ay(t) , 2'(t) = Az(t)
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On a donc deux solutions réelles et y(0) = v, 2(0) = w. On ne peut avoir w € Ro,
car dans ce cas on aurait Aw = \w, et comme A est réelle, \ serait un réel. Il
s’ensuit que y et z sont deux solutions indépendantes, comme convenu.

Donc dans ce cas, il suffit de calculer A et u pour avoir la totalité des solu-

O

tions.

Comportement des solutions : le pendule avec frottement

Soit ’équation

D’une autre maniere avec
y(t) = (yl(t)) , {yé (t) = y2(t)
ya(t) ya(t) = —ui(t) — kya(t)
C’est ’équation du premier ordre associée a I’équation scalaire du second ordre
Y +ky' +y=0

Le polynome caractéristique est A2 + kX + 1, de discriminant k2 — 4. Donc (on
se limite & k£ > 0) :
i) k > 2. Il y a deux valeurs propres réelles —hEvke—4 W toutes deux strictement

\ Yoo A\ VoLV
s A \
A\ \ A\ ooy
AR
\
4 \

\
\
\ \

F1G. 4.9 — Les courbes intégrales pour k = 3.

< 0. Les vecteurs propres associés sont

1 1
U= (—/~c+ \/k2—4> v= <—k— W)
2 2

Une base de I'espace vectoriel des solutions est donc

—k+\/k2—4) t(—k—\/k2—4
2 —e 2

u, y2(t) - )’U

n(t) = el
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La solution générale est avec \; = —htyvki-d V2k2_4 > \y = —hovkiod 5’“2_4
(t) B aeAlt + be)\zt
Y\ = aljertt + prger2?
On peut voir y(t) comme une courbe paramétrée dans l'espace des phases.
L’étude de cette courbe est aisée, et le dessin doit tenir compte des signes de
a,b. Noter que lorsque ¢t — +o00 y(t) s’approche de l'origine dans la direction de
pente 1. Dans ce cas on dit étre en présence d'un noeud car lorsque t — oo,
toute solution tend vers zéro. La solution triviale (dite solution d’équilibre) est

stable. Si les valeurs propres sont réelles strictement positives (noeud instable),
les trajectoires ont l’allure suivante (k = —3).

F1G. 4.10 — Noeud instable.

1
> est vecteur propre.

ii) k = 2 : —1 est valeur propre double, et u = (_1

Donc on a une solution

y(t) =e"u
1
-1
générale est du fait de la Proposition 77

SiA=-1s+N,onaN = _11>, et on sait que N? = 0. La solution

t— etAf =e flyg+tN)E =€t <1j_tt 1 t_t) £

iii) |k| < 2. Dans ce cas les valeurs propres sont complexes conjuguées. On
vient de voir qu’il en faut une, et un vecteur propre associé. Le calcul est facile.

On a \ = —kHivi—k? V4_k2:a+iw,etu: 1 = 1 +1 0 . On obtient
2 A o w

e u = e (cos tw + i sin tw) ((1) +1 <O>)
e! w

d’ott les deux solutions indépendantes (partie réelle et partie imaginaire)

y(t) = e’ (cos tw (;) — sin tw (2))
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Fic. 4.11 - k= 2.

2(t) = e (sin tw <i> + cos tw (B))

Si a < 0, on voit que pour toute solution y(t), lim;—, y(t) = 0. On parle
dans ce cas de foyer stable. Les trajectoires ”"ressemblent” a des spirales. Si
a = 0, les trajectoires sont des cercles. Si au contraire o > 0, on parle de foyer
instable. La discussion qui précede est en fait générale, et s’applique & I’équation

\

\ \‘\

\
A\
\ \

/o
/ /

/)

v

1y’ = Ay, voir exercices ci-dessous.
Reste a traiter le cas de I’équation linéaire avec second membre.

Y1) = Ay(t) + B().

On suppose que la fonction B : I — R™ (le second membre) dépend éventuellement
de t. Le principe général est :



EQUATIONS LINEAIRES 103

Proposition 4.3.5. Soit z(t) une solution de l’équation avec second membre.
Alors la solution générale de cette équation est y(t)+z(t), ot y(t) est la solution
générale de l’équation homogéne associée (y' = Ay).

L’équation scalaire d’ordre n a coefficients constants

Soit I’équation

y(n) + aly(nfl) + -+ any = b(t)

avec a; € R, et b(t) le second membre une fonction b : I — R. On rameéne cette
équation & une équation linéaire du premier ordre (vectorielle), en posant

yi(t) =y () (1<i <n).

On a donc ¢, = yiy1 sii < n, et y', = y™ = —ayy, — -+ — apyyr + b(t). La
fonction vectorielle ¢t — y(t) € R™ est donc solution de 1’équation du premier
ordre

y'(t) = Ay(t) + B(t)

ou la matrice n x n A est

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A=
—Qp Ap—1 —a2 —ai1
0
et le second membre est B(t) = - | . Le probleme est donc un cas particulier

b(t)
du cas général traité ci-dessus. Dans le cas homogene (b(t) = 0), on est ramené a
I’examen de la matrice A, en particulier de ses valeurs propres. A titre d’exercice
on pourra vérifier que le polynome caractéristique est x(A) = A" + a; A"~ +
e _|_ Ay, -

4.3.2 Flot d’une équation différentielle

Revenons au probleme général. Soit I’équation différentielle

y'(t) = F(t,y(t))

avec pour espace des phases R x U. Pour tout (o, y0) € U, le théoréme d’exis-
tence de Cauchy assure qu’il existe une unique solution y(t) telle que y(t9) = vo,
définie sur un intervalle maximal (ouvert) |c, d[. Naturellement comme observé
sur des exemples, les bornes ¢, d dépendent de la donnée initiale (to, o). Pour
mesurer la dépendance d’une solution en fonction d’une condition initiale, il
convient maintenant de noter y, 4, (t), ou

’t — (t, to, z0) = Yto,z0 (t) ‘
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la solution y(t) telle que y(tp) = yo, pour bien montrer que cette solution est
celle qui satisfait a la donnée initiale choisie. La fonction ¢ ainsi définie s’appelle
le flot de I’équation (1). On a donc par définition

Sl s,0) = Flt,glt,5,0)

Le flot n’est pas autre chose que la donnée de la solution générale. On peut
démontrer le résultat important disant que le flot est sous certaines conditions
sur F', une fonction différentiable en (¢, s, a). Ce résultat traduit que la solution
d’une équation différentielle dépend différentiablement de la condition initiale.
On va 'observer sur des exemples.

Exemple 4.3.6. Soit dans R™ 1’équation linéaire & coefficients constants 3’ =
Ay. On suppose que A est diagonalisable sur R. Soit (u;)1<;<, un systéme de
vecteurs propres indépendants, et Au; = A\ju;. Si & =3, &u; € R", alors le flot
est

(t7 S, f) = Z gie(t_s))\iui~

%

Si la matrice est au départ diagonale

M O 0
0 X 0
A =
0 0 M\,
Alors la flot est
elt=s)M 0 0
0 elt=s)A2 0
o(t,s, @)= i ] . a
0 0 et

On dit (et justifie) le fait que la matrice de dessus est I’exponentielle elt=5)4,

C’est un fait général pour les équations linéaires, le flot est toujours (sans
démonstration)

Remarque. La méthode de variation de la constante (bis repetita). Soit une
équation linéaire a coefficients constants et second membre

y'(t) = Ay(t) + B(t) |

le "second membre” B(t) est une fonction vectorielle (non constante) définie
continue sur un intervalle I. La méthode de la variation de la constante de
Lagrange explicitée dans le cas scalaire, se généralise. On part de la solution
générale de I'équation sans second membre ¢(t, £), de condition initiale p(0,&) =
¢ (faire s = 0 dans le flot), c’est & dire y : t +— e*4.£. On suppose maintenant que
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&(t) est une fonction inconnue que I'on cherche & déterminer pour que ¢(t,£(t))
soit solution de I’équation avec second membre. Cela conduit a

y'(1) = Ae" (1) + e (1) = Ay(t) + B(1)
apres identification donne la condition e*4.¢/(t) = B(t), qui rameéne & résoudre
I’équation
€(1) = e B(1)

Exemple 4.3.7. Cherchons le flot de I’équation

{yi(t) =12(t)
yolt) =1

On trouve yo(t) =t + A, y1(t) = B+ At + % Soit finalement
_(t—9)?2 (1 A B (B

|Cours N11 Vendredi 26 novembre 2010. 13h30-15h. Amphi A2|
4.4 Equations du second ordre : exemples

Pour compléter le §2, on va considérer brievement le cas important pour
les applications, des équations différentielles linéaires ou non d’ordre deux (sca-
laires). Ce sont dans la cas général, les équations de la forme

y'() = ft.y.y):|

(dans beaucoup de cas f = f(y) ne dépend que de y et pas de y’). Dans le cas
linéaire, I’équation du second ordre est

y'(t) + Ay () + By + C () = 0]

Les fonctions A, B, C sont supposées définies continues sur un intervalle I de
R. Il y a un principe général qui ramene une équation du second ordre a une
équation du premier ordre mais dans R2. On pose y1(t) = y(t), et ya2(t) = v/ (¢).
Alors ’équation du second ordre est équivalente a

{yi
Yy, =
et dans le cas linéaire

{yi(t) = ya(t)
Ya(t) = —At)y2(t) — B(t)yi(t) — C(t)

ou encore sous forme matricielle

i () = (o -a0)* ()

Si C' = 0 I’équation est dite homogene, et si A, B sont des constantes, I’équation
est a coeflicients constants.

Y2
ta yl)

=l

(
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4.4.1 Coeflicients constants

Soit ’équation y”’ = ay’ + by, équation équivalente &
yi) _ (0 1) (m
Ys b a) \y2

. (e . 1
Le polynoéme caractéristique de la matrice A = (0

) est A2 —aX — b. Le
b a
discriminant est A = a? +4b. On applique & cette équation le traitement général

des équations linéaires.

Exemple 4.4.1. Le pendule linéarisé " + ky' +y =0,on a A = <_01 _lk)

On retrouve ’exemple étudié en détail précédemment.
4.4.2 Coefficients non constants

Lorsque les coefficients A, B dépendent de ¢, il n’est pas possible en général
de résoudre explicitement I’équation. Pour étudier les solutions, il faut d’autres
méthodes. Voici une définition générale :

Définition 4.4.2. On appelle intégrale premiére (voir proposition 3.1) de I’équation
vectorielle vy = f(t,y), y = (y1, - ,yn) une fonction E : U — R qui est
constante sur les trajectoires, donc telle que

B(y(t)) = cte
sur toute solution. Les trajectoires sont donc des courbes de niveau de F.

Proposition 4.4.3. Pour que E soit une intégrale premiere, il faut et il suffit
que
(grad E, f) =0

Démonstration : On prouve la condition suffisante. On doit avoir en effet pour
toute solution

0= ZEWO) = 30 GE(0) = (erad B, f(w) =0

i
O
Ce méthode fonctionne bien dans la situation suivante. Considérons I’équation

linéaire dans le plan
{yi = Y2
yo = f(y)

L’équation est équivalente (= linéarisation) & 1’équation scalaire d’ordre deux

y" = f(y)

Posons

y2 y
T=2 U= —/ f(u)du
2 Yo

T représente [’énergie cinétique, et U [’énergie potentielle. Soit alors [’energie
totale
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]E:E(yl,yz):TJrU.\

On a immédiatement que (grad E, F) = 0, donc E est une intégrale premiére.

Exemple 4.4.4. Soit ’équation de Newton

dU

fly) = iy

Dans cet exemple ’énergie totale est

2

E(y1,y2) = % +U(y1)

Meéme si cela ne permet pas de résoudre explicitement I’équation en général, des
informations sur U, induisent des renseignements sur la solution y = y;. Par
exemple supposons

U>0

Comme 'energie totale E est constante le long d’une trajectoire, et que U > 0,
on voit que la composante yo reste bornée sur son intervalle de définition, disons
ly2| < c. Alors

w(t)] = | / yo(s)ds| < clt — al

Donc y(t) est bornée sur tout intervalle borné [a, b]. On peut en déduire que la
solution est prolongeable sur tout I’axe réel (si U est définie sur R). Revenons a

un exemple simple, et instructif. Soit U = k%, donc ’équation

1

y = —ky

()= (5% o)

L’énergie est une fonction quadratique

ou sous la forme linéaire

2 2
E(y1,y2) = %1 + k’%

Supposons k > 0. Alors les courbes de niveau E = ¢ sont des ellipses ho-
mothétiques de centre (0, 0) qui représente un minimum de ’énergie (attraction).
Si k < 0, les courbes de niveau sont des hyperboles, l'origine est un maximum
(répulsion). Dans les deux cas on sait résoudre explicitement I'équation. par
exemple si k < 0, on montrera que la solution générale est

y(t) = ae’™VF 4 peVF

On observera que la courbe t — (y(t),4'(t)) est bien une (branche) d’hyperbole.
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4.4.3 Application : Equation intrinseque d’une courbe
Revenons a une courbe paramétrée v dans le plan
fiselw— (z(s),y(s))

supposée paramétrée par la longueur d’arc, et sans point sationnaire. Soit

=16 = () = (1)

le repere de Frenet au point s. Alors par définition de la courbure k(s), on a

meay— (T(s)) _ ()Y’ (s)
706 = (5000)) = st = (G
qui définit une équation différentielle linéaire d’ordre deux. Il n’est pas question

en général d’intégrer cette équation. On peut la transformer en une équation
d’ordre un, en posant u = 2'(s), v = 3/(s). Donc

() -y ) ()

On peut toujours pour étudier cette courbe supposer que f(0) = (0,0), et
que 7(0) = f/(0) est fixé. cela revient & se donner une condition initiale pour
I’équation différentielle. En conséquence du théoreme de Cauchy, on peut énoncer :

Théoréme 4.4.5. Une courbe paramétrée plane sans point stationnaire est
totalement déterminée a un déplacement prés par sa courbure.

u(s)

Démonstration : En effet la solution (v (s)> est fixée par la condition initiale,

donc la fonction f(s) est déterminée & une translation pres.

Exercices

3 1
-1 1
une valeur propre double A = 2. On écrit A = 215 + N avec N2 = 0. On a

1 1 . 1 .
N = (71 71>. Alors si on veut u = (71> est vecteur propre. La solution

o= (5 1) ()

2. Trouver la solution générale de I’équation 3y’ = Ay, A = <1 1).

1. Trouver la solution générale de 3y’ = Ay si A = ( ) Solution : 11 ya

générale est

0 1
3. Expliciter le flot de 1’équation

4. Donner la solution générale de ’équation y”’ = 2y’ + 3y + t2.
5. Sik(s) = % est constante, retrouver le fait que la courbe est un (arc de) cercle.

6. Quelle est I’équation intrinseque pour la spirale
z(t) = e " cost, y(t) = e sint

En sens inverse, partant de I’équation différentielle, retrouver la spirale.
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Chapitre 3 Calcul des variations

Minimiser la longueur d’arc

Le calcul des variations est un vieux sujet, mais toujours en forme. Un
exemple typique de probleme est celui qui concerne les arcs de courbe pa-
ramétrées joignant deux points A et B du plan. Quelle est I’arc de longueur
minimum ? Réponse le segment de droite!

Posons le probleme. Si larc est donné par f : t — (x = x(t), y = y(t))t €
[a,b], et f(a) = A, f(b) = B, on sait que la longueur de larc est

b
L :/ VIO + g (02 dt
a
Le probleme posé revient donc a minimiser cette intégrale relativement a la
”collection” des arcs d’extrémités A et B.

Proposition 4.5.1. Pour tout arc comme indiqué ci-dessus, on a

[ VTR 15 - |

avec éqalité ssi ’arc est le segment de droite.

Démonstration : On peut choisir les coordonnées de sorte que A = («,0), B =
(8,0), a < . Alors

b b b
/\/x’(t)z—l—y’(t)thz/ |y’(t)|dt2/ V(1) dt = 2(B) — 2(A) = B— a

L’égalité impose a avoir 1'égalité dans les deux inégalités, soit y'(t) = 0 pour
tout ¢, et |2’(t)] = 2’(¢). Donc y(t) est constante, et x(t) est croissante. Comme
y(a) = y(b) = 0, on voit que y(t) = 0. Donc la courbe paramétrée qui réalise le
minimum est

t € la,b] — (z(t),0)

C’est le segment de droite [A, B] avec une certaine paramétrisation.

|Cours N12 révision Vendredi 10 décembre 2010, 13h30, Amphi A2 |
3.2 Equation d’Euler-Lagrange

Soit pour simplifier un arc v qui représente le graphe d’un fonction z — y(z)
définie sur [a, b]. Il joint les points A = (a,y(a)) et B = (b,y(b)). On forme si
f = f(z,y,2) : U C R® — R est une fonction avec des dérivées partielles
continues a 'ordre deux, I'intégrale

b
I(y) = / fley(@), o (2))dz

On dit que f(z,y, 2) est le Lagrangien du probléeme. On cherche & minimiser I,
c’est & dire trouver la fonction y(z) qui minimise Pintégrale. On note I = I(y)
lintégrale, faisant valoir le fait que la ”variable” est la fonction y(¢). On sait
que dans le cas classique un extremum atteint en y doit s’accompagner de

dI

— =0
dy
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le symbole d n’est pas une dérivation, car la variable y n’est pas un scalaire,
mais une fonction. Pour avoir la réponse, on va perturber y et demander que
I(y) soit un minimum. On considére une fonction de deux variables p(z, ) qui
a des dérivées partielles d’ordre deux continues, définie sur [a,b] X (—¢, +¢€), et
qui satisfait & :

) pla,a) = y(A) Va
2) p(ba)= y(B) Va
3) ¢(z,00=  y(z)

Pour « fixé, on peut voir y,(z) : © — @(z,a) comme une déformation de la
courbe (fonction) qui réalise le minimum. On a en conséquence pour tout «

I(ya) > I(y)

Comme I(y,) est une fonction de la variable «, on doit avoir

dl(ya)  _
— =0
da |a=0
Il s’agit maintenant de dériver une intégrale d’une fonction qui dépend d’un
parametre. On admet le résultat (voir semestre 4). Le résultat est (on peut

inverser intégrale et dérivée)

b
) [* 2 e ot 4, )t

b
— [ (S vt el + L ptwa) st gt ato ) o

En utilisant le fait que ¢} (7, a) = 2 9 (), le second morceau de I'intégrale
devient

b
| G stea) iz g S ot aye
qu’on peut intégrer par parties, cela donne

[ oot o) )] — [ (Y ot ) ) ot i

a

On obtient du fait que ¢(a,a) = y(A), (b, o) = y(B) que le terme entre cro-
chets est nul, car les dérivées de  évaluées en a et b sont nulles. Donc reste en
faisant o =0

b
[ [Geveven - Giesmaa] g a=o

Posons n(z) = g—‘glazo,

arbitraire, par exemple prendre

c’est en fait une fonction qui peut étre choisie de maniere

oz, a) =y(z) + an(z)
Donc la fonction sous le signe somme doit étre identiquement nulle, et on obtient
a la fin la condition nécessaire pour avoir un minimum

of d of

afy(x,y(w),y’(w)) ~ 2, @ yl@)y(2)) =0

Si on developpe la dérivée partielle en z, cela donne une équation différentielle
du second ordre de solution y(z), dite de Euler-Lagrange :
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of o°f o* , 0% ,

oy ozoz  ogost oY =

Cette équation est simplement une condition nécessaire. Dans beaucoup de cas
heureusemnet, f ne dépend pas de z, c’est a dire f = f(y, z). Alors par un calcul
simple de dérivée, on note que 1’équation de dessus, jointe & f = 0, équivaut &
I’équation bien plus simple

d{ gﬁf(yy)] 0
donc

,0f N

vy, (y,9') — fly,y') = cte.

qui reste une équation du premier ordre (compliquée!).

Exemples 4.5.2. 1) f = /1 + 22. L’équation d’Euler-Lagrange devient
d o !
7(7f) ) 4
dx " 0z /1+ y2

c’est & dire ¢y’ = cte, donc y(x) = cx 4 d. C’est le résultat de la section 1.

2) Le brachistochrone, ou revoild la cycloide f = ,/%. On obtient dans ce

cas ’équation différentielle

= cte

pour une constante C. Pour avoir la solution, on fait un changement de fonction

y=C(1—cos?)

[1+cosf cos2
"sinf =
1—cosf sin?

0
soit 200 sin & cos £ = ZOS 2 finalement

L’équation devient

w\% m\q:

2 2
1

0'(z) =

@) 2 sin? g
qu’on peut interpréter comme

dz 50
= 2C'sin? =
o 2

La solution est z(0) = C(6 — sind). Cela joint & y = C(1 — cos ), montre que
la solution est un arc de cycloide.



