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Résumé

T.’objectif du présent cours n’est pas de proposer un exposé exhaustif de la théorie
des codes correcteurs d’erreurs. Tout d’abord parce que la tache est bien trop com-
plexe, ensuite car la jeunesse de la théorie et son important développement actuel la
rendent en perpétuel mouvement. Le but est ici d’introduire les concepts, principes
et méthodes de base de 1'étude des codes correcteurs d’erreurs, ainsi que de faire
entrevoir certaines pistes permettant I’élaboration de codes performants.

La théorie des codes correcteurs d’erreurs se base pour 'essentiel sur I’'étude des
corps finis, certains rappels concernant ces derniers sont donnés dans Annexe [Al

On donnera les définitions des principaux objets et grandeurs liés aux codes
correcteurs d’erreurs. Les parties suivantes présenteront des classes de codes parti-
culiéres, leurs propriétés et des procédures de décodage.

Ce cours introduit les outils utilisés pour assurer la transmission d’informations
correctes sur des supports introduisant des erreurs. Les fondements mathématiques
permettant la construction de codes avec un rendement garanti sont présentés, en
particulier les codes cycliques et les codes géométriques de Goppa. Les applications
dans l'industrie concernent le disque compact, le Minitel, la transmission d’images
par satellite, sont mentionnées.
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Cours N°1

(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish /5cc4.pdf) .

Introduction

Ce cours introduit les outils utilisés pour assurer la transmission d’informations cor-
rectes sur des supports introduisant des erreurs. Dans une premiére partie, les fondements
mathématiques permettant la construction de codes avec un rendement garanti sont pré-
sentés, en particulier les codes cycliques. Dans les applications pratiques, notamment en
informatique et télécommunications, des variantes de ces codes sont utilisées.

Les applications des codes correcteurs d’erreurs dans 'industrie concernent le disque
compact, le Minitel, la transmission d’images par satellite, ... (voir Chapitre XV de

[Pa-Wol).

BASES MATHEMATIQUES :

1. Transmission d’information, codage et decodage optimal sur un canal bruité. Codes de
répétition pure.

2. Distance de Hamming, rendement et vitesse de transmission, distance relative, borne
de Hamming. Codes de Hamming.

3. Codes linéaires et codes cycliques. Matrice génératrice et calcul du syndrome d’erreur.
4. Polynomes locateurs d’erreurs. Application au décodage.

5. Codes de Reed-Solomon et codes BCH. Codage et décodage.

6. Bornes de Plotkin et de Gilbert-Varshamov.

7. Codes géométriques de Goppa et courbes algebriques sur les corps finis.



A Tére de linformation, un défi important a relever est celui de faire voyager celle-ci
dans de bonnes conditions, c’est & dire de faire en sorte que le transport de 'information
n’en altére pas le contenu. Aucun canal de transmission n’étant parfait, il va donc falloir
«protégery information pour qu’elle demeure exploitable. Les outils pour y parvenir sont

les codes correcteurs d’erreurs, théorie récente de par la modernité de ses motivations.

Pour montrer de quoi il s’agit on commence par un exemple de réalisation effective
d’une procedure de codage correcteur d’erreur, voir [Pa-Wa|, Chapitre X. Le 19.01.1972 la
sonde spatiale "MARINER-9" transmettait une photo du "Grand canyon" de la planéte
Mars. La trés grande qualité de cette photo avait été obtenue en protégeant la transmission
contre les erreurs énentuelles au moyen du "Code correcteur de Reed-Muller d’ordre 1 et

de longueur 32".

obtenue des combinaisons linéaires mod 2 des lignes A; de la matrice

1
0
1
0
1
1

i
)

Fg SUuU= (0(1, g, (3, 0, Ois, 066)>£>E(u) = A1a1+A2a2+A3a3+A4a4+A5a5+A6a6 S FgQ

On obtient une application

E:FS—

32
F27

et on transmit le message E(u). Cette transmission a la redondance — 32 — 626, le

coefficient de redondance= 32/6.
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On "discrétise" le probléme : la photo est découpée en petits rectangles chacun d’entre
eux étant assimilé & un point muni d’'un "niveau d’énergie". Il existe en tout 64 niveaux
d’énergie, on a donc besoin de 64 messages a transmettre, chacun représenté par une
succession de 6 "bits" (symboles 0 et 1). Pour pouvoir corriger les erreurs de transmission
on represente chaque message v de 6 bits par une suite plus longe E(u) de 32 bits :

u = (ar, g, a3, 04, 05, 06) E(U),Fg - F327
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Pour décrire les mots du code C' = Im(FE), on indexe les colonnes AU) de la matrice
(*) par les points z = (21,2, ¥3,25) de I'espace affine F3 (il'y en a 32) :

j:1(_>(0707070’0)7j:2(_>(070’O7071)""7].:32(_)(17171’171)
(on consideére I'écriture binaire du nombre j — 1) :
Jj—1=x5+ 24 + 423 + 8x2 + 1621, 2, =0 ou 1,

alors
je{1,2,-- 32} «— (@1, T2, 73,74, 75) mod 2 € F5.

Ensuite, on considére chaque ligne A; de la matrice (*) comme la fonction indicatrice d’une
partie de F3 :

(1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1, 1, L, L, 1L, 1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) < {(%, %, %, %, %) € F}} = 3
(I'espace 3 tout entier) ,
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) <> {(1, %, *,*) € F3}

I'hyperplan {z; = 1}, car la partie correspondant de F3 commence par le numero j =
2
17 < (1,0,0,0,0). Puis

(0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1) < {(x,1, %, %, %) € F3}

12



(I'hyperplan {zs = 1}, les deux morceaux de la partie correspondant de F§ commencent
par le numero j = 9 < (0,1,0,0,0) et le numero j = 25 < (1,1,0,0,0)) etc.

On vérifie que les parties de F5 obtenues de toutes les combinaisons linéaires de A
sont : I’'espace Fg tout entier, (), tous les hyperplans affines linéaires

f(z1, 20, 23,24, 75) = 1 de Pespace affine F5

(@(f)=1).

En effet la premiére ligne A; représente la fonction constante f : F§ — Fy :
Ay e f=1,f:F) - Ty,
la ligne A représente la fonction f(z1,za, x5, 25) = 21

Ay —— f(x1,22,23,%4,25) = 21 "le premier chiffre" de j — 1 mod 2 € Fy,
Az — f(x1,22,23,24,25) = x2 "le second chiffre" de j — 1 mod 2 € Fo,
Ay — f(x1,292,23,24,25) = x3 "le troisiéme chiffre" de j — 1 mod 2 € Fo,
Ay — f(x1, 22, 23,24, 25) = x4 "le quatriéme chiffre" de j — 1 mod 2 € Fy,
(

Ag «—— f(x1,22,23,%4,25) = x5 "le dernier chiffre" de j — 1 mod 2 € Fs.
Ceci implique que la combinaison linéaire représant la fonction

a1 Ay +agAst+azAzt+agAst+as As+as A «—— f = a1 +aar a3z w3+ asra+oasTs.

13

Dans ce cas on vérifie si le mot de code g(z1,x2, 3,24, z5) coincide avec y, c’est a dire,
si I'identité (02) soit satisfaite en tous les autres 26 points (26 — 32 — 6 conditions a
vérifier!) Sinon, on considére toutes les 64 combinaisons linéaires

Y (w1, 2, 73,24, %5) = B1 + Pow1 + B3z + Baxz + B4 + fis, (0.2)
et on choisit parmi telle que le différence e = e(z1, x9, 3, x4, 5) = y— ¥y’ soit un mot avec

le nombre minimum des valeurs non nulles. Ce mot représente "l’erreur de transmission".
Alors

y(x1, 22,03, 04, 25) = B1 + Pow1 + G322 + fax3 + Bsza + Boxs + (21, T2, T3, T4, T5)
et on obtient le décodage v’ du mot d’information u :

u' = (B, B2, Bs, B, Bs, B6).-

Dans toute la suite les mots ¢ d'un méme code C auront la méme longueur n :
ceCCF".

De tels mots sont appelés "codes en blocs" opposés aux "codes de longueur variable" ou
"codes convolutionnels" dont nous ne parlerons pas.

15

(la fonction indicatrice de la partie
f(z1,z2,23,24,25) = 1 de Pespace affine F3).

On sait que lintersection de deux hyperplans différents dans F3 contient au plus 8 élé-
ments, donc les mots du code sont bien ecartés : pour obtenir un mot a partir d’un autre,
il faut changer au moins 16 symboles (soit 16 soit tous les 32). C’est-a-dire, que le code
corrige jusqu’a 7 erreurs de transmission : dans ce cas le résultat ¢| de la transmission
d’'un mot ¢; ne peut pas étre obtenu d’un autre mot ¢y (sinon on pourrait obtenir ¢y a
partir de ¢; en changeant < 14 position.

DFECODAGE d'un mot regu y € F32 vu comme une fonction y = y(x1, 72, 23, ¥4, T5) sur
F3 : si y était un mot de code, on pourrait le chercher sous la forme suivante :

§(w1, T2, T3, T4, T5) = Q1 + Q2T1 + Q3T + T3 + Q5T + A6Ts5, (0.1)
alors

ap = f(070707070) = Y1,

a1 +az = f(1,0,0,0,0) = y17,

a1+ ag = f(07 1707030) = Yo,

al+a4:f(070117070) =Ys,

061+065:f(07070,1,0) = Y3,

C¥1+C¥6:f(0,0707071) =Y2.
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Trois programmes de calcul en Maple pour trouver un decodage
d’un mot regu y

disponibles a I’adresse cachée : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/04mag-maple

dans les fichiers 4mag-03linsolv.mws, 4mag-01chiff.mws, 4mag-02chiff.mws).
Pour travailler avec ces fichiers, on peut :
1) les ouvrir avec Netscape,
2) "enregistrer sous ..." comme un fichier .mws,

3) taper "xmaple" pour 'ouvrir avec une version de Maple.

Résolution d’un systéme linéaire mod 2(4mag-03linsolv.mws)
> restart :with(LinearAlgebra):
> y:=[1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1];
> alpha:=vector(6):
> print(’alpha=[alphal1l],alphal[2],alphal[3],alphal4],alphal5],alphal6]]’):
y == [1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
a = [a17a23a37a47a55a6]
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ayp = f(070707070) = Y1,

a) + oz = f(17070>0a0) = Y17,
a) + o3 = f(07170>030) = Yo,
a1+ ag = f(0,0,1,0,0) = ys,
a) + o5 = f(07070>130) = Y3,
a1+ ag = £(0,0,0,0,1) = ys.

> C := matrix([[1,0,0,0,0,0],
> [1,1,0,0,0,0],[1,0,1,0,0,01,(1,0,0,1,0,0],(1,0,0,0,1,0],[1,0,0,0,0,1]]
mod 2) ;

1 0 0 0 0 O

1 1.0 0 0 0

1 01 0 0O
C =

1 0 01 00

1 0 0 010

10000 1)

e Idem pour un vecteur second membre.
> b := vector([y[1],y[17]1,y[9],y[5],y[3],y[2]1mod 2) ;

17

Application du codage : y = F(a) = a* A = afl] * A[1] + «[2] * A[2] + «[3] * A[3] +
af4] x A[4] + a[5] * A[5] + a[6] * A[6] :

Al1]:=

vector ([

1,1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1

D;

A[2] :=vector ([

o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, O, O, O, O, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 11);

A[3] :=vector([

o, 0, 0, 0, 0, O, 0, 0, 1, 21, 1, 21, 21, 1, 1, 1, O, O, O, O, O, O, O,
1,1, 1,1, 1, 1, 1, 11);

A[4] :=vector ([

o, 0, 0, 0, 1,1, 1, 1, 0, 0, O, O, 2, 1, 1,1, O, O, O, O, 1, 1, 1,
0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,

11);

A[5] :=vector ([

o, 0, 1,1,¢0,¢0,1,1,0,0,1, 1,0, 0,1,1,0, 0,1, 1, 0, 0, 1,
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 11);

A[6] :=vector ([

0, 1, 0, 1, 0, 1, O
0,1, 0,1, 0, 1, 0, 1
IDH 19

VYV VEYV VYV =Y VOV YV EYVY VYV eV VYV

b= [1,1,0,0,0,1]

e Linsolve(...) mod 2 permet de résoudre mod 2 :
> alpha := Linsolve(C,b) mod 2;
o = [1,0,1,1,1,0]

Veérification. Calcul de Ca — b.
> zerov := evalm(C & alpha - b) ;
zerov = [0,0,2,2,2,0]

e Les termes du vecteur obtenu ne sont pas « réduits » a leur forme canonique mod
2. Pour obtenir la réduction.

> map(item -> Expand(item) mod 2, zerov) ;

[0,0,0,0,0,0]
18

Ay := [1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
Ay := [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1
3 0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1, 1, 1]
0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1, 1, 1]
1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1
0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0, 1

> yt:=evalm(sum(alphali]*A[i], i=1..6)):
yt:=map(item -> Expand(item) mod 2,yt);
yt == [1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0]
> et:=evalm(y-yt):et:=map(item -> Expand(item) mod 2, et) ;
et := |0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0, 1, 1]

\

> et[18];

0
> wt:=0:
> for j from 1 to 32 do
> #print(’j’=j,’et[j]l’=evalm(et[j1));
> if yt[jl-y[j] mod 2<>0 then wt:=wt+l £fi; od;
> print (CCwt’=wt);

wt =14
20



Utilisation de la multiplication des matrices : a par A
> A:=array(1..6,1..32,[

> [1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1,1,1,1,1,1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 11,

> [

>~ 0,0, 0,0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1, 1,1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1],

> [

> 0,0,0,0,0,0,0,0,1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 0, 0, 0, 0O,
0,1, 1,1, 1, 1,1, 1, 17,

> [

> 0,0,0,0,1, 1,1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, O,
i, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,

> 1],

> [

> 0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1, 0, 0,1, 1, 0, 0, 1, 1,
i, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1],

> [

> 0,1,0,1,0,1, 0,1, 0,1, 0,1, 0,1, 0, 1, 0, 1, 0, 1,
1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1

> ]

> 1)

21

Comparaison des deux décodages y' = yp et § = yt, et calcul du

poids d’erreur (4mag-01chiff. mws)

> restart;
Chiffres:= proc( d::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )
local i,m, v;
v:=vector(l);
m:=n;
for i from 0 to 1-1 do
v[1-i] :=modp(m,d) ;m:=floor(m/d); od;
return v;
end proc:
evalm(Chiffres(2,12, 4095));
[17 17 17 1? ]" 17 17 ]‘7 ]" 17 17 1]

> evalm(Chiffres(7,5,700));

[0,2,0,2,0]

vV VV V VYV YV VYV
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> ys:=evalm(alpha&*A):
> ys:=map(item -> Expand(item) mod 2,ys);

ys == [1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0, 0]

Veérification :
> yzero:=evalm(ys-yt):
> map(item -> Expand(item) mod 2,yzero);

[07 07 07 0> Oa 07 07 07 Oa 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 0> 07 07 07 O> Oa 07 07 Oa 07 07 0]

22

yt[j1-y[j] mod 2< > O then

wt:=wt+1l fij;

if yp[jl-y[j] mod 2<>0 then wp:=wp+l f£i;

print (’j’=j,x=evalm(Chiffres(2,5, j-1)),’y[j1’=y[j1,’ypl[j1’=yp[jl,’yt[j]1’=y
wp’=wp,’wt’=wt ):

> od:

> print ( ’y’=y):print (’yp’=evalm(yp)):print (’yt’=evalm(yt)):

> y:=[1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,17;
> yp:=vector(32):yt:=vector(32):

> print ( ?j=x[1]+2%x[2]+4*x[3]+8*x[4]+16%x[5]’,
> x=[x[1],x[2],x[3],x[4],x[611°,

> ypl[jl=x[1] mod 27,

> 3

> yt[j1=1+x[2]+x[3]+x[4] mod 2°):

> wp:=0:wt:=0:

> for j from 1 to 32 do

> x:=evalm(Chiffres(2,5, j-1)):

> yt[jl:=1+x[2]+x[3]+x [4]

> mod 2:

> ypljl:=x[1]

> mod 2:

> if

>

>

>

>

24



y = [1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]

Jj=1,2=1[0,0,0,0,0], y; =1, yp; =0, yt; =1, wp =1, wt =0
]:27T:[070707071]5y]:17 Up]:Oa ytJ:L ﬂ)p:2, wt =0
j=3,2=1[0,0,0,1,0], y; =0, yp; =0, yt; =0, wp = 2, wt =0
J:4>x:[07070>1a1]7yj:07 ypj:O: Z/t‘7:07 wp =2, wt=0
j=52=1[0,0,1,0,0], 45 =0, yp; =0, yt; =0, wp = 2, wt =0
Jj=6,2=100,0,1,0,1], 5, =0, yp; =0, yt; =0, wp =2, wt =0
]:77T:[070717170]5y]:07 Up]:Oa ytJ:L ﬂ)p:2, wt =1
J=81z=[0,0,1,1,1], 45 =0, yp; =0, yt; =1, wp = 2, wt =2
3:971‘:[0717070’()]73”707 ypj:(): ytj:07 wp =2, wt =2
j=10,2=10,1,0,0,1], y; =0, yp; = 0, yt; = 0, wp = 2, wt = 2
.77117'1':[07170,170]7:%':07 ypj:Ov yt]’:L wp =2, wt=3
]:123‘1’:[07103151]7yj:071/pJ: ,ytjzl,wp:Q,wt:ZL
J=13,2=10,1,1,0,0], y; =0, yp; = 0, yt; = 1, wp =2, wt =5
]:143‘1’:[07113051]7yj:071/p]: 71/t3:17wp:27wt:6
J=15,2=10,1,1,1,0], y; =0, yp; =0, yt; =0, wp = 2, wt = 6
9:167x:[071>1a171]7yj:0>ypj: 7yt‘7’:07wp:27wt:6
J=17,2=1[1,0,0,0,0], y; =1, yp; = 1, yt; = 1, wp =2, wt = 6
J=18,2=1[1,0,0,0,1), y; =1, yp; =1, yt; =1, wp =2, wt =6
]71931:[17003150177%:17 Up]:L ,UtJ:07 ’U/p:2, wt =17

25

Un programme pour un decodage exaustif de y (4mag-02chiff. mws)

> restart;

> Chiffres:= proc( d::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )
> local i,m, v;

> v:=vector(l);

> m:=n;

> for i from 0 to 1-1 do

> v[1-i]:=modp(m,d) ;m:=floor(m/d); od;

> return v;

> end proc:

>

evalm(Chiffres(2,12, 4095));
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
> evalm(Chiffres(7,5,700));
[0,2,0,2,0]
vérification :2*7-+2*7°3=7007
> 2%T7+2%x7°3=700;
700 = 700

27

"V VV VVVVVVVNYVVVVVVNDYVVVVVYV

[ O171]7yj:17yp‘7’:17yt]‘:0>w]):27wt:8
; [ 1,0,0], y; =1, yp; =1, yt; =0, wp =2, wt =9
J=22,2=1[1,0,1,0,1}, y; =1, yp; = 1, yt; =0, wp = 2, wt = 10
j [ L1,0Ly;=1,yp; =1, yt; =1, wp =2, wt = 10

[ L1y =1,yp; =1, yt; =1, wp = 2, wt = 10

J=25,2=1[1,1,0,0,0, y; =1, yp; = 1, yt; =0, wp = 2, wt = 11
J=26,2x=1[1,1,0,0,1], y; =1, yp; = 1, yt; =0, wp = 2, wt = 12
7:277 T = [1>130517O]7 Yj :13 pr :17 Utj :13 ’LUp:2, wt =12
§=28,x=[1,1,0,1,1),y; =1, yp; =1, yt; = 1, wp = 2, wt = 12
§=29,z=1[1,1,1,0,0, y; =1, yp; = 1, yt; = 1, wp = 2, wt = 12
§=380,z=[1,1,1,0,1), y; =1, yp; = 1, yt; = 1, wp = 2, wt = 12
J=3Lz=[1,1,1,1,0, y; =1, yp; =1, yt; =0, wp = 2, wt = 13
J=32,z=[11L1L11],y;=1,yp; =1, yt; =0, wp =2, wt = 14
v =1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1, 1, 1]
yp = [070703070707 705070707050707070’ 17 17 171’ 17 17 171’ 17 17 171’17 ]‘7171:|
yt =[1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0]
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y:=[1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0];
yp:=vector(32) :be:=vector(6) :wp:=vector(64) :

print (° j=x[1]+2*x [2] +4xx [3] +8*x [4] +16*x [5]’,

’b=be [1]+2xbe [2] +4*be [3] +8*be [4] +16*be [5]+32*be [6] *) :

print (°x=[x[1],x[2],x[3],x[4],x[5]]°,
’be=[be[1],be[2],be[3],be[4],be[5],bel6]1]",

’ypl[jl=be[1]+be[2]*x [1]+be [3]*x [2] +be[4] *x [3]+be [6] *x [4] +be [6] *x [6] mod

for b from 1 to 64 do

be:=evalm(Chiffres(2,6, b-1));

wp [b] :=0:

for j from 1 to 32 do

x:=evalm(Chiffres (2,5, j-1));
ypljl:=bel[1]+be[2]*x[1]+be[3]*x [2]+be [4] *x[3]+be [6] *x [4] +be [6]*x[5] mod

if ypl[jl-y[j] mod 2<>0 then wp[b]:=wpl[bl+1 fi; od;

#print (’yp’=evalm(yp));

#2y[j1°=y[j1,’yp[j1°=yp[j], wplbl ’=wp[bl):

if b=1 then minw:=wp[1];

print(’b’=b);

print (’wp[b]’=evalm(wp[b]), ’be’=evalm(Chiffres(2,6, b-1)),’yp’=evalm(yp));
fi;

if minw>wp|b| then minw:—wp|b|;

print(’b’=b); 28
print (’wpl[b]l’=evalm(wp[b]), ’be’=evalm(Chiffres(2,6, b-1)),’yp’=evalm(yp));:

e



y == [1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0]
j:I1+2I2+4I3+8I4+161‘5,b:bel +2b€2+4b63+8b64+16b65+32b66

b=1

wp, = 20, be = [0,0,0,0,0,0], yp = [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
b=2

wp, = 18, be = [0,0,0,0,0,1], yp = [0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1]
b=3

wp, = 14, be = [0,0,0,0,1,0], yp = [0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1]
b=4

wp,, = 12, be = [0,0,0,0,1,1], yp = [0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0, 1, 1,0]
b=37

wp, = 4, be = [1,0,0,1,0,0], yp = [1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0]
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I'imperfection du canal. On se base pour ceci essentiellement sur ’étude des corps finis et
des polynémes sur ceux-ci.

L'objet de la théorie de I'information est la déscription et ’étude des systémes de com-
munications, ott I'information est considérée comme une grandeur mathématique, a partir
du travail de Claude Shannon (1948) "The mathematical theory of communication".

Le modele général d'un systéme de communication comportant une protection contre
les erreurs de transmission est le suivant :

SOURCE ENCODEUR
message a . message . !
transmettre codé
a emis ¢ emis
CANAL e (erreur) -
de transmission — [BRUI
DESTINARAIRE DECODEUR
message — message — l
décodé o’ ¢ =c+erequ

Par

"source" on nomme tout organe ou dispositif émettant un message,
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Résultat :

le vecteur v’ = be = [1,0,0,1,0,0], obtenu a partir du mot
vy =11,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0, 0],

est le décodage cherché du mot recu y. Tl correspond & b = 37, et le poids d’erreur y — 3/
est égal a 4.

1 Transmission d’information, codage et decodage op-
timal sur un canal bruité

Codes de répétition pure.

1.1 Principe de transmission d’information

On souhaite transmettre des informations via un canal de transmission. Celui-ci ne
pouvant étre parfait, I'information reque par le destinataire peut étre inexploitable ou
erronée. Pour réduire au maximum la probabilité d’erreur, on construit une procédure de
codage-décodage de I'information a transmettre qui, au prix d’éléments transmis supplé-
mentaires, va permettre de détecter puis de corriger les altérations du message dues a
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"encodeur" un organe qui associe au message un signal de forme convenable
"canal" le milieu utilisé pour transmettre le signal

"decodeur" I'organe de restitution du message a partir du signal regu
"destinataire" la personne ou appareil qui exploite ce message

1.2 Hypothéses sur un canal bruité

Le message a transmettre est un bloc de symboles tous issus d’'un méme alphabet. On
formule deux hypothéses fondamentales :

- Les perturbations de symboles au cours de la transmission sont indépendantes deux
4 deux et de méme probabilité p.

- Le bruit du canal peut substituer un symbole a4 un autre, mais ne peut en adjoindre
ou en supprimer. Le message requ est ainsi de méme longueur que le message émis.
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1.3 Généralités sur les codes

DEFINITION 1.1 (a) Soit F' un ensemble de cardinal q, M,n deuz entiers strictement
positifs. On appelle code C sur |'alphabet F' de longueur n bloc-par-bloc toute partie C C F™
de cardinal Card (C) = M.

(b) Un code C C F™ est dit q-aire si C = ImE pour une application injective

E:FF — Fm

Lélément E(u), pour un u de F* est appelé un mot code, k est dit la dimension du code,
n est sa longueur. Dans ce cas Card (C) = ¢*

DEFINITION 1.2 (a) Soit F' un ensemble fini non vide et n entier strictement positif.
L’application d : F'™* x F" — N

(a,b) — Card{i € {1,...,n} | a; # b;}

avec a = (a1, -+ ,an) et b= (by,--- ,by) est la distance de Hamming sur F™.
(b) Soit F' un corps fini. L’application w : F™ — N

a— d(a,0) = Card{i € {1,...,n} | a; # 0}

est le poids de Hamming.
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DEFINITION 1.4 Soit C = ImFE un code g-aire, i.e., l'image d’une application injective
E:FF > F" ou #F =q.
(a) On appelle écart ou "distance” de C le nombre

d=d(0)= min, d(B(z),E(y))
g

Soit C = ImE un code q-aire, E : F* — F" de distance d. Dans ce cas on dit que C est
un [n, k, d],-code.

(b) On appelle vitesse de transmission (le "rendement” ou "information rate” en an-
glais) de C' le rapport R = k/n

(¢) 1/R est le coefficient de redondance de C.

(d) 6 = d/n est la distance relative (ou le "tauz de correction”) de C

Soit © = (x1,...,2,) le mot transmis par le canal. Le mot re¢cu y = (Y1,Y2,---,Yn)s
eventuellement entaché d’erreurs, différe de z en d(z,y) positions.

Lorsque on suppose qu’il n’y a pas plus de ¢ erreurs commises, d(z,y) < t, on pourra
retrouver z a la condition que chaque mot erroné regu ne puisse provenir que d’'un seul
mot du code.
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REMARQUE 1.3 : La distance de Hamming sur F™ est bien une distance sur F™. En effet,
on a :

d(a,b) =0<= (a; =b;;1<i<n)<=a=b
d(a,b) = d(b,a) pour tous a,b pour tous E™

d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) pour tous a,b,c pour tous E™.
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DEFINITION 1.5 Un code de longueur n sur 'alphabet F' vérifie la condition de decodage
d’ordre t si pour tout y € F™ il existe au plus un mot x € C C F™ tel que d(z,y) < t.
Dans ce cas les boules

B(z,t) ={y € F" | d(z,y) <t} C F"
(pour la distance de Hamming) sont deux-d-deuz disjointes.
THEOREME 1.6 Un code C' peut corriger t erreurs si son écart d est tel que d > 2t + 1.

Preuve Si ¢ est envoyé et y requ, tels que d(y,c¢) < ¢, tout mot code ¢’ de C est tel que
d(c,c') > 2t + 1. Or, d est une distance, donc

d(y7 cl) > d(C, Cl) - d(c> y)

d(y,c) >t+1

C peut donc corriger ¢ erreurs. Les boules B(c, t) sont donc deux-a-deux disjointes.
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DEFINITION 1.7 (a) Un décodage de E est une application
D:F" — F*

telle que Do E = Idpx.
(b) On dit que D est standard ("de vraisemblence mazimale") si

Yy € F'Vu e F*, d(E(u),y) > d(E(D(y)).y)
c’est-a-dire que E(D(y)) se trouve parmi les mots de codes E(u) les plus proches de y.

REMARQUE 1.8 L’existence d’un décodage est garantie par l'injectivité de E.
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Le nombre total d'erreurs dans chaque bloc E(ul) est d’espérance d’une distribution
polynomiale, donc ce nombre est < (p + €)n pour tout , avec n assez grand, et avec une
grande probabilité souhaitée > 1 — g1 (trés proche a 1). Une bonne mesure de qualité de
code est la distance relative (ou "taux de correction™) :

d 1)
6 = —, et on suppose que p est assez petit : p < 3
n
Donc pour un choix de ¢ et de n on peut supposer aussi que p < g —e— % Dans ce cas
6 1 d d—1
<(=—"Jn==--1<t=|—to
rams(g-on=g-1se= |5,

et toutes les erreurs de transmission serons corrigées par le code C.

Clest-a-dire, Dy o Enx(a) = a, sip < g et n assez grand, avec une probabilité souhaité
> 1 — ey trés proche a 1.

Donc le succés du decodage des mots EN(a) € F™N dépend du fait si § est assez grand
p< % mais aussi depend du fait que de la wvitesse de transmission R = Z—% (le rendement)
est suffisante R > Ry pour transmettre un mot de code de longueur n avant que le mot
suivant soit fabriqué.

C’est pourquoi on est obligé d’utiliser des codes longs, avec n = 300 ~ 1000.
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1.4 Codage et decodage optimal sur un canal bruité

On considére les problémes mathématiques de transmission d’information (vue comme
une longue suite

EN
F Ba:(a17~--7ak7ak+17"'7akN)7
ou
uy = ((ll, e 7ak)>u2 = (a‘k+l7 e 7a2k:)7 L, UN = (ak(N71)+l7 e 7a'kN71>akN)>
avec les blocs d’information uy,...un. On transmet I'information bloc-par-bloc a 'aide
du code

a— Ex(a) = (E(u),...,E(uy)) € F*N

avec les hypothéses : }
En(a) — En(a) € F?N

Il est possible de diminuer considerablement la proportion d’erreures de transmission
d’information avec des bons codes.
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Cours N°2

(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish /bcc4.pdf) .

Rappels

DEFINITION [C4l Soit C = ImE un code q-aire, i.e., l'image d’une application injective
E:F* — F™, ot #F = q. On appelle écart ou "distance” de C le nombre

d=d(C) = _min, d(E(x), E(y))

Dans ce cas on dit que C est un [n, k, d]4-code.

DEFINITION 1.9 Une famille {C;} des [n;, k;, d;]q-codes est dite bonne s’il existe et si sont
positives toutes les deux limites

lim ﬁ:R>O,.lim é:(5>0,
i—00 N 100 T
Avec toute bonne famille on peut faire tendre vers 1 la probabilité d’une transmission
correcte ayant en méme temps la vitesse de transmission suffisante R > Ry pour pouvoir
transmettre un mot de code de longueur n avant qu'un mots suivant soit fabriqué. En
réalité, on utilise Ry ~ 0,1 ~ 0,95.
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Illustration de I’idée :

pour pouvoir reconnaitre les erreures d’impression pendant la lecture on utilise un bon
vocabulaire ot les mots sont écartés : il n’y a qu’'un seul mot qui resemble au mot imprimé

(erroné).
Un procédé courant du "bit de parité", permet dans le cas d’une erreur de la "détécter"
(sans la corriger!) Pour cela on attribue & un mot d’information binaire u = (uq, ..., ux)

la somme des coordonnées : E : F§ — FE+L
xr = E(u) = (ul,... ,Uk,l’k+1), ol Tp41 = Uy + - +ug € Fa.
Une autre méthode est celle de répétition :

Ep o F¥ — FF™,

elle consiste a envoyer m fois le méme mot : n = mk. La suite de codes {C,, = E,,} est
) km 1
mauvaise : le rendement tend vers zéro : — = — — 0.
Ny m
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DEFINITION (RAPPEL) Une famille {C;} des [n;, ki, d;]q-codes est dite bonne s’il existe
et si sont positives toutes les deux limites

lim ﬁ:R>O,.lim é:(5>0,
1—00 Ty 1—00 Ty

Avec toute bonne famille on peut faire tendre vers 1 la probabilité d’une transmission
correcte ayant en méme temps la vitesse de transmission suffisante R > Ry.

Le succes du decodage des mots E(u) € F" dépend du fait que § = 4 est assez
grand : % > p, ol p = ps est la probabilité des perturbations de symboles au cours de la
transmission.

En méme temps, on demand que de la vitesse de transmission R = % (le rendement)
soit suffisante R > Ry pour transmettre un mot de code de longueur n avant que le mot
suivant soit fabriqué (on utilise Ry ~ 0,1 ~ 0, 95).

Enfin, on est obligé d’utiliser des codes longs, avec n ~ 300 ~ 1000, pour que le nombre
total d’erreurs dans chaque bloc E(u) soit < (p4¢)n avec n assez grand et e < % —p— %
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En réalité, si une source produit r symboles par minute, il y a une restriction sur la
vitesse : un canal peut transmettre seulement mgr symboles par minute, mg ~ 1,1 ~ 10
donc il faut que n < kmy, % > %. On voit donc que la répétition est inutile a cause de
la restriction sur la longuer

1
mo

k=1—-> =n < mg.

IS
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Codes de répétition pure

Soit p = ps la probabilité des perturbations de symboles au cours de la transmission.
On considére F' = {0, 1} et I'application E : FF — F™ du codage de répitition pure. Calculer
la probabilité P du decodage erroné.

(a) Montrer que

pP= Z (le) aQ-plpnt= (’)(p"/Q) lorsque p — 0.
0<i<n/2

En déduire, qu’on ne peut pas obtenir une trés petite probabilité du decodage erroné a
cause de la restriction n < mg.
(b) Pour tout p < §, encadrer P (voir [vLi|, p.24, et la section suivante).
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1.5 Théoréme de Shannon (1948)

Ce résultat affirme 'existence de bonne transmission d’information a ’aide d'une famille
convenable des codes longs. Shannon a considéré un canal binaire bruité (¢ = 2), voir [Shal.

M,
Soit Po = M, ! Z P; |a probabilité de decodage incorrecte par un mot du code C' C F%

i=1
ot P; est la probabilité de decodage erroné d'un mot E(u;) € C.
la valeur minimale de la probabilité de decodage

NOTATION : on pose P*(My,,n,p)
incorrecte par un mot sur tous les codes C' C F3 du cardinal Card (C') = M, (c’est a dire,

que k = [Rn]),
M,
P*(My,n,p) = min  (Pc= MMy R,
Card (C)=M,, =1
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Le théoréme de Shannon implique I'existence des bonne familles des codes binaires
{Ch}n ([0, kn, dy]2-codes) de longueur n — oo, avec k,, = [Rn].

On expliquera dans la section suivante la signification géométrique de I'entropie : H(p)
est la proportion logarithmique du volume V(n,d) de la boule de Hamming de rayon

relatif p :
1 Vi
H(p) = lim 40&( 2(71,7“))7 si Z — p.
n—oo n n

—

Représentation graphique : fonction d’entropie
H(p) :=- p*log(p)/log(2)-(1-p)*Llog(1l-p)/log(2);
*H(p)=- p*log(p)/log(2)-(1-p)*log(1l-p)/log(2)’;
_ _pln(p) (A-p)n(-p)
He) = -5 In(2)

>
>

= 0..1,discont=true);

> plot([1-H(p)], p=0..1, R
> R=1+pxlog(p)/log(2)+(1-p)*log(1l-p)/log(2)’;
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Pour formuler le théoréme de Shannon, on utilise la fonction d’entropie H(p) définie
pour 0 < p < 1 par 'égalité : 0 < H(p) = —plogyp — (1 — p)log,y(1 — p) < 1.

THEOREME 1.10 (SHANNON) On suppose que p < 1/2, et soit R un nombre strictement

positif tel que
0<R<1l+plogyp+(1—p)logy,(1—p) <1,

et on pose M, = 2B Soit p* (M, n,p)= la valeur minimale de la probabilité de deco-
dage incorrecte par un mot sur tous les codes C C FYy du cardinal Card (C) = M, :

My,
P*(My,n,p) = min  (Pc=M;'Y P)
Card (C)=M, i=1

Alors P*(My,n,p) — 0 sin — 00 .
(voir [vLi], p.27 pour une preuve détaillée, basée sur la théorie de probabilité).
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REMARQUE 1.11
M,
P*(My,n,p) = min(Po = M, 'y " P)
i=1
ot P; est la probabilité de decodage erroné d’un mot E(u;) € C. Le théoréme signifie qu’il
existe une famille {C,,} C F3 des codes binaires de cardinal
Card (C,) = M,, = 2[F" —, o0

telle que la valeur minimale de la probabilité de decodage incorrecte par un mot du code
C, C Fy

M,
P*(M,,n,p) = Po, = M ! ZPZ- —0.
i=1
REMARQUE 1.12 Dans le cas d’un canal q-aire on wutilise la borne de Gilbert -Varshamov

R >1— Hy(0) pour Uezistence des bons codes, ot Hy(9) est la fonction d'entropie g-aire :
pour § € [0, %]

B _ Olog(qg—1) dlog(6) (1—4)log(l—9)
Hy(0) = 0. Hy(0) = log(q)  log(q) log(q) "
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QUESTIONS :

1) Quel est le nombre maximum de mots que peut contenir un code C de capacité de
correction t 7 2) Quel est le nombre minimum de mots que doit contenir un code C' pour
avoir un rayon de recouvrement p(C) fixé?

Pour répondre a ces deux questions on montre tout d’abord que Card B(z, r) ne dépend
pas de x € C : Card B(z,r) = |B(z,r)| =: V4(n,r) ("le volume de la boule de Hamming").
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2 Distance de Hamming, rendement et vitesse de trans-
mission, distance relative

Borne de Hamming. Borne de Singleton.

2.1 Capacité de correction et rayon de recouvrement

Soit C' = ImF un [n, k,d],-code, E : F¥ — F™. Rapellons que C vérifie la condition
de decodage d’ordre ¢ (voir Définition [LH) si pour tout y € F™ il existe au plus un mot
x € C C F" tel que d(z,y) < t. Dans ce cas les boules

B(z,t)={y e F" | d(z,y) <t} C F"
pour la distance de Hamming soient deux-a-deux disjointes, et le code C' peut corriger ¢
erreurs si son écart d est tel que d > 2¢ + 1 (voir Théoréme [LH).

DEFINITION 2.1 (a) Le nombre t = [452] est dit la capacité de correction
(b) On appelle rayon de recouvrement p(C) du code C le plus petit rayon r tel que
l’ensemble des boules B(x,r) de rayon r centrées en chaque mot de code x € C, forme un

recouvrement de F™. On a t < p(C) et en cas d’égalité le code C' est dit parfait.

50

PROPOSITION 2.2 Pour tout entier r < n, et tout v € F™
" n
Card B(e.) = Vi) = >~ 1 (")
i
i=0

Preuve. On peut représenter B(x,r) comme la réunion des sphéres S(z,7) centrées en
z et de rayon i < r.
Calculons Card (S(z,4)) pour z et i fixés

Card (S(z,1)) = Card{y € F" | d(z,y) =i}

I’ensemble des mots dont le nombre de composantes distinctes de celles de x est 1.
11y a donc (7:) ensembles d’indices a 4 éléments possibles. Chacune des ¢ composantes
distinctes peut étre de ¢ — 1 fagons, c’est a dire

Card (S(z,4)) = (g — 1)"(7,‘) 1

2
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2.2 Borne de Hamming et borne de Singleton

THEOREME 2.3 (BORNE DE HAMMING) Soit C' C F™ un code (sur l’alphabet F' de Card (F) =
q) de distance d = d(C), la capacité de correctiont = [%51] et de cardinal M = Card (C).
Alors

¢
MZ(q — 1)1(?) < q", donc Vg(n,t) < ¢"/M <= M < q"/Vy(n,t).

=0

Preuve est impliquée par le fait que les boules B(xz,t) centrées en © € C C F", sont
disjointes, car 2t + 1 < d.
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THEOREME 2.6 (BORNE DE SINGLETON) Soit C = ImE un [n,k,d],-code, E : F¥ —
Em . Alors
k<n—-d+1<= R<1-6+1/n,

ot R=Fk/n,d=d/n.
Preuve On pose
T =(T1,...,2n) € F" 2 = (21,...,Tp_qs1) € F74HL

alors I'application E' : F* — Fn=4+! obtenue de E : F*¥ — F" par E'(u) := E(u)’, reste
injective car le poids de C est d, d’ott k <n —d + 1.

DEFINITION 2.7 Un code atteignant la borne de Singleton est dit M.D.S. ("mazimum
distance separable” en anglais).

Le codes M.D.S. triviaux sont de type : [n,1,n],[n,n — 1,2],[n,n, 1].
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COROLLAIRE 2.4 Soit C C F™ un code sur l'alphabet F' de Card (F) = ¢ de distance
d = d(C) et la capacité de correction t = [dg—l] Alors

mgx(Card (C)) < qn/Vq (n7 t)

REMARQUE 2.5 Soit C C F™ un code (sur l'alphabet F' de Card (F) = q) ayant le rayon
de recouvrement p(C). Alors

min(Card (C)) 2 ¢"/Vq(n. p(C))

OPTIMISATION DES PARAMETRES : on considére les codes C C F'™ sur I'alphabet F' de
Card (F') = ¢ de cardinal Card (C) = M, de distance d = d(C). Deux des paramétres
(n, M,d) sont fixés, on cherche a déterminer la plus grande valeur possible pour le troi-
sieme.
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2.3 Bonnes familles des codes et problémes asymptotiques.

Un bon code est un code corrigeant de nombreuses erreurs compte tenu de sa longueur
tout en ayant une vitesse de transmission la plus élevée possible, ce qui correspond & des
paramétres R et § assez grands dans [0, 1]. Rapellons (voir Definitiond) qu’une famille
{C;} des [n;, ki, di]q-codes est dite bonne s’il existe et positives les limites

hmﬁ:R>o,_limﬁ=5>O,

i—00 T 1—00 M

Toutefois, ces paramétres § et R sont liés par des relations dites asymptotiques. Nous
allons établir quelques relations.
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2.4 Borne de Hamming et borne de Singleton asymptotiques

THEOREME 2.8 (BORNE DE SINGLETON ASYMPTOTIQUE) Soit {C;} une famille des
[ng, ki, di]q-codes, on pose

ki d;
R = limsup —, 6 = limsup —,
i—oo T i—oo T

alors

R<1-9¢

PREUVE : Pour toute i, on pose R; = k;/n;, 6; = d;/n;, alors R; <1—¢; +1/n;. Lorsque
i — 00, on obtient le résultat : R <1 —39.
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> diff(z~(-r)*(1+(q-1)*z)"n,z);

Ar(A+@-D2)" A+ (g-D2)"n(g-1)
- -
z 1+(¢g—-1)z
Ceci dit, ¢'(z) est égale &

e T (1 (g 1)2) a(g= 1)z (g 1)2)" = 27 (1 (g=1)2)" (g 1) () 1),

Ceci implique

g(2)=0= """+ (g-1)2)" (g = (n—r)z—1) =0.

donc . r/n
DT = Dm—r) "\’
(¢=1)(n—r) (q—l)(l—ﬁ)
o0 =7 (1+ (g = D) 14 (g = Dzo =14 L= 1= L

—-T n-—r 1— —

et le minimum est
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BORNE DE HAMMING ASYMPTOTIQUE utilise la fonction d’entropie g-aire : pour 6 €

[0, %3]

H,(0) = 0, H,(5) = dlog(g—1) dlog(5) (1 —d)log(1—d)

log(q) log(q) log(q)
PROPOSITION 2.9
T T
1 nH, <—) r n nH, (—)
n/ < = — 1) < n
1t < Vg(n,7) ;:O(q ) (Z) <q

Preuve On remarque tout d’abord, que pour tout z €]0,1], et pour tout ¢ < r,

dTz1— §<q (1) < - o (1)

i=0
Puis, on utilise I'inégalité : pour tout z €]0, 1],

r

- (f)er =3 (D)= e = e

=0

Pour trouver le minimum de g(z) on calcule la dérivée ¢’(z) :
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Un exemple numérique :
> restart;q:=3;r:=1;n:=3;

> g(2):=z"(-r)*(1+(q-1)*z) "n;
> gprime(z):=diff(z~(-r)*(1+(g-1)*z)"n,z);

q:=3
r:.=1
n:=3
(1 +22)7
g(2) ==
3 2
gprime(z) := —(1 +§Z) + 6(1+22)
z z
> z0:=
> r /((g-1)*(n-1));
.
0= 5

> plot([g(z)], z=0 .. 1, y = 0..20, discont=true);
> y=g(z)’;
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y = g(2)
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On voit donc que _
Az‘,lgl_l . 1 i
Azt Z(m—i+1)(g—1)
est une suite croissante pour 0 < ¢ < n. On choisira Z de telle fagon que cette suite dépasse
1 en r-éme terme. Plus précisemment pour tout Z dans le segment

e r r41 e A, 5t A5
Z , — — ; =
m—r+1)(g-1)" (n—r)(¢g—1) Azr Appq27 1
on a (pour tous les 4,5 avec 0 < i <r <j<n):
Ai_l%%l_ A’%Z _"'_MSIS%_”'SM
A,‘Zl Ai+121+1 ATZT AT+1ZT+1 A]’Z]

Ceci implique
A BT < AE < <A AT > A BT > > A >

Mais par notre choix le terme A,.2" = (?)(q —1)"2" est maximal parmi 4;Z%, donc

FT1+(g-DE)" < (DA = g(20) < (n+1) ) (g 1) (TZ)
i=0
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D’autre part

ry o Elosa—1)  Elog(f) (- £)log(l- %)
JHa (v)_ g los(e) 10g(q) log(q)
@07 (%) (1-5)" =gt

d’ott I'inégalité supérieure.

L’INEGALITE INFERIEURE : on montre qu’il existe Z €]0,1] tel que

Sa-v (M) = -1 (T) 2 a0 e g @)

=0

En effet, le développement (1 + (¢ — 1)2)™ = >°1" | A;Z contient n + 1 termes, A4;Z* =
(7)(q —1)iz, et on peut choisir Z de telle facon que le terme A7 = (?)(q — 1)z soit
maximal parmi A;Z" :

A1z 1/ n n\ ! _
#:E(i—J(i) (4-1)7" = 23)

2 (i—1)(n—i+1) n 2 A Fm—it+1)(¢g-1)
62
11 reste & rapeller que
r
an (—) r\ T ryn—r
) e ()0
9(20) = ¢ (=1 (- .

ceci implique la borne inférieure :

L e, () - Vo(nor) = _(a = 1)’ (?)

n+1
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Cours N°3 et si - — d,n — oo alors M — 0 et on obtient le resultat.

(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/5cc4.pdf).

RAPPELS :

PROPOSITION

r . r
L) - S (7)< )
L n) <Vynr) =Y (¢-1)(.)<q¢ "\n (2.4)
i=0

COROLLAIRE 2.10 Lorsque n — oo, ;- — 6, on a

log, Vq(n,7) log, (Vg (n, 7))
H.(§) = lim =427 7 _ {jp —29 ¢
a(9) e n 50 log, (Card (F))

(la "proportion logarithmique de la boule de Hamming de rayon relatif" § dans F™ ).

Preuve On prend log, de I'inégalité (24 ) :

n+1
log, (n+1
o _log(nt+1)

L o () S%("’T):i(q*”i(?) ()

o, (%) . log, V(n,r) <, (1)

n n
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THREOREME 2.11 (BORNE DE HAMMING ASYMPTOTIQUE) Soit {C;} une famille des Lorsque n; — 0o , & — % donc

[ng, ki, di]q-codes, on pose "
log, (Vg(ns, t:))

R =limsup —,§ = limsup —, n; a(9/2)
i—oo T i—oo M
11 vient que
alors
R<1—Hy(6/2), Va(ni, t:)g" < g™ = log, (Vy(ni, ti)) + ki < g
ot Hy(x) est la fonction entropie g-aire définie sur [0, (g —1)/q| par = Hy(6/2)+ R< 1= R<1—Hy(0/2).
> restart;
HQ(O) = 07
Hy(z) = xzlog,(¢ — 1) — zlog,(z) — (1 — x)log,(1 —2) pour 0 <z < (¢—1)/q. FONCTION D’ENTROPIE
> q:=4:
Preuve Soit C; C F™ un code de la famille {C;}, on pose t; = [4]. Alors > Hq(x):=x*log(q-1)/log(q) - x*log(x)/log(q)-(1-x)*log(1-x)/log(q);
di—2 _ . _[di-1] _di-1_mb-1 .t . omdi—1_ 9 Ho(z) = 20B) _zhn@) (1 =2)n(l - o)
2 ST T | ST T T T T, T In(4)  In(4) In(4)

Selon Théoréme (la borne de Hamming) on a

Vy(ni,ti)g" < g™ = log,(Vg(ni, t:)) + ki < n;
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BORNES DE SINGLETON ET DE HAMMING (D’EMPILEMENT DE SPHERES)
ASYMPTOTIQUES

> f:=Hq(x);

Fie zln@3) zln(z) (1-2)(l-x)
" In(4) In(4) In(4)

> gl:=x/2;g:=algsubs(x=gl,f);

1 o— 1 -
1n(17% )(1— %3:) %x(fln(% ) +1n(3))
g:=- n(4) + ()

> plot([f,1-g(x),1-x], x=0..2,y=0..1);’y=Hq(x),1-Hq(x/2),1-x’;
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3 Codes linéaires et codes cycliques. Matrice généra-
trice et calcul du syndrome

d’erreur

3.1 Codes linéaires

Une classe de codes trés importante est celle des codes linéaires, notamment en raison
des outils dont nous disposons pour manipuler et représenter les applications linéaires a
I’aide de I’écriture matricielle.

En général, pour un alphabet fini F, étant donné une énumération de F*, la donnée
dun code C = Im(E), E : FF — F™ est la donnée de n x ¢* éléments de F, ce qui
représente un gros volume d’information.
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0.45 /

02/

/

o 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2
X

1
Y= Hq(I)v 1 7Hq(§I)v 11—z
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Si I'on munit F* et F™ de structures supplémentaires et si I’on prend une application F
qui respecte ces structures, on peut économiser sur le volume d’information représentant
FE au prix de calculs des valeurs non mémorisées de E.

En ce sens le plus simple est de prendre pour g un nombre primaire, ¢ = p”, pour F

le corps I, et pour E une application liné¢aire injective de ]F]; dans Fy. Rapportant C' aux

bases canoniques adéquates, on caractérise cette application par n x k éléments de [F,.

Rapellons
DEFINITION 1.2 (a) Soit F' un ensemble fini non vide et n entier strictement positif.
L’application d : F" x F" — N

(a,b) — Card{i € {1,...,n} | a; # b;}

avec a = (a1, ,an) et b= (b1, -+ ,by) est la distance de Hamming sur F™.
(b) Soit F' un corps fini. L’application w : F* — N

a+— d(a,0) =Card{i € {1,...,n} | a; # 0}

est le poids de Hamming.
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DEFINITION 3.1 Soit F =T, un corps fini. Un code linéaire C est un sous-espace vectoriel
de dimension k de l’espace vectoriel F" (vu comme limage d'une application E : F* — F™
linéaire injective). Les vecteurs lignes a = (ay,--- ,ax) € F* sont les mots d’information,
et les vecteurs lignes ¢ = E(a) = (c1,-++ ,¢n) € F™ sont les mots de code. La matrice
génératrice G du code E est la matrice attachée a Uapplication linéaire E : F*¥ — F"
(dans les bases standards de F¥ et F"), de telle fagon que

¢ = E(a) = aG.

REMARQUE 3.2 Un code linéaire C est l'image d’une application linéaire injective, donc
on peut considérer C' comme un sous-espace vectoriel de dimension k de ’espace vectoriel
F™. On peut ainsi caractériser les codes linéaires a partir de matrices a coefficients dans
F comme noyau d’une autre application linéaire S : F" — F™ . La matrice H de S est
appelée matrice de contréle de C' :

S(c) = Hc'.
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On obtient 'application linéaire injective E : F4 — Fs
(a1,a2,a3,a4) — (a1, a2,a3,a4, a1 + a3 + ag, a1 + az + as, a1 + az + az)

La matrice H est appelée matrice de contréle de C. On a Hc! = 0 pour tous les mots de

code c € C.

REMARQUE 3.3 Si H = (A, I,—1), alors un message a = ay---ay est codé en ¢ =
a1 QpCry -+~ Cy le code est alors dit systématique. Ici A € Maty,_, ;(F)
De plus, on a

{Het =0} = ¢t = (_IZ) a' = la(l, —A")]'

c’est-a-dire, que

Cht1 Cht1 0
Cl o Cl o 0
2l =—al--], Z2lieal-- ] =
a a
Cp k Cpn k 0
75

EXEMPLE. Soit H une matrice (n—k) xn a coefficients dans Fy de rang n— k. Le noyau de
I'application représentée par H est un sous-espace vectoriel de . On peut donc définir
un code linéaire par un systéme d’équations linéaires :

C= {cz (c1,+ ycn) ’ Hct :0}.
Posons

H=(A L) =

—_ = =

01
1 0
11

[
o O
o~ o
—= O O

et soit ¢ = 2 (C code binaire) On désire transmettre le message
a = (ayazasay).

On le code en ¢ = (ajazasascscecr), avec cs, cg, ¢y tels que Het = 0. Or,

a1 +ag+ags+c5 =0 cs = a1 +a3+ aq
Het =0« a1 +ast+ag+cg=0 < ce = a1 + a2+ ay
a;+az+az+cr =0 cr =ay+az+as
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11 vient la définition suivante :

DEFINITION 3.4 G = (I, —A?) est la matrice génératrice canonique du code linéaire C
de matrice de controle H = (A, I,—). D’une maniére plus générale, toute matrice G
engendrant un code C est une matrice génératrice de C.

REMARQUE 3.5 Pour tout mot code ¢, on a Hct =0 et ¢ = aG. Donc

GH!'=0¢ B/Iatk’n,k(l*—')7 HG'=0¢ 1\/[3,tn,1€’k(F)7

puisque Het = HGtal = 0 pour tous les a € FF*.
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3.2 Détection et correction d’erreurs, décodage

Dans ce qui suit, nous noterons ¢ un mot code émis, y le message requ, et e =y —c le
vecteur erreur.

La distance de Hamming d(y, ¢) est alors le nombre d’erreurs survenues au cours de la
transmission. Pour décoder y regu, on peut supposer que le nombre d’erreurs est minimal,
c’est a dire que 'on va chercher le mot code ¢ le plus proche de y au sens de la distance
de Hamming. C’est la régle du décodage par plus proche voisin.

DEFINITION 3.6 Soit t un entier naturel. C' un code linéaire de dimension r et de longueur
n est dit t-correcteur d’erreurs si

Vy e Fy,[{ce C:d(y,c) <t} <1

Si alors ¢ € C est transmis et qu’au plus t erreurs surviennent, on a d(y,c) < t et
d(y,c’) > t pour tout autre élément de C. Ainsi, la méthode du décodage par plus proche
voisin donne le bon résultat.

11 apparait quun des objectifs de la théorie du codage consiste a élaborer des codes
dont les mots sont trés éloignés les uns des autres au sens de la distance de Hamming.
Toutefois, un autre est de transmettre un maximum d’information et donc de garder des
vitesses de transmission acceptables, et réunir les deux est épineux.

THEOREME 3.7 Un code C peut corriger t erreurs si son écart d est tel que d > 2t + 1

7

LEMME 3.8 Soit un code linéaire C' de matrice de correction H et d’écart d. Alors d > s+1
si et seulement si s colonnes de H sont linéairement indépendantes.

PREUVE : Supposons que s colonnes de H soient linéairement dépendantes. Alors il existe
¢ € C non nul tel que He! = 0 et w(c) < s. Ainsi, d < s. Inversement, si s colonnes de
H sont toujours indépendantes, ¢ € C' non nul est toujours tel que w(c) > s+ 1 et donc
d>s+1.
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PREUVE : On a déja vu ce resultat (Théoréme [L6) Si ¢ est envoyé et y requ, tels que
d(y,c) < t, tout mot code ¢’ de C est tel que d(c,¢’) > 2t+1. Or, d est une distance, donc

d(y,c') > d(c,c') = d(c,y)
dly,c') > t+1

C peut donc corriger ¢ erreurs.

EXEMPLE. Reprenons le code déja vu plus haut

E: TF:->TF] 3.1
2 2

(a1,a2,a3,a4) — (a1,02,03, a4, a1 + a3 + a4, a1 + a2 + ag, a1 + a2 + as)

Soient a, b des éléments de F3

Si d(a,b) = 1, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.
Si d(a,b) = 2, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.
Si d(a,b) = 3, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.
Si d(a,b) = 4, alors d(E(a), E(b)) = 7.

Ceci dit, I'application E écarte vraiment les mots d’information.

En effet, on peut toujours supposer b = (0,0,0,0), et on utilise directement la formule
(Bd) pour le mot E(a).

Donc d = 3, et le code corrige 1 erreur.
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Ce qui suit est un algorithme simple de décodage des codes linéaires : le décodage par
leader de classe.

Soit C' un code linéaire de longueur n et de dimension k sur Fy. L'espace vectoriel
F7/C est formé de toutes les classes a + C, a € F. Pour tout a, la+ C| = ¢" , et

Fr=(a®+C)u--- U@ +0C),

avec a® =0, s =¢" % - 1.

Alors, quel que soit le message y recu, il existe i tel que y € a9 +C, et si ¢ est le message
envoyé, e = y—c = a9 4+ z € al9 + C. On peut ainsi construire une méthode de décodage
des codes linéaires. En effet, quel que soit y € a? + C recu, tous les vecteurs erreur
possibles pour y sont également dans a(® 4+ C. La régle de décodage par plus proche voisin
nous conduit & choisir pour vecteur erreur le vecteur e € a(?) + C de poids de Hamming
minimum, et on décode y en z = y — e. Nous allons voir maintenant l’algorithme, a
proprement parler, plus en détail.

80



DEFINITION 3.9 Dans les conditions décrites précédemment, un élément de poids mini-
mum dans a + C est appelé un leader de classe.

Soient a(V, -, a(®) les leaders des classes a+C, a # 0, et soient ¢ = 0,¢®) ... ,c(qk>
tous les mots du code C' et soit le tableau suivant :

e Je) .. o)
PHCORTIPNC) RPN CD RN C) BN ¢ B O
a® 1) o) 1@ ) o eld)

Si on recoit le mot y = a® + ¢, le vecteur erreur est e = a® et on décode y en
z=1y—e=c, cest a dire le mot du code (donc un terme de plus petit poids) de la
colonne o1 est situé y. On peut déterminer la classe de y en évaluant ce que 'on appelle
le syndrome de y.

81

Ceci nous permet d’améliorer 'algorithme précédent. Celui-ci consistait & rechercher
le message re¢u y dans le tableau construit précédemment, et a le décoder en remontant
au premier terme de la colonne du tableau ou il se situe. Or, de ce qui précede, tous
les éléments d’'une méme ligne du tableau ont le méme syndrome. Ainsi, pour ne pas
perdre du temps de chercher y dans le tableau, il suffit d’y rajouter une colonne, celle des
syndromes. Le décodage se fait alors comme suit :

(i) On calcule S(y) = Hy'.

(if) On cherche S(y) dans la colonne des syndromes.

(iii) Le vecteur erreur e est le leader de cette classe, donc premier terme de la ligne ot
figure S(y).

(iv) On décode y en x = ¢(j) = y — e, qui est également un terme de plus petit poids
de la colonne de y.
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DEFINITION 3.10 Soit H la matrice de correction d’un code linéaire C' de longueur n et
de dimension k. Alors le vecteur S(y) = Hy' de longueur n — k est appelé le syndrome de
Y.

THEOREME 3.11 Poury, z éléments de Fy, on a
(i) S(y) =0 si et seulement siy € C
(ii) S(y) = S(z) si et seulement siy+C = z+ C

PREUVE : S(y) = Hy', et C = {y € F} : Hy" = 0}, d’out le (i). De plus, S(y) = S(z) <
Hyt =Hz! <= Hly—2)t=0<=y—2€C <= y+C=2z+C, dotule (ii).
Si le message ¢ est envoyé et y requ, e = y — ¢, alors

S(y) =S(c+e)=8(c) + S(e) = S(e),

y et e sont dans la méme classe, et le leader de cette classe a également le méme syndrome.
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EXEMPLE. Soit C' un code linéaire de matrice génératrice G et de matrice de controle H.
1 010 1110
¢= ( 011 1) H = ( 010 1)

Mots
d’information  { 00 10 01 11

Mats { 0000 1010 0111 1101 0
1000 0010 1111 0101 .
0100 1110 0011 1001 h
0001 1011 0110 1100 ?
~~ —~
Leaders de classe Syndromes

Si y = (1110) est le message requ, plutdot que de chercher y dans le tableau, ce qui
serait cofiteux pour de grands tableaux, on calcule son syndrome :

S(y) = Hy' = (})
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11 vient ensuite immédiatement que le vecteur erreur est le leader de la classe correspon-
dante, ayant le méme syndrome, donc e = (0100), et on décode y en z =y — e = (1010)
Cette méthode est toutefois limitée, car pour de trés grands codes, il devient impossible
de trouver les leaders de classe. Un code binaire de longueur 50 et de dimension 20 possede
~ 10 classes. Pour surmonter ces difficultés, il va falloir construire des codes particuliers.
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PREUVE : Par construction, H est de rang m, et deux colonnes distinctes de H sont
toujours linéairement indépendantes. En revanche, comme H contient avec deux colonnes
distinctes également leur somme, on a I'écart de C' d = 3, donc C corrige une erreur.

ExEMPLE Soit C3 le code de Hamming binaire de longueur 7 et de dimension 4. Alors sa
matrice de correction est

0001111
H= 0110011
101 01 01

Le message recu y = (1101111) a pour syndrome S(y) = (011)%, alors nous pouvons
affirmer quune erreur s’est produite en 3°™€ position, puisque 011 est ’écriture de 3 en
base 2, donc le mot de code corrigé est z = (1111111).
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3.3 Classe des codes de Hamming

THEOREME 3.12 Soit C' un code linéaire binaire de matrice de correction H. Alors, le
syndrome d’un vecteur re¢u est égal a la somme des colonnes de H correspondant auz
positions des erreurs.

PREUVE : On note h; la j™° colonne de H, et soit y = x + e le message recu, z € C.
Alors, S(y) = He®. Si
€= (07 307_1703"' 705,1703"')7
i1 io

alors
S(y) =hix +hiz + -+

Si toutes les colonnes de H sont différentes, une erreur simple en ™ position entraine
S(y) = hj, donc une erreur peut étre corrigée. Dans le cas de codes visant & corriger une
erreur, la classe des codes de Hamming simplifie le probléme de la localisation de l'erreur.

DEFINITION 3.13 Un code binaire C,,, de longueur n = 2™ — 1, m > 2, de maltrice de
correction m x (2™ — 1) H est appelé code de Hamming binaire si les colonnes de H sont
les écritures binaires de 1,2,--- ,2™ — 1.

LEMME 3.14 C), est de dimension 2™ —m — 1 et corrige 1 erreur.
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REMARQUE 3.15 On peut définir les codes de Hamming q-aires C(m,q) pour tout corps
finis Fyq. Ils sont de type [(¢™—1)/(¢—1),(¢™—1)/(¢—1)—m, 3], et la matrice de controle
est formée par les colonnes representant les coordonnées homogénes de points différents
de ’espace projectif [F’g;fl

REMARQUE 3.16 Les codes de Hamming C(m,q) sont parfaits : ils réalisent un empile-
ment de spheres de rayon 1 dans Fy.

Rapellons que

Card B(z,r) = Vy(n,r) = g(q - (?)

donc
Vy(n1) =1+ n(g—1).

La borne d'empilement de sphéres de rayon 1a la forme :
" <q"Vy(n,1) <= ¢"F <14n(g—1),

et cette borne est atteinte puisque n —k =m, ¢™ =1+ n(qg—1).
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Cours N°4

(disponible & 1'adresse : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish).

3.4 Enumération de poids et 'identité de MacWilliams

(voir [vLi], §3.5). Pour obtenir une information plus détillée sur les distances entre les mots
d’un code linéaire C, on utilise le polynéme-énumérateur de poids A(z) = Y1 A;2™

DEFINITION 3.17 (a) Soit C' un code linéaire, Le polynéme-énumérateur de poids est
donné par

Az) = Xn:Aizi,
=0

Ai=#{ceC|w()=i=d(c0)}

est le nombre de mots de C de poids i < n, Ag = 1.
(b) La suite (A;)}_, est dit la distribution des poids.
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THEOREME 3.18 Soit C un [n, k,d),-code linéaire sur F, avec le polynome-énumérateur
A(z) = 30y Aiz™, et soit B(2) le polynome-énumérateur du code dual C*. Alors

B(z)=q¢ *1+(¢g—1)2)"A (ﬁ) .

Preuve On fixe un morphisme de groupes x : Fy — C* non-triviale, par exemple x(z) =
exp(2inTrr, /r, (z)/p), ot ¢ = p"
r—1

Trg,/p,(z) =+ 2P +---+2F €T,

Puis, on considére la fonction génératrice

gu,2) == x((u, )z,

ol
(u,v) = uv1 + -+ UV, w=Up + - FUp, V=01 + - o, €T
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On utilise la notation C'+ pour le code dual d’un code linéaire C' sur Fy,
Ct={(z1, - ,zn) €Ty | Ve=(c1,--+ ;) € Comier 4+ + cpn = 0},

ExEMPLE. Si C' =F7, alors C*+ = (F7)*+ = {0}, puis

a= (M- =40 =3 (V-0 =0+ @2

{ ;
i=0

et B(z) = 1.
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On pose w(v) = 1 pour tout v € F;, w(0) = 0, alors
w(vy, - ,v) =w(vr) + - +w(vy,) €N

Puis on montre que

Z g(u, z) = |C|B(z), (3.2)
ueC
parce que

Sgluz) =3 3 o)) = 3 S ().

uecC ueC veFy veFy ueC

Ici la somme intérieure est |C| pour v € C*, et nulle sinon, puisque (u,v) prends alors
toute valeur de F,; le méme nombre de fois.
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D’autre part,

g = 3 x(wn)s ) ()2 ) (3.3)

v=(v1,0,) EFY

= H Z X(uivi)zw(m> = (1 — Z)“’(“)(l + (q _ 1)2:)"7“’(“)

i=1v,€F,

NGO
-0 () = 0 D),

14+ (g—1

parce que

Z x(0)2Y® = (14 (¢ —1)2), siu; =0,

> x(uivy) 2™ = veFy .
v; €Fy 1+ZZX(V):1—Z, s1ui7é0.
veFy

La sommation des égalités (B3) substituées dans >~ .~ g(u,z) = |C|B(z), montre direc-
tement lidentité du théoréme B8, puisque |C| = ¢*

B(z) = ¢ *(1+ (g 1)2)" ;:;Ai (1*42) .

1+ (g—1)z
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3.5 Codes cycliques

DEFINITION 3.19 Un code linéaire C C Fyy est dit cyclique si
(a07 e 7an—1) €cC = (an—17a03 s 7an—2) ceC

Pour la suite, nous supposons que pged(n, g) — 1 et on notera (2™ — 1) I'idéal de F[z]
engendré par " — 1. Alors, tout élément de Fy[z]/(z"™ — 1) peut étre représenté par des
polynomes de degré inférieur a n (ou le polynome nul), et cet anneau est ainsi isomorphe
a Fy comme F,-espace vectoriel. Un isomorphisme est donné par

(ag, -+ ,an_1) + ao + a1z + asx® + ... + ap_12" "
Cet isomorphisme permet de considérer les éléments de Fy[z]/(2™ —1) comme des vecteurs
de Fy ou comme des polynomes de degré < n modulo z™ — 1. La multiplication des
polynomes modulo 2™ —1 est introduite de maniére usuelle, c’est a dire, que si g1, g2 € Fy[x]
alors (g1 mod (z™ — 1))(g2 mod (2™ — 1)) = (g1g2) mod (z" — 1),
(g1 mod (2 — 1)) + (g2 mod (" — 1)) = (g1 -+ g2) mod (2" —1).
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EXERCICES
3.1 Soit A; := #{c € C | w(c) =i = d(¢,0)} est le nombre de mots d’un code C de poids

i <n, Ao = 1. Montrer que pour le code de Hamming C' = H,,, binaire il y a la relation
suivante :

’LAz = < n1> 7Ai_1 7(’!171’4*2)141‘_2
i —

3.2 En déduire :
A(z) = (14 2)" — A(2) — nzA(z) + 2°A'(2), A(0) =1.

3.3 Calculer le polynoéme-énumérateur de poids A(z) = Y7 A;z* pour le code de Hamming
binaire C = H,,, ot A; := #{c € C | w(c) =i =d(c,0)} est le nombre de mots de C de
poids i < n, Ag = 1. (Réponse : A(z) = (1+2)" +n(1+42)""D/2(1 - 2)"+D/2) /(4 1)),

3.4 Calculer le polynome-énumérateur de poids A(z) = Y A;z" pour le code C' de répé-

tition pir, et pour le code d'un seul control de parité. Vérifier directement 'identité de
MacWilliams dans ce cas.
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3.6 Constructions
3.6.1. Construction par polyndome générateur

Pour obtenir un code cyclique de dimension k et de longueur n, on peut coder les
messages & transmettre (identifiés & des polynomes de degré < k — 1) en les multipliant
par un polynéme g donné de degré n — k diviseur de 2™ — 1. La correspondance

(ag, -+ yan_1) —— f(x) = @p_13" 1 + -+ a1z +ag
entre les vecteurs et les polynomes permet d’interpréter C' comme le sous-espace suivant :
C=(1-g(z),z-g(x),2° - g(x),--- ,a""" - g(x)) C Fy[2]/(a" = 1)

de I'anneau quotient
Fola]/(z" = 1).
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THEOREME 3.20 Le code linéaire C est cyclique si et seulement si C' est un idéal de

Fylal/ (" — 1)
PREUVE : Si C est un idéal de Fy[z]/(z™ — 1), et (ag, - ,an—1) € C, alors

xZ - (a07 e aan—l) = (an—laa07' o 7a7L—2) S C

Inversement, si C est cyclique, pour tout a(z) € C, za(z) € C, z%a(z) € C et ainsi de
suite, donc b(z)a(z) € C et C est un idéal.

L’anneau Fy[x] est principal, donc tous les idéaux de l'anneau F,[z]/(z™ — 1) sont
principaux. En particulier, tout idéal non nul est engendré par un polyndéme g(z) de plus
bas degré qu’il contient, et g(x) divise z™ — 1 :

C= <1 '9(1’),1’ : g(w),x2 -g(x), T 7$k_1 : g(ac)),
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Preuve (voir [MW=5], p. 194) : En effet, soit

h(z) = («" —1)/g(x) (3.4)
k n—1 )
=ho+ hiz+ hoz?® + ...+ hga® = Zhjz] = Zhj:ﬂ ot hj =0 pour j > k+ 1.
- o

Alors une condition nécessaire pour que
2 -1
f@)=a0o+ a1z +ax® + -+ ap_12"

appartienne au code C' = (g), est donnée par la congruence suivante :

f(@) = g(x) - u(x) = h(z) - f(z) = h(z)g(x) - u(x) = 0 mod (z" —1).

On calcule donc le produit

k n—1 k n—1
h(z)- f(z) = Zh,m]Zazx —ZZhjaimHj, oti+j<k+n—1<2n-—1.
7=0 j=0 i=0

De plus, o o
2 = 2" mod (2" — 1), sii+j>n.

99

3.6.2. Construction par polynéme correcteur

Sig(x)=go+qrz+---+ gn_kI"*k, une matrice génératrice du code C' est
go 91 - Gn—k 0 0o - 0
a=|D ;oo g B D e My
o - - 0 g 91 Gn—k

Les lignes de G sont, de maniére évidente, linéairement indépendantes et rg(G) = k, la
dimension du code.

PROPOSITION 3.21 Si h(z) = (2" —1)/g(x) = ho + - - - + hya®, alors

0 0 - 0 hy hpr - i o ho
0 0 o hp heer heo - ho 0

H= k kl kz 0 EMnfk,n(Fq)
ht hg—1 -+ hg 0 e e o0

est une matrice de controle de C.
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On pose [ =i + j, alors
kE n—1
h(z)-flz) =3 hja™ (3.5)

=0 i=0
n—1n—1 2n—1n—1

:Z h— lalx—i—ZZhl sa; 7
=0 =0 l=n =0
n—1ln—1 n—1ln—1

= Z Z hi_iaizt + Z Z hyr g —iazz! " mod (z™=1)
=0 i=0 =0 i=0
n—1 /n—1 n—1

= hi—ia; + Z hl+niai> !
1=0 \i=0 i=0

(on utilise la notation I’ =1 —n pour [ > n). Puis, on observe que la seconde somme sur
¢ dans la derinére ligne de (B8] est nulle dés que [ > k puisque [ +n — ¢ >k + 1 et donc
hitn—i = 0 puisque le degré du polynome h est égal & k (voir ).

Donc, pour tous les I = k,k+1,--- ;n — 1 il n’y a qu’une seule somme , et on a la
condition suivante : pour tous les | =k, k+1,--- ,n—1

n—1
Z hl,iai =0.
=0
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Donc une condition nécessaire consiste a un systéme de k — n équations linéaires

n—1

> hiiai=0,(1=kk+1,---,n—1) (3.6)

=0

de plus, hj_; =0sil—i>k+1<= h;_; =05si7<[—k— 1. Le systéme devient donc

(l:nfl) O-ap+ - +ht - Gnop1+ - +hi Ao+ -+hy Gn1 =0
(l:n72) O‘a0+“‘+hk‘anfk72+hk71‘anfk-fl+“‘+h0‘anf2+0‘an71 =0
e -0
(l=k) hk~a0+~~~+h0~ak+0~ak+1+'~~+ho~an,2+“~+0-an,1 =0

c’est & dire, la matrice du systéme est la matrice suivante (de rang n — k, puisque hg # 0)

0 0 0 hy hg_1 -+ hi hg
a=| 00 e e e e 0

Comme la condition est nécessaire, ce systéme donne un sous-espace vecoriel C’ de C de
dimension n — (n — k) = k. Mais la dimension du code C est égale a k donc C' = C, et la
condition de controle (B8]) est nécessaire et suffisante.
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Pour avoir un décodage standard ("de vraisemblence maximale") d’'un mot v(z) on
choisit parmi les polynomes
v(x) — a(x)g(x),a(z) = afh + dyx + - + af_ 2!
un polynéme de nombre minimum des coefficients non nuls. Avec ce choix, on déclare

. -1
a(x) = ap +ajx + - +aj_,z*

un mot décodé.
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DEFINITION 3.22 Soit C = (g(x)) un code cyclique. Alors g(x) est appelé polyndme gé-
nérateur de C, et h(z) = (2™ — 1)/g(x) est appelé polynome correcteur de C.

Soit " — 1 = fy(x)fa(x) - - - fm(x) la décomposition de 2™ — 1 en facteurs irréductibles
sur Fy. Nous supposons dans cette partie que pged(n,q) = 1, ce qui élimine I’éventualité
de facteurs multiples. Si f;(z) est irréductible sur F,, alors (f;(z)) est un idéal maximal et
C est un code cyclique maximal. On engendre tous les codes cycliques de longueur n sur Iy
gréace a la factorisation ci-dessus, en choisissant n’importe quel diviseur de 2™ — 1 (parmi
les 2™ diviseurs distincts de 2™ — 1) comme polynome générateur. On a de plus les mémes
propriétés que pour les codes construits & partir de matrices. En effet, si C' est cyclique,
g(x) et h(z) sont des polyndmes respectivement générateur et correcteur de C, alors
v(z) € Fylz]/(z™ —1) est un mot du code C si et seulement si v(x)h(z) = 0 mod (z" —1).
Un message a(x) est codé en w(z) = a(x)g(z). Si on divise le message requ v(z) par g(z)
et que le reste est non nul, on sait que des erreurs sont survenues :

v(x) = b(x)g(x) + r(z).

Ceci dit, le syndrome S(v) = r(x) est le reste de la division euclidienne. Un decodage
possible de v(z) est donc b(x).
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On peut obtenir la matrice génératrice canonique de C' de la maniére suivante (voir
[Li-Ni],Ch. IX, §2). Soit deg(g(z)) = n— k. Alors il existe avec unicité a;(z) et r;(z) avec
deg(rj(z)) <n —k et tels que

) =a;(x)g(x) +rj(xz) pour tout j
Ainsi, 29 — r;(z) € C, ainsi que
gj(x) = k() — ri(z)) (pourn—k <j<n-—1)
considéré modulo 2™ — 1. Les polynoémes g;(x). pour n —k < j < n— 1, sont linéairement

indépendants et forment la matrice génératrice canonique de C': (I, —R), o1 la jeme ligne
de R est le vecteur des coefficients de r,——144(2) :

In—k = a:k(a:”_k —rp_p(x)=1-— 2Fr,_(z) mod (z" — 1), deg zr,_p(2z) <n

Gn-rs1 = 2@ — 1 (2) = 2 — 2Fr g1 (2) mod (2" — 1), deg 2Py (z) < n

o1 = 2" (@™t —rp_1(2)) = 28 — 2P, (@) mod (2 — 1), deg zFr,_ i (z) < n.
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EXEMPLE Soit n = 7,¢ = 2. Alors
2 —1=(z+ )@ +z+1)@>+22+1)

et g(z) = 23 + 22 + 1 engendre un code cyclique de longueur 7 et de dimension 4 de
polynoéme correcteur

hz)=("—1/g@x)=@@+ D@ +z+ 1) =2+ + 22 + 2+ 1.

(cet exemple est disponible a I'adresse cachée :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/0O4mag-maple dans le fichier
4mag-6rem.mws)
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ExemPLES 3.23 (CODES DE REED-SOLOMON) Soit Fy un corps fini et Fy = (a). Un
code de Reed-Solomon est un code sur F, de longueur ¢ — 1, défini par le polynome géné-
rateur g(x) des racines o, b+ ... Jabtd =2 ¢ Fy -

b+1) .

g(z) = (z — ) (z —a (=) (g =d —1

avec les facteurs linéaires dans Fy[z].

On montrera que, k =n—d°(g) =q—1—-d' +1=q—d, d > d'. D’autre part, par la
borne de Singleton (le théoremeZ8), d<n—-k+1=q—-1—(¢—d)+1=d, doncle
poids de C' est exactement d’.

EXEMPLE. 1) Soit F = (a), a®* =a+1, g(z) = (z —a)(z — o)z —a®) = a® + ax +
ab2? + 23, Alorsn =7k =4,d =4,

6 6

« a o« 1 0 0 O

G = 0 a® o o5 1 0 0
“10 0 af% a o8 1 0
0 0 o o af 1

2) Soit Fiss = (@), g = [[1a(z — a'¥), a® = " + a® + a + 1. Alors n = 255,k =
223,d = 33 (un code utilsé par la NASA).

107

> restart;g:=x"3+x"2+1 mod 2;

g=a+22+1

> r[3]:=rem(x"3, g,x)mod 2;
rg =1+ 22
> r[4]:=rem(x"4, g,x)mod 2;
ryi=a+1+22
> r[b]:=rem(x"5, g,x)mod 2;
rsi=x+1

\

r[6] :=rem(x"~6, g,x)mod 2;

re = 22+
Les matrices canoniques (voir Définition B4l) génératrice et correctrice correspondantes
sont

R 1110100
G = L, H=[ 0111010
0010110 L 101001
0001011
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4 Polynémes locateurs d’erreurs. Application au déco-
dage

4.1 Construction de codes cycliques a partir des racines.

Lorsque I'on définit un code cyclique par un polynome générateur g, tous les mots du
code sont multiples de ce polynome, et s’annulent donc sur I’ensemble des racines de g. De
plus, on peut trouver une extension de [Fy contenant ces racines. Soient donc aq,--- , o
des éléments d’une extension Fgm de Fy, et p;(z) le polynéme minimal de «; sur F,
1<i<s Soitn e Ntel queal =1,1 <i<s, et soit g(z) = ppem(p1(z),--- ,ps(x)).
Dans ces conditions, g(z) divise 2™ — 1 et si C est le code de polynome générateur g, on a

v(z) €C <= v(ey) =0, i=1,---,s

Dans ce qui suit, nous allons étudier I'intérét de cette méthode de construction de codes
cycliques, par rapport a la construction directe par polynome générateur.
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THEOREME 4.1 : Soit C C Fylz]/(z™ — 1) un code cyclique de polynéme générateur g

dont les racines sont o, -+ ,on_. Alors, f € Fylz]/(2™ — 1) est un mot du code si et
seulement si le vecteur des coefficients de f(fo, -, fn—1) est dans le noyau de
1 o o - ot
H =
1 an—k ai_k o azzllc

PREUVE : f € C si et seulement si f(a;) = 0 pour 1 <i <n —k, ce qui équivaut bien a
I’assertion du théoréme.

THEOREME 4.2 Le code cyclique binaire C' de longueur n = 2™ — 1 dont le polyndme
générateur est le polynome minimal sur Fo d’un élément primitif de Fom est équivalent au
code de Hamming binaire (n,n —m).

PREUVE : Si « est un élément primitif de Fom :
Fin = (@) = {1,a,02,--- ,a®" 72}

alors son polynéme minimal sur Fy est

277:.—1

p(z) = (v —a)(z—a*)(@—a) - (z—a® )(deg(p) =m)
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Ecrivons H dont la j¢™€ colonne est =1 exprimé dans la base {1, a, 2,0}, 0 < j < 14.
1l vient

1000100110101 11
H— 010011010111 100
0601001101011 1T1F0
000100110101 111

Si alors a(x) = ag + -+ + a1pz'? est le message & transmettre, il sera codé en w(x) =
a(z)(x*+z+1). Supposons qu'une erreur survienne au cours de la transmission, le message
requ est alors v(z) = w(z) + z°~1. Son syndrome est S(v) = v(a) = w(a) + a®~! = a1,
et on sait qu’une erreur est survenue en €€ position.
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et
{1,a,0% - ,a™ 1}

est une base de Fym sur Fy. Soit alors H la matrice dont la j*™€ colonne est (co, - -, ¢m—1)",
avec 7l =co 4+ cra4 -+ emo1a™ L, et les ¢; dans Fy. Soit alors a(x) = ap + a1z +
c 4 ap_12"t € Faz] avec n = 2™ — 1. On a Ha! = a(a), exprimé dans la base
{l,a,--+,a™ '}, La matrice H est donc une matrice de controle du code engendré par
p(z), et les colonnes de H sont une permutation des représentations binaires des 2™ — 1
premiers entiers, qui forment une matrice de correction du code de Hamming binaire
(n,n —m), et les deux codes sont donc équivalents.

EXEMPLE. Considérons le polyndme p(x) = z* 4+ 2 + 1. Il est primitif sur Fy et une de ses
racines « est un élément primitif de Fyg :

a4:1+a,a5:a+a2,a6:a2+a3,a7:1+a+a3,a8:1+a2,
a9:a+a3,a10:1+a+a2,a“:a+a2+a3,a12:1+a+a2+a3,

ald = 1+a2+a3,a14= 1+a3,a15= 1.
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Cours N°5

4.2 Exemples : codes de Golay

Les calculs suivants sont disponibles a I'adresse cachée :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/0O4mag-maple dans le fichier
4mag-Tcycl-gol.mws :

4.2.1. Code G23

On considére le groupe cyclique F3,, d’ordre 211 1 =123-89. Soit a € [F3:, une racine
primitive de degré 23. On pose

22

Gas = {w = (w0, w20) €F | Y wia = 0} C Folz]/(2 - 1).

i=0

Onan—23,¢q=2,

P —1=2B4+1=(z+1)go(z)q(z) =
(+1) (@M +20+2 +2P +2t + 22+ ) @M + 2 2T+ 2+ a4 1)
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ol

go(m):x11+x10+x6+m5+z4+x2+1
= H(z —ai), I = {1,2,3,4,6,8,9,12,13,16, 18}
iel
gi@x)=a" +2% +2"+2° +25 +a +1
= H(x — ozj)7 J=1{5,7,10,11,14,15,17,19, 20, 21, 22}
jeJ
REMARQUE. L’ensemble
1={1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}
coincide avec I’ensemble des résidues quadratiques modulo 23, et I’'ensemble complémentaire

J ={5,7,10,11,14,15,17,19, 20,21, 22}

coincide avec I’ensemble des non-résidues quadratiques modulo 23.

L'application de Frobenius o +— a2F laisse I et J stable puisque (ﬁ) =1, et l'ap-
k

* +— a~F échange les ensembles I et J puisque (5—31) = —1, grace a la loi de

2

plication «
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DEFINITION 4.3 Code de Golay Gas est un sous-espace vectoriel (go) de dimension 12
dans le quotient
Fola] /(2 — 1)

vu comme un espace vectoriel de dimension 23 sur Fy avec le polyndme générateur
go(x) = + 20+ 285 425 2t +2? +1
et avec le polynome de contréle
hz)=@+1D) @t +22+2"+2°+ 25424 1) = (2 + Dgi(x)

C’est un [23,12, T]3-code.
> restart ;
> with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> Factor(x~23+1) mod 2;
@+ (@t +20% 428+ +at + 22+ D) (@M + 2% +a" + a2+ 2+ + 1)
> g:=x"11+x"10+x"6+x"5+x"4+x"2+1;irreduc(g) mod 2;

g=al + 2045 4 ab at a2+ 1
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réciprocité quadratique de Gauss : pour les nombres premiers positifs impairs p, ¢ on a

()(2)-cree

et on a les deux compléments suivants de cette loi :

(%)  (c)@Vss, (—?1) — (c1)-Dr2,
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true
> alias(alpha = RootDf(g)) ;

> Factor(g,alpha) mod 2;

(x+a”)(z+a®) (z+a®+ad+ab+a®+a?+a)(z+a?)
(r+af+a"+al+a+ad+a?+ 1) (z+a®+ab+aS+a®+a+1)
(+a®+a"+at+ad+a?+a+1)(z+a)(@+a?) (z+ad)(z+a?)
for i from 0 to 23 do

if Eval(g, x=alpha~i) mod 2 = O then Expand (alpha~i) mod 2;
print(’i’=i, alpha~i=Expand (alpha~i) mod 2, ’g’(alpha~i)=0) fi
od ;

vV V VYV

i=1l,a=qagla)=0

i=2a?2=a2ga?) =0
i=3,a3=0a% g3 =0
i=4,a*=0a*gla?) =0
i=6,a%=a’ g(a®) =0
i=8a%=0a% ga®) =0
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i=9a%=0a% g’ =0
i=12, a2 =a%+a"+a'+a*+a?+a+1,g?) =0
i=13,a®=a%+af +af+ad+a+1,g!®) =0
i=16,a% =a +a® +a® +a’+a%+a, g(al®) =0
i=18, a®=af+a"+al+a’+ad+a?+ 1, ga®) =0

> for i from 0 to 23 do
> if Eval(g, x=alpha~(-i)) mod 2 = O then Expand (alpha~(-i)) mod 2;
> print(’i’=i, alpha~(i)=Expand (alpha~i) mod 2, ’g’(alpha~(-i))=0) fi
> od ;
5 5 1

i=5a" =« ’g(a5)_0

s T _ A7 1 —

1_77a = 7g(?)_0

1
= 107 alo = 0410, g(m) =0

) 1
i=11, o' =a® +aS +a® +at +a? +1, g(m)zo

117

(+a®+a®+a"+ab+a®+a?) (z+al®+ab +a® +at +a? +1) (z+a7)
(z+af+a"+aP+at+ta+)(z+ ) (z+a®) (z+a® + o+ + ot + 0 + )
(z+a®+af+a"+al+at+aP+a)(r+a +al +at +ad +a? +1)
(+a®+a®+a"+ab+ad +a+1)(z+al®+a®+ a8 +a” + a5 +at +a?)

Code de Golay Ga3 = (g) est un sous-espace vectoriel de dimension 12 dans le
quotient
Fa[z]/(«** — 1)

(vu comme un espace vectoriel de dimension 23 sur Fg) avec le polyndome générateur

gi=al + 210+ 26 425 42t 422 +1
et avec le polynome de contréle h = (v + 1) (z + 2 + 2" + 28+ 2° +z + 1) |
h=a? 42" + 219 429 4+ 28 + 25+ 22 4 1.

C’est un [23, 12, 7]-code.

for i from 0 to 23 do

if Eval(g[1], x=alpha~i) mod 2 = O then Expand (alpha~i) mod 2;
print(’i’=i, alpha~i=Expand (alpha~i) mod 2, ’gl[1]’(alpha~i)=0) fi
od ;

vV V VYV
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vV Vv

i=14, 0% =a+a® +a"+a’+a’ +a+1, g(%)zo
i=15, a15:a8+a7+a5+a4+a+17g($):0
i=17, a”:a1°+a9+a7+a6+a3+a2ag($):0
i=19, a19:a9+a8+a7+a6+a4+a3+avg(ﬁ):0
i =20, a20:a1°+a9+a8+a7+a5+a4+a2ag(ﬁ):0
i=21, a21:a9+a8+a4+a3+a2+1,g($):0

1
i=22, a2 =a%+a+a’+at+a® +q, g(—55) =0
«
gl1] :=x"11+x"9+x"7+x~6+x"5+x+1;Factor(g[1] ,alpha) mod 2;
gri=aolt 2+ 2"+ ab b a1
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i=5a"=a’ gi(a®)=0
i=7a"=a",g(a’)=0
i=10, o' = a0 g,(a'®) =0
i=11Lat =a +al +ad+at+ a2+ 1, gi(a!t) =0
i=14, =04+ +a"+ab +a® +a+1, g1(a) =0
i=15a% = +a "+’ +at+a+1, g (a!®) =0
i=17, 0" =a% +a +a"+ab + a2 +a? g1 (') =0
i=19, 0¥ =+ ¥+ a7+l +at+a®+a, g1(a!?) =0
i=20,0®=a""+a’+a®+a"+a’ +a' +a? g1(a®) =0
i=2l, a2 =a’+af+at+ad+a?+1,91(c?)=0

i=22, a2 =a%+a%+a’+at+ad+a, gi(a®)=0
(x7114x710+x76+x " 5+x"4+x"2+1) % (x+1) * (x~11+x~9+x~7+x"6+x"5+x+1) ;g:=x"1
1+x710+x"6+x"5+x"4+x"2+1;

(M + 20+l a5+t + 22+ D@+ D@+ 2+ 2"+ a5+ 28 +2+ 1)
gr=al 20420 a5+t 422 4+1
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transpose(G) ;
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(x~114+x710+x"6+x"5+x"4+x"2+1) * (x+1) * (X~ 114X~ 9+x"7+x"6+x"5+x+1) ;
(2042l P+t 22+ D)+ ) (@ + 2% 2T+t + 1)

h=(@+1) (" +2° +27 + 25 + 25+ 2 +1)

hi=a2 ol 420 129 a8 4 a® + 22 +1

h=(@+1) (2" +2° + 2T+ 28 + 25+ 2 4+1)

h=a2+aM + 20+ 2% +a¥ + 2%+ 22+ 1
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> K:=multiply(H,transpose(G))
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Les termes de la matrice obtenue ne sont pas « réduits » a leur forme canonique dans

GF(21)

F5| a]. Pour obtenir la réduction, on utilise :

map(item -> Expand(item) mod 2, K) ;
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Expand(alpha~(j-1)) mod 2) ;

> for j from 1 to 23 do print(alpha~(j-1)

od;
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a4+ al+a®+at+a?+1
'+’ +at+at+ai+a+1
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all
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Une autre matrice de controle :

on considére la matrice dont la j-me colonne est formée par les coordonnées de

a=l(j

a®+af+al+ad+a+1
P+ +a"+ab+ab+a+1

15 _

«
0414

.,23) dans la base

1,2,..

. 70110>

1,a,0?,..

B+a"+aP+at+a+1

o —

= ]FQ[O[].

GF(2'1)
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K1 =

Les termes de la matrice obtenue ne sont pas « réduits » a leur forme canonique dans

GF(21)

[07 07 O? 0’ 07 0? 0’ 07 07 07 07 0}

F5| a]. Pour obtenir la réduction.

map(item -> Expand(item) mod 2, K1) ;

>

Code G24

4.2.2.

de type [24,12,8]2 est un 3-correctur; il est obtenu en ajoutant un controle total de

parité & la matrice H de code Gas.

Ce code est bien adapté a la transmission de 4096 nuances de couleur.
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4.2.3. Code Gq;

On considére le groupe cyclique F; d’ordre 3° — 1 = 11 - 22. Soit o € F3; une racine
primitive de degré 11. On pose

10
G = {m = (20, ,710) EFF | > mia’ = o} C Fsz]/(a —1).
i=0
On an—11,¢=3,
XM 1 = X142 = (242)go(x)g1 () = (2+2) (P +2 23+ 42 242) (24242 23 +224+2)
on

go(x) :m5+2x3+m2+2x+2:H(m—ai),I: {1,3,4,5,9}
i€l

g(z)=a +at 223 422+ 2= H(xfaj),Jz {2,6,7,8,10}
JjeJ
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DEFINITION 4.4 Code de Golay G11 est un sous-espace vectoriel (go) de dimension 6 dans
le quotient
Fsla]/(x'! —1)

vu comme un espace vectoriel de dimension 11 sur Fs avec le polynome générateur
go(z) = go(x) = 2° +22° + 2> + 22 + 2
et avec le polynome de contréle
h(z)=(z+2) (@® +a2* + 223 + 22 +2) = (z + D g1 (2)
C’est un [11,6, 5]3-code.
> q:=3;

> restart ;

> with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected
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REMARQUE. I’ensemble
I1={1,3,4,59}

coincide avec I’ensemble des résidues quadratiques modulo 11, et ’ensemble complémentaire
J=1{2,6,7,8,10}

coincide avec ’ensemble des non-résidues quadratiques modulo 11.

L'application de Frobenius o — a3F laisse I et J stable puisque (1—3’1) =1, et l'ap-

plication o — a~* échange les ensembles I et .J puisque (1—11) = —1, gréace a la loi de

réciprocité quadratique de Gauss : pour les nombres premiers positifs impairs p, ¢ on a

(2)(5)-co

et on a les deux compléments suivants de cette loi :

2) — cyet-us, —1) e,
() )
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> Factor(x~11-1) mod 3;
(x+2)(@®+223 + 22+ 22 +2) (25 + 2t + 223 + 22 +2)

> g:=x"b+2%x"3+x"2+2%x+2;irreduc(g) mod 3;
g=a"+22%+ 22 +2x+2
true

> alias(alpha = RootDf(g)) ;

> Factor(g,alpha) mod 3;

(r+2a)(z+2a®+a?+2a+2)(z+2a*) (z+a* +203 + 202 +2a+ 1) (z +2a?)
> for i from 0 to 11 do
> if Eval(g, x=alpha~i) mod 3 = O then Expand (alpha~i) mod 3;
> print(’i’=i, alpha~i=Expand (alpha~i) mod 3, ’g’(alpha~i)=0) fi
> od ;
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vV V VYV
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>

i=3,a3=0a?g®) =0
i=4,a*=a* gla*) =0
i=5a"=a*+2a’+a+1,g’)=0

i=9,a=2a'+a3+a?+a+2, g0’ =0
for i from 0 to 11 do
if Eval(g, x=alpha~(-i)) mod 3 = O then Expand (alpha~(-i)) mod 3;
print(’i’=i, alpha~(i)=Expand (alpha~i) mod 3, ’g’(alpha~(-i))=0) fi
od ;

1
i =2 a2=a? g(—)=0
: 6 4 34,2 1
i=6,a°=a"+2a°+a’+a,g(—)=0
el
. 1
i=T,a"=2a"+2a+a+1,8(—=)=0
a
. 1
i:8,a8:2a4+2a5+2a2+2,g(—8):0
a

1
i=10, 0" =a'+2a® + a+2,g(—5) =0
«
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G:= matrix(6, 11,
[r2,2,1,2,0,1,0,0,0,0,01,
[0,2,2,1,2,0,1,0,0,0,01,
[0,0,2,2,1,2,0,1,0,0,0],
[0,0,0,2,2,1,2,0,1,0,0]1,
[0,0,0,0,2,2,1,2,0,1,0],
[0,0,0,0,0,2,2,1,2,0,111);
22120100000
02212010000
G 00221201000
: 00022120100
00002212010
00000221201

‘h’= X"6+xX"4+2xxX"3+2*xxX"2+2xx+1;

h=ab4+a2*+22°8+222 422 +1
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> (x+2) % (X~B5+2%x"3+x"2+2%x+2) * (X ~B+X"4+2%x"3+x~2+2) ;
> ho=(x+2) % (x"5+x"4+2%xx"3+x"2+2) ;
> h:= sort(Expand ((x+2)*(x~5+x"4+2%x~3+x~2+2)) mod 3,x);

(r+2) (2®+223 + 22 +22+2) (2% +2* + 223 + 22+ 2)
h=(z+2)(2° +2*+22% + 22+ 2)
hi=ab4+a2* +223+222 422 +1
Code de Golay C;; = (g) est un sous-espace vectoriel de dimension 6 dans le

quotient Z3[ X|/( 2! — 1) vu comme un espace vectoriel de dimension 11 sur
Z3 avec le polynéme générateur

g=a+2a° + 22 +22x+2

et avec le polynome de contréole h = (x + 2) (z° + % +22°% + 22 +2) |
hi=a5 42t +223 4222 + 22 + 1.

C’est un [11, 6, 5]3 -code.

%%% %% %% %0 %% % %0 % %o T %% %o 7 %% %o % %0 % T % %0 % %o %6 %0 %o %o % Yo% %% % e
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> H:= matrix(5, 11,
> [[o0,0,0,0,1,0,1,2,2,2,1],
> [0,0,0,1,0,1,2,2,2,1,0],
> [0,0,1,0,1,2,2,2,1,0,0],
> [0,1,0,1,2,2,2,1,0,0,0],
> [1,0,1,2,2,2,1,0,0,0,011);
00001012221
00010122210
H=]00101222100
01012221000
1012 2210000
> sort(Expand(h*g) mod 3,x);
42
> K:=multiply(H,transpose(G)) ;
03 3 6 9 9
33 6 9 9 12
K=]3 6 9 9 12 12
6 9 9 12 12 9
9 9 12 12 9 6

Les termes de la matrice obtenue ne sont pas « réduits » a leur forme canonique dans
GF(3%) = F3| a]. Pour obtenir la réduction.
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> map(item -> Expand(item) mod 3, K) ;

(el ev e e M)
o oo oo
S oo oo
o oo oo
S oo oo
o oo oo

4.2.4. Code G2

de type [12,6,6]3 est un 2-correctur; il est obtenu en ajoutant une ligne de contrdle total
a la matrice H de code G1;.

EXERCICE. (a) Calculer le volume de la boule de Hamming V,(n,t), t = 1,2, 3.
(b) Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les codes Gagz et G711 donc on a
un emplilement parfait de sphéres.

REMARQUE 4.5 On peut montrer que les codes Gaz , G11 et C(m,q) (voir Section [310)
sont tous les codes parfaits.
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4.4 Deécodage des codes cycliques

Soit C' un code cyclique de polynome générateur g et soient w le message émis et v le
message re¢u. Supposons qu’au plus ¢ erreurs se produisent, et on note ¢’ le nombre exacte
d’erreurs, ¢ < t. On utilise maintenant plusieures racines aq, - - - , @, de g pour détérminer
le polynome d’erreur e(z) = Z:/:l c;x®, ou les a; sont tous différentes dans 0,1,--- ,n—1,
et ¢; sont les valeurs d’erreurs. On suppose dans cette section en simplifiant que parmi
les racines de g il y a une racine primitive n®™€ de I'unité o , contenue dans Fym, disons
a = a1, et considérons le code engendré par g(z), le polynéme minimal de « sur F,. On
utilise les notations

aj=ab, S, =e(a¥)= g ciabi%, (4.1)
Posons alors L
1 a; o - aof”
H = - : :
1 o ao? ar—!

et
S(U) = H/Ut = (Sb1>Sb27"' 7Sbr)t~

Soit w le message émis, v = w + e donc

Sp, = v(ay) = w(a®) + e(a’) = e(a®).
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4.3 Locateurs d’erreurs

Pour détecter et corriger les erreurs, nous avons vu qu’il fallait déterminer le syndrome
du message recu. Dans le cas de certains codes cycliques, ce vecteur de longueur n — k
peut étre remplacé par un objet plus léger ayant les mémes possibilités. En effet, soit «
une racine primitive n®™® de 1'unité, contenue dans Fom, *) et considérons le code généré

par g(z), le polynome minimal de « sur Fy. Soit par exemple
=(laa? a1

et

S(v) = Hv' = v(a).

Soit w le message émis, posons e(j)(m) =2771 1 < j <, et plagons-nous dans le cas
d’une erreur simple. Il existe donc j,1 < j < n, tel que v = w + e donc

5(v) = v(a) = w(a) + e (a) = !

el (a) est appelé locateur d’erreur. En effet, comme on a el (a) # e (a) pour i # j,
1 <4,j <n,a’"! détermine la position de l'erreur. *)
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On pose
v
a.

ni =a%, (one(z) = Z

pour la racine « fixée, et on introduit le polyndme locateur d’erreur

¢

H(l —nx) = ZTt/_V’L‘ avec n; = o (4.2)

=0

Les racines de s(z) sont les ni_l, c’est a dire les a™%.

Soit alors I'identité polynomiale

t’ t’
H( —x)= Z( Dioy_ia' = oy *Ut'—1x+---+(*1)tlaoxtl. (4.3)
i=1 i=0
Les coefficients o; sont donc o9 = 1 et pour 1 < i < t/, les o; sont les polyndomes
élémentaires symétriques en 7y,--- ,ny, et 7, = (—1)%0;. En remplagant x par 7; dans

@), il vient

(-1 Ut’+( 1) Yoy i+ —0177571‘*'712/ =0 (4.4)
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lci g =2

Faire en

le cas ¢




pour tout 1 < j <+. En multipliant par ¢;n? et en sommant pour 1 <4 < ¢, il vient

(—1)’5/0,5/5(, + (—l)t/_lat/,leH + = 01Sprr—1 + Spre = 0 (pour tout b).  (4.5)
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Cours N°6

4.4.1. Exemples de decodage des codes cycliques

Soit @ un élément primitif de Fig racine du polynéme z? 4+ x 4+ 1 sur Fy, m® (z) le
polynéme minimal unitaire de a?. Alors

mV (@) =mP () =mPD (@) =m® (@) =2 +z+1

m® (@) =mO (@) =mP (@) =2t + 28 + 2 + 2 +1

Ainsi, un code de polyndéme générateur
g(z) = mW@)m®(x) =1+ a2 + 25+ 27 + 28

est un code cyclique dont les parameétres sont d = 5,¢ = 2,n = 15. Sa dimension est k =7
et un polynome de correction est

h(z) = (2'° = 1)/g(z) = 1 + 2" +2° + 2"
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RESUME DE CETTE METHODE : (on note 7; = (—1)a;).

- qéme étape : Déterminer le syndrome

S(U) = (Sblasbzv"' 25 )t'

I

Soit
t t n—1
b ib
Sy, = E ciotibi = g cn,’ = g viag? (4.6)
i=0 i=0 i=0

_ ofme étape : Trouver les coefficients 7—; du polynome locateur d’erreurs (E2). Ici
on utilise des relations entre Sy, n; et les syndromes Sy, par exemple (&4), (£35) (voir
Section H).
- 3éme étape : Chercher les racines de s(z) en testant les différentes puissances de «
pour déterminer les locateurs d’erreurs 7;
- 4°™€ gtape : Remplacer les 7; par leurs valeurs dans l'expression des S; pour déter-
miner les valeurs des erreurs ¢; (cas non binaire seulement). On obtient ainsi le vecteur

erreur e et on peut décoder w =v —e, u = (v —¢€)/g (le mot d’information).
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On construit une matrice génératrice G' dont la 7™ ligne est le vecteur
2t~ 1g(x), 1 <1 < k. On obtient

1000101 11O00O0O0O0O0O0
0601000101 11O00O0TO0°O0
001 00O0O1TO011100O0°O0°0
G=]100010O0O01O0111000
000010O0OO0OI1TO011100
0000O0O1O0O0OCO0OT1TO0OT1IT1T10
0000O0O0O1O0O0OO0OI1O0T1T11

La distance du code est 5 donc ce code corrige deux erreurs. Pour cela on considére

les composantes
14 14
Sl = E vio/, 53 = E via?’z.
=0 i=0

du syndrome S(v) = Hv'. Alors v € C si et seulement si S(v) = Hv' = 0. Supposons que
le vecteur requ v = (vo, ...v14) contient deux erreurs. Par exemple e(X) = X% + X%,
o 0 < ay, az <14, a1 # ag. Alors

S1=a™ +a%, S3=a3" + a3,
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Soit 1 = a™, gy = a®? les locateurs des erreurs, alors
St=m+m2, Sy=ui +u3 = 87 = (n+m2)” =0 + 153 + 3mnz(m +1p2).

Ceci implique

(X =) (X —m) = X* = S1 X +mnp = S1(X —m)(X —m) = 51X> = STX + 57+ 53

et la substitution X = n; donne S3 = S} + S%n; + S17?,
1+ St + (83 + 8387 nr 2 = 0.
1+ Simy " + (ST + S35 Hny 2 = 0.

S’il y a deux erreurs, nl_l et 772_1 sont des racines différentes du polynéme locateur d’erreurs :
$(X) =1+ 81X + (S} + 387 1) X2

Sl n'y a quune seul erreur, S; = 11, S3 = 7} donc S§ + S3 =0, et on a

s(X)=1+51X.
Sl n’y a pas d’erreurs, S; = S3 = 0, et on a requ message correct w. Si S # 0 et

S3 4+ S5 = 0, le polynome s(X) a une seule racine dans Fyg.

149

On trouve les racines de ce polynéme : X = aet X = a”. Alorss n; > = a et ;' = a7,
c’est a dire, 71 = a'*, 75 = o®. On connait alors les erreurs : elles sont dans les positions
correspondantes aux X8 et X4, c’est & dire, la 9° et la 15° composantes de v. Alors le
mot transmis était

w = (100111001000001).

On décode ce mot par la division du polyndéme correspondant par le polyndéme générateur
g(X). On obtient le polynéme 1+ X3 + X5 + X© et le reste nul. Alors le message initial
était

(1001011) «— u(z) = 2® + 2° + 2% + 1 = (v(z) — e(x))/g
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L’exemple suivant est disponible a I’adresse cachée :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/04mag-maple

dans le fichier 4mag-08cycl.mws :
Soit par exemple le mot re¢u a la forme

v = (100111000000000) = v(z) = 1 + 2% + 2* + 2°.
Alors S(v) = (S1(v), S3(v)) est donné par
Si=1+a°+a*+a°=a%+a’,
Ss=14a’+a2+a'®=1+0a>

(rappelons que

5
at=14+a,0° =a+a?a’

=+t a" =1+a+aa®=14a?
a9:a+a3,a10:1+a+a2,an :a+a2+a3,al2:1+a+a2+a3,
aB=1+a?+a o =1+a%a'®=1).
Le polynome s(X) a la forme suivante :
$(X) =1+ 851X + (S§ + 9557 ") X? =
1+ @ +a®)X +(1+a+a?+a®+ (1+a?)(a®+ o) 1) X2
=14+ (@ +a)X+ (1 +a+a®)X2
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EXEMPLE.
Si le message recu est v = (100100110000100), soit encore v(x) = 1423 +2°4+27+212.
On calcule alors les composantes du syndrome :

Sp=v(a)=1=28,=_8,,8 =v(a®) =a*

Cette fois on utilise le systéme linéaire d’équations des inconnues 7; provenant des relations
ER) (avec b=1,2,t' =2) : 7Sy + T/—1Sp41 + -+ + T1Sp4t7—1 + Spr =0 :
SQTl + S1T2 = 53
S371 + SaTo = Sy
qui s’écrit également
47 =a

alr =1

et dont la matrice est réguliére. Il vient

7'1:1
Ty =« = s(z) =1+ 7z +ax?
T0:1

En testant les différentes puissances de «, on trouve
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ainsi, le polynéme erreur est

et on peut décoder

w(z) = v(z) — e(x)
=(1+I3+16+I7+1‘12)7($7+I9)
=1+2% +2% +2°+ 212

Le message émis était w = (100100100100100).
Pour retrouver le message original, il suffit de diviser w(z) par g(x). 11 vient

a(e) = w(a)/g(e) = 1 +a° + o*

et enfin
a = (1001100).
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THEOREME 5.1 Soit C un code cyclique sur F' de longueur n avec n premier avec q, et
de polynome générateur g(x). Soit L le corps des racines né™Mes de Lunité (le corps de
décomposition de ™ — 1 sur F). Soit b un entier, et § une racine primitive ntme_ gj g(x)
possede, parmi les racines dans une extension L de F = Fy, les puissances de 8 dont les
exposants sont d' — 1 entiers consécutifs, soit

/
ﬁb7ﬂb+1, o ,ﬁb+d —27

alors le poids du code C est supériereur ou égal a d' :d > d'.

DEFINITION 5.2 Un code BCH de distance construite d’ est un code cyclique dont le géné-

rateur est le produit (sans répétition de facteurs) de polynomes minimauz de 37, . . . 75’”"”_2.

Dans le cas b =1 on dit que c’est un code BCH au sens strict.
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5 Codes BCH et codes de Reed-Solomon. Codage et
décodage

Ce sont des codes cycliques particuliers qui permettent de prévoir la distance minimum
avant la construction.

5.1 Classe des codes BCH (Bose, Ray-Chaudhuri et Hocquen-
ghem)

Lorsque I'on définit un code cyclique par polynome générateur g, tous les mots du code
sont multiples de ce polynome, et s’annulent donc sur ’ensemble des racines de g. De plus,
on peut trouver une extension de F, contenant ces racines. Soient donc ay,--- , o des
éléments d’une extension de F, et p;(x) le polynéme minimal de a; sur Fy, 1 < i < s.
Soit n € N tel que af =1, 1 < i < s, et soit g(x) = ppem(p1(z),--- ,ps(z)). Dans ces
conditions, g(x) divise ™ — 1 et si C est le code du polynome générateur g, on a

v(z) € C <= v(a;) =0, i=1,---,s.

Dans ce qui suit, nous allons étudier 'intérét de cette méthode de construction de codes
cycliques, par rapport a la construction directe par polyndme générateur.
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EXEMPLE. Soit 3 un élément primitif de F14 racine du polynéme 24 + 2 4 1 sur Fy. Alors
mV (@) =mP(z) =mP (@) =m® (@) =2 +z+1
m3 (@) =mO @) =mO @) =mPD (@)= + 2 + 22+ +1
Ainsi, un code de polyndéme générateur
g(z) = mW@)m®(x) =1+ a2 + 25+ 27 + 28

est un code BCH dont les paramétres sont b = 1,d’ = 5 = d,q = 2,n = 15 puisque 3, 32,
3%, 38 sont les racines de m(1>(x)7 et 33 est une racine de m®) () =2 +ad+a?+a+l=
(@° =1)/(z—1) (B°)° =1, et

CNCENCANGA
sont des racines d’exposants consécutifs de g(x). La dimension du code est k = 7, et un
polyndme de controle est

hx) = (2" =1)/g(z) = 1+ 2" + 2% + 27
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EXEMPLE. On considére le polynéme g(x) = 2° + 23 + 1, un diviseur de
(22 =1 = (@ +2+ 1)@ +23 + 1) (z+1) € Fafz]

On voit que les racines de ¢ sont 3,52, 3%, 3°, 57, et que a := ° + 3% est un générateur
du groupe cyclique F,, o” = 8, 82 = 1. Il y a donc deux racines d’exposants consécutifs,
B et 32. Le poids minimum du code est > 3, et le mot g est lui-méme de poids 3. Donc le
code C est un 1l-correcteur.

> restart ;
> with(linalg)
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected
> Factor(x~9+1) mod 2;
(@0 + 23+ 1) (22 + 2 +1)(z+1)

> g:=x"6+x"3+1;alias(beta = Root0f(g)) ;

gi=a8+23+1

5

> for i from O to 8 do

if Eval(g, x=beta~i) mod 2 = 0 then print(’i’=i, ’g’(beta~i)=0) fi
> od ;

\
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i=0,1=1
i=63, (854338 =1
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> Expand( beta”7) mod 2;

gt
> Factor(x~“7-beta, beta) mod 2;
BB @+ BB ) (B2 (e + 4+ 5+ 2+ 1)

+ 0%+ 82 +1) (z+ 07+ %) (z + 5Y)
> alpha:=beta~b+beta~3;

> for i from O to 63 do
>

>

(x
(x

if Eval(x-1, x=alpha~i) mod 2 = O then print(’i’=i, alpha~i=1) fi
od ;

a:=p54 33
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Le théoréme permet de trouver un code corrigeant ¢ erreurs pour tout entier ¢. Tl suffit
de trouver n tel qu'un diviseur de 2™ — 1 satisfasse aux conditions du Théoréme BT, par
exemple le produit g(z) des diviseurs de ™ — 1, de racines 3, 52,...,8¢ 1.

REMARQUE 5.3 On peut poser d' = 2t + 1 mais dans ce cas, n et k ne peuvent pas étre
choisies arbitrairement. Les entiers n—1 et 0 serons considérés comme consécutifs puisque

B =p0=1.
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Rappelons qu’'un code BCH de distance construite d’ est un code cyclique dont le générateur
est le produit (sans répétition de facteurs) de polynémes minimaux de 8%, ..., 30+4 2,
Dans le cas b = 1 on dit que c’est un code BCH au sens strict.

ExEMPLE. Pour obtenir BCH de longueur 9 sur Fy et de distance > 4 on peut partir des
racines 3, %, 3% € Fgy. donc d’ — 1 = 3,

g@) =@+ + 1)@+ + ) =2+ 2" +aS St 3 o4 L
Malheureusement, on obtient le code de répétition pure (de poids 9). C'est a dire, k = 1,

n=d=9;on avu quun tel code n’est pas efficace. Dans ce cas on a choisi d’ = 4, mais
en réalité on a obtenu d = 9. Remarquez que, a priori, on n’a, en général que d > d’.
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Mais

(8", (B*F1Y, ... (B =2)1) = ((B1)°, (B, (1) 2),

donc la matrice du systéme avec les colonnes V;,, Vi,,..., V; , | est
b Wb b
b1 b1 b+1
Uy Ug B )
btd =2 btd -2 btd —2
uy Ug ceug

avec u; = 3%, =1,--- ,d’ — 1. Donc le déterminant (de type de Van der Monde) est non
nul :

ﬁbh ﬁbh - ﬂbid’—1
Jeitanoktt B+ B[Oty i ti ) ) )
T e | R Gl
[ord =2)in glrd =iz .. glrd =ia 1<k<j<d'—1
car u; = B, ..., ug_1 = B'¢-1 sont distincts.

En conséquance, le systéme (B)) ne peut pas étre satisfait avec moins de d’ coefficients
non-nuls, et donc le poids de a est au moins d’.
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PREUVE DU THEOREME B.1] Soit C' un code cyclique sur F' de longueur n avec n premier
avec ¢, et de polynome générateur g(z). Soit L le corps des racines n®™es de 'unité (le
corps de décomposition de z™ — 1 sur F,). Soit b un entier, et § une racine primitive néme,
Le polynome g(z) est un polyndme de degré minimal qui posséde, parmi les racines dans
une extesion L de F' = [y, les puissances de 3 suivantes

b gb+l brd —2
ﬁ75+7"'7/3+ .

Soit a = (ag,...,an—1) un mot du code, a € C <= g(x)|a(z) <= a(z) s’annule sur
les racines de g, car g ne posséde pas de racines multiples, d’ou

ao+ a1(8%) +ax(8°)?+ - +an_1 ()1 =0

ag + a1 (B"1) + as (B2 + - 4 a1 (B =0 (5.1)

ap + a1 (B 2) 4 ap (B D2 4 g, (BT 2l =

Soit V; = t((8Y)%, (8P, ..., (B2 =2)8), alors le systéme (FI) <= agVo+- - ~+an_1Vy_1 =
0. On souhaite montrer que toutes les d’ — 1 colonnes V;,, Vi,, ..., Vi, _, sont linéairement
indépendentes, voir le lemme B.8.
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DEFINITION 5.4 (a) Soit b € N et soit 3 € Fgm une racine ne™me primitive de Uunité, ot
m est l'ordre multiplicatif de ¢ modulo n. Soit C' le code BCH sur F, de longueur n et de
distance construite d’, 2 < d’ < n, défini par les racines b, go+1, ..., go+d =2,

Si m( (x) est le polynéme minimal de 3° sur Fy, le polynéme générateur du code C
est

g(@) = ppem(m® (z), m"*D (@), - m T ()

(b) De plus, sin=q™ — 1, les codes BCH correspondants sont appelés primitifs.
(¢) Sin=q—1, le code est dit de Reed-Solomon.
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EXEMPLE : Soit, avec les notations de la définition, m™(z) = z* + = + 1 le polynome
minimal sur Fy de o élément primitif de F15. On construit alors une matrice de correction
H dont la i®™€ colonne est o exprimé comme combinaison linéaire de 1,q,a?,a3. La
matrice H obtenue définit un code équivalent au code de Hamming de dimension 11 et
de longueur 15 :

1 000100110101 T171

" - 010011010111 100O0
n 001001101011 11FO0
000100110101 111

— (1 aa2a5a4a5a6a7a8a9a10a11a12a13a14)

De plus, on a également m(l)(aQ) = 0. Le code ainsi construit est donc un code BCH
Fy avec b =1 et d = 3, et corrige donc une seule erreur.
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5.2 Codes de Reed-Solomon

Selon la définition B4, un code de Reed-Solomon est un code BCH sur F,; de longueur
g—1 et de distance construite d’, 2 < d’ < n, défini par les racines g°, g¥+1, ... ,ﬂb+d’*2 €
Fy.

On utilise souvent ¢ = 2™, et on va écrire v au lieu de (3 :

1= [ @rw=@-D@—a)-...-(@-a”")

UEFSm
donc /
g(@) = (z—a’)(@—a"™) ... (z =), d(g)=d —1

avec les facteur linéaires dans Fam [z].

D’une part, par Théoréme 5.1, k = 2™ — 1 —d' +1=2™ —d', d > d'. D’autre part,
par la borne de Singleton, Théoreme 28, d <n—-k+1=2"—-1-2"-d)+1=d,
donc le poids de C est ezactement d’.
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Pour décoder un message recu v € Fi5, il faut calculer son syndrome Hv! = v(a)
exprimé dans la base {1, o, a?,a?}. 1l suffit pour cela de diviser v(z) par m(D (x). Si r(x)
est le reste de la division, alors v(«) = r(a).

Si par exemple
v = (010110001011101), v(x) = = + 2® + 2* + 28 + 210 4 2! 4 212 4 214,
alors 7(z) = 1+ x et donc Hv' = 1+ a. Or, on a d’aprés la matrice H : o* = 1 + a,
ce qui correspond donc & une erreur en cingiéme position. Le message émis était donc

w = (010100001011101),

w(z) =c+a? +at a8 2 20+t 422 42 = 0428 — S 422+ 2) 1+ 2 +2?).

VERIFICATION :
> rem(x+x~3+x"8+x~ (10)+x~ (11)+x~(12)+x~(14), 1+x+x~4,x, ’q’) mod 2;
0
> q,

I10+1‘8—I5+1‘2+m
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EXEMPLE. 1) Soit Fj = (a), a3 = a+1, g(z) = (z — a)(z — a?)(z — a3) = a® + ax +
abz? + 23 Alorsn=7k=4,d =4,

o o af 1 0 0 O
a-|0 b a a® 1 0 0
“10 0 a% a o 1 0

0 0 0 a% a of 1

2) Soit Fise = (@), g = [[1a(z — ), a® = o7 + a® + o+ 1. Alors n = 255,k =
223,d = 33 (un code utilsé par le NASA).
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5.3 Deuxiéme déscription des codes de Reed-Solomon

THEOREME 5.5 (voir [Pa-Wa|, p.139) Soit Fom = (), et soit p(x) € Fam[z] pacourt le
sous-espace linéaire Py, C Fom[z] avec d°(p) < k —1 ou p = 0. Alors l’ensemble des mots
de la forme

(p(1),p(@), -+ ,p(a®"7?))
est un code de Reed-Solomon de longueur n = 2™ — 1, de polyndme
g(@)=(z—a)(z—a?) - (z—a")
avecr =2 —1—k.
REMARQUE IMPORTANTE. Cette discription montre que les mots de code sont certaines

fonctions polynémiales sur 'ensemble des racines d’un polynéme.
Preuve On remarque que l'application

®:pe (p(1),p(),...,p(a" 72)) €2

est injective puisque Ker(®) = 0 par 'interpolation de Lagrange. On pose C; = Im(®) =
D(Py).
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5.4 Problémes de décodage.

Nous avons vu que la classe des codes BCH permet, sous seule condition d’augmenter
n et donc m, de construire des codes de poids > d' pour tout entier positif d’. Nous
allons, dans ce qui suit, construire un algorithme général de décodage des codes BCH,
puis 'appliquer dans un exemple.

Considérons un code BCH de distance construite d’ > 2t + 1. Supposons que v, w et
e soient le message recu, le message émis et le vecteur erreur, v = w + e. Il faut dans un
premier temps calculer le syndrome de v

S(v) = Hv' = (Sy, Sps1, -+, Soqar—2)"

avec S; =v(B9) = e() pour b < j <b+d —2.
Si r erreurs se produisent, avec r < t, alors 2r +1 < d’ et

T
e(x) = Z ™,
i=1

ot les a; sont tous différents dans 0,1,--- ,n — 1. Les n; = 8% sont les locateurs d’erreurs,
et les ¢;, qui sont des éléments de [y, sont les valeurs d’erreurs. Or,

Si=e(@)=> cnl (G=bb+1,-- ,b+d-2).

i=1
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Une base convenable de Cf :
ci=®pi),pi=x (i=0,1,---  k—1):¢; = (1,a",a%, - ,a" 2},

donc ¢;(z) := 2320_2 adipd.
Ensuite, on calcule le syndréme du polynéme ¢;(z) :

2m_9 2m_2
ci(at) = Z (@) = Z B, avec 3 = 't
Jj=0 Jj=0

Puisque 1 <t <r,0<i<k—1l,alors 1 <i+t<r+k—1=2"—2 donc

2Mm—2 1
54 et = o
Ceci dit, C; C C, puisque tous les mots de C; ont le syndrome nul. Mais
dime C= dimﬂrw Cl =k=C= Cl.

EXERCICE. Montrer un résultat analogue pour un corps fini F, arbitraire.
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Nous voyons donc que nous pourrons décoder dés lors que nous aurons obtenu les couples
(ci,m;). Dans le cas binaire, les ¢; sont de plus tous égaux a 1.

REMARQUE 5.6 On a S] = Sj,. En effet,
T . T . T .
7= (et = Y-t = Y euntt = 5,
i=1 =1 i=1

Soit alors I'identité polynomiale

r

H(m —x) = Z(—l)iar,ixi =0, — 01+ -+ (=1)" 00"
i=1 i=0

Les coefficients o; sont donc g =1 et pour 1 < i < r, les g; sont les polyndmes élémen-
taires symétriques en ny,--- ,n,. En remplagant x par n;, il vient
(—)o, + ()" o+l =0
pour tout 1 <3 < r. ‘
En multipliant par cm{ et en sommant pour 1 < i < r, il vient

S (1) orei + (1) ropreml T —oren! T e ™) =0
=1
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donc

(—1)"0:S; 4+ (=1)"lor_1Sj41 + - — 018401 + Sjyr = 0
pour tout b<j<b+r—1l,ouj+r<b+2r—1<b+d —2puisque 2r +1 < d. (On
rappelle que

™

i=1
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En effet, la multiplication des matrices montre

1 1 N 1 ant 0 - 0 1 m
VDVt — mooom oy 0 cmy -+ 0 L m
mot oyt e gt 0 0 - cn 1ot
g ey e ooy gt
_ an™ et empt! g s
eyt eyt ettt o™t e gt
S Spy1 0 Spgr—1
= Sp+1 Sey2 0 Spar
Sb+7'71 Sb+7' te Sb+21"72
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LEMME 5.7 Le systéme d’équations
(—=1)708; + (=1)" " tor_1Sj11 + -+ = 0181 + Sjtr = 0,

b<j<b+r—1, des inconnues (—1)'o; est résoluble avec une seule solution si et
seulement si r erreurs se sont produites.

PREUVE : La matrice du systéme est décomposable en produit suivant :

Sh Sp+1 o+ Shpr—1
Sv+1 Ser2 0 S | _ypyt
Str—1 Sogr - Spror—2
e 1 1 e 1 et 0 . 0
v moom o | p 0 cmy -+ 0
U/ S 0 0 conl

V est une matrice de Van der Monde réguliére dés lors que les 7; sont tous distincts et
D est diagonale, donc réguliére si et seulement si les ¢; et les n; sont tous non nuls. Ces
deux conditions sont remplies si et seulement si r erreurs se produisent.
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DEFINITION 5.8 : On appelle polynome locateur d’erreur le polynome

T n

sx) = [[(0 = ma) =D (-1)'oia’

i=1 =0

avec les notations utilisées précédemment. Les racines de s(x) sont les 17;1, c’est a dire
les B~%. Il suffit donc ensuite d’évaluer le polynome s(x) pour les différentes puissances
de (B pour localiser les erreurs.
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APRES AVOIR TROUVE LES RACINES 7);, on utilise le lemme suivant : Nous allons résumer cet algorithme en notant 7; = (—1)o;.

LEMME 5.9 Le systeme S; = Zcmf ,b<j<b+r—1 desinconnues c; est résoluble si

5.4.1. Décod BCH
les coefficients n; sont des éléments distincts de Fym . peodage

Soit C' un code BCH de distance construite d’ > 2t + 1, w le message émis et v le
PREUVE : Le déterminant du systéme est alors message reci. Supposons qu’au plus ¢ erreurs se produisent.

lére étape : Déterminer le syndrome

it oo
T
b+1 b+1 b+1 S(U) = (Sb, Sb+1, s ,Sb+d/_2)t.
e . b b b
77.1.. 772 777 =nmy-nt [ m—mn)#0
AR 1<i<j<r (On rappelle que
711+T7 712+T7 it T r
Si=e(@)=> cml (G=bb+1, b+d—2))
i=1
2¢éme étape : Déterminer 'entier » maximal tel que le systéme d’équations
Sjr + Sjtr—1m1+ -+ 87 =0, b<j<b+r—1
des inconnues 7; soit résoluble avec une seule solution pour ainsi déterminer le
nombre d’erreurs r. Ceci permet de former le polynéme locateur d’erreur
T T
s(x) = H(l —nx) = an’
i=1 i=0
177 178
dont les coefficients se déduisent des S;. On pose

v(E)=vo+ - Fvpz" L w@) =vo + - F w12 L,

3éme étape : Chercher les racines de s(z) en testant les différentes puissances de 3 pour L

déterminer les locateurs d’erreurs 7; . e(z) :=v(z) —w(x) =€y + -+ ep_12""

et soit I := {i | e; # 0} (comparer avec la notation de la section B4l : e(z) = > i_, c;z%,
4éme étape : Remplacer les n; par leurs valeurs dans 'expression des S; pour déterminer done ¢; = eg,).
les valeurs des erreurs ¢; (cas non binaire seulement). On obtient ainsi le vecteur
erreur e et on peut décoder w = v — e.

REMARQUE 5.10 : L’étape difficile est la 2°™¢. Pour parvenir a déterminer les coefficients
7i, une méthode possible est d’utiliser I’algorithme de Berlekamp-Massey (voir [Li-Ni,

p.235-239, [uLi-udGl], p.20) et la section 4.

5.5 Algorithme de Berlekamp-Massey

(voir [vLi-vdG], p.20, [vLi], p.98, et le mémoire de TER de Insa FROHLICH, 2004).

Soit C un [n, k,d,],-code BCH de zéroes 3,32, ... , 841, ou Fen O (B)n, B =1, une
racine primitive de degré n dans F,m. Soient v,w et e le message recu, le message émis et
le vecteur erreur, v = w + e, considérés comme des polynomes : v(z), w(z) et e(z) € Fy[z].
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DEFINITION 5.11 (a) Le polynéme locateur d’erreurs est
s(z) = [[(1 - pa),
i€l
Le degré de s(x) est égale au nombre d’erreures commises, donc il est inférieur ot égale
!

S {d -
at, out=
2

} . (b) Le polynome évaluateur d’erreurs est
u(z) = Zeiﬁi H (1—z).
iel Jen{i}
Le degré de u(x) est strictement plus petit que t.
On constate que
a=-20) s@= -5 [] a-p)
(B ‘)
i€l JeI\{i}

puisque

S == [ -7 g =ed [ 1-)
JEI\{i} jen\{i}
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Pour résoudre la congruence (3] on utilise la division euclidienne et I'identité de Bezout :
on calcule trois suites s;(z),r;(x),u;(z) avec la propriété

ri@)a Tt 5(2)8(2) = ()
ot le degré de u;(x) décroit jusqu’a ce que deg(u;11) < t et deg(u;) > t, & partir de

12?1 40-8(z) =202 +1-5(z) = S(x),

d—1
out= |: 7 }, de telle fagcon que

(s0(@), to(@),uo(x)) = (1,0,2% ) (s1(x), ta (@), w1 () = (0,1, S()).

On va montrer que le couple (u(x), s(z)) = (uj41(), sj+1(x)) est un unique couple véri-
fiant (B.3).

Le probléme, qui reste en appliquant 'algorithme de décodage, est qu’on ne connait

pas le nombre exact r d’erreurs commises. Cependant, on suppose toujours que le nombre
!

maximal d’erreurs est borné par ¢ := [ ]. En général, on a donc un polynéme d'er-
n—1

reur e(z) = Z e;x" qui posséde beaucoup de coefficients e; = 0. Rapellons qu’on note par
i=0
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De plus d°(s(z)) <t = [ ] d°(u(z)) < t. Il reste & trouver les polynémes s(z), u(x).
On utilise I'identité formelle

% =21 i[;x =D ey (Ba) =D ale(d), (5.2)

i€ i€l =1 =1

puisque

u(z) = Zezﬂi H (1—z) et ‘e(x) =v(z) —w(@) =eg+ -+ ep_12" " ‘

iel jendi}

Les d’ — 1 premiers coefficients de la série a droite dans (E2) sont connus :

e(@)=v(p) 1<i<d —1).

On pose
d—1

S(x) = Z e(8Y)z!1 le polynsme de syndrome
=1

et on cherche u(z), s(x) & partir de P'égalité (E.2) comme une solution de la congruence :

u(z) = s(x)S(z)(modz? 1) (5.3)
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I ={i|e; # 0} 'ensemble d’indices des coefficients non nuls. Lepolynéme locateur d’erreurs
s'écrit donc s(x) = [],c,(1—Fx) avec deg(s) < t. Pour un code BCH le systéme linéaire de

e(B")  e(BTY) (BT
la deuxiéme étape de I’algorithme est de la forme (ﬂbH) (ﬂb+2) (ﬂbH)
B o) o)

T= ( e(BPTY) e(BUTEHY) T (B2 L) ) avec 7 = ((=1)" oy, (=1)" Loy _1,...,—01).
On a vu dans la section 5.4 que ce systéme a une unique solution si et seulement si t' = r
coincide avec le nombre d’erreurs. Pour ne pas considérer plusieurs systémes, on utilse I’al-
gorithme suivant de Berlekamp-Massey, qui détermine directement le polyndéme locateur
d’erreurs s(x) du bon degré. On utilise pour ceci un code BCH au sens strict, c’est-a-dire
b=1.

Puisque le code est engendré par 3, ... ,ﬁd/_l, les premiers d’ — 1 coefficients de la série
sont connus (premiére étape de l'algorithme de décodage) et on écrit la somme partielle
S(z) == Z(j 1 e(87)277L. Donc u(z) = s(z)S(z) mod x¢ ~1. L'algorithme de Berlekamp-
Massey calcule trois suites de polynomes, u;(z), s;(x) et r;(z), qui vérifient 1'égalité :

ui(z) = 5;(2)S(x) + ri(x)z? " pour i >0 : (5.4)
On pose up = 241, u; = S(x), sop=r1=0,8 =19=1 (pour i =0,1).
On calcule u;41 = u;—1 — u;q; par la division euclidienne
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et puis s;41 = si—1 — 8iq; €t ri41 = i1 — 1;¢; (Palgorithme d’Euclide étendu),
jusqu’on obtient deg(u;+1) < t et deg(u;) > t.

Résultat : s(z) = s;11(x) est le polynéme locateur d'erreurs, et u(z) = u;pi(x) est le
polyndme évaluateur d'erreurs.

L’ensemble I contient comme dans ce qui précéde tous les i pour lesquels 37 est une
racine de s(x). Puis, les e; se calculent facilement avec la formule ci-dessus.

THREOREME 5.12 Soit d' = 2t + 1. L’algorithme de Berlekamp-Massey donne (a fac-
teur constant pres) lunique couple s(z), u(z) avec deg(s) < t, deg(u) < t vérifiant la
congruence u(z) = s(z)S(z) mod x4 1.

Preuve : Existence : Tl est clair que chaque couple u;, s; vérifie I'égalité (54)). T1 faut donc
controler le degré de u; et s;. La division euclidienne montre que u;—1 = u;q; + u;+1 avec
deg(uit+1) < deg(u;). Donc la suite (deg(u;)) est strictement décroissante pour ¢ > 1 et
il existe un j € N avec deg(u;) >t et deg(uj+1) < t. En plus, on obtient de la premiére
équation deg(q;) = deg(u;—1) — deg(u;) > 1 pour ¢ > 2 . On utilise cette propriété
pour estimer le degré des s;. On a so = —s1¢1, donc deg(sa) > deg(s1). Pour ¢ > 2 la
suite (deg(s;)) est strictement croissante : Pour s3 = s; — s2¢e, le cas précédent donne
deg(s3) = deg(s2) + deg(ga) > deg(s2). Si on a cette propriété jusqu’a 7, on obtient pour
Sit1 = Si—1 — $,q;, deg(sip1) = deg(s;) + deg(g;) > deg(s;). Le degré de s;1; est donc
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Exemple de décodage

Soit « une racine du polynoéme x2 + x + 2 irréductible sur Fs. o engendre F3 et les
puissances de « sont :

al = q, 2=2a+1, a®*=2a+2, ao*=2,
a® =2 af=a+2 o"'=a+1, =1

On considére le polynome générateur

9(@) = (@ + 1)@ o+ D@+ 1) = (2 — a)(z — a?) (@ — o*)(x — a*)(x — o),

divisible par le polynome minimal de « et posséde les racines o, @?, a3, a* et of. La matrice

de controle H, qui est engendrée par leurs puissances, s’écrit alors :

1 o' o o a* o® of o
1 a2 o* a8 1 o o* aof
H= 1 a® of o' at o o af
1 a* 1 o* 1 o* 1 ot
1 a8 o* a2 1 o ot o

Soit le mot requ ¢ = (0,2,1,0,0,1,1,2) et on suppose, qu’au plus deux erreurs ont été
commises. Le polynome d’erreurs est alors e(z) = e, 2% + €,,2%. En calculant Hc't, on

obtient
(e(a),e(a®),e(a®),e(at),e(a®) = (a*,a’,a%,0,) .
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donné par une somme télescopique : = deg(s1) +deg(qi) + ... + deg(q;)
= deg(up) — deg(u;) <t,
car deg(g;) = deg(u;—1) — deg(u;) pour i > 2, deg(ug) = d’ — 1 = 2¢, deg(u;) > t.

deg(sj+1) = deg(s;) + deg(q;)
) +d
)

Unicité : On suppose, qu'il y a s(x), u(x) et s*(z), u*(x) avec
u(z) = s(2)S(z) mod 2% ' et u*(z) = s*(2)S(x) mod z¥ 1.
En multipliant la congruence par s*(z), respectivement par s(x), on obtient
d'—1

s*(x)u(x) = s(x)u*(x) mod =

Puisque deg(s),deg(s*) < t et deg(u),deg(u*) < t, les deux cotés de la congruence sont
de degré inférieur a d’ — 1. On a donc égalité, d’ot u = yu*, s = vs*. Comme u(x) et s(z)
sont premiers entre eux, 7y doit étre une constante non nulle.
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Avec ces valeurs, on peut déterminer les coefficients du polynome locateur d’erreurs s(z) =
1—01(a®, a%)z+oy(a®, a®)z?. Puisqu’on a quatre puissances consécutives de o comme
racines de g(z), it de résoudre le systéme suivant :

1

‘ 0 ooe(a) + 20’16(&
= a

0 = oze(a?) + 201e(0? 4)'

Donc s(z) = 1+ 2x + az?. En évaluant s(z) en les puissances de a, on voit que s(a?) =
et s( %) = 0. Donc a; =8 —5 =3, ag = 8 — 2 = 6, d’oi1 le polynome d’erreurs e(z)
e37> + egzS. En utilisant les valeurs de e(a) et de e(a ), on obtient le systéme

0

at = 63a3+66a6

0 = esa*+eg

2

€3

€3
€6

Ces valeurs de e3 et eg sont aussi des solutions pour les trois autres égalités. Le polynome
d’erreurs est donc e(z) = 22 + 225 et le mot envoyé était c = ¢’ —e = (0,2,1,1,0,1,2,2).
La division de ¢(z) = 227 + 225 + 2% + 2 + 22 + 22 par g(x) donne bien le mot décodé
m(x) = 222 + z, qui correspond & m = (0,1, 2).

La méthode de décodage naive (la division de ¢/(z) par g(z)) donnerait dans ce cas

m(x) = 2 + 22, respectivement ¢ = (1,0,0,2,0,1,1,2), oit seulement trois lettres sont
correctes.
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Par la construction du polynéme générateur g, il s’agit d'un code BCH au sens strict Exemple : ’algorithme de Berlekamp-Massey, disponible & I’adresse cachée :
avec d =5 et donc t = 2. Si ¢/ = (0,2,1,0,0,1,1,2) est le mot recu, (a?,a3,a%,0, ) est http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/04mag-maple
son syndrome. Le polynome S(z) s'écrit S(z) = o + o3z + o*2? + 02° = 2 + o2 + 222 dans le fichier 4mag-09berl-ma.mws

L’algorithme de Berlek -M Icule le tabl ivant :
algonitime de Berfekamp-Rlassey calcute fo tableau suivan On cherche u(z), s(z) a partir de I’égalité (.2) comme une solution de la congruence (E£3)) :

Li 0] ! | 2 | u(z) = s(2)S(z)(modz® 1)
u; || 2t | 222+ ofx +2 2z + a®
2 7 3
qi 2" +a'z + « Pour résoudre la congruence (E£3)) on utilise la division euclidienne et I'identité de Bezout :
ri || 1 0 1 on calcule trois suites sy, (), t,(z), un(x) avec la propriété
si || 0 1 2?2 +adx+a’

()2 ' 4 5,(2)S(z) = up(2)
On a deg(ug) = 1 < 2 et deg(u1) = 2 > 2. Donc ug(x) = 2z + o est le polynome " " "

évaluateur d’erreurs et sa(x) = 22 + oz + o7 est le polynome locateur d’erreurs. En ot le degré de u,(x) décroit jusqu’a ce que deg(uy) < t et deg(u,—1) >t
essayant les différentes puissances de a, on (re)trouve que sa(a?) = 0 et sq(a’) = 0, > restart :
LN _ / _ 3 _ : A ) ’
d’ou I = {3,6}. Car sj(z) = 2z + o® = uy(x), ltfs COGfﬁC]GHtS du polyn.orr}e d.err.eur ?.(mt > with(linalg)
e3 = eg = —1 = 2. On a donc obtenu le polyndme d’erreur sans savoir & priori, qu’il y .
Avai LA o > alias(alpha = RootOf(X~2+X+2) mod 3) ;
avait deux erreurs a corriger.
«a
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> BerlMa:=proc(a::anything,dp::posint)
> local §,B,s0,s1,s2,r0,r1,r2,u0,ul,u2,t,q,1; Warning, ‘b¢ is implicitly declared local to procedure ‘BerlMa‘
> # aprés on va substituer S:=alpha~4+alpha~3*X+alpha~4*X~2+0%X"3;dp:=5; R R R R R
> t:=floor((dp-1)/2); > S:=alpha~4+alpha~3*X+alpha~4*X~2+0*X~3;dp:=5;BerlMa(S,dp);
> b:=X"(dp-1); S=at+adX +at X2
> s50:=0:r0:=1:s1:=1:1r1:=0: dp = 5
> u0:=b; ul:=a;u2:=rem( ul,ul,X );i:=0; P =
> while(degree(ul,X)>t-1) do 1=0,1<2
> print(’i’=i,degree(ul,X)>t-1);
>  #d1<>0) do i=1,degree(ul, X)=1,1<1,S=a*+a’X +a* X% s, =1, B=X* r =0,
> i:=i+1; _ 4 3 4 yv2
> q:=quo( u0,ul,X );u2:=rem( u0,ul,X ); u=a"+a’ X +a’ X
> ul:=ul; ul:= u2; les valeurs de [u,r, s] sont
> 82:=s0-q*s1; u=2a+2+2X
> r2:=r0-q*ril; 2
> s0:=s1;sl:= s2; s=X"+2X+2Xata+1
> r0:=rl;rl:= r2; r=1
> #printf ("i=%d,%a*%a+%a*%a=%a\n" Ra+2+2X, X2+2X+2Xa+a+1,1]
> #,i,a,u0 ,b, v0, d0); ~
> print(’i’=i, > Expand((2*alpha-1)/alpha~3) mod 3;
> ’degree(ul,X)’=degree(ul,X), degree(ul,X)>t-1, 1
1Q— a4 = TR = Y[+ = 33937 = .
Doy [il=s0, ’B’= b, ’r’[il=r0, *w [i]=u0); > Expand((2*X+alpha~3)) mod 3;
> printf("les valeurs de [u,r, s] sont :"); 2a4+2+2X
> u2:=sort(Expand(u2) ,[alpha,X]) mod 3; > E d((X~2+alpha~3*X+alpha~7 d 3:
> s2:=sort(Expand(s2) ,[alpha,X]) mod 3; xpand (( a‘pha alpha”7)) mo ’
> r2:=sort(Expand(r2) ,[alpha,X]) mod 3;
> print(’u’=u2);print(’s’=s2);pr]jgllt(’r’=r2); 199
> return [u2,s2, r2];
> end proc:



X?42X+2Xa+a+1
>  X~2+2xX+2*X*alpha+alpha+1;

X?42X+2Xa+a+1
> Factor(X~2+alpha~3*X+alpha~7,alpha) mod 3;

X+a+2)(X+a
f:=X"2+alpha~3*X+alpha~7;
for i from 1 to 8 do
if Eval(f, X=alpha~(-i)) mod 3 = O then print(i) fi
od ;

vV VV Vv

f=X>+a*X+a"
3
6
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La procédure rnd34 génére un élément pseudo-aléatoire de GF( 3%).
> rnd34 := () -> add(rnd3()*alpha~i, i=0..3):

242a+2a’4+a3 14+a,24+2a+0a? 202, a?

La procédure rndP34(n) génére un polynome pseudo-aléatoire unitaire de GF( 2%) de
degré n.

rndP34 := proc(n)
RETURN (sort (X"n + add(rnd34()*X~i, i=0..(n-1))))
end :

rndP34(5) ;
X0 +a?2 X442 X3+ (24+42a+a?) X2+ (1+a) X +2+2a+2a%+a3

vV V.V V
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Exemple : I'identité de Bezout pour les polynomes pseudo-aléatoires sur [Fj.,
disponible 4 I’adresse cachée : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr
/~panchish/04mag-maple dans le fichier 4mag-11bezout-poly.mws

> restart ;
> with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> irr34 := op(1, select(has, Factor(x~81-x) mod 3, 4)) ;
irr84 =t +x+2

Le polynome irréductible obtenu par ce procédé n’est pas forcément le méme d’une
session a 'autre.

On aliasse o & une racine de ce polynome dans une extension de Fj3, de sorte que
GF(3%) = F3] .

> alias(alpha = Root0Of(irr34) mod 3) ;

@

La procédure rnd3 génére un entier modulo 3 pseudo-aléatoire.

> rnd3 := rand(0..2) :

> seq(rnd3(), i = 1..5) ;

0,2,0,2,1
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Bezout34 := proc( P::anything,

A::anything,

B::anything)

local gcd, U, V ;

gcd := gcdex(A, B, X, 'U’, °V’) ; #AxU+BxV=gcd

if gcd <> 1 then ERROR(

sprintf("les polyndmes %a et %a

ne sont pas premiers entre eux.",

A, B))

fi ;

RETURN(P, rem(P*U, B, X), rem(P*V, A, X)) #P, AxU+BxV=P
end :

_seed := 1925 :

A, B, P:= X~(4), rndP34(2), rndP34(2);G := gcdex(A, B, X, ’U’, °V?)
;#G=pgcd (A,B) , AxU+B*V=P

A B,P:=X*" X?+(a+2a> )X +a+a?+a3 X2+ (1+a+2a¥) X +1+a%+2a3
G:=1
> P, U, V:= Bezout34(P, A, B);#AxU+BxV=P

VVVVVVVVVVVVVVYV
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>

>

>

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVYV

PUV=X2+14+a+2a®) X +1+a?+2a?,
(@®+6a*—-8a—-2a"+1+2a—a%+2a°+8

a®) X

C(1+190% +16a° + 1005 +4a” +a® +4a + 1002 4 16 %) a2

—40*+8a°—-3a"—20a+17a%+2a% +30% —

1+ 160

(1+19a*+16a°+10a8 +4a” +a® +4a+10a2 + 16 a3) a?’
(a®+6a*—-8af-2a"+1+2a—a?+2a°+8a8) X3

2a+3a?+at+2a3+1)2a?
(4" —2a8-3a°+2a* +a®+1) X2

(203 —2a%—a+1)aX

(@ +1+4a)2a+3a2+at+2a%+1)a?
14+a?4+2a?
a2 +1+4a)
Expand(P - U*A - V*B) mod 3;

0
G, U, V:= Bezout34(G, A, B) :#AxU+B*xV=gcd
Expand(G - U*A - V*B) mod 3;
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Bezout:=proc(a::anything,b: :anything)
local A,B,u0,ul,u2,v0,vl,v2,d0,d1,r,t,i;
#if a<0 then a:=-a;

#else fi;

#if b<0 then b:=-b;

#else fi;

u0:=1+0%X:v0:=0*%X: ul:=0*X:v1:=1+0%X:
dO0:=a; dl:=b;r:=b;i:=0;

while(d1<>0) do

i:=i+1;t:=quo( d0,d1,X );r:=rem( d0,d1,X );
dO0:=d1; dl:= r;

u2:=ul-t*ul;

v2:=v0-t*vl;

ul:=ulj;ul:= u2;

v0:=vl;vl:= v2;

#printf ("i=Yd, (%a)* (%a)+(%a)* (%a)=/a\n"
#,i,a,u0 ,b, v0, dO);

u0:=sort (Expand (u0) ,[alpha,X]) mod 3;
v0:=sort (Expand(v0) ,[alpha,X]) mod 3;
d0:=sort (Expand(d0) ,[alpha,X]) mod 3;
print(’i’=i,

Ax2u’ [1]1+°B2* vy’ [1]="4d’ [i],

’A’=a,’u’ [i]=u0, °’B’= b, ’v’[i]=v0, ’d’[i]=d0);
od;

printf("les valeurs de [d,u, v] sont :");
print(’d’=d0) ;print (°u’=u0) ;print (’v’=v0) ;
return [dO,u0, vO0];

end proc: 199

(®+1+4a)?

0
> un,tn,sn:=Bezout34(G, X~4,
B) :#A=X"(d’-1) ,B=S(X) ,un=G(X) ,tn=0(X),sn=V(X)

un:=sort (Expand(un) ,[alpha,X]) mod 3;

\Y%

un =1
> tn:=sort(Expand(tn) ,[alpha,X]) mod 3;
th=2X+2Xa+Xa?2+2Xa®+2a®+0a?
> sn:=sort(Expand(sn), [alpha,X]) mod 3;

=X+ X3a+2X3a?2+ X3+ Xa+2Xa?+ X+ X2 +2X%a+X%2a’+2a% 4+«
+14+a?
> Expand(G - tn*A - sn*B) mod 3;

0
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> A, B:= rndP34(2), rndP34(2);Bezout(A,B);
AB=X>+024+a+a®) X +1+a+2a® X2+ 2 +a?+2a) X +1+2a8

i=1,Au; +Bvy=d, A=X>+2+a+a®) X +1+a+2a3 u; =0,
B=2a3+X2+(2a%+a?+2a) X +1,v; =1,
di=20+X?4+2Xa®+Xa?+2aX +1

i=2 Aug+Buy=dy, A= X2+ 2+a+a®) X +1+a+2a% up =1,
B=202+ X2+ (2a®+a?+2a) X +1, vy = 2,
d=a+2Xa*+2Xa?+2aX+2X
i=3, Aug+Bug=d3, A=X>+(2+a+a¥) X +1+a+2a% uz=2a3+a%+1+ X a3,
B=2a3+X2+(2a%+a?+2a)X+1,v3=0a+2a2+2Xa? d3 =2a
les valeurs de [d,u, v] sont :
d=2«
u=2a+a?+1+Xa?
v=0a®+2a%>+2Xa?
2a, 20 +a?+1+Xa? a®+2a?+2X a7
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EXEMPLE. Soit 3 un élément primitif de F14 racine du polynéme 24 + 2 4 1 sur Fy. Alors
mW (@) =mP(z) =mP (@) =m® (@) =2 + 2z +1
m3 (@) =mO @) =mO @) =mPD (@) = +2® + 22+ + 1
Ainsi, un code de polyndéme générateur
g(@) =mD(@)ym® (z) =1+ 2* + 2% + 27 4 2°

est un code BCH dont les paramétres sont b = 1,d' =5 = d, ¢ = 2,n = 15. Sa dimension
est k =7 et un polyndme de controle est

h(z) = (@~ 1)/g(x) = 1+ 2* +2° + o

On construit une matrice génératrice G dont la i*™€ ligne est le vecteur rilg(x), 1 <
1 < k. On obtient

10 001011 10O0O0O0O0TGO0
01 00O0O01O0111T00O0O00O0
001 0O0O0OT1TO0T1TT1TT1TQO0OTO0OTOUO0OODO
G = 0001 0O0OO0O1TO0T1TT1T10O00O0
000O0O1O0O0ODO0O01O0T1TT1TT1TTO00
000O0OO0OT1O0OO0OO0OT1TO0OT1TT1TT10O0
000O0O0O0OT1O0OO0OTO0UDT1TO0T1T11
201
et on a donc
m =g
n2 =3’

ainsi, le polynome erreur est
e(z) = 2" +2°

et on peut décoder

w(z) = v(x) — e(x)
:(1+x3+zﬁ+x7+x12)7(a:7+x9)
:1+I3+I6+I9+I12

Le message émis était w = (100100100100100).
Pour retrouver le message original, il suffit de diviser w(z) par g(x). Il vient

a(z) = w(x)/g(x) =1+ 2° + 2* = a = (1001100).
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Si le message recu est v — (100100110000100), soit encore v(z) = 1+ 2% + 2% + 27 + 212,
On calcule alors les composantes du syndrome :

81 =8y =58 =v(8) =1,8; = v(8%) = g*

I apparait alors que le plus grand systéme linéaire d’équations des inconnues 7; est de la

forme
527'1 + SlTQ = Sg — 517'2 + SQTl = Sg
S311 + Somo = Sy Soto + ST = Sy

qui s’écrit également
1+ T2 = 54
Biri+m=1
et dont la matrice est réguliére. Il vient
T = 1
=0
7o = 1 par définition, et on a donc s(z) = 1 + = + B2

En testant les différentes puissances de 3, on trouve

nt =050t =6,
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Cours N°7

6 Bornes de Plotkin et de Gilbert-Varshamov

6.1 Rendement, taux de correction et domaine de codes

Soit C C F™ un code de cardinal Card (C') = M sur l'alphabet F de Card (F) = ¢
de distance d = d(C) et la capacité de correction t = [471]. Nous avons vu la définition
L4 du rendement et du taux de correction : soit C' un [n, k,d],-code, alors la vitesse
de transmission (le "rendement" ou "information rate" en anglais) de C' est le rapport
R=k/n, &§=d/n est la distance relative (ou le "taux de correction") de C.

Un bon code est un code corrigeant de nombreuses erreurs compte tenu de sa longueur
tout en ayant une vitesse de transmission la plus élevée possible, ce qui correspond & des
parametres R et 0 assez grands dans [0, 1]. Rapellons (voir Definition [LY) qu'une famille
{C;} des [n;, ki, d;]4-codes est dite bonne s’il existe et positives les limites

lim&:R>O, limﬁ:5>07
i—00 TN i—00 N

On a vu que avec toute bonne famille on peut faire tendre vers 1 la probabilité de
transmission correcte. En réalité, on utilise R ~ 0,1 ~ 0,95, n ~ 300 ~ 1000, et § > 2p.
Toutefois, ces paramétres § et R sont liés par des relations dites asymptotiques.

204



Nous avons déja établi quelques relations dans Section P :

1) BORNE DE SINGLETON (voir Théoréme Z6). Soit C' = ImFE un [n, k,d|,-code,
E:F* — ™. Alors
k<n—-d+1<= R<1-§6+1/n

1) BORNE DE SINGLETON ASYMPTOTIQUE (voir Théoréme2Z8). Soit {C;} une famille
des [n;, ks, d;]q-codes, on pose

k; d;
R = limsup —, 6 = limsup —,

alors
R<1-94
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Maintenant on va obtenir des meilleurs bornes (supérieures et inférieures), pour décrire
le domaine de codes, o1l se trouvent les bons codes.
Soit C4 I'ensemble des codes sur Fy et V, I'image de I"application

FiCp—[0,1] % [0,1], F(C)=(5,R)

On note U, I'ensemble des points d’accumulation de V;. Les codes de V,\U, ont dits isolés.
On pose

Ay(n,d) = max {Card (C) =M | il existe un code C' C Fy de distance d = d(C)}7

ag(8) = limsupn ™" log, Ag(n, d),

d
s

Un code est dit optimal s'il atteint la borne ag(9).
Un théoréme de Yu.I.Manin (voir [Ts-V]) montre que ay(0) est continue avec g (0) = 1,
aqy(0) =0 pour (¢—1)/¢g < <1 et ay(d) est décroissante dans 0 < ¢ < (¢ —1)/¢ < 1.
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2) BORNE DE HAMMING (voir Théoréme 23)). Soit C' C F™ un code sur I'alphabet F
de Card (F) = q de distance d = d(C) et la capacité de correction t = [451]. Alors

Card (C) Z(q —1) (?) < ¢", donc Vy(n,t) < ¢"/Card (C).

2

2") BORNE DE HAMMING ASYMPTOTIQUE voir Théoréme 21 Soit {C;} une famille
des [ny, ks, d;]4-codes, on pose

k; d;
R =limsup —,§ = limsup —,
i—oo T i—oo T4

alors |R < 1— Hy(6/2)| ot Hy(d) est la fonction entropie g-aire définie sur [0, (¢ — 1)/q]

par
H,(0) = 0,H,(6) = dlog, (g — 1) — dlog,(d) — (1 — &) log,(1 —0) pour 0 <6 < (¢—1)/q

Rapellons la signification géométrique de I'entropie g-aire : H,(0) est la proportion logarith-
mique du volume V;(n, d) de la boule de Hamming de rayon relatif ¢ :
log,(V,(n,d
o) — i el )

n—00 n

, si— —0.
n
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On montrera en particuler :
BORNE DE PLOTKIN ASYMPTOTIQUE

ag(6) < max (1 - (13—15, 0)

BORNE DE GILBERT- VARSHAMOV ASYMPTOTIQUE Pour tout § dans l'intervale
10, (¢ — 1)/q[ il existe une famille {C;} des [n;, k;, d;]4-codes, telle que

ki d;
R =limsup —,§ = limsup —,

et
ag(0) > R>1— Hy(9),

¢’est a direon a

ag(8) > 1 — Hy(9)

ot Hy(9) est la fonction entropie g-aire
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REPRESENTATION GRAPHIQUE DES BORNES : pour ¢ =49 :

1
0.8%
0.6%
04

0.2

02 04 06 08

1 12 14 16 18 2

delta

THEOREME 6.2 (BORNE DE PLOTKIN ASYMPTOTIQUE). Soit {C;} une famille des [n;, k;, d;] -

codes, on pose

alors

ki d;
R = limsup —, ¢ = limsup —,

1—00
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n;

i—00

n;

R < max <1—L5,0)
q—1

Preuve Soit {C;} une famille des [n;, k;, d;]4-codes, on pose

ki d;
R =limsup —, 4 = limsup —,

1—00

alors il y a trois possibilités :

n;

i—00

n;

-1
(5>q_
q

-1
R —
q
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6.2 Borne de Plotkin

THEOREME 6.1 (Borne de Plotkin). Soit C' un code linéaire de longueur n et de dimension
k surFy, d’écart d. Alors

k—1
n -1 -1 1
a<™ = _ 4 (1+ . ) (+)
¢" =1 q g" -1
Preuve : Soit 1 < ¢ < n tel que C contienne un mot dont la iéme coordonnée est non nulle.
Soit D le sous-espace de C constitué des mots codes dont la 1™€ coordonnée est nulle.

On a |C/D| = g, donc, comme |C/D| = |C|/|D|, |D| = ¢*~*. 11 vient alors que la somme
des poids des mots codes est < ng*~1(¢ — 1). Comme C comporte ¢* — 1 mots de poids
non nul, on obtient la relation voulue :

d(q" — 1) <ng" (g —1).

REMARQUE. Soit M = Card C' = ¢*, alors il est commode d’écrire I'inégalité (*) sous la

forme : si % #* %, alors
—1
M < (g_q —1) +1]
ng—1
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1) PREMIFR CAS : 6 > =1, On écrit I'inégalité du Théorémé B :

ki—1
n;¢" (g —1) qg—1 1
d; < 4qkz 1 = n; - p . 1+qk1 1 >di.

Ceci implique

d; q -t 1
qkz§<_z__1> +1_,5q7

+ 1 > O(une constante indépendent de n), (6.1)
niq—1

puisque § > q;—l.
Donc k; sont uniformement bornés, cela signifie que

k;
R =limsup — = 0.

i—oo Tl
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2) DEUXIEME CAS : 0 <6 < 9;—1. Dans ce cas on peut supposer : pour n; assez grand Ainsi que C” n’est pas un sous-espace vectoriel de C, on peut fixer un ¢, € C’, alors
I’ensemble de toutes les différences

d; qg—1 di 1 ¢-—1 qg—1
n—i:diaé< T:> n_zin_z < g idi*l<”i'7' Cn :{c’—06 c'eC'} = {c:(cl,n- e, 0,0 - 70)‘ c'eC'} cca,
On pose est un sous-espace vectoriel de C' ayant le méme cardinal que C’. On utilise encore le
n, = [Q(di - 1)} < q(d; — 1) (;> n;q —1 <d - 1) . théoréme Bl pour le sous-espace vectoriel C’ de C' donc
el ! ! n'd" g 1) g—1 1
Ensuite, d; = d;n; — oo donc d < 1 =n'. . . (1 + qk’—l) >d.
0< ni <n;
: Ceci résulte :
puisque
’ ’ -1
o M~q”‘"§M’<(%%fl) +1 (6.2)
= | a0 -1 - 1) W e
! ! -9 +1<—1 +1< B9 1y <cd<n
_ [aldi =D _ q d'q —n'(g—1) dg —n'(q—1)
{ = <(@i-1) o <n
qg—1 q—1

puisque d < n, d > d et
Pour tout n = n; on considére les n — n’ derniers symboles des mots du code. Il existe un

q(d—1
sous-ensemble C’ = C'(§) C C formé par les mots avec les mémes n —n’ derniers symboles dg—n'(qg—1)=dq— {u

}(q—l)qu—Q(d—l):q

) -1
§e Ty, et avec q
M’ := Card (C") > M - . (ne pas confondre la notation d’ avec la distance construite des codes BCH!).
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Pour conclure, on prend log, de ([32) : M = ¢* = Card (C), et 3) TROISIEME CAS (EN EXERCICE) : § = %.
Pour montrer que R = 0 on raisonne par I’absurde. On suppose que
M-¢" " <n=|k+n —n<log,n, m71<n’§m. . ks
q q—1 q—1 R =limsup — > 0,
i—oo T
Il reste & diviser par n = n; et passer a la limite n — oo : et on choisit une sous-suite des codes C; avec k;/n; > Ry > 0. On pose
d;—1 d; —1
/ q(d—1) k g d log,n+1 n — q(di — 1) Sq(l )'
k<n—-n +log,n<n——+4logn=|—<1-— =+ ¢ qg—1 qg—1
a qg—1 q n g—1 n n
Ensuite, d; = d;n; — oo donc
0< Tl; <n;

~lr<1--%
qg—1

puisque

/ Q(dz‘_l) q
n; |: i1 > ( ) 1 >0

et pour voir que n; < n; on remarque que par Théoréme

, laldi = 1) q q—1 1 q
=R < -1 ——< (= (14— 1) ——
& { g—1 < ) -1\ ¢ " +q’“71 g—1

n; q n;
i+ —<n;, (/———0
n,+qki71 P n; (qkiilﬁ )

215 216



puisque

-1 1 ) .
dzgq— <1+k—)’ etq’“ >qR“”1é &
q gt =1 q
Maintenant on répéte le raisonnement du deuxiéme cas. Pour tout n = n; et n’ = nl,
on considére les n — n’ derniers symboles des mots du code. Il existe un sous-ensemble
C' = C(€£) C C formé par les mots avec les mémes n —n' derniers symboles £ € Fy =", et
avec

jilﬁa

M’ := Card (C') > M - ¢" "

Ainsi que C’ n’est pas un sous-espace vectoriel de C, on peut fixer un ¢, € C’, alors
I’ensemble de toutes les différences

Cp = {c’ —cp

c/EC/} = {c: (c1, ++ ycnry 0y 7O)‘ CIGC/} cC,

est un sous-espace vectoriel de C' ayant le méme cardinal que C’. On utilise encore Théo-
réme pour le sous-espace vectoriel C' de C' donc

¥ g1 -1 1
dlﬁnqqk/(_ql )én/'qq .<1+q )>d/.
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6.3 Borne de Gilbert-Varshamov

THEOREME 6.3 (Borne de Gilbert-Varshamov) |l existe un code linéaire de dimension k,
de longueur n sur Fy et d’écart > d dés lors que

d—2
n—k n—1 1) _ _
q >¥O( ; )(q 1) =V,(n—1,d—2).

PREUVE DU THEOREME : Soit C' un code comme décrit ci-dessus. Construisons sa
matrice de correction H. On choisit pour la premiére colonne n’importe quel vecteur de
IFZ*’“ non nul, puis pour la seconde un vecteur non multiple scalaire de la premiére, et ainsi
de suite jusqu’a obtenir j—1 colonnes dont d— 1 sont toujours linéairement indépendantes.
Par combinaison linéaire de d — 2 ou moins de ces j — 1 colonnes, on peut former au plus

g(jzl)(ql)’?%(jl,dz).

=0

colonnes.
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Ceci résulte :

’ ’ 71
Moq" <M < (L8 -1) 41 (6.3)
7 Iy "Nag —
:,n@,D 1< n@ H =1
d'q—n'(qg—1) dg—n'(g—1) q

puisque d’' > d et
d—1
@44ﬂqfl)=dqf{g%qu}MAl)qufqWAl)=q

Pour conclure dans ce cas, on prend de nouveaux log, de (63 :

d—1 d—1
k+n' —n <log,n, Mgn’<u+l.
q—1 q—-1

Il reste a diviser par n = n; et passer a la limite n — oo :

qd—-1)
q

q §+logqn+1
-1

kgn—n’—}—logqngn— 1
q n n

k
+log,n=—<1-
n

Mais dans ce cas § = q;—l,

=R<1--—L s5=0.
q—1
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Comme par combinaison linéaire de d — 2 ou moins de ces j — 1 colonnes, on peut

former au plus
d-2 .

E:(];l)@*17=vﬂjde72)

=0

colonnes, on obtient une condition suffisante pour existence d’une jéme colonne cherchée.
Elle est donnée pour un choix de j —1 < n — 1 colonnes

d—2

Y (nzl)(qfl)iqu(nfl,de)

=0

(on obtient le nombre maximal possible des combinaisons linéaires de d—2 colonnes choisis
parmi n — 1 colonnes). Ainsi, si 'inégalité du théoréme est vérifiée, on peut trouver une
4°M€ colonne linéairement indépendante de toutes d — 2 des j — 1 premiéres colonnes, et

ce jusqu’a obtenir H de rang n — k, ce qui fournit un code de distance > d.
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REMARQUE. La borne de Gilbert-Varshamov reste valable pour tous les codes sous une BORNE DE GILBERT-VARSHAMOV ASYMPTOTIQUE (voir Théoréme B.3).
forme légérement plus faible (voir [vLi|, p. 56, [Ste], p.35, [MW-S], p.34) : Il existe un Rappelons qu’on a défini le rendement maximal
code C C Iy de distance minimale > d et de cardinale M = Card (C) dés lors que
ay(6) == limsupn™* log, Ay(n, d),

n—o0,

45
o

d—1
n .
> Vi =0, Vy(nd =1 =3 (") a1
=0 pour le taux de correction § donné, ot on pose
Pour un tel code on suppose qu’il n’est pas possible de trouver un mot ¢ en dehors de C

de distance > d. Alors Aq(n,d) = max {Card (C)= M| il existe un code C C Fy de distance d = d(C)},
d—1
n i Rappelons la signification géométrique de |'entropie g-aire : H,(§) est la proportion loga-
n < — —1)= — 1) q
¢" SV, d =DM, Vy(n,d—1) . (z) (¢—1) rithmique du volume Vg (n,d) de la boule de Hamming de rayon relatif § :

~
Il
<)

(c’est-a-dire, le rayon de recouvrement est < d — 1). Dans le cas contraire on trouve un

log,(Vy(n.d)

. ., . N . .. H,(0)= 1l si— — 0.
tel mot ¢ et on 1’ ajout au code C' (non-nécessarement linéaire), a partir du code trivial a(9) e n A
comportant un seul mot (on raisonne par récurrence sur M). Ceci dit, il existe un code
du cardinal M pour le nombre
qn q7L
M=|—"—|-12M< ——""—<<M+2.
Lﬂmd—lj Vy(n,d—1) —
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THEOREME 6.4 (BORNE DE GILBERT-VARSHAMOV ASYMPTOTIQUE) Pour tout § dans PREUVE : Soit n; — oo une suite arbitraire. On pose d; = [dn;], et

lintervale 0, (g — 1)/q[ il existe une famille {C;} des [n;, k;, d;],-codes, telle que

. ki . d;
R= llm sup ot 0= llm sup ot Alors on a I’encadrement :
1— 00 1 1— 00 T
et n; — logq Vq(nl — 17dl — 2) > kl 2 n; — longq(nZ — 17d1 — 2) -2
R>1- H,©),

donc k; vérifie I'inégalité du Théoréme :
c’est a dire, qu’on a v
8)>1—Hy(6 — (n; —1
@) 2 ) gk Z (nl . )(Q*1)1=Vq(ni*1,di*2) > gk,
ot Hy(6) est la fonction entropie g-aire définie sur [0, (¢ — 1)/q] par Hq(0) = 0, i=0 t
H,(6) = dlog,(q — 1) — dlog,(6) — (1 — 8)log,(1 —0) pour 0 < < (¢—1)/q.

donc il existe un [n;, k;, d;]q-code C;. Il reste a passer a la limite n; — oo :

log, V,(ni —1,d; —2)  log, Vy(ni —1,[8 - n;] — 2 ;
qu q(’I’L ) — qu q(n [ n] ) _>Hq(5)7 k_ _’R:>RZ 1_Hq(5)

Ny T n;
. r
Rappelons le corollaire 2210 : Lorsque n — oo, — — 4, on a
n

log, Vy(n, ) log, (Vy(n, 1))
H,(5) = i g 1 = li A :
al0) = Jim —— w22 Tog, (Card (F)

223 224



THEOREME 6.5 (BORNE DE BASSALYGO-ELIAS, SANS DEMONSTRATION) Pour tout code
de dimension k, de longueur n et d’écart d sur Fy, et pour tout entier w tel que 1 <w < n
tel que

d— 2w+ quw?/(qg—1)n >0

on a

n—k>log, (Z) +wlog,(¢ — 1) —log, d +log, r

PREUVE : voir [Ste], p.32.

THEOREME 6.6 (BORNE DE BASSALYGO-ELIAS ASYMPTOTIQUE , sans démonstration.
Soit {C;} une famille des [n;, k;, d;)q-codes, on pose

ki d;
R = limsup —, 6 = limsup —,

i—oo T4 i—oo M
alors
Rgaq(é)SRBE,Oﬂ RBEil—Hq - q g
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0.8-
0.6
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0.4
0.2-

O 0204 0608 1 12 14 16 18 2
delta
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6.4 Borne de la géométrie algébrique (sans démonstration)

THEOREME 6.7 (TSFASMAN-ZINK-DRINFELD-VLADUT). Il existe une famille{C;} des [n;, ki, d;]q-

codes provenant des courbes algébriques sur Iy, telle que si l’on pose

ki d;
R =limsup —, 4 = limsup —,

i—oo Tl i—oo Ty

1
1 R>1—-0— ——, c’est a dire,
) =
1
ag(0) > R>Raa=1-6— . 6.4
) = (6.4)
2) Si q est un carré, la borne (6-4) est atteinte
li d; 1
imsup — = .
i—»oop n; \/6_1

REMARQUE 6.8 Si g est un carré, alors la borne inférieure (6.4) est meilleure que la borne
de Gilbert-Varshamov asymptotique (voir le théoréme [6.4, et la représentation graphique
des bornes ci-dessou).

REPRESENTATION GRAPHIQUE DES BORNES : 1) Pour ¢ =49 :
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2) Pour ¢ =25 :

0.8
0.6
0.4

0.2

0 0204 0608 1 12 14 16 18 2
delta
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Cours N°8

Existence des bonnes familles et codes géométriques

Rappel : bonne famille, voir Definition
Une famille {C;} des [n;, ki, d;]q-codes est dite bonne s’il existe et positive les limites

R = lim &,5: lim i
71— 00 77/7/ 71— 00 77/7/

On montrera 'existence des bonnes familles, et méme des familles excellentes :

DEFINITION 6.9 Une bonne famille {C;} des [n;, k;,d;]q-codes est dite excellente s’il existe
.k .d;
R=lim — > 0,6 = lim — €]0,(q — 1)/q|,
1—00 Tj 1—00 Tl;
et
R >1— Hy(9)

ot Hy(6) est la fonction entropie g-aire définie sur [0, (¢ — 1)/q] par Hy(0) =0,
H,(6) = dlog,(qg — 1) — dlog,(6) — (1 — &) log,(1 —0) pour 0 < < (¢—1)/q.
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Pour construire une telle famille on utilise

THEOREME (Borne de Gilbert-Varshamov) Il existe un code linéaire de dimension k,
de longueur n sur Fq et d’écart > d dés lors que

d—2

v a2 =3 (" - ()

i=0

(Rappelons qu’on a montré l'existence d’un tel code en construisant sa matrice de
contréle H € M,,_, »(Fy) avec la propriété que toutes les d — 1 colonnes sont linéairement
indépendantes. La partie gauche de (*) est le nombre total des colonnes, et la partie
droite de (*) est le nombre maximum des combinaisons linéaires de d — 2 colonnes parmi
les colonnes construites par récurrence; ceci dit que (*) permet de choisir les colonnes
d’une matrice H voulue)
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Représentation graphique : fonction d’entropie, ¢ =7

_ dlog(g—1) dlog(d) (1 —0)log(l—9)

H,(0) =
(%) log(q) log(q) log(q)
L — 1
081 0.8,\
067 06
041 041
021 / 02]
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
delta delta
R =H,(9) R=1-H,9)
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Passage a la limite

THEOREME 6.4 (Borne de Gilbert-Varshamov asymptotique) Pour tout ¢ dans U'intervale
10, (g — 1)/q[ il existe une famille {C;} des [n;, ks, d;]4-codes, telle que

R = lim sup &,6 = lim sup ﬁ, et |R=1—Hy9)|
n; n;

1—00 i i—00 i

PREUVE : Soit n; — oo une suite arbitraire. On pose d; = [dn;], et

ki = |:’I’L1' — lqu Vq(nl — 1adz — 2)] —1
Alors on a I’encadrement :

donc k; vérifie I'inégalité du Théoréme :
di—2
i=0

donc il existe un [ng, k;, d;]4-code C;.
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Il reste & passer a la limite n; — oo en utilisant I'encadrement ci-dessus :

n; — k; - log, Vy(ni — 1,d; — 2) < nifk¢f2.

Uz n; g

Rappelons le corollaire 2T : lorsque n — oo, = — 4, on a

log, Vy(ni — 1,d; —2)  log, Vy(ni — 1,00 n;] — 2
lim 20 g (5) = 2 ‘1("”_ ) _ logg Valn n_[ mlz2)

k.
Lo R=1-R<H((0)<1-R=R=1-H,())|
i

log, Vy(n,7)
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alors on obtient le code

associé a P. On voit que C' est un [n, k, d],-code (voir la définition 4] : sic = (lo(P1), - ,lo(Pn))

un mot de code C avec Iy € V* 1y # 0, alors
Card{i € {1,2,--- ,n} | lo(P;) # 0} =n — Card ({P N Hy | Hy hyperplan Iy = 0}

donc

d = min Card {ie{1,2,---,n} | U(P) #0}.

REMARQUE Pratiquement une matrice-génératrice de C' est donnée par les coordonnées

des points Py, --- , P, dans une base de V :sily, -+l € V* les fonctions des coordonnées
(la base duale d’une base de V), alors
L(P) ... ... L(P)
G = - el - (ne pas confondre avec une matrice de controle!)
(P) ... ... L(Pn)
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H,(9),

7 Codes géométriques de Goppa. Systémes affines et
courbes algébriques

sur les corps finis

7.1 Systémes affines et systémes projectifs
7.1.1. Systémes affines.

Soit V' un espace vectoriel sur F,, dimp, V' = k.
DEFINITION 7.1 Un systéme affine
P={P, - ,P}CV
est un sous-ensemble dans V' tel que P n’est pas contenu dans aucun hyperplan H C V.

On pose
d=d(P)=n— m}:}x{Card (PN H) | H hyperplan } > 0

On considére 'application linéaire

Ep:V*=Fl, Ep(l)=((P),...,1(P))
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THROREME 7.2 Soit Systy(n,k,d) Uensemble des systémes affines ci-dessus. Le groupe
GLr, (V) agit sur Systy(n,k,d), et il y a une bijection

@ : Systy(n, k,d)/GLg, (V) = Codes([n, k,d),)
Preuve Pour g € GLg, (V) on pose
gP:{gPh 7gpn}CV

alors
P, € H <= g- P, € g- H un autre hyperplan .

D’autre part,
Ker(Ep) ={l e V* | (I(P1),...,l(P,))} = {0} = Ep est injective

Egp(l) = (g Pr), -, Ug - Po)) = (g°U(PL), -, g"U(P)) B (971)

mais ¢g* est un [Fg-isomorphisme donc les systémes P et g - P donnent le méme code
Im(Ep). L’application réciproque & ¢ :

e 0o HC)={Py,--- P} CV =C* Pi(c) = ¢, i coordonnée de ¢ = (c1,- -+ ,¢,) € C
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7.1.2. Systémes projectifs.

Soit m > 1 un entier. On appelle espace projectif de dimension n sur un corps F
et on note P} ou simplement P™ I’ensemble des classes d’équivalence de (n + 1)-uplets
(o, ++ y&n), ©; € F pour 0 < i < n; sous la relation (zg, -+ ,2n) ~ (XoZo, "+, AnTy)
pour tout A € F*. Une classe d’équivalence x est un point de P".

DEFINITION 7.3 Un systéme projectif

P={P,- P} CP "
est un sous-ensemble dans IP’{;q_l = P(V) tel que P n’est pas contenu dans aucun hyperplan
projectif H C Pg:l.

Soit
PO:{PIOV"7P12}CV

un systéme affine dans V representant P. Tout autre systéme
Py ={MP,--- P} CV
défini un code Cy = Im(Epg) = ¢(P3) équivalent a C' = Im(Ep-) = ¢(P°) :

C = @(P®) = Bpo (V) = {(U(FY), .. 1(P)) | L€ V')
Cr=@(P}) = Epo (V) = {(MUFPY), .., \Ml(Pn)°) | Le V™ )\ € F;}
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7.2 Codes géométriques

On défini les codes géométriques & partir des sous-ensembles de
X=P={P,--- P} CP; " et {P,---,P,} CF}.

Une matrice génératrice du code C' = B(P) est donnée par des coordonnées des points
P;:
a1j

agg .
P =(aij), P;= 7 J=1n
akj

On pose

d=d(C)=d(X)=n— m}z}x{Card (X N H) | H hyperplan } > 0

REMARQUE 7.5 Le nombre Card (XNH) est magjoré par le "degré" de X . Pour une courbe
planaire X = X (F,) C IP’]%Q donnée comme ’ensemble des zéros d’un polynéme homogéne
de degré m, H est une droite qui coupe X en mazximum m points.
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C’est-a-dire, C\x = o(C) pour la bijection linéaire diagonale donnée par la matrice o =
diag{A1, -, A}

THEOREME 7.4 Soit Systq(n, k,d) l’ensemble des systémes projectifs ci-dessus. Le groupe
PGLy, (V) agit sur Syst,(n, k,d), et il y a une bijection

®: Syst,(n, k,d)/PGLg, (V) = {Codes([n, k,d],)}/(mod ~)
ou ~ désigne l’équivalence linéaire diagolale des [n,k,d], codes.

Preuve : en exercice.
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EXEMPLE. CODES DE REED-MULLER D’ORDRE 1. Soit L,,, = Fy[T, -, Tin]ao<1 le Fy-
espace vectoriel de tous les polynémes de degré < 1 de m variables sur IF, (avec le polynoéme
nul), donc dimy, L, = m + 1. On considére un sous ensemble

P={P,--- P} CF}

tel que
Vie L,(Vj=1,--- ,nl(P;)=0=1=0).

DEFINITION 7.6
RM,(1,n,m) =ImEv, Ev:Lpn—TFy, [ ((f(P1), -, f(Pn))
est dit le code de Reed-Muller d’ordre 1.
On vérifie que RM,(1,n,m) est un [n,m + 1,n — g™ 1]-code : tout polynome de degré

<1 de m variables s’annule en < ¢™~! points. Pour ¢ = 2, n = 32, m = 5 on obtient le
code de I'Introduction.
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EXERCICE. 1) Donner une version projective du code : on considére le F,-space vectoriel
L, de tous les polynomes homogenes de degré 1 de m + 1 variables sur F, (avec le
polynome nul), donc dimp, L, =m+ 1. On obtient un

m
-1
n,m+1,n 4 1
q- q
-code pour tout
¢m =1
n=> )
q—1
(voir [Ste], p. 46).
2) Montrer que pour
B qm+1 1
=1

on obtient un code se trouvant sur la borne de Plotkin (voir Théoréme B.1)) de parametres

qm+1 _
ym+1,¢"] .
q—1 a
241
Soient v = (vg,v1, -+ ,Vp—1) = W + €, un mot recu, w = (Wo, w1, -+ ,Wnp—1) € I'(L, g)
un mot de code, e = (eg, €1, + ,en_1) € F7 le mot d’erreur, alors on considére les fractions
suivantes
n—1 v n—1 -
v(z) = —, w(z) =) —— =

On écrira une matrice de contréle G € Mat,,; ,,(F,) du code I'(L, g) : on utilise pour tout

i=0,--+,n— 1 un unique polynéme f;(z) mod g(z) dans Fym[z]/(g) tel que
(W z —~) =1 mod g(z () = — 1 [g(x) —g(%)
A =) = 1mod gle) = fle) o= —— L[S Z00], (r2)

(c’est a dire, f;(x) est I'inverse de (z — ;) mod g(x)).
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Cours N°9

7.3 Codes de Goppa rationnels

Ce sont des codes géométriques qui produisent une bonne famille des codes (dans le
sens de la définition [C3.)

Soit g(z) un polynoéme unitaire irréductible sur Fgm, L = {yo,71, -+ ,n-1} C Fgm
avec g(vy;) # 0 pour tout i =0,1,2,--- ;n— 1.

DEFINITION 7.7 Le code de Goppa rationnel T'(L, g) est

—0 7
(c’est-a-dire, la fraction o droite est de la forme d’une fraction irréductible %(% avec
9(x)la(z).

I'(L,g) = {w (wo, w1, ,Wp—1) C]F" —Omodg(x)} (7.1)

’l

n—1

(z)
(x)

avec g(z)|a(x) = il y a au moins s > ¢ + 1 termes w; non-nuls car (1pI‘( s avoir amener au
dénominateur commun on aura le degré du polynome a(z) < s — 1.

IIDEE CLE : la distance d(I'(L,g)) > t + 1, t := deg(g
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Soit
; 1
x)=>» gz’ j €EFm
; s hy = 9(7;)
alors
) — )
w Z Grtjrry’at = Z wihi Z Grti+1 - (1) 2% = 0 mod g.
Y ket j<to1 ktj<t—1
En effet
2t —
I
k+j=i—1
ceci implique
1 g(z) — g(vi .
filx) = — { @ —90n)) _ —hi > G ()b (7.3)
9(vi) L == ki <t—1

Pour pouvoir travailler avec les polynomes, on fait correspondre (de fagon unique) au mot
v un polynoéme f,(x) modulo g,

n—1 _
Uva(I):Z%fi(x)éwaw x) = Zwlf’ 2) =0 mod g.
=0 =0
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Si v = (vo,v1," -+ ,Up—1) = W+ e, un mot recu, w = (wo, w1, ,wp—1) € I'(L,9q),
e = (eo, €1, ,en—1) € Fyy, alors

folz) =S(2) = z_:elfz(x) = z_:vlfl(m) mod g

puisque Z?:_(]l w; fi(z) = 0 mod g. On obtient maintenant une matrice de controle de la
forme explicite (Z.3) :

n—1 n—1
> wifi(x)=0modg =Y wihi Y grpjer-(11)2" =0modg
i=0 i=0 k+j<t—1
ceci dit, pour tous les k = 0, ,¢t — 1 le coefficient de z* a gauche est nul, donc une

matrice de controle du code T'(L, g) est

hogt higt e hn-1gt
ho(gi—1 + gtv0) hi(gi—1 + gim1) hn—1(gt—1 + Geyn—1)

ho(gr + g0+ + @) hilgr +gemn+-+avi ") hon—1(g1 + g2Yn—1 + -+ + gyl
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THEOREME 7.8 Le code T'(L,g) a :
(a) la dimension k(T'(L,g)) > n — mt,
(b) la distance d(T'(L,g)) > t+ 1, t = deg(g)

Preuve L’assértion (a) est immédiate de la taille de la matrice G vue comme une
Matynt ,(F4)-matrice aprés un choix d’une base de Fym sur F,.

L’assértion (b) est impliquée par 1'unicité de décomposition d'une fraction rationnelle
en éléments simples : pour avoir un élément non-nul

i ¢ a(x) (7.4)

Sz —v bx)

sous la forme d'une fraction irréductible % avec a(x) divisible par un polynome irré-

ductible g(x) de degré ¢, il faut avoir au moins s > t 4+ 1 termes non-nuls car aprés avoir
amener au dénominateur commun on aura le degré du polynome a(z) <s—1.
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On obtient une matrice simplifiée en faisant des transformations élémentaires :

ho h1 e hn—1
hovo him o B 1Y
hovs™ haviTh o haovid

Puis, on utilse comme syndrome la fraction rationnelle

e(zr) = &
2 T =%

=

(le vecteur d’erreurs), représenté comme le polyndme de syndrome mod g

n—1

fel@) = 8(x) = fu(x) = 3 eifilz) mod g.

i=0
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7.3.1. Construction des bonnes familles
Rappelons

DEFINITION B3 Une bonne famille {C;} des [n;, ki, d;]q-codes est dite excellente 57l existe

k; d;
R= lim —,0 = lim ot tels que R > 1— Hy(9)

1—00 T, 1—00 T,

[ng, ki, di]q-codes de Goppa rationnelles :

R = lim &,5: lim ﬁ,
71— 00 77,7/ 71— 00 77,7/
et
R=1-Hy0)

ot Hy(6) est la fonction entropie g-aire définie sur [0, (¢ — 1)/q] par

Hq(0) =0,
H,(6) = olog,(q — 1) — dlog,(6) — (1 — &) log,(1 —0) pour 0 <6 < (¢ —1)/q.

248



PREUVE du Théoréme [ On choisit n; = ¢™, m = m;, d = d; = [0n;], et on précisera

le polynome g(z) = g;(x) € Fym|[z] de degré t = t; a partir de considération suivante :

Soit ¢ = (co,€1,++ ,Cn—1) un mot de code de poids j < d, alors le numérateur de la

fraction ([4) est de degré < j — 1, donc le nombre maximal de ces diviseurs irréductibles
J

-1
de degré t est inférieur ou égal a T} Il nous faut donc exclure de considération un
petit ensemble de polynémes irrédictibles, dont le nombre est majoré par
— /n j—1 d
> (0)a-v |7 < fvona
= 7 t t

puisque le nombre des numérateurs non-nuls de la fraction (I7.4)) est majoré par le nombre
de toutes le combinaisons linéaires non-triviales (sur IF;) de d élements parmi n éléments.
D’autre part on sait que (voir Corollaire 2I0) que

. log, Vy(n,[dn])
lim —4———

n—00 n

:HQ(6)7

et que le nombre total des polynomes irréductibles de degré ¢ sur Fym[z] est donné par le
théoréme [A 17 :

1 , 1
Ny (t) = . Zy(d)q'”t/d = Ngm(t) = gq"“"(l + o(1)) lorsque m — oc.
d|t
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Concernant le rendement de cette famille, on utilise le théoréme T avec n = n,,
m=m;, k=Fk;, d=d; ci-dessus, et t = t; choisis comme dans 1'égalité (ZH), on a

d;
kiznifmitiet—lﬂ5>0.
n

i

Ceci résulte I'inégalité suivante :

| =

i M — Myt;
Ri=—2>———
i Uz

> 1 Hy(8)(1+0(1) = 1~ Hy(8) = R> 1 H,()

S

donc la famille construite est excellente.
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On obtient une condition suffisante pour I'existance d’un polynome voulu g de degré ¢
d 1
TVa(n.d) < 2¢™ (14 0(1)) <= d- Vy(n,d) < ¢™(1+0(1)) (m — o0), (7.5)

que signifie :

t
Hy(%) < % + o(1), lorsque m — oo.

Plus précisement, pour satisfaire les inégalités (LH) et ¢t < d = d;, on prend log, de (ZH) :

log, (d-Vy(n, d)) = log,([dn])+log, (Vy(n, [6n])) < n(Hy(6)+log,(n)) < mi(1+0(1)) (m — o0),

Pour choisir g et ¢ on pose
t= %Hq(é)(l +o(1))] -1 (7.6)
pour satisfaire (IZH), et pour avoir ¢ < d = [dn], il suffit d’avoir
%Hq(é)(l o)) <on—1
que est vraie pour

, Fald)1+ol1)
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7.4 Décodage des codes de Goppa rationnels

On utilse comme syndrome la fraction rationnelle

n—1
i=0 "

€;
T ="

(le vecteur d’erreurs), représenté comme un polynome mod g

n—1
S(z) = Z eifi(z) mod g
i=0
(le polynéme de syndréme). Remarquer que si v = (vg,v1, - ,Un—1) = W+ €, un mot recu,
w = (wo, w1, -+ ,wn—1) € (L, g), e = (ep,e1, -+ ,en—1) € Fyy, alors
n—1 n—1
S(z) = Z e fi(z) = Z v; fi(x) mod g
i=0 i=0

puisque

n—1
Z w; fi(x) = 0.
i=0
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Ensuite, on utilise une version de ’algorithme de Berlekamp-Massey, voir la section .5
Soit I :={i | e; # 0}, et on considére le polynéme locateur d'erreurs

s(z) = [ =),

el

et le polynome évaluateur d’erreurs

U($)=Zei H (=)

i€l jel\{i)
On cherche u(x), s(z) a partir de sa définition comme une solution de la congruence :
u(z) = s(x)S(x)(modg(x)) (7.7)

Pour résoudre la congruence (1) on utilise la division euclidienne et 'identité de Bezout :
on calcule trois suites s, (), t,(z), un(x) avec la propriété

tn(2)g(x) + sn(2)S(2) = un(z)

ot le degré de uy(x) décroit jusqu’a ce que deg(uji1) < t et deg(u;) >t (t = [(degg —
1)/2]) a partir de

0-g(x)+1-S(x)=5(x),1-g(x)+0-S(z) =g(x)
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Cours N°10

Constructions des codes géométriques a partir des courbes
projectives

7.5 Espace projectif P*, variétés algébriques

Soit K un corps et n > 1 un entier. On considére 'espace projectif de dimension n sur
K et on note P ou simplement P™ 'ensemble des classes d’équivalence de (n + 1)-uplets

(107"' 7mn) €Kn+1\(07"' 70)7

sous la relation (xq, -+ ,x,) ~ (Azo,- -, Az, ) pour tout A € K*. Une classe d’équivalence
x, notée (xg: -+ : ) est dit un point de P".

Soit K[T] = K[Ty,- -+ ,T,]. On interpréte les éléments de K[T] comme des fonctions
réguliéres de I'espace affine A"*!, et on interpréte les éléments de

T Ty T,
(TO,TO7 ,T0)7

comme des fonctions rationnelles de P".
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de telle fagon que

(so(@), to(2), uo(@)) = (0,1, 5(x)), (s1(2), ta (), w1 (2)) = (1,0, 9(x)).

Tl est clair que le couple (u(x),s(z)) = (un(z), sn(x)) est un unique couple satisfaisant
(Z0) avec la propriété que le degré de s(z) est inférieur de degré de g(z).

EXERCICE. Ecrire un algorithme pour trouver s(z) et u(x).
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REMARQUE : Soit (xq,- -+ ,z,) € K" et soit F = Fy+ Fy + -+ F,, € K[Tp, -+ , Ty
un polynéme avec des composantes homogénes F; de degré i, alors

F(Azo, -+, Azn) = Fo(wo, - ,xn) + AF1(T0, -+, @p) + - + A" Fn (20, -+, Tn).

11 vient que pour un polynéme homogene F, la condition F(z) = 0 ne dépend que de la
classe z = (zo : -+ 1 zp) € P

DEFINITION 7.10 Une partie X C P" est dite une variété algébrique projective irréductible
s’il existe un idéal premier homogéne P de K [Ty, - ,T,], tel que

X =V(P)={zcP"|VF € P F(z)=0},

c’est a dire, P est un idéal premier engendré par des polynémes homogénes, et X est
l’ensemble des zéros d’un systéme homogéne donné par des générateurs de P.
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Il y a une grande différence entre les fonctions rationnelles des coordonnés affines et
des coordonnés projectives : une fraction

R(T07 e 7T7’1)
f To, -, Ih) = ———7=
( n) S(T07"' 7Tn)
ne définie pas une fonction d’un point z = (zg : - -+ : z,) € P, méme si S(xg, -+ ,z,) # 0,
car sa valeur dépend de choix des coordonnés homogénes de x.
Cependant, pour les polyndmes homogénes R et S de méme degré, tels que S(zg, - - ,z,) #
0, la valeur
R(x(): e 7In)
Tg, e Tpy) = 2
f( 0 ”) S(I07'”7$n)
est bien définie.
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DEFINITION 7.12 (a) Soit U une partie d’une variété projective X. On dit que U est un
voisinage ouvert contenant un point x € X, s’il existe un polynéme homogeéne S(Ty,--- ,T,,) €
KTy, -+ ,T,) tel que U > x, et

U=Xn{t=(to: - :tn) €P™ | S(to,- - ,tn) # 0}.
(b) Une application f : U — K est dite une fonction réguliére au point x s’ils existe
R,S € KTy, - ,T,] des polynomes homogeénes de méme degré tels que S(z) # 0 et

f = R/S dans un voisinage de x; f est réguliére sur une partie Y de X, si elle est
réguliere en tout x de Y.

EXEMPLE. On considére la variéte projective X C P? sur K = C, donné par 1'équation

homogéne irréductible u® = v® — w3. Alors la fonction rationnelle
v u@towtw?) v 4w+ w?
v—w (v—w)(+ow+w?) u?

est réguliére si v # w, méme si u = 0, par exemple en (0:1:j) et en (0:1:52).
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DEFINITION 7.11 Soit X une variété projective. L’idéal de X est l’ensemble
I(X)={F € FlTy,--- ,T,]|F(z) = 0,Vz € X }.

Pour définir le corps des fonctions K (X) d’une variété projective irréductible X on
considere d’abord I’anneau

R(To, -, Ty)
S(T07 e 7T7L)

‘R, S € F[Ty,- - ,T,] polynomes homogénes de méme degré, tels que S & I(X)}.

Ox = {f(Tow" Thn) =

Alors I'idéal

My = {1(To T,) = GRS € Fllh o T R € 1X).8 ¢ 11X))

est un seul idéal maximal de 'anneau Ox, et 'anneau quotient Ox /Mx est un corps, dit
le corps des fractions sur X.
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Soit x un point de X et soient les couples (U, f) dans lesquels f est réguliére sur U
voisinage ouvert de x. On définit la relation d’équivalence suivante :

U, /)~U, Y= f=fseeUNnU’
dont les classes d’équivalences forment un anneau.

DEFINITION 7.13 L’anneau des classes d’équivalences de la relation ci-dessus est appelé
l’anneau local de z, noté O,. Cet anneau est local au sens algébrique d’unique idéal maxi-
mal

m, = { classes d’équivalence de (U, f) avec f(x) = 0}
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DEFINITION 7.14 Un anneau noethérien local O d’idéal mazimal m et de corps résiduel
k(m) = O/m est dit régulier si le k(m)-espace vectoriel m/m? a la méme dimension que
la dimension de I’anneau O.

DEFINITION 7.15 Une variété projective X est dite non-singuliére au point x si O, est un
anneau local régulier, et X est dite singuliére au point x sinon. Une variété X s’appelle
non-singuliére ou lisse si elle est non singuliére en tout point dans toute extension de K.
L’ensemble des points non-singuliers de X est un ouvert non vide de X dense dans X.

DEFINITION 7.16 : On appelle courbe projective lisse toute variété algébrique projective
lisse de dimension 1. La dimension de X est le degré de transcendance de K(X) sur K.
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DEFINITION 7.17
(a) Un point singulier sur une courbe projective plane C sur K est toute solution du
systéme
F=F¢=F,=F,=0

dans une extension de K.
(b) On dit qu’une courbe projective plane C sur K est lisse si le systeme

F=Fy=F,=F,=0

n’a pas de solutions non triviales dans toute extension de K.
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Exemple : courbes planes

Rappelons qu'une courbe projective plane C sur un corps K est définit par une équation
detype F(X :Y :Z)=0,0u F(X :Y : Z) € K[X,Y, Z] est une forme homogeéne des
variables projectives X, Y, Z.

I’équation de la tangente dans les coordonnées affines a la forme

fo(P)(x —a) + fy(P)(y — 8) = 0.
Par la construction,
f(z,y) = F(x,y,1), ou F(X,Y, Z) = 0 'équation homogeéne de la courbe.

Ceci implique : f; = FY, f, = Fy-, et selon le théoréme connu de Fuler (sur les fonctions
homogeénes) on a

XFy +YFy + ZF), = nF ou n est le degré de I
Lorsque P = (a: 3 : 1) se trouve sur la courbe alors
aFY (P) + BF}(P) + Fy(P) = nF,
donc I'équation de la tangente se transforme vers
xFy(P)+yFy (P)+ F,(P)=0<= XFx +YFy, + ZF, = 0.

(c’est la forme projective de la droite tangente).
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7.6 Codes provenants des courbes algébriques

Tous les exemples considérés dans le reste de la section proviennent d'une courbe
algébrique X sur F, muni d’un plongement projectif

p: X — ]P’]{;\;.

On utilise des sous-espaces vectoriels £(D) C Fg(X) de dimension finie (voir la définition
[L2T)) associés & un diviseur D (voir la section [L7). Un diviseur est une combinaison linéaire

finie formelle sur Z
D = Z (]/jpl'

des points P; sur X. Un exemple typique de I'espace L£(D) est donné par les polynomes
de degré < t, qui correspondent aux fonctions rationnelles sur la droite projective X = P!
avec un pole de degré <t en oco; dans ce cas D =t - (c0).

11 existe plusieures bonnes constructions des codes (L-construction, Q-construction,
‘P-construction, voir [Stel], pp.243-248). Dans ce qui suit on donnera seulement quelques
exemples.
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7.6.1. P-construction

Dans ce cas P = X, n = Card (X(F,)), On considére un diviseur D sur une courbe
projective lisse X, c’est a dire, une combinaison linéaire

D=> apP

la somme étant sur tous les points de X, et les ap entiers tous nuls sauf un ensemble fini.
Ensuite, on considére I'espace vectoriel £(D) attaché au diviseur D :

£(D) = {f =0, ou f € K(X)*|div(f) + D > 0},

C’est a dire, que si D = = > apP+ Y ap/ P, avec les ap et les aps tous positifs ou nuls,
L(D) est I'ensemble des éléments non nuls de K(X) ayant des zéros d’ordre au moins ap
aux points P et des poles d’ordre au plus aps aux points P’.
Puis on pose
k =1(D) = dimg, L(D),

ot L(D) C Fy(X) est un sous-espace de dimension finie dans le corps

0 = (S e

des fonctions rationnelles sur X.
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7.6.2. Borne de la géométrie algébrique

On utilise le théoréme de Riemann-Roch (sous une forme faible) :
(D) = deg(D) —g +1,

ol g = g(X) est le genre de X, voir [Ste], p.93 et la définition [£.29.
Ceci impliqie :

k=1(D) > deg(D) — g+ 1, ot a = deg(D) (7.8)
d>n—a,(d:=n—maxy{Card (X N H) | H hyperplan }) ’
donc I'addition directe dans donne
| k+d>n—g+1] (7.9)

la borne de lexistence de la géométrie algébrique, comparer avec la borne de Singleton :
k+d<n+1
Ensuite on divise (T3) par n :

Reo>1-941 (7.10)
n n
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On utilise un plongement canonique

¢p: X — ]P]lF(qD)fl

attaché & un diviseur de degré deg(D) > 2g, ou g = g(X) est le genre de X, voir [Ste],
p-93 et la définition [29

REMARQUE : On peut définir le genre comme le maximum | g(X) = mDax(dch —U(D)+1)],

pris sur tous les diviseurs D sur X. Cette définition simple & été utilisé par Riemann.
11 existe des définitions équivalentes, par exemple, g(X) = [(Kx), ou Kx est le diviseur
d’une différentielle non nulle. Pour les courbes complexes X, g(X) coincide avec le nombre
d'anses de X, vue comme une surface de Riemann compacte.

On pose a = deg D, et on suppose D positif : VP,ap > 0. Alors

d=n— m}z}x{Card (X NH) | H hyperplan }

puisque deg D < maxy{Card (X N H) | H hyperplan } : selon la construction du plon-
gement ¢p ([Ste], p.92) avec N = (D) — 1, il existe un hyperplan H C IF"]lF(qD)_l tel

que D = 4,051(H)7 donc deg D < maxy{Card (X N H) | H hyperplan} (il se peut que les
coordonnées des points d’intersection appartiennent a une extension du corps de base Fy).
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THEOREME 7.18 (IHARA-TSFASMAN-ZINK-DRINFELD-VLADUT, sans démonstration). Soit
g =g(X) est le genre de X, n = Card X (F,)). Alors

(a)
g 1
1 f=> . 7.11
i 2 1y
(b) Si q est un carré, la borne (Z11) est atteinte
g 1
1 f== .
N T -1
COROLLAIRE 7.19 Si q est un carré, alors
li R>1 !
imsupR > 1— —
Vi1
. ) g 1 PR g, 1
En effet, il suffit de substituer lim inf = = dans l'inégalité R+0 > 1— =+ —,
X n  Jq—-1 non
et passer & la limite.
268



Pour ¢ =49 :

1
0.8%
0.6%
04

0.2

O 02 04 06 08 1 12 1.4 16 18 2
delta
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DEFINITION 7.21 Le K-espace vectoriel L(D) attaché a un diviseur D est définit par :
L(D)={f=0, ou f € K(X)*|div(f)+ D > 0}.

C’est a dire, que si D = —> apP+Y ap/P', avec les ap et les apr tous positifs ou nuls,
L(D) est l’ensemble des éléments non nuls de K (X) ayant des zéros d’ordre au moins ap
auz points P et des poles d’ordre au plus ap: auz points P'. On note (D) la dimension

sur K de L(D).

THEOREME 7.22 On a
(D) =0, si degD <0
I(D)<degD+1, sinon.

PREUVE : voir [Ste], p.83.

EXEMPLE. Un exemple typique de espace £(D) est donné par les polynomes de degré
< t, qui correspondent aux fonctions rationnelles sur la droite projective X = P! avec
un pole de degré < ¢ en oo; dans ce cas D = t - (c0). Dans ce cas I'égalité est attente
(D) =degD + 1.
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7.7 Généralités sur les diviseurs

DEFINITION 7.20 Un diviseur sur une courbe projective lisse X est une combinaison li-

néaire
D= E apf)7

la somme étant sur les points de X, et les ap entiers tous nuls sauf un ensemble fini appelé
le support de D. Siles ap sont tous positifs ou nuls, on note D > 0. Si les ap sont de plus
tous non nuls, D est dit positif, noté D > 0. On définit le degré de D : deg(D) = > ap.

Soit x point non singulier de X, et f € O,. On pose v, (f) =nsi f € m? et f € m2+L.
Sih=f/ge K(X), on pose v;(h) = v,(f) — vs(g). Si h € my, alors x est un zéro de h
d’ordre v, (h). Si h™! € my, alors 2 est un pole de h d’ordre v, (h™!). Ensuite, le diviseur
(f) = va(f) - x s’appelle le diviseur diviseur de la fonction f. Les diviseurs de la forme
(f) sont appelés principaux. On définit alors la relation d’équivalence

D~ D' < ilexiste f de K(X)* telle que D — D' = (f)

La classe d’équivalence de D sous cette relation est appelée classe de diviseurs de D. On
dit que D et D’ sont équivalents.
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7.7.1. Différentielles et calcul de /(A)
Soit R un anneau sur un autre anneau O (avec le morphisme de structure ¢ : O — R).

DEFINITION 7.23 Le module de différentielles Qp, o est définit comme un R module muni
d’une application de R-modules d : R — Q(R/O) satisfaisante la condition d(rs) =
rd(s)+sd(r), et qui est universel par rapport a cette condition. Une construction explicite :
posons I =Kerd, § : R®o R — R morphisme de la multiplication, alors Q(R/O) = I/I?,
etdr)=r@l—-1®r.

PROPOSITION 7.24 Soit R/O une extension des corps R = K et k = O. Alors Q(K/k) est
un, espace vectoriel sur K et dfy, ..., df, est une base de Q(K/k) sur K <= K/k(f1,..., fn)
est une extension séparable algébrique des corps.

Preuve : voir [Lal. En particulier, pour une courbe X sur k on pose Qx = Q(k(X)/k) :
alors dimg Qx = 1 car le degré de transcendence de K/k est égale a 1.
Pour un P € X posons Qp = Q(Op/k), alors Qp = Opdt, ou ¢t une uniformisante
locale en P, c’est a dire, mp = (). De plus, dt est en méme temps une base de Qx sur K.
Soit w une forme différentielle réguliére sur U ouvert non vide de X. Les classes de la
relation d’équivalence

Uw)~ U, W)= w=uw sur UNU’

sont appelées formes différentielles rationnelles dont I'ensemble Q(X') est un K (X )-module.
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DEFINITION 7.25 Soit w une forme différentielle rationnelle sur X courbe lisse. Au voi-
sinage de x point de X, w s’écrit w = fdt, avec f = f, une fonction rationnelle et t = t,
un parametre local. On définit le diviseur de w par

(w) = sz(fm) "

La classe de diviseurs d’une forme différentielle rationnelle sur X est appelée classe des
diviseurs canoniques, notée W. Un représentatant de W est appelé diviseur canonique
noté K.

REMARQUE 7.26 : On a L(K) = Q[X] (I’espace des formes différentielles régqulieres sur
X ) par Uisomorphisme de K -espaces vectoriels f — fw

273

THEOREME 7.30 (de Riemann-Roch). Soit D un diviseur sur une courbe projective et
lisse X de genre g et soit Kx la classe canonque de X. Alors

I(D)—Il(Kx —D)=degD —g+1

PREUVE : Voir [Ste], p.91.

PROPOSITION 7.31 (Formule du genre de Pliicker). Soit X une courbe plane projective et
lisse de degré m dans P2. Alors

g=(m—1)(m-2)/2

PREUVE : voir [Ste], p.96.

Les codes de Goppa se basent sur une courbe algébrique lisse et un ensemble de points
rationnels sur cette courbe. Pour construire des codes efficaces, il est utile de choisir des
courbes avec un grand nombre de points rationnels.

THREOREME 7.32 (Borne de Hasse-Weil). Soit Nym (X)) le nombre de points Fgm -rationnels
sur la courbe projective lisse X. Alors

[Ny (X) — g™ — 1] < 2gq™/?
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7.8 Courbes sur les corps finis

DEFINITION 7.27 : Soit K' un sous-corps de K. Un point x = (x¢,- - ,x,) de P% est dit
K'-rationnel si
z; 0= z;/z; € K' pour tout 0 < j<n

DEFINITION 7.28 Soit X une courbe projective lisse sur K et o l’automorphisme de Fro-
benius sur X. Un diviseur D est dit K-rationnel si

o(D)=D

7.9 Théoréme de Riemann-Roch, genre

DEFINITION 7.29 Soit X une courbe projective lisse définie sur K, et Kx la classe ca-
nonique de X (c’est a dire, la classe d’une différentielle non nulle). On appelle genre de
X

REMARQUE : On peut définir aussi le genre comme le maximum | g(X) = rngx(dch —U(D)+1)|,

pris sur tous les diviseurs D sur X. Cette définition simple & été utilisé par Riemann.
11 existe des définitions équivalentes, par exemple, g(X) = [(Kx), ou Kx est le diviseur
d’une différentielle non nulle. Pour les courbes complexes X, g(X) coincide avec le nombre
d'anses de X, vue comme une surface de Riemann compacte.
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Il existe bien d’autres bornes concernant le nombre de points rationnels sur des courbes
particulieres, et le lecteur est renvoyé a [Std], chap.6 pour une connaissance plus appro-

fondie sur celles-ci.
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7.10 Codes géométriques de Goppa : L-construction.

DEFINITION 7.33 : Soit X une courbe projective lisse définie sur F,. Soient z1,--- , 2,
des points de X Fg-rationnels et soit Dy = > ;. Soit enfin D un diwviseur sur X F,-
rationnel tel que les supports de Dy et D soient disjoints. Le code linéaire C = C(Dy, D)
q-aire de longueur n associé au couple (Do, D) est l'image de

FEv: £(D) — ]Fqn

f g (f(ml)z s 7f(xn))

Un tel code est appelé un code géométrique de Goppa.

Pour construire un code de Goppa (non rationnel) sur Iy, nous devons choisir une courbe
lisse X, et deux diviseurs particuliers. En effectuant pour ces éléments des choix judicieux,
nous allons pouvoir construire des codes trés efficaces. Afin de mieux guider notre choix,
nous allons établir quelques relations entre les divers paramétres du code et certaines
grandeurs liées aux objets choisis.
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REMARQUE 7.36 Soit désormais C = C(Dy, D) un code sur une courbe lisse de genre
zéro sur Fg, tel que deg D < n. Alors les paramétres de C' satisfont

k+d>n+1—g

ou encore

R+6>1+(1—g)/n
Or, d’apres la borne de Singleton, on a k+d <n-+1. Donc si g =0, on a
k+d=n+1
et la borne est atteinte.
EXEMPLE : Soit X = P!(F,) la courbe lisse sur F, de genre zéro et les diviseurs D = m -
et Dg tel que SuppDy Z =
Alors £(D) est I'espace des polynémes sur Fy de degré au plus m, et le code de Goppa

généré est de longueur ¢, de dimension m + 1 et d’écart ¢ — m sur F, qui est un code de
Reed-Solomon.
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THEOREME 7.34 Soit X une courbe projective lisse de genre g et xy,--- ,x, des points
de X Fy-rationnels. Alors le code de Goppa C(Dy, D) est de dimension k, de longueur n
et d’écart d satisfaisant

k=1(D)—-1U(D - Dy) = degD —g+1+1(K —D)—1(Dy— D)
d>n—degD
COROLLAIRE 7.35 : SidegD < n, alors
(i) k>degD —g+1etd> n—degD

(i) Si de plus 2g —2 < deg D < n, alors k =degD — g+ 1
(i11) Si {f1,---, fx} est une base de L(D), alors

filey)  fi(az) - fi(an)
G = : : : :
fe(z)  fo(z2) -+ fi(zn)

est une matrice génératrice de C(Dy, D).

Les parameétres ko = deg D — g+ 1 et do = n—deg D sont appelés dimension désignée
et distance désignée du code C'(Dy, D). D’aprés le théoréme plus haut, on a la distance de
C d > dg. et le corollaire ci-dessus nous indique que si n > deg D > 2g — 2, alors k = kc¢.
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EXEMPLE : CODES DE HERMITE. On considére la courbe projective et lisse X C ]P’]%q
X uq—H + vq+1 + wq+1 =0

de genre g(X) = 4 . Elle contient 3(¢ + 1) points sur F,2 avec uvw =0 :

(=1
2

(1,£,0),(0,1,¢), (1,0,¢) € X(Fg2) avec ("' =1,( € Fya,

de plus, il y a (¢ — 2)(g + 1)2 point avec uvw # 0 : dans ce cas on peut supposer u = 1,
vIt1 2 —1, et le nombre de solution de I'équation wi*! = a € F; égal 4 ¢ + 1. Donc

Card (X(Fgp2)) =3(g+ 1)+ (¢ —2)(¢+1)* =¢*+ 1 =¢" + 1+ 29(X)q.

C’est-a-dire, le nombre des points X (F,2) de la courbe X est maximal possible. On pose
3
n=gq

Do ={z1, -, 20}, 2 € X(F2)\Too, (oo =(0,1,1)), Do =m - Zo.
Soit C = C(Dy, D) = L(Dy — D) le code de Goppa correspondant, ¢’est un
[¢},m —g+1,d], — code, avec d > n —m, avec le choix de m : ¢> — ¢ < m < ¢°.

Sig=2, g(X) =1, X est une courbe elliptique, Card (X(F4)) =9 :
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%% % %% %% %0 % % % %% % % %0 % Yo %e %o % % % %0 %0 % Ve Yo %o % % %% % Yo U { 1 }
= a

COURBE de FERMAT sur GF(4) > with(LinearAlgebra):

> restart ; > Y:= Multiply(X, U);

> with(linalg)
g Warning, the assigned name GramSchmidt now has a global binding

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and

unprotected To,0 1 To,1 €

o Yi=| z0+71,10
>  g:=x"2+x+1 mod 2; Ta 0+ T2,1Q
g=x+x+1 > v[1]:=f(0, 1, x[21);
> alias(alpha = RootO0f(g)) ; vy =1+ x93

o > wvl2]:=f(1, x[11, x[2]);
> f:=(x,y,2z)->x"3+y"3+z2"3; vy =1+ 2% + 293
fr=(2,y, 2) = a® +y’ +2°

> h:=(i,j)->x[i-1,j-1]: X:=Matrix(3,2,h);

Zo,0 To,1 > vyv[1]:=subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]1=Y[3,1]1,v[1]) ;
X:i=| 210 711 VU1 :=1+(x2,0+$2,104)3
To,0 T2,1 > wv[2]:= subs(x[0]=Y[1,1],x[1]=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],v[2]) ;

> u:=(i,j)-> alpha~(i-1):U:=Matrix(2,1,u); w0y =1+ (21,0 +3:111a)3 (220 +3:211a)3
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> ¢:=0; c:=0
> if £(0,0,1) mod 2 =0 then c:=c+1; ’
> print (c, [0, 0, 1]) fi; 1, [0, 1, o]
> for i from 0 to 1 do 2, [07 1, 1]
> for j from 0 to 1 do
> if Eval(vv[1],{x[2,0]=i,x[2,1]=j}) mod 2 =0 then c:=c+1; 3,[0,1,1+q]
> print (c,[0, 1, i+j*alphal) fi ;od ;od; 4,1, a, 0]
> for i2 from O to 1 do L
> for j2 from 0 to 1 do 5,1, 1, 0]
> for il from O to 1 do
> for jl from O to 1 do 6, [1, 1+, 0]
> if Eval(vv[2],{x[2,01=i2,x[2,11=§2, x[1,0]=i1,x[1,11=j1}) mod 2 7.1, 0, a]
> =0 then c:=c+1;
> print (c,[1, il+jl*alpha, i2+j2*alphal) 8, [1,0,1]
> fi od; od ;od ;od; 9, [17 0, 1+a]
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Dans cecas q=2,n=¢q> =8 m =2, k=2, d=6, et on obtient un [8,2,6]4-code C
donné par l'espace vectoriel

u
1,
{ v+w>
puisque la fonction
v u@touw+w?) (02 + ow+w?)
vdw  (v+w) (024w Fw?) u?

est finie aux points
{21, 22, 23, 74, T5, 6, 77, 78) }
et appartient & £(22).
EXERCICE. 1) Calculer une matrice génératrice et une mathrice de contréle de C.

EXERCICE. 2) Construire un code analogue pour m = 2.

REMARQUE 7.37 Ainsi, la classe des codes de Goppa peut étre vue comme une généra-
lisation des codes BCH. On peut d’ailleurs étendre la méthode de construction des codes
BCH wvue dans Section [3 pour définir les codes de Goppa (comme dans Théoréme [7.9.
Cette classe posséde plusieurs avantages sur la classe des codes BCH, et notamment celui
de fournir de bons codes de grande longueur.

Nous avons vu déja (Théoéme [Z9), qu'il existe une bonne famille de codes de Goppa
sur F, dont le rendement tend vers la borne de Gilbert-Varshamov.
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Nous avons vu que la théorie des codes correcteurs d’erreurs se doit de relever plusieurs
défis s’opposant parfois. En effet, les paramétres principaux d’un code de dimension donnée
sont sa vitesse de transmission et sa distance relative. Or, afin d’augmenter la vitesse de
transmission, il convient de limiter la longueur du code et donc sa distance relative, ce qui
réduit le nombre d’erreurs que le code est capable de corriger. Ainsi, selon le besoin et les
moyens, on pourra privilégier I'un ou I'autre de ces deux paramétres. D’autre part, nous
avons vu dans la derniére partie de I'étude la classe des codes de Goppa, qui se construisent
& partir d'une courbe projective lisse et de deux diviseurs. Un moyen d’optimiser ces codes
et d’en construire de performants est d’étudier plus en profondeur ces objets (comme
par exemple les courbes elliptiques, modulaires ... ) ainsi que les bornes concernant les
parameétres des codes construits sur ces objets.

8 FExercices de préparation & ’exemen

8.1 Estimation des sommes binomiales.

Pour tout z €]0, 1], soit

o) =3 () = - e

=0
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7.11 Codes géométriques de Goppa : (2-construction.

A un couple (Dg, D) et une courbe lisse X, on peut également associer un autre code
de Goppa. Considérons 'espace de formes différentielles

Q(Dy — D) ={w € QUX)*|(w) + Dy — D > 0} U{0}

c’est A dire 'espace des formes différentielles ayant des zéros de multiplicités appropriées
dans SuppD et des poles au plus simples dans SuppDy. Alors I'application

Res : Q(Dg — D) — Fyn
w — (Resg, (w), -+ ,Resy, (w))

définit un code g-aire linéaire C* = C*(Dy, D) de longueur n. Or, nous avons vu que l'on
pouvait identifier Q(Dy — D) et L(K + Dy — D) par le morphisme

wwfwy = f

oll wy est une forme différentielle rationnelle sur X fixée.

Conclusion
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Montrer que g(z) atteint le minimum en

r r/n

@=D0=0 " -n(-I)

zZ0 =

et le minimum est

gy =17 (5) " (1-5)""

n

8.2 Encadrement de la probabilité du decodage erroné.

Soit p = ps la probabilité des perturbations de symboles au cours de la transmission.
On considére F = {0,1} et 'application £ : ' — F™ du codage de répétition pure.
Calculer la probabilité P du decodage erroné.

(a) Montrer que

n - T
P= Z (l)(lfp)lpn l=(9(p /2) lorsque p — 0

0<i<n/2

(b) Pour tout p < &, encadrer P (voir [vLi], p.24).
(a) Calculer le volume de la boule de Hamming Vg (n,t), t = 1,2, 3.
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8.3 Codes de Golay et empilement de sphéres.

(a) Calculer le volume de la boule de Hamming Vg (n,t), t = 1,2, 3.
(b) Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les codes Gaz et G11 donc on
a un emplilement de sphéres parfait.

8.4 Déscription géométrique des codes de Reed-Solomon

(voir [Pa-Wol, p.139).
Soit Fom = (a), et soit p(z) € Fam[z] pacourt le sous-espace linéaire Py, C Fom [z] avec
d°(p) <k —1 ou p =0. Alors I'ensemble des mots de la forme

(p(1),p(e), -+ ,p(a®"7?))
est un code de Reed-Solomon de longueur n = 2™ — 1, de polynéme
9@) = (@ a)(w—a®) -+ (= a")

avecr =2 —1—k.

Solution. On remarque que 'application

D :p— (p(1),pla),... ,p(a2m72)) eFy
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8.5 Codes de Reed-Muller d’ordre 1.

Soit Ly, = Fg[Th, -+ ,Tm]ae<1 le Fg-space vectoriel de tous les polynomes de degré 1
ou 0 de m variables sur F, (avec le polynéme nul), donc dimg, L,,, = m + 1. On considére
un sous ensemble

P={P, - P} CF"

tel que
VieL,(Vji=1,--- ,nl(P;)=0=1=0).

RM,y(1,n,m) =ImEv, Ev:Ln, —Fy, f ((f(P), , f(Pn))

est dit le code de Reed-Muller d’ordre 1.

Vérifier que RM,(1,n,m) est un [n,m + 1,n — ¢™ ]-code : tout polynome de degré
1 de m variables s’annule en ¢™ ! points.

1) Donner une version projective du code : on considére le Fy-space vectoriel L], de
tous les polynomes homogénes de degré 1 de m + 1 variables sur Fy (avec le polynome
nul), donc dimg, L;,, = m + 1. On obtient un

qul
qg—11],

n,m+1,n—
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est injective puisque Ker(®) = 0 par I'interpolation de Lagrange. On pose C; = Im(®) =
®(Py). Une base convenable de C :

Ci = é(p2)7pl = xi (Z = 07 17 e 7k - 1) LG = (17ai7a2i7 e 704(2”1_2)7:)7

om_g i
done ¢;(x) == > 5, " a2,

Ensuite, on calcule le syndrome du polynéme ¢;(z) :

2m_2 2m_2
ci(at) == Z (T = Z B, avec f = o't
=0 §=0
Puisque 1 <t<r,0<i<k—1l,alors 1 <i+t<r+k—1=2"—2 donc
B
B Lafel) = P =0

Ceci dit, C; C C, puisque tous les mots de C; ont le syndrome nul. Mais
dirn]FW C = dim]pzm Cl =k

donc C = C4.
Montrer un résultat analogue pour un corps fini F arbitraire.
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-code pour tout
qm —1
n >
=1
2) Montrer que pour
qm+1 —1
n=-——
qg—1
on obtient un code se trouvant sur la borne de Plotkin (voir Théoréme B.1]) de paramétres
m+1 _ 1
q47 m+ 17 q7n
q—1 a

3) Code correcteur de Reed-Muller d’ordre 1 et de longueur 32. Trouver une matrice
de contréle du code donné par toutes les combinaisons linéaires mod 2 des lignes A; de
la matrice

coroor

y Ly by by

)y by

IRt ]

_e=OoO oo

1,1,1,1,1,1,1
1,1,1,1,1,1,1
0,0,0,0,0,0,0
,0,0,0,0,1,1,1,
0,0,1,1,0,0,1
0,1,0,1,0,1,0

y Ly Uy Ly

FSou= (a1, @9, a3, g, @5, ) B (1) := Ay +Agaa+ Azas+Asau+Asas+Asag € F3?
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8.6 Exemples de decodage des codes cycliques.

Soit o un élément primitif de Fqg racine du polynome z* + z + 1 sur Fy, m(® (z) le
polynome minimale unitaire de o. Alors

m(z) = m® (z) = m® (z) = m® (@) =a* 4o +1
m®(z) =m®(z) =mID(2) =a* + 2 + 22 + 2+ 1
Ainsi, un code de polynéme générateur
g(z) = mM(@)m® (z) =1+ 2* + 20 4+ 27 4 28

est un code cyclique dont les paramétres sont d = 5,¢ = 2,n = 15. Sa dimension est k =7
et un polynéme de correction est

h(z) = (@' = 1)/g(x) =1 + 2" +2° + 27

On construit une matrice génératrice G dont la jeme ligne est le vecteur 2'~1g(x), 1 <
1<k
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Soit 1 = a™, Ny = a®? les locateurs des erreurs, alors

Si=m+n2, Sz=mn}+n3,

Montrer que
Ss = S% + Sim + Sini,

donc
14 Syt + (82 + 5357 Hnr2 = 0.

1+ St + (52 4 S35 )y 2 = 0.

(d) Montrer que s’il y a deux erreurs, 17{1 et 1751 sont des racines différentes du
polynome

s(X) =14 81X + (57 + S357 1) X2

Sl n’y a qu'une seul erreur, S; =1y, S3 =7 donc S} + 53 =0, et on a
s(X) =1+ 8.X.

S’il n’y a pas d’erreurs, S; = S3 = 0, et on a regu message correct w. Si S; # 0 et
S$ 4+ S5 = 0, le polyndme s(X) a une seule racine dans Fig. Si

s(X) =14 81X + (52 + S357 1) X2
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a) Montrer que
(a) q

10001011 100O0O0O0TO0
0601000101 11O00O0O00O0
060010001011 10O0°O0°0
G=|100010O0O0T1O0T1T11000
06000010O0OO0OI1TO01T1TT1TO00
0000O01O0O0OO0OT1TO0OT1IT1T10
0000O0O0O1O0O0OO0OI1O0T1T11

(b) Montrer que la distance du code est 5 donc ce code corrige deux erreurs.
(c) On consideére les composantes

14 14
Sl = E vio/, 53 = E via?’z.
i=0 i=0

du syndrome S(v) = Hv'. Alors v € C si et seulement si S(v) = Hv' = 0. Supposons
que le vecteur requ v = (vp, ...v14) contient au plus deux erreurs. Par exemple e(X) =
XM 4 X% ou0<ay, ag <14, a1 # ag. Alors

S1=a™ +a%, S3=a3" + 3%,
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n’a pas de racines dans g, le vecteur d’erreurs e(X) a plus que deux composantes non
nuls, et il n’est pas possible de corriger les erreurs a 1'aide de ce code.
(e) Soit par exemple le mot requ a la forme

v = (100111000000000).

Montrer que a; = 8 et as = 14. Corriger le mot v.

Solution. On a S(v) = (S1(v), S3(v)) est donné par
Si=1+a°+a*+a°=a%+a’,
Ss=14a’+a2+a'®=1+0a>

(rappelons que

at=1+ag,0®=a+c%ab=a?+a a"=1+a+a%a®=1+a?

o :a+a3,a10 = 1+a+a2,a11 :a+a2+a3,au = 1—}—a—i—oz2—i-a37

a®=1+a?+a%a =1+a?a'® =1).

Le polynome s(X) a la forme suivante :

S(X)=1+51X+ (57 + S35 X% =
1+ @+ X +(1+a+a?+a®+ (1+a?)(a?+ o) X2
=14+ (@ +a)X+ (1 +a+a®)X2
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On trouve les racines de ce polynéme : X = aet X = a”. Alorss n; > = a et ;' = a7,

c’est a diren; = o', 75 = o®. On connait alors les erreurs : elles sont dans les positions
correspondantes aux X8 et X4, c’est a direla 9° et la 15° composantes de v. Alors le mot
transmis était

w = (100111001000001).

On décode ce mot par la division du polyndéme correspondant par le polyndéme générateur
g(X). On obtient le polynéme 1+ X3 + X5 + X© et le reste nul. Alors le message initial
était

(1001011)

8.7 Codes de Reed-Solomon

Soit Fys6 = (), g = g(x —atl), a® =a"+a? +a+1. Alors n = 255,k = 223 (un

code de Reed-Solomon utilsé par NASA). Montrer que d = 33.
8.8 Deécodage des codes de Goppa rationnels.

Soit. g(x) un polynéme unitaire irréductible sur Fgm, L = {70,791, -+ ; Yn—1} C Fgm
avec g(y;) # 0 pour tout i =1,2,--- ,n — 1.
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(le polyndome de syndrome).
(a) Montrer que si v = (vg, v1,- -+ ,Up—1) = w+e, un mot recu, w = (W, Wy, ,Wp_1) €
F(L7 g)v €= (607617 e 7en—1) € FZ alors

n—1 n—1
S(z) = eifi(x) =D vifi(x) mod g
i=0 i=0
puisque
n—1
Z e fi(r) =0
i=0

(le vecteur d’erreurs).
(b) Soit I :={i | e; # 0}, et on considére le polynéme locateur d’erreurs

s(z) = [[(@ =),
iel
et le polynéme évaluateur d’erreurs

a@)=Y e JI =)

iel  jel\{i}
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Le code de Goppa rationnel I'(L, g) est

F(L7g) = {(607617“’ 1CTL71) C ]FZ - ’y
-

n—1
Z G : Omodg(x)}
i=0

(c’est-a-dire, la fraction a droite est de la forme d'une fraction irréductible a2) avec

b(x)
g(@)la(z).
alors on considére les fractions suivantes

n—1

n—1 n—1 d
v; w; e;
U(m)zzx: - w(m)zz d e(m)zzx: -
0 Vi =0 ; Vi

?
=" .

On utilse comme syndrome la fraction rationnelle

n—1
>
=0

T =%
(le vecteur d’erreurs), représenté comme un polyndéme mod g

n—1

S(z) = Z eifi(z) mod g

=0
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Montrer que u(x), s(x) satisfont la congruence :
u(z) = s(z)S(x)(modg(z)) (8.1)

(d) Une wersion de 1’algorithme de Berlekamp-Massey. Pour résoudre la congruence
(BT)) on utilise la division euclidienne et I'identité de Bezout : on calcule trois suites
$n(2),tn (), uy(x) avec la propriété

tn(2)g(x) + 50 (2)S(2) = un(z)

ot le degré de u,(z) décroit jusqu’a ce que deg(ujt1) < ¢t et deg(u;) >t (t = [(degyg —
1)/2]), a partir de

0-g(x)+1-S(x)=S(x),1-g(x)+0-S(z) =g(x)
de telle fagon que

(s0(x), to(2), uo(x)) = (0,1, 5(x)), (s1(2), t2 (), ua (2)) = (1,0, 9(z)).

Décrire un algorithme pour trouver s(z) et u(x).

8.9 Codes de Hermite.

On considére la courbe projective et lisse X C IP’]%-Q

X a0t 4t 4t =
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de genre g(X) = w

. Elle contient 3(¢ + 1) points sur F,2 avec uvw =0 :

(1,6,0),(0,1,¢),(1,0,) € X(Fg2) avec (T =1, € Fpa,

de plus, il y a (¢ — 2)(g + 1)2 point avec uvw # 0 : dans ce cas on peut supposer u = 1,
vIt1 2 —1, et le nombre de solution de I'équation wi*! = a € F; égale a ¢ + 1. Donc

Card (X (Fp2)) =3(qg+ 1)+ (¢ —2)(¢+1)* =¢* + 1 = ¢* + 1 + 29(X)q.

(a) Montrer que le nombre des points X (Fg2) de la courbe X est maximal possible.
On pose n = ¢*

Do = {1, ,2n}, 2 € X(F2)\Too, (oo =(0,1,1)), Do =m " Ts.
Soit C = C(Dy, D) = L(Dy — D) le code de Goppa correspondant, ¢’est un
[q3,m—g+1,d]q— code , avec d > n —m, avec le choix de m : ¢ — ¢ < m < ¢°.

Sig=2, g(X) =1, X est une courbe elliptique, Card (X(F4)) =9
(b) Dans ce cas ¢ =2, n = ¢> =8, m =2, k=2, d = 6, et on obtient un [8,2, 6]4-code

C donné par l'espace vectoriel
U

(1 )

v+ w
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8.10 Exemen du 13 janvier 2003, 10h-13h, Salle 014

1. a) Soient F' un ensemble fini de cardinal ¢, d(x,y) la distance de Hamming sur F™, et
By(z,r)={y € F" | d(z,y) <r} C F".

Trouver Vy(n,r) = Card (Bgy(z,r)).
b) Encadrer V5(3n,n).

2. Soit p = p, la probabilité des perturbations de symboles au cours de la transmission
sur un canal bruité. On considére F = {0,1} et I'application E : F2 — F2" du codage de
répitition pure.

(a) Calculer la probabilité P du decodage erroné.

(b) Pour tout p < 135, encadrer P

3. (a) Est-ce-que la borne de Singleton est atteinte pour les codes de Golay Gaz et G117
(b) Méme question pour la borne de Plotkin.
(¢) Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les codes Gag et Gi;.

4. Soit F, un corps fini de ¢ > 3 éléménts, k, d deux nombres entiers.

(a) Montrer que pour tout couple (k,d) avec k + d = ¢ il existe un code C de type
lg—1,k,d,.

(b) Pour quelles valeurs k,d un tel code C soit parfait ?
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puisque la fonction

v u@tow+w?) (024 ow+w?)
vdw  (v+w) (024w +w?) u?

est finie aux points
{w1, 29, 23, 04, 75, 26, 27, 08) }

et appartient & £(2x+). Calculer une matrice génératrice et une mathrice de controle de
C.

(¢) Construire un code analogue pour m = 3.
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(c) Pour ¢ =8, k =5, d = 3, construire une matrice de controle de C.

5. On considere le Fy-space vectoriel V;,, de tous les polynomes homogénes de degré 1 de
m + 1 variables sur ' (avec le polynome nul), donc dimg, Vi, = m 4+ 1 et soit

P={P, -, P} CF"\{0}

un sous-ensemble tel que 'espace vectoriel engendré par les {P,---, P,} coincide avec
F;"*l, et les points P; ne sont pas proportionnels.
qm -1 qm -1
a) Montrer qu’obtient un |n,m + 1,n — 1 -code pour tout n > T
q— q q—
b) Montrer que pour
qm+1 —1
n=-———
q—1

un tel code atteinte la borne de Plotkin.

6. CODE CORRECTEUR DE REED-MULLER D’ORDRE 1 ET DE LONGUEUR 32.
Décrire une matrice de controle du code donné par toutes les combinaisons linéaires
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mod 2 des lignes A; de la matrice
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(a) Pour tout couple (k,d) avec k + d = ¢ construire un code C de type [¢ — 1, k,d],.
(b) Pour ¢ =4, k =2, d = 2, construire une matrice de controle de C.

4. ConEs DE REED-MULLER D’ORDRE 1. Soit L,, = F,[T1,---,T,]ao<1 le Fy-space
vectoriel de tous les polynomes de degré < 1 de m variables sur F, (avec le polynoéme
nul).

(a) Montrer que dimg, L,, = m + 1.

(b) On considére un sous ensemble du cardinal n

P={P,--- P} CF}

tel que
Vie L,(Vj=1,--- ,nl(P;)=0=1=0).

Le code
R]\/[q(lanam) = IH]E’U, Ev: Lm - FZ: f = ((f(Pl)v e 7f(Pn))

est dit le code de Reed-Muller d’ordre 1.
Montrer que RM,(1,n,m) est un [n,m + 1,n — ¢™ -code.
¢) Pour quelles valeures de n un tel code atteinte la borne de Plotkin ?
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8.11 Exemen du 17 décembre 2003, 16h30-18h30, Salle 014

1. (a) Trouver une matrice génératrice et une matrice de contréle du code cyclique
C = (g9) CFaf2)/(=" — 1)

de longeuer 15, ot g = z* + 2 + 1 est un polynéme sur [Fy.
(b) Trouver la distance d du code C, et ca capacité de correction.
(c) Le code C est-il pafait ?
(d) On suppose qu’au plus une erreur s’est produit au cours de la transmission. Décoder
le message
v = (101101000111001),

trouver le message émis et le mot d’information.

2. a) Soient F' un ensemble fini de cardinal ¢, d(z,y) la distance de Hamming sur F", et
By(z,r) ={y € F" [ d(z,y) <r} C F".

Encadrer Vy(n,r) = Card (By(z,r)).
b) Calculer V3(11,2).

3. Soit Fy un corps fini de ¢ > 3 éléménts, k, d deux nombres entiers.
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8.12 Contréle continu du jeudi 2 décembre 2004, 8h00—10h00,
AMPHI

1. a) Soient F' un ensemble fini de cardinal ¢, d(x,y) la distance de Hamming sur F", et
By(z,r) ={y € F" | d(z,y) <7} C F".

Trouver V,(n,r) = Card (By(x,T)).
b) Encadrer V5(3n,n) a I'aide de la fonction d’entropie Hs(z), ott Hy(6) est la fonction
d’entropie g-aire : pour § € [0, %]

B __Olog(g—1) dlog(6) (1 —9)log(l—0)
HO=00O =00 " Tl log@

2. (a) Est-ce-que la borne de Singleton est atteinte pour les codes de Golay Gas et G117
(b) Montrer que la borne de Hamming (d’empilement de sphéres) est atteinte pour les
codes Gogz et Gq1.
(¢) Méme question pour les codes de Hamming

3. Soit Fy un corps fini de ¢ > 3 éléménts, k, d deux nombres entiers.
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(a) Montrer que pour tout couple (k,d) avec k + d = ¢ il existe un code C de type
[q - 17 kv d]‘l'

(b) Pour quelles valeurs k,d un tel code C' soit parfait ?

(c) Pour ¢ =8, k =5, d = 3, construire une matrice de controle de C.
4. Soit C5 le code de Hamming binaire de longueur 7 et de dimension 4. Alors sa matrice
de correction est

(a) Pour le message re¢u y = (1101101) trouver le syndrome S(y),
(b) trouver la position d’une erreur éventuelle d'une transmission avec Cs,
(c) trouver le polynéme énumérateur des poids A(z) du code Cs

A Annexe : Rappels sur les corps finis

Cette partie est une somme d’éléments d’algébre utiles dans la compréhension de la
théorie des codes correcteurs d’erreurs, sans faire partie a proprement parler de la théorie
en elle-méme qui est le sujet de I’étude. C’est pourquoi rien de ce qui suit n’est démontré.
Pour un plus large développement sur les corps finis et les démonstrations de ce qui
est affirmé ci-dessous, le lecteur est renvoyé aux textes d’E.Peyre [Pey|, ainsi que Lidl-
Niederreiter, [Li-Nil.
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A.2 Polynémes sur les corps finis

THEOREME A.4 : Soit p premier et q une puissance de p. Pour tout entier d strictement
positif, il existe un polyndéme P irréductible de degré d sur F, et Fqa est isomorphe a
Fy[T1/(P).

REMARQUE A.5 Sion a un tel polynome unitaire et r une racine de P dans Fy, la famille
{1,7,--- ,7%=1} est une base du FP-espace vectoriel F,.

THEOREME A.6 : Soit P un polynome irréductible sur F, et r une racine de P dans une
extension de Fy. Alors, pour tout polynéme Q surFy, Q(r) =0 si et seulement si Q divise

P.

LeEMME A.7 Soit P un polynéme irréductible sur Fy de degré m. Alors P divise P —
si et seulement si m divise n.

THEOREME A.8 : Soit P un polynéme irréductible sur F, de degré m. Alors P posséde
une racine v dans Fgm . De plus, toutes les racines de P sont simples et sont données par

m—1 L.
r, vl rd  éléments distincts de Fgm.

COROLLAIRE A.9 : Le corps de décomposition d’un polynéme P de degré m irréductible
sur Fy est Fym.
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A1l Structure

PROPOSITION-DEFINITION A.1 : Soit A un anneau commutatif de caractéristique p un
nombre premier. L’application

Frp:z—aP,zcA

est un morphisme d’anneau appelé morphisme de Frobenius. Plus généralement, si A est
un anneau, commutatif de caractéristique p premier et si q est une puissance de p, on note
Fry:z— 2%

THEOREME A.2 : Soit K un corps fini. Alors K est de caractéristique p premier, K est de
cardinal ¢ = p®, avec d = [K : F,]. Inversement, si p est premier, d est un entier, il existe
a isomorphisme prés un unique corps a ¢ = p® éléments, qui est le corps de décomposition
de X1— X surF,. On note ce corps F,. De plus, on a l’existence de deux isomorphismes :
un de (Fy,+) sur ((Z/pZ)*,+) et un du groupe multiplicatif ¥} sur Z/(q—1)Z (F} est un
groupe cyclique d’ordre ¢ — 1).

THEOREME A.3 : Soit g = p™. Tout sous-corps de Fy est d’ordre p™, oim est un diviseur
de n.
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DEFINITION A.10 Soit P un polynéme sur Fy tel que P(0) # 0. L’ordre de P est le plus
petit entier positif e tel que P divise ¢ — 1. Si P(0)—0, alors il existe Q sur Fy, non nul
en 0 et h un entier positif tels que P = z"Q, et dans ce cas, ord(P) = ord(Q).

REMARQUE A.11 Si P est irréductible de degré m sur Fy, alors l'ordre de P divise ¢™ —1.

THEOREME A.12 Le nombre de polynomes irréductibles unitaires sur Fy de degré m et
d’ordre e est
Nq,m,e = 4,0(6)/m sie> 1.

ot p(e) est indicateur d’Euler de e.

REMARQUE A.13 : Le degré de P irréductible sur Fy d’ordre e est I’ordre multiplicatif de
q modulo e.
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DEFINITION A.14 Un polynéome P de degré m sur F, est dit primitif sur F, s’ est le
polynome minimal sur Fy d’un élément primitif de Fym .

THEOREME A.15 P est primitif sur Fq si et seulement si P est unitaire, non nul en 0 et
d’ordre ¢"™ — 1.

DEFINITION A.16 On appelle fonction de Moebius la fonction définie sur N par :

1 ,sin=1
pn) =4 (=1)* ,sin estle produit de k nombres premiers distincts,
0 , 81 m est divisible par le carré d’un nombre premier.

THEOREME A.17 Le nombre de polyndmes irréductibles unitaires de degré n sur Fy est

Now) = 3" /) = 3 pld)q/?

d|n d|n

La somme se faisant sur tous les diviseurs positifs de n.
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THEOREME A.18 Soit o un élément de Fym, une extension de Fq. Soit d le degré de §
sur Fy et P le polynome minimal de o sur F,. Alors,

(i) P est irréductible sur Fy et son degré d divise m.

(ii) Q polynome sur Fy est tel que Q(a) = 0 si et seulement si P divise Q.

(11i1) Q polynome irréductible unitaire sur Fy et tel que Q(a) =0 est tel que P = Q).

(iv) P divise A

(v) Les racines de P sont a,a?,--- 704‘1(171 et P est le polynome minimal sur Fy de
toutes ces racines.

(vi) Si P(a) = 0, alors Uordre de P est égal a celui de a dans le groupe multiplicatif
Fom.

(vii) P est un polynéme primitif sur F, si et seulement si a est d’ordre ¢¢ — 1 dans

Fom.
THEOREME A.19 (CRITERE D'IRREDUCTIBILITE) Soit P un polynéme de degré d sur F,.
Alors P est irréductible si et seulement si le rang de Fry — 1 est égal a d — 1.
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