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RésuméL'obje
tif du présent 
ours n'est pas de proposer un exposé exhaustif de la théoriedes 
odes 
orre
teurs d'erreurs. Tout d'abord par
e que la tâ
he est bien trop 
om-plexe, ensuite 
ar la jeunesse de la théorie et son important développement a
tuel larendent en perpétuel mouvement. Le but est i
i d'introduire les 
on
epts, prin
ipeset méthodes de base de l'étude des 
odes 
orre
teurs d'erreurs, ainsi que de faireentrevoir 
ertaines pistes permettant l'élaboration de 
odes performants.La théorie des 
odes 
orre
teurs d'erreurs se base pour l'essentiel sur l'étude des
orps �nis, 
ertains rappels 
on
ernant 
es derniers sont donnés dans Annexe A.On donnera les dé�nitions des prin
ipaux objets et grandeurs liés aux 
odes
orre
teurs d'erreurs. Les parties suivantes présenteront des 
lasses de 
odes parti-
ulières, leurs propriétés et des pro
édures de dé
odage.Ce 
ours introduit les outils utilisés pour assurer la transmission d'informations
orre
tes sur des supports introduisant des erreurs. Les fondements mathématiquespermettant la 
onstru
tion de 
odes ave
 un rendement garanti sont présentés, enparti
ulier les 
odes 
y
liques et les 
odes géométriques de Goppa. Les appli
ationsdans l'industrie 
on
ernent le disque 
ompa
t, le Minitel, la transmission d'imagespar satellite, sont mentionnées.
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Cours N
◦1(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish /5

4.pdf).Introdu
tionCe 
ours introduit les outils utilisés pour assurer la transmission d'informations 
or-re
tes sur des supports introduisant des erreurs. Dans une première partie, les fondementsmathématiques permettant la 
onstru
tion de 
odes ave
 un rendement garanti sont pré-sentés, en parti
ulier les 
odes 
y
liques. Dans les appli
ations pratiques, notamment eninformatique et télé
ommuni
ations, des variantes de 
es 
odes sont utilisées.Les appli
ations des 
odes 
orre
teurs d'erreurs dans l'industrie 
on
ernent le disque
ompa
t, le Minitel, la transmission d'images par satellite, . . . (voir Chapitre XV de[Pa-Wo℄).

7

Bases mathématiques :1. Transmission d'information, 
odage et de
odage optimal sur un 
anal bruité. Codes derépétition pure.2. Distan
e de Hamming, rendement et vitesse de transmission, distan
e relative, bornede Hamming. Codes de Hamming.3. Codes linéaires et 
odes 
y
liques. Matri
e génératri
e et 
al
ul du syndrome d'erreur.4. Polyn�mes lo
ateurs d'erreurs. Appli
ation au dé
odage.5. Codes de Reed-Solomon et 
odes BCH. Codage et dé
odage.6. Bornes de Plotkin et de Gilbert-Varshamov.7. Codes géométriques de Goppa et 
ourbes algebriques sur les 
orps �nis.
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A l'ère de l'information, un dé� important à relever est 
elui de faire voyager 
elle-
idans de bonnes 
onditions, 
'est à dire de faire en sorte que le transport de l'informationn'en altère pas le 
ontenu. Au
un 
anal de transmission n'étant parfait, il va don
 falloir�protéger� l'information pour qu'elle demeure exploitable. Les outils pour y parvenir sontles 
odes 
orre
teurs d'erreurs, théorie ré
ente de par la modernité de ses motivations.Pour montrer de quoi il s'agit on 
ommen
e par un exemple de réalisation e�e
tived'une pro
edure de 
odage 
orre
teur d'erreur, voir [Pa-Wo℄, Chapitre X. Le 19.01.1972 lasonde spatiale "MARINER-9" transmettait une photo du "Grand 
anyon" de la planèteMars. La très grande qualité de 
ette photo avait été obtenue en protégeant la transmission
ontre les erreurs énentuelles au moyen du "Code 
orre
teur de Reed-Muller d'ordre 1 etde longueur 32".

9

On "dis
rétise" le problème : la photo est dé
oupée en petits re
tangles 
ha
un d'entreeux étant assimilé à un point muni d'un "niveau d'énergie". Il existe en tout 64 niveauxd'énergie, on a don
 besoin de 64 messages à transmettre, 
ha
un représenté par unesu

ession de 6 "bits" (symboles 0 et 1). Pour pouvoir 
orriger les erreurs de transmissionon represente 
haque message u de 6 bits par une suite plus longe E(u) de 32 bits :

u = (α1, α2, α3, α4, α5, α6) 7→ E(u), F6
2 → F

32
2 ,

10

obtenue des 
ombinaisons linéaires mod 2 des lignes Ai de la matri
e

α1

α2

α3

α4

α5

α6











1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1
0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1











(∗)

F
6
2 ∋ u = (α1, α2, α3, α4, α5, α6)

E7→E(u) := A1α1+A2α2+A3α3+A4α4+A5α5+A6α6 ∈ F
32
2On obtient une appli
ation

E : F
6
2 → F

32
2 ,et on transmit le message E(u). Cette transmission a la redondan
e = 32 − 6=26, le
oe�
ient de redondan
e= 32/6.
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Pour dé
rire les mots du 
ode C = Im(E), on indexe les 
olonnes A(j) de la matri
e(*) par les points x = (x1, x2, x3, x5) de l'espa
e a�ne F
5
2 (il'y en a 32) :

j = 1↔ (0, 0, 0, 0, 0), j = 2↔ (0, 0, 0, 0, 1), . . . , j = 32↔ (1, 1, 1, 1, 1)(on 
onsidère l'é
riture binaire du nombre j − 1) :

j − 1 = x5 + 2x4 + 4x3 + 8x2 + 16x1, xi = 0 ou 1,alors
j ∈ {1, 2, · · · , 32} ←→ (x1, x2, x3, x4, x5) mod 2 ∈ F

5
2.Ensuite, on 
onsidère 
haque ligne Ai de la matri
e (*) 
omme la fon
tion indi
atri
e d'unepartie de F

5
2 :

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ↔ {(∗, ∗, ∗, ∗, ∗) ∈ F
5
2} = F

5
2(l'espa
e F

5
2 tout entier) ,

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ↔ {(1, ∗, ∗, ∗, ∗) ∈ F
5
2}(l'hyperplan {x1 = 1}, 
ar la partie 
orrespondant de F

5
2 
ommen
e par le numero j =

17↔ (1, 0, 0, 0, 0). Puis

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ↔ {(∗, 1, ∗, ∗, ∗) ∈ F
5
2}12



(l'hyperplan {x2 = 1}, les deux mor
eaux de la partie 
orrespondant de F5
2 
ommen
entpar le numero j = 9↔ (0, 1, 0, 0, 0) et le numero j = 25↔ (1, 1, 0, 0, 0)) et
.On véri�e que les parties de F

5
2 obtenues de toutes les 
ombinaisons linéaires de Asont : l'espa
e F

5
2 tout entier, ∅, tous les hyperplans a�nes linéaires

f(x1, x2, x3, x4, x5) = 1 de l'espa
e a�ne F
5
2(d◦(f) = 1).En e�et la première ligne A1 représente la fon
tion 
onstante f : F5

2 → F2 :

A1 ←→ f ≡ 1, f : F
5
2 → F2,la ligne A2 représente la fon
tion f(x1, x2, x3, x5) = x1

A2 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x1 "le premier 
hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2,

A3 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x2 "le se
ond 
hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2,

A4 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x3 "le troisième 
hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2,

A5 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x4 "le quatrième 
hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2,

A6 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x5 "le dernier 
hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2.Ce
i implique que la 
ombinaison linéaire représant la fon
tion

α1A1+α2A2+α3A3+α4A4+α5A5+α6A6 ←→ f = α1+α2x1+α3x2+α4x3+α5x4+α6x5.13

(la fon
tion indi
atri
e de la partie

f(x1, x2, x3, x4, x5) = 1 de l'espa
e a�ne F
5
2).On sait que l'interse
tion de deux hyperplans di�érents dans F
5
2 
ontient au plus 8 élé-ments, don
 les mots du 
ode sont bien e
artés : pour obtenir un mot à partir d'un autre,il faut 
hanger au moins 16 symboles (soit 16 soit tous les 32). C'est-à-dire, que le 
ode
orrige jusqu'à 7 erreurs de transmission : dans 
e 
as le résultat c′1 de la transmissiond'un mot c1 ne peut pas être obtenu d'un autre mot c2 (sinon on pourrait obtenir c2 àpartir de c1 en 
hangeant ≤ 14 position.Dé
odage d'un mot reçu y ∈ F

32
2 vu 
omme une fon
tion y = y(x1, x2, x3, x4, x5) sur

F
5
2 : si y était un mot de 
ode, on pourrait le 
her
her sous la forme suivante :

ỹ(x1, x2, x3, x4, x5) = α1 + α2x1 + α3x2 + α4x3 + α5x4 + α6x5, (0.1)alors







α1 = f(0, 0, 0, 0, 0) = y1,
α1 + α2 = f(1, 0, 0, 0, 0) = y17,
α1 + α3 = f(0, 1, 0, 0, 0) = y9,
α1 + α4 = f(0, 0, 1, 0, 0) = y5,
α1 + α5 = f(0, 0, 0, 1, 0) = y3,
α1 + α6 = f(0, 0, 0, 0, 1) = y2.14

Dans 
e 
as on véri�e si le mot de 
ode ỹ(x1, x2, x3, x4, x5) 
oïn
ide ave
 y, 
'est à dire,si l'identité (0.2) soit satisfaite en tous les autres 26 points (26 = 32 − 6 
onditions àvéri�er !) Sinon, on 
onsidère toutes les 64 
ombinaisons linéaires

y′(x1, x2, x3, x4, x5) = β1 + β2x1 + β3x2 + β4x3 + β5x4 + β6x5, (0.2)et on 
hoisit parmi telle que le di�éren
e e = e(x1, x2, x3, x4, x5) = y−y′ soit un mot ave
le nombre minimum des valeurs non nulles. Ce mot représente "l'erreur de transmission".Alors

y(x1, x2, x3, x4, x5) = β1 + β2x1 + β3x2 + β4x3 + β5x4 + β6x5 + e(x1, x2, x3, x4, x5)et on obtient le dé
odage u′ du mot d'information u :

u′ = (β1, β2, β3, β4, β5, β6).Dans toute la suite les mots c d'un même 
ode C auront la même longueur n :
c ∈ C ⊂ Fn.De tels mots sont appelés "
odes en blo
s" opposés aux "
odes de longueur variable" ou"
odes 
onvolutionnels" dont nous ne parlerons pas.
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Trois programmes de 
al
ul en Maple pour trouver un de
odaged'un mot reçu ydisponibles à l'adresse 
a
hée : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish/04mag-maple,dans les �
hiers 4mag-03linsolv.mws, 4mag-01
hi�.mws, 4mag-02
hi�.mws).Pour travailler ave
 
es �
hiers, on peut :1) les ouvrir ave
 Nets
ape,2) "enregistrer sous . . ." 
omme un �
hier .mws,3) taper "xmaple" pour l'ouvrir ave
 une version de Maple.

Résolution d'un système linéaire mod 2(4mag-03linsolv.mws)

> restart :with(LinearAlgebra):

> y:=[1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1℄;

> alpha:=ve
tor(6):

> print('alpha=[alpha[1℄,alpha[2℄,alpha[3℄,alpha[4℄,alpha[5℄,alpha[6℄℄'):

y := [1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
α = [α1, α2, α3, α4, α5, α6]
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





α1 = f(0, 0, 0, 0, 0) = y1,
α1 + α2 = f(1, 0, 0, 0, 0) = y17,
α1 + α3 = f(0, 1, 0, 0, 0) = y9,
α1 + α4 = f(0, 0, 1, 0, 0) = y5,
α1 + α5 = f(0, 0, 0, 1, 0) = y3,
α1 + α6 = f(0, 0, 0, 0, 1) = y2.

> C := matrix([[1,0,0,0,0,0℄,

> [1,1,0,0,0,0℄,[1,0,1,0,0,0℄,[1,0,0,1,0,0℄,[1,0,0,0,1,0℄,[1,0,0,0,0,1℄℄mod 2) ;

C :=
















1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1
















• Idem pour un ve
teur se
ond membre.

> b := ve
tor([y[1℄,y[17℄,y[9℄,y[5℄,y[3℄,y[2℄℄mod 2) ;17

b := [1, 1, 0, 0, 0, 1]

• Linsolve(. . .) mod 2 permet de résoudre mod 2 :

> alpha := Linsolve(C,b) mod 2;

α := [1, 0, 1, 1, 1, 0]Véri�
ation. Cal
ul de Cα− b.

> zerov := evalm(C &* alpha - b) ;
zerov := [0, 0, 2, 2, 2, 0]

• Les termes du ve
teur obtenu ne sont pas � réduits � à leur forme 
anonique mod2. Pour obtenir la rédu
tion.
> map(item -> Expand(item) mod 2, zerov) ;

[0, 0, 0, 0, 0, 0]

18

Appli
ation du 
odage : y = E(α) = α ∗ A = α[1] ∗ A[1] + α[2] ∗ A[2] + α[3] ∗ A[3] +
α[4] ∗A[4] + α[5] ∗A[5] + α[6] ∗A[6] :

> A[1℄:=

> ve
tor([

> 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1

> ℄);

> A[2℄:=ve
tor([

> 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄);

> A[3℄:=ve
tor([

> 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄);

> A[4℄:=ve
tor([

> 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,

> 1℄);

> A[5℄:=ve
tor([

> 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1,1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1℄);

> A[6℄:=ve
tor([

> 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0,1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1

> ℄); 19

A1 := [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
A2 := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
A3 := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
A4 := [0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1]
A5 := [0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1]
A6 := [0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1]

> yt:=evalm(sum(alpha[i℄*A[i℄, i=1..6)):

> yt:=map(item -> Expand(item) mod 2,yt);

yt := [1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

> et:=evalm(y-yt):et:=map(item -> Expand(item) mod 2, et) ;

et := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1]

> et[18℄;

0
> wt:=0:

> for j from 1 to 32 do

> #print('j'=j,'et[j℄'=evalm(et[j℄));

> if yt[j℄-y[j℄ mod 2<>0 then wt:=wt+1 fi; od;

> print('wt'=wt);

wt = 14

20



Utilisation de la multipli
ation des matri
es : α par A
> A:=array(1..6,1..32,[

> [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄,

> [

> 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄,

> [

> 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄,

> [

> 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,

> 1℄,

> [

> 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1,1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1℄,

> [

> 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0,1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1

> ℄

> ℄); 21

A :=




















1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1




















> ys:=evalm(alpha&*A):

> ys:=map(item -> Expand(item) mod 2,ys);
ys := [1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]Véri�
ation :

> yzero:=evalm(ys-yt):
> map(item -> Expand(item) mod 2,yzero);

[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
22

Comparaison des deux dé
odages y′
= yp et ỹ = yt, et 
al
ul dupoids d'erreur (4mag-01
hi�.mws)

> restart;

> Chiffres:= pro
( d::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )

> lo
al i,m, v;

> v:=ve
tor(l);

> m:=n;

> for i from 0 to l-1 do

> v[l-i℄:=modp(m,d);m:=floor(m/d); od;

> return v;

> end pro
:

> evalm(Chiffres(2,12, 4095));

[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

> evalm(Chiffres(7,5,700));

[0, 2, 0, 2, 0]

23

> y:=[1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1℄;

> yp:=ve
tor(32):yt:=ve
tor(32):

> print ( 'j=x[1℄+2*x[2℄+4*x[3℄+8*x[4℄+16*x[5℄',

> 'x=[x[1℄,x[2℄,x[3℄,x[4℄,x[5℄℄',

> 'yp[j℄=x[1℄ mod 2',

> '
> yt[j℄=1+x[2℄+x[3℄+x[4℄ mod 2'):

> wp:=0:wt:=0:

> for j from 1 to 32 do

> x:=evalm(Chiffres(2,5, j-1)):

> yt[j℄:=1+x[2℄+x[3℄+x[4℄

> mod 2:

> yp[j℄:=x[1℄

> mod 2:

> if

> yt[j℄-y[j℄ mod 2< > 0 then

> wt:=wt+1 fi;

> if yp[j℄-y[j℄ mod 2<>0 then wp:=wp+1 fi;

> print ('j'=j,x=evalm(Chiffres(2,5, j-1)),'y[j℄'=y[j℄,'yp[j℄'=yp[j℄,'yt[j℄'=yt[j℄,'wp'=wp,'wt'=wt ):

> od:

> print ( 'y'=y):print ('yp'=evalm(yp)):print ('yt'=evalm(yt)):24



y := [1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

j = 1, x = [0, 0, 0, 0, 0], yj = 1, ypj = 0, ytj = 1, wp = 1, wt = 0
j = 2, x = [0, 0, 0, 0, 1], yj = 1, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 0
j = 3, x = [0, 0, 0, 1, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 0
j = 4, x = [0, 0, 0, 1, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 0
j = 5, x = [0, 0, 1, 0, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 0
j = 6, x = [0, 0, 1, 0, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 0
j = 7, x = [0, 0, 1, 1, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 1
j = 8, x = [0, 0, 1, 1, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 2
j = 9, x = [0, 1, 0, 0, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 2
j = 10, x = [0, 1, 0, 0, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 2
j = 11, x = [0, 1, 0, 1, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 3
j = 12, x = [0, 1, 0, 1, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 4
j = 13, x = [0, 1, 1, 0, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 5
j = 14, x = [0, 1, 1, 0, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 6
j = 15, x = [0, 1, 1, 1, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 6
j = 16, x = [0, 1, 1, 1, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 6
j = 17, x = [1, 0, 0, 0, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 6
j = 18, x = [1, 0, 0, 0, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 6
j = 19, x = [1, 0, 0, 1, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 7

25

j = 20, x = [1, 0, 0, 1, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 8
j = 21, x = [1, 0, 1, 0, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 9
j = 22, x = [1, 0, 1, 0, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 10
j = 23, x = [1, 0, 1, 1, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 10
j = 24, x = [1, 0, 1, 1, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 10

j = 25, x = [1, 1, 0, 0, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 11
j = 26, x = [1, 1, 0, 0, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 12
j = 27, x = [1, 1, 0, 1, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 12
j = 28, x = [1, 1, 0, 1, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 12
j = 29, x = [1, 1, 1, 0, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 12
j = 30, x = [1, 1, 1, 0, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 12
j = 31, x = [1, 1, 1, 1, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 13
j = 32, x = [1, 1, 1, 1, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 14
y = [1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
yp = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
yt = [1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

26

Un programme pour un de
odage exaustif de y (4mag-02
hi�.mws)

> restart;

> Chiffres:= pro
( d::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )

> lo
al i,m, v;

> v:=ve
tor(l);

> m:=n;

> for i from 0 to l-1 do

> v[l-i℄:=modp(m,d);m:=floor(m/d); od;

> return v;

> end pro
:

> evalm(Chiffres(2,12, 4095));

[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

> evalm(Chiffres(7,5,700));

[0, 2, 0, 2, 0]véri�
ation :2*7+2*7^3=700 ?

> 2*7+2*7^3=700;

700 = 700

27

> y:=[1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0℄;

> yp:=ve
tor(32):be:=ve
tor(6):wp:=ve
tor(64):

> print('j=x[1℄+2*x[2℄+4*x[3℄+8*x[4℄+16*x[5℄',

> 'b=be[1℄+2*be[2℄+4*be[3℄+8*be[4℄+16*be[5℄+32*be[6℄'):

> print('x=[x[1℄,x[2℄,x[3℄,x[4℄,x[5℄℄',

> 'be=[be[1℄,be[2℄,be[3℄,be[4℄,be[5℄,be[6℄℄',

> 'yp[j℄=be[1℄+be[2℄*x[1℄+be[3℄*x[2℄+be[4℄*x[3℄+be[5℄*x[4℄+be[6℄*x[5℄ mod2'):
> for b from 1 to 64 do

> be:=evalm(Chiffres(2,6, b-1));

> wp[b℄:=0:

> for j from 1 to 32 do

> x:=evalm(Chiffres(2,5, j-1));

> yp[j℄:=be[1℄+be[2℄*x[1℄+be[3℄*x[2℄+be[4℄*x[3℄+be[5℄*x[4℄+be[6℄*x[5℄ mod2:

> if yp[j℄-y[j℄ mod 2<>0 then wp[b℄:=wp[b℄+1 fi; od;

> #print ('yp'=evalm(yp));

> #'y[j℄'=y[j℄,'yp[j℄'=yp[j℄,'wp[b℄'=wp[b℄):

> if b=1 then minw:=wp[1℄;

> print('b'=b);

> print ('wp[b℄'=evalm(wp[b℄), 'be'=evalm(Chiffres(2,6, b-1)),'yp'=evalm(yp));

> fi;

> if minw>wp[b℄ then minw:=wp[b℄;

> print('b'=b);

> print ('wp[b℄'=evalm(wp[b℄), 'be'=evalm(Chiffres(2,6, b-1)),'yp'=evalm(yp));fi;

> od: 28



y := [1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0]
j = x1 + 2 x2 + 4 x3 + 8 x4 + 16 x5, b = be1 + 2 be2 + 4 be3 + 8 be4 + 16 be5 + 32 be6

b = 1
wpb = 20, be = [0, 0, 0, 0, 0, 0], yp = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

b = 2
wpb = 18, be = [0, 0, 0, 0, 0, 1], yp = [0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1]
b = 3
wpb = 14, be = [0, 0, 0, 0, 1, 0], yp = [0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1]
b = 4
wpb = 12, be = [0, 0, 0, 0, 1, 1], yp = [0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0]

b = 37
wpb = 4, be = [1, 0, 0, 1, 0, 0], yp = [1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0]
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Résultat :le ve
teur u′ = be = [1, 0, 0, 1, 0, 0], obtenu à partir du mot
y′ = [1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0],est le dé
odage 
her
hé du mot reçu y. Il 
orrespond à b = 37, et le poids d'erreur y − y′est égal à 4.1 Transmission d'information, 
odage et de
odage op-timal sur un 
anal bruitéCodes de répétition pure.1.1 Prin
ipe de transmission d'informationOn souhaite transmettre des informations via un 
anal de transmission. Celui-
i nepouvant être parfait, l'information reçue par le destinataire peut être inexploitable ouerronée. Pour réduire au maximum la probabilité d'erreur, on 
onstruit une pro
édure de
odage-dé
odage de l'information à transmettre qui, au prix d'éléments transmis supplé-mentaires, va permettre de déte
ter puis de 
orriger les altérations du message dues à

30

l'imperfe
tion du 
anal. On se base pour 
e
i essentiellement sur l'étude des 
orps �nis etdes polyn�mes sur 
eux-
i.L'objet de la théorie de l'information est la dés
ription et l'étude des systèmes de 
om-muni
ations, où l'information est 
onsidérée 
omme une grandeur mathématique, à partirdu travail de Claude Shannon (1948) "The mathemati
al theory of 
ommuni
ation".Le modèle général d'un système de 
ommuni
ation 
omportant une prote
tion 
ontreles erreurs de transmission est le suivant :SOURCEmessage àtransmettre

a emis −→

ENCODEURmessage
odé

c emis −→ ↓

CANALde transmission e (erreur)←− BRUITDESTINARAIREmessagedé
odé a′
←

DECODEURmessage

c′ = c + e reçu ←− ↓Par� "sour
e" on nomme tout organe ou dispositif émettant un message,31

� "en
odeur" un organe qui asso
ie au message un signal de forme 
onvenable� "
anal" le milieu utilisé pour transmettre le signal� "de
odeur" l'organe de restitution du message à partir du signal reçu� "destinataire" la personne ou appareil qui exploite 
e message1.2 Hypothèses sur un 
anal bruitéLe message à transmettre est un blo
 de symboles tous issus d'un même alphabet. Onformule deux hypothèses fondamentales :- Les perturbations de symboles au 
ours de la transmission sont indépendantes deuxà deux et de même probabilité p.- Le bruit du 
anal peut substituer un symbole à un autre, mais ne peut en adjoindreou en supprimer. Le message reçu est ainsi de même longueur que le message émis.

32



1.3 Généralités sur les 
odesDéfinition 1.1 (a) Soit F un ensemble de 
ardinal q, M,n deux entiers stri
tementpositifs. On appelle 
ode C sur l'alphabet F de longueur n blo
-par-blo
 toute partie C ⊂ Fnde 
ardinal Card (C) = M .(b) Un 
ode C ⊂ Fn est dit q-aire si C = ImE pour une appli
ation inje
tive

E : F k −→ FnL'élément E(u), pour un u de F k est appelé un mot 
ode, k est dit la dimension du 
ode,

n est sa longueur. Dans 
e 
as Card (C) = qkDéfinition 1.2 (a) Soit F un ensemble �ni non vide et n entier stri
tement positif.L'appli
ation d : Fn × Fn −→ N

(a, b) 7→ Card {i ∈ {1, . . . , n} | ai 6= bi}ave
 a = (a1, · · · , an) et b = (b1, · · · , bn) est la distan
e de Hamming sur Fn.(b) Soit F un 
orps �ni. L'appli
ation w : Fn → N

a 7→ d(a, 0) = Card {i ∈ {1, . . . , n} | ai 6= 0}est le poids de Hamming. 33

Remarque 1.3 : La distan
e de Hamming sur Fn est bien une distan
e sur Fn. En e�et,on a :

d(a, b) = 0⇐⇒ (ai = bi; 1 ≤ i ≤ n)⇐⇒ a = b

d(a, b) = d(b, a) pour tous a, b pour tous En

d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) pour tous a, b, c pour tous En.
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Définition 1.4 Soit C = ImE un 
ode q-aire, i.e., l'image d'une appli
ation inje
tive

E : F k → Fn, où #F = q.(a) On appelle é
art ou "distan
e" de C le nombre

d = d(C) = min
x,y∈F k

x 6=y

d(E(x), E(y))

Soit C = ImE un 
ode q-aire, E : F k → Fn de distan
e d. Dans 
e 
as on dit que C estun [n, k, d]q-
ode.(b) On appelle vitesse de transmission (le "rendement" ou "information rate" en an-glais) de C le rapport R = k/n(
) 1/R est le 
oe�
ient de redondan
e de C.(d) δ = d/n est la distan
e relative (ou le "taux de 
orre
tion") de CSoit x = (x1, . . . , xn) le mot transmis par le 
anal. Le mot reçu y = (y1, y2, . . . , yn),eventuellement enta
hé d'erreurs, di�ère de x en d(x, y) positions.Lorsque on suppose qu'il n'y a pas plus de t erreurs 
ommises, d(x, y) ≤ t, on pourraretrouver x à la 
ondition que 
haque mot erroné reçu ne puisse provenir que d'un seulmot du 
ode.
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Définition 1.5 Un 
ode de longueur n sur l'alphabet F véri�e la 
ondition de de
odaged'ordre t si pour tout y ∈ Fn il existe au plus un mot x ∈ C ⊂ Fn tel que d(x, y) ≤ t.Dans 
e 
as les boules

B(x, t) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ t} ⊂ Fn(pour la distan
e de Hamming) sont deux-à-deux disjointes.Théorème 1.6 Un 
ode C peut 
orriger t erreurs si son é
art d est tel que d ≥ 2t + 1.Preuve Si c est envoyé et y reçu, tels que d(y, c) ≤ t, tout mot 
ode c′ de C est tel que

d(c, c′) ≥ 2t + 1. Or, d est une distan
e, don


d(y, c′) ≥ d(c, c′)− d(c, y)

d(y, c′) ≥ t + 1

C peut don
 
orriger t erreurs. Les boules B(c, t) sont don
 deux-à-deux disjointes.
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Définition 1.7 (a) Un dé
odage de E est une appli
ation

D : Fn → F ktelle que D ◦ E = IdF k .(b) On dit que D est standard ("de vraisemblen
e maximale") si

∀y ∈ Fn∀u ∈ F k, d(E(u), y) ≥ d(E(D(y)), y)
'est-à-dire que E(D(y)) se trouve parmi les mots de 
odes E(u) les plus pro
hes de y.Remarque 1.8 L'existen
e d'un dé
odage est garantie par l'inje
tivité de E.

37

1.4 Codage et de
odage optimal sur un 
anal bruitéOn 
onsidère les problèmes mathématiques de transmission d'information (vue 
ommeune longue suite

F kN ∋ a = (a1, . . . , ak, ak+1, . . . , akN ),où

u1 = (a1, . . . , ak), u2 = (ak+1, · · · , a2k), · · · , uN = (ak(N−1)+1, · · · , akN−1, akN ),ave
 les blo
s d'information u1, . . . uN . On transmet l'information blo
-par-blo
 a l'aidedu 
ode

a 7→ EN (a) = (E(u1), . . . , E(uN )) ∈ FnNave
 les hypothèses 1.2 :

EN (a) 7→ ẼN (a) ∈ FnNIl est possible de diminuer 
onsiderablement la proportion d'erreures de transmissiond'information ave
 des bons 
odes.
38

Le nombre total d'erreurs dans 
haque blo
 Ẽ(ui) est d'espéran
e d'une distributionpolynomiale, don
 
e nombre est ≤ (p + ε)n pour tout ε, ave
 n assez grand, et ave
 unegrande probabilité souhaitée ≥ 1− ε1 (très pro
he à 1). Une bonne mesure de qualité de
ode est la distan
e relative (où "taux de 
orre
tion") :

δ =
d

n
, et on suppose que p est assez petit : p <

δ

2
.Don
 pour un 
hoix de ε et de n on peut supposer aussi que p ≤ δ

2 − ε− 1
n . Dans 
e 
as

(p + ε)n ≤ (
δ

2
− 1

n
)n =

d

2
− 1 ≤ t =

[
d− 1

2

]

,et toutes les erreurs de transmission serons 
orrigées par le 
ode C.C'est-à-dire, DN ◦ EN (a) = a, si p < δ
2 et n assez grand, ave
 une probabilité souhaité

≥ 1− ε1 très pro
he à 1.Don
 le su

ès du de
odage des mots ẼN (a) ∈ FnN dépend du fait si δ est assez grand
p ≤ δ

2 mais aussi depend du fait que de la vitesse de transmission R = kN
nN (le rendement)est su�sante R > R0 pour transmettre un mot de 
ode de longueur n avant que le motsuivant soit fabriqué.C'est pourquoi on est obligé d'utiliser des 
odes longs, ave
 n ≈ 300 ∼ 1000.
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Cours N
◦2(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish /5

4.pdf).RappelsDéfinition 1.4 Soit C = ImE un 
ode q-aire, i.e., l'image d'une appli
ation inje
tive

E : F k → Fn, où #F = q. On appelle é
art ou "distan
e" de C le nombre

d = d(C) = min
x,y∈F k

x 6=y

d(E(x), E(y))Dans 
e 
as on dit que C est un [n, k, d]q-
ode.Définition 1.9 Une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-
odes est dite bonne s'il existe et si sontpositives toutes les deux limites

lim
i→∞

ki

ni
= R > 0, lim

i→∞

di

ni
= δ > 0,Ave
 toute bonne famille on peut faire tendre vers 1 la probabilité d'une transmission
orre
te ayant en même temps la vitesse de transmission su�sante R > R0 pour pouvoirtransmettre un mot de 
ode de longueur n avant qu'un mots suivant soit fabriqué. Enréalité, on utilise R0 ≈ 0, 1 ∼ 0, 95. 40



Illustration de l'idée :pour pouvoir re
onnaître les erreures d'impression pendant la le
ture on utilise un bonvo
abulaire où les mots sont é
artés : il n'y a qu'un seul mot qui resemble au mot imprimé(erroné).Un pro
édé 
ourant du "bit de parité", permet dans le 
as d'une erreur de la "dété
ter"(sans la 
orriger !) Pour 
ela on attribue à un mot d'information binaire u = (u1, . . . , uk)la somme des 
oordonnées : E : Fk
2 → F

k+1
2 ,

x = E(u) = (u1, . . . , uk, xk+1), où xk+1 = u1 + · · ·+ uk ∈ F2.Une autre méthode est 
elle de répétition :

Em : F k → F km,elle 
onsiste à envoyer m fois le même mot : n = mk. La suite de 
odes {Cm = Em} estmauvaise : le rendement tend vers zéro : km

nm
=

1

m
→ 0.
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En réalité, si une sour
e produit r symboles par minute, il y a une restri
tion sur lavitesse : un 
anal peut transmettre seulement m0r symboles par minute, m0 ≈ 1, 1 ∼ 10don
 il faut que n ≤ km0, k
n ≥ 1

m0

. On voit don
 que la répétition est inutile à 
ause dela restri
tion sur la longuer

k = 1,
k

n
≥ 1

m0
⇒ n ≤ m0.
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Définition 1.9 (rappel) Une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-
odes est dite bonne s'il existeet si sont positives toutes les deux limites

lim
i→∞

ki

ni
= R > 0, lim

i→∞

di

ni
= δ > 0,Ave
 toute bonne famille on peut faire tendre vers 1 la probabilité d'une transmission
orre
te ayant en même temps la vitesse de transmission su�sante R > R0.Le su

ès du de
odage des mots Ẽ(u) ∈ Fn dépend du fait que δ = d

n est assezgrand : δ
2 > p, où p = ps est la probabilité des perturbations de symboles au 
ours de latransmission.En même temps, on demand que de la vitesse de transmission R = k

n (le rendement)soit su�sante R > R0 pour transmettre un mot de 
ode de longueur n avant que le motsuivant soit fabriqué (on utilise R0 ≈ 0, 1 ∼ 0, 95).En�n, on est obligé d'utiliser des 
odes longs, ave
 n ≈ 300 ∼ 1000, pour que le nombretotal d'erreurs dans 
haque blo
 Ẽ(u) soit ≤ (p+ ε)n ave
 n assez grand et ε < δ
2 −p− 1

n .
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Codes de répétition pureSoit p = ps la probabilité des perturbations de symboles au 
ours de la transmission.On 
onsidère F = {0, 1} et l'appli
ation E : F → Fn du 
odage de répitition pure. Cal
ulerla probabilité P du de
odage erroné.(a) Montrer que

P =
∑

0≤l<n/2

(
n

l

)

(1− p)lpn−l = O(pn/2) lorsque p→ 0.En déduire, qu'on ne peut pas obtenir une très petite probabilité du de
odage erroné à
ause de la restri
tion n ≤ m0.(b) Pour tout p < 1
8 , en
adrer P (voir [vLi℄, p.24, et la se
tion suivante).
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1.5 Théorème de Shannon (1948)Ce résultat a�rme l'existen
e de bonne transmission d'information à l'aide d'une famille
onvenable des 
odes longs. Shannon a 
onsidéré un 
anal binaire bruité (q = 2), voir [Sha℄.Soit PC = M−1
n

Mn∑

i=1

Pi la probabilité de de
odage in
orre
te par un mot du 
ode C ⊂ F
n
2où Pi est la probabilité de de
odage erroné d'un mot E(ui) ∈ C.Notation : on pose P ∗(Mn, n, p) = la valeur minimale de la probabilité de de
odagein
orre
te par un mot sur tous les 
odes C ⊂ Fn

2 du 
ardinal Card (C) = Mn (
'est à dire,que k = [Rn]),

P ∗(Mn, n, p) = min
C

Card (C)=Mn

(PC = M−1
n

Mn∑

i=1

Pi).
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Pour formuler le théorème de Shannon, on utilise la fon
tion d'entropie H(p) dé�niepour 0 < p < 1 par l'égalité : 0 < H(p) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p) < 1.Théorème 1.10 (Shannon) On suppose que p < 1/2, et soit R un nombre stri
tementpositif tel que

0 < R < 1 + p log2 p + (1− p) log2(1− p) < 1,et on pose Mn := 2[Rn]. Soit P ∗(Mn, n, p)= la valeur minimale de la probabilité de de
o-dage in
orre
te par un mot sur tous les 
odes C ⊂ F
n
2 du 
ardinal Card (C) = Mn :

P ∗(Mn, n, p) = min
C

Card (C)=Mn

(PC = M−1
n

Mn∑

i=1

Pi)Alors P ∗(Mn, n, p)→ 0 si n→∞ .(voir [vLi℄, p.27 pour une preuve détaillée, basée sur la théorie de probabilité).
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Le théorème de Shannon implique l'existen
e des bonne familles des 
odes binaires

{Cn}n ([n, kn, dn]2-
odes) de longueur n→∞, ave
 kn = [Rn].On expliquera dans la se
tion suivante la signi�
ation géométrique de l'entropie : H(p)est la proportion logarithmique du volume V (n, d) de la boule de Hamming de rayonrelatif p :

H(p) = lim
n→∞

log2(V2(n, r))

n
, si r

n
→ p.Représentation graphique : fon
tion d'entropie

> H(p):=- p*log(p)/log(2)-(1-p)*log(1-p)/log(2);

> 'H(p)=- p*log(p)/log(2)-(1-p)*log(1-p)/log(2)';

H(p) := −p ln(p)

ln(2)
− (1− p) ln(1− p)

ln(2)

> plot([1-H(p)℄, p = 0..1, R = 0..1,dis
ont=true);
> 'R=1+p*log(p)/log(2)+(1-p)*log(1-p)/log(2)';
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log(2)
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(1− p) log(1− p)

log(2)
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Remarque 1.11

P ∗(Mn, n, p) = min
C

(PC = M−1
n

Mn∑

i=1

Pi)où Pi est la probabilité de de
odage erroné d'un mot E(ui) ∈ C. Le théorème signi�e qu'ilexiste une famille {Cn} ⊂ F
n
2 des 
odes binaires de 
ardinal

Card (Cn) = Mn = 2[Rn] →∞telle que la valeur minimale de la probabilité de de
odage in
orre
te par un mot du 
ode

Cn ⊂ F
n
2

P ∗(Mn, n, p) = PCn
= M−1

n

Mn∑

i=1

Pi → 0.Remarque 1.12 Dans le 
as d'un 
anal q-aire on utilise la borne de Gilbert -Varshamov

R ≥ 1−Hq(δ) pour l'existen
e des bons 
odes, où Hq(δ) est la fon
tion d'entropie q-aire :pour δ ∈ [0, q−1
q ]

Hq(0) = 0,Hq(δ) =
δ log(q − 1)

log(q)
− δ log(δ)

log(q)
− (1− δ) log(1− δ)

log(q)
.
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2 Distan
e de Hamming, rendement et vitesse de trans-mission, distan
e relativeBorne de Hamming. Borne de Singleton.2.1 Capa
ité de 
orre
tion et rayon de re
ouvrementSoit C = ImE un [n, k, d]q-
ode, E : F k → Fn. Rapellons que C véri�e la 
onditionde de
odage d'ordre t (voir Dé�nition 1.5) si pour tout y ∈ Fn il existe au plus un mot

x ∈ C ⊂ Fn tel que d(x, y) ≤ t. Dans 
e 
as les boules
B(x, t) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ t} ⊂ Fnpour la distan
e de Hamming soient deux-à-deux disjointes, et le 
ode C peut 
orriger terreurs si son é
art d est tel que d ≥ 2t + 1 (voir Théorème 1.6).Définition 2.1 (a) Le nombre t =

[
d−1
2

] est dit la 
apa
ité de 
orre
tion(b) On appelle rayon de re
ouvrement ρ(C) du 
ode C le plus petit rayon r tel quel'ensemble des boules B(x, r) de rayon r 
entrées en 
haque mot de 
ode x ∈ C, forme unre
ouvrement de Fn. On a t ≤ ρ(C) et en 
as d'égalité le 
ode C est dit parfait.
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Questions :1) Quel est le nombre maximum de mots que peut 
ontenir un 
ode C de 
apa
ité de
orre
tion t ? 2) Quel est le nombre minimum de mots que doit 
ontenir un 
ode C pouravoir un rayon de re
ouvrement ρ(C) �xé ?Pour répondre à 
es deux questions on montre tout d'abord que CardB(x, r) ne dépendpas de x ∈ C : CardB(x, r) = |B(x, r)| =: Vq(n, r) ("le volume de la boule de Hamming").
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Proposition 2.2 Pour tout entier r ≤ n, et tout x ∈ Fn

CardB(x, r) = Vq(n, r) =
r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

Preuve. On peut représenter B(x, r) 
omme la réunion des sphères S(x, i) 
entrées en

x et de rayon i ≤ r.Cal
ulons Card (S(x, i)) pour x et i �xés

Card (S(x, i)) = Card {y ∈ Fn | d(x, y) = i}l'ensemble des mots dont le nombre de 
omposantes distin
tes de 
elles de x est i.Il y a don
 (ni) ensembles d'indi
es à i éléments possibles. Cha
une des i 
omposantesdistin
tes peut être de q − 1 façons, 
'est à dire

Card (S(x, i)) = (q − 1)i

(
n

i

)
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2.2 Borne de Hamming et borne de SingletonThéorème 2.3 (Borne de Hamming) Soit C ⊂ Fn un 
ode (sur l'alphabet F de Card (F ) =
q) de distan
e d = d(C), la 
apa
ité de 
orre
tion t =

[
d−1
2

] et de 
ardinal M = Card (C).Alors

M

t∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ qn, don
 Vq(n, t) ≤ qn/M ⇐⇒M ≤ qn/Vq(n, t).

Preuve est impliquée par le fait que les boules B(x, t) 
entrées en x ∈ C ⊂ Fn, sontdisjointes, 
ar 2t + 1 ≤ d.
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Corollaire 2.4 Soit C ⊂ Fn un 
ode sur l'alphabet F de Card (F ) = q de distan
e
d = d(C) et la 
apa
ité de 
orre
tion t =

[
d−1
2

]. Alors

max
C

(Card (C)) ≤ qn/Vq(n, t)Remarque 2.5 Soit C ⊂ Fn un 
ode (sur l'alphabet F de Card (F ) = q) ayant le rayonde re
ouvrement ρ(C). Alors

min
C

(Card (C)) ≥ qn/Vq(n, ρ(C))Optimisation des paramètres : on 
onsidère les 
odes C ⊂ Fn sur l'alphabet F de

Card (F ) = q de 
ardinal Card (C) = M , de distan
e d = d(C). Deux des paramètres

(n,M, d) sont �xés, on 
her
he à déterminer la plus grande valeur possible pour le troi-sième.
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Théorème 2.6 (Borne de Singleton) Soit C = ImE un [n, k, d]q-
ode, E : F k →
Fn. Alors

k ≤ n− d + 1⇐⇒ R ≤ 1− δ + 1/n,où R = k/n, δ = d/n.Preuve On pose

x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn, x′ = (x1, . . . , xn−d+1) ∈ Fn−d+1,alors l'appli
ation E′ : F k → Fn−d+1 obtenue de E : F k → Fn par E′(u) := E(u)′, resteinje
tive 
ar le poids de C est d, d'où k ≤ n− d + 1.Définition 2.7 Un 
ode atteignant la borne de Singleton est dit M.D.S. ("maximumdistan
e separable" en anglais).Le 
odes M.D.S. triviaux sont de type : [n, 1, n], [n, n − 1, 2], [n, n, 1].
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2.3 Bonnes familles des 
odes et problèmes asymptotiques.Un bon 
ode est un 
ode 
orrigeant de nombreuses erreurs 
ompte tenu de sa longueurtout en ayant une vitesse de transmission la plus élevée possible, 
e qui 
orrespond à desparamètres R et δ assez grands dans [0, 1℄. Rapellons (voir De�nition1.9) qu'une famille

{Ci} des [ni, ki, di]q-
odes est dite bonne s'il existe et positives les limites

lim
i→∞

ki

ni
= R > 0, lim

i→∞

di

ni
= δ > 0,Toutefois, 
es paramètres δ et R sont liés par des relations dites asymptotiques. Nousallons établir quelques relations.
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2.4 Borne de Hamming et borne de Singleton asymptotiquesThéorème 2.8 (Borne de Singleton asymptotique) Soit {Ci} une famille des

[ni, ki, di]q-
odes, on pose

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ 1− δPreuve : Pour toute i, on pose Ri = ki/ni, δi = di/ni, alors Ri ≤ 1− δi + 1/ni. Lorsque

i→∞, on obtient le résultat : R ≤ 1− δ.
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Borne de Hamming asymptotique utilise la fon
tion d'entropie q-aire : pour δ ∈
[0, q−1

q ]

Hq(0) = 0,Hq(δ) =
δ log(q − 1)

log(q)
− δ log(δ)

log(q)
− (1− δ) log(1− δ)

log(q)Proposition 2.9

1

n + 1
q
nHq

( r

n

)

≤ Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ q
nHq

( r

n

) (2.1)Preuve On remarque tout d'abord, que pour tout z ∈]0, 1], et pour tout i ≤ r,

zi−r ≥ 1 =⇒
r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤
r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

zi−r.Puis, on utilise l'inégalité : pour tout z ∈]0, 1],
r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

zi−r ≤
n∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

zi−r = z−r(1 + (q − 1)z)n =: g(z).Pour trouver le minimum de g(z) on 
al
ule la dérivée g′(z) :58

> diff(z^(-r)*(1+(q-1)*z)^n,z);

−z(−r) r (1 + (q − 1) z)n

z
+

z(−r) (1 + (q − 1) z)n n (q − 1)

1 + (q − 1) zCe
i dit, g′(z) est égale à

−rz−1−r(1+(q−1)z)n+n(q−1)z−r(1+(q−1)z)n−1 = z−1−r(1+(q−1)z)n−1((q−1)(n−r)z−r).Ce
i implique

g′(z) = 0⇐⇒ −z−1−r(1 + (q − 1)z)n−1((q − 1)(n− r)z − r) = 0.don


z0 =
r

(q − 1)(n− r)
=

r/n

(q − 1)
(

1− r

n

) ,

g(z0) = z−r
0 (1 + (q − 1)z0)

n, 1 + (q − 1)z0 = 1 +
r

n− r
=

n

n− r
=

1

1− r

n

,et le minimum est

g(z0) = (q − 1)r
( r

n

)−r (

1− r

n

)n−r

.
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Un exemple numérique :

> restart;q:=3;r:=1;n:=3;

> g(z):=z^(-r)*(1+(q-1)*z)^n;

> gprime(z):=diff(z^(-r)*(1+(q-1)*z)^n,z);

q := 3

r := 1

n := 3

g(z) :=
(1 + 2 z)3

z

gprime(z) := − (1 + 2 z)3

z2
+

6 (1 + 2 z)2

z
> z0:=

> r /((q-1)*(n-r));

z0 :=
1

4
> plot([g(z)℄, z = 0 .. 1, y = 0..20, dis
ont=true);

> 'y=g(z)';
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D'autre part

q
nHq

( r

n

)

= q
n

r
n log(q − 1)

log(q)
−

r
n log( r

n )

log(q)
− (1− r

n ) log(1− r
n )

log(q) =

(q − 1)r
( r

n

)−r (

1− r

n

)n−r

= g(z0),d'où l'inégalité supérieure.L'inégalité inférieure : on montre qu'il existe z̃ ∈]0, 1] tel que
r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

> (q − 1)r

(
n

r

)

≥ 1

n + 1
z̃−r(1 + (q − 1)z̃)n ≥ 1

n + 1
g(z0). (2.2)En e�et, le développement (1 + (q − 1)z̃)n =

∑n
i=0 Aiz̃

i 
ontient n + 1 termes, Aiz̃
i =

(
n
i

)
(q − 1)iz̃i, et on peut 
hoisir z̃ de telle façon que le terme Aiz̃

i =
(
n
i

)
(q − 1)iz̃i soitmaximal parmi Aiz̃

i :
Ai−1z̃

i−1

Aiz̃i
=

1

z̃

(
n

i− 1

)(
n

i

)−1

(q − 1)−1 = (2.3)

1

z̃
· n!

(i− 1)!(n− i + 1)!
· i!(n− i)!

n!

1

z̃

Ai−1

Ai
=

1

z̃

i

(n− i + 1)(q − 1)
.
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On voit don
 que

Ai−1z̃
i−1

Aiz̃i
=

1

z̃

i

(n− i + 1)(q − 1)est une suite 
roissante pour 0 ≤ i ≤ n. On 
hoisira z̃ de telle façon que 
ette suite dépasse1 en r-ème terme. Plus pré
isemment pour tout z̃ dans le segment

z̃ ∈
[

r

(n− r + 1)(q − 1)
,

r + 1

(n− r)(q − 1)

]

⇐⇒ 1 ∈
[
Ar−1z̃

r−1

Ar z̃r
,

Arz̃
r

Ar+1z̃r+1

]

,on a (pour tous les i, j ave
 0 ≤ i < r ≤ j ≤ n) :

Ai−1z̃
i−1

Aiz̃i
≤ Aiz̃

i

Ai+1z̃i+1
≤ · · · ≤ Ar−1z̃

r−1

Arz̃r
≤ 1 ≤ Ar z̃

r

Ar+1z̃r+1
≤ · · · ≤ Aj−1z̃

j−1

Aj z̃j
.Ce
i implique

Ai−1z̃
i−1 ≤ Aiz̃

i ≤ · · · ≤ Arz̃
r, Arz̃

r ≥ Ar+1z̃
r+1 ≥ · · · ≥ Aj z̃

j ≥ . . . .Mais par notre 
hoix le terme Arz̃
r =

(
n
i

)
(q − 1)rz̃r est maximal parmi Aiz̃

i, don

z̃−r(1 + (q − 1)z̃)n ≤ (n + 1)Ar ⇒ g(z0) ≤ (n + 1)

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

.
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Il reste à rapeller que
g(z0) = q

nHq

( r

n

)

= (q − 1)r
( r

n

)−r (

1− r

n

)n−r

,
e
i implique la borne inférieure :

1

n + 1
q
nHq

( r

n

)

≤ Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

.
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Cours N
◦3(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish/5

4.pdf).Rappels :Proposition 2.9

1

n + 1
q
nHq

( r

n

)

≤ Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ q
nHq

( r

n

) (2.4)

Corollaire 2.10 Lorsque n→∞, r
n → δ, on a

Hq(δ) = lim
n→∞

logq Vq(n, r)

n
= lim

n→∞

logq(Vq(n, r))

logq(Card (Fn))(la "proportion logarithmique de la boule de Hamming de rayon relatif" δ dans Fn).Preuve On prend logq de l'inégalité (2.4 ) :

1

n + 1
q
nHq

( r

n

)

≤ Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ q
nHq

( r

n

)

⇒ − logq(n + 1)

n
+ Hq

( r

n

)

≤ logq Vq(n, r)

n
≤ Hq

( r

n

)

.

65

et si r
n → δ, n→∞ alors logq(n+1)

n → 0 et on obtient le resultat.
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Théorème 2.11 (Borne de Hamming asymptotique) Soit {Ci} une famille des

[ni, ki, di]q-
odes, on pose

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ 1−Hq(δ/2),où Hq(x) est la fon
tion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q] par

Hq(0) = 0,

Hq(x) = x logq(q − 1)− x logq(x)− (1− x) logq(1− x) pour 0 ≤ x ≤ (q − 1)/q.Preuve Soit Ci ⊂ Fn un 
ode de la famille {Ci}, on pose ti =
[

di−1
2

]. Alors
di − 2

2
≤ ti =

[
di − 1

2

]

≤ di − 1

2
=

niδi − 1

2
⇒ lim

i→∞

ti
ni

= lim
i→∞

niδi − 1

2ni
=

δ

2Selon Théorème 2.3 (la borne de Hamming) on a
Vq(ni, ti)q

ki ≤ qni ⇒ logq(Vq(ni, ti)) + ki ≤ ni
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Lorsque ni →∞ , ti

ni
→ δ

2

don


logq(Vq(ni, ti))

ni
→ Hq(δ/2).Il vient que

Vq(ni, ti)q
ki ≤ qni ⇒ logq(Vq(ni, ti)) + ki ≤ ni

⇒ Hq(δ/2) + R ≤ 1⇒ R ≤ 1−Hq(δ/2).

> restart;FONCTION D'ENTROPIE

> q:=4:

> Hq(x):=x*log(q-1)/log(q)- x*log(x)/log(q)-(1-x)*log(1-x)/log(q);

Hq(x) :=
x ln(3)

ln(4)
− x ln(x)

ln(4)
− (1− x) ln(1− x)

ln(4)
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BORNES DE SINGLETON ET DE HAMMING (D'EMPILEMENT DE SPHÈRES)ASYMPTOTIQUES

> f:=Hq(x);

f :=
x ln(3)

ln(4)
− x ln(x)

ln(4)
− (1− x) ln(1− x)

ln(4)
> g1:=x/2;g:=algsubs(x=g1,f);

g1 :=
1

2
x

g := −
ln(1− 1

2
x) (1− 1

2
x)

ln(4)
+

1

2
x (−ln(

1

2
x) + ln(3))

ln(4)
> plot([f,1-g(x),1-x℄, x=0..2,y=0..1);'y=Hq(x),1-Hq(x/2),1-x';
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3 Codes linéaires et 
odes 
y
liques. Matri
e généra-tri
e et 
al
ul du syndromed'erreur3.1 Codes linéairesUne 
lasse de 
odes très importante est 
elle des 
odes linéaires, notamment en raisondes outils dont nous disposons pour manipuler et représenter les appli
ations linéaires àl'aide de l'é
riture matri
ielle.En général, pour un alphabet �ni F , étant donné une énumération de F k, la donnéed'un 
ode C = Im(E), E : F k → Fn est la donnée de n × qk éléments de F , 
e quireprésente un gros volume d'information.
71

Si l'on munit F k et Fn de stru
tures supplémentaires et si l'on prend une appli
ation Equi respe
te 
es stru
tures, on peut é
onomiser sur le volume d'information représentant

E au prix de 
al
uls des valeurs non mémorisées de E.En 
e sens le plus simple est de prendre pour q un nombre primaire, q = pr, pour Fle 
orps Fq et pour E une appli
ation linéaire inje
tive de F
k
q dans F

n
q . Rapportant C auxbases 
anoniques adéquates, on 
ara
térise 
ette appli
ation par n× k éléments de Fq.RapellonsDéfinition 1.2 (a) Soit F un ensemble �ni non vide et n entier stri
tement positif.L'appli
ation d : Fn × Fn −→ N

(a, b) 7→ Card {i ∈ {1, . . . , n} | ai 6= bi}ave
 a = (a1, · · · , an) et b = (b1, · · · , bn) est la distan
e de Hamming sur Fn.(b) Soit F un 
orps �ni. L'appli
ation w : Fn → N

a 7→ d(a, 0) = Card {i ∈ {1, . . . , n} | ai 6= 0}est le poids de Hamming.
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Définition 3.1 Soit F = Fq un 
orps �ni. Un 
ode linéaire C est un sous-espa
e ve
torielde dimension k de l'espa
e ve
toriel Fn (vu 
omme l'image d'une appli
ation E : F k → Fnlinéaire inje
tive). Les ve
teurs lignes a = (a1, · · · , ak) ∈ F k sont les mots d'information,et les ve
teurs lignes c = E(a) = (c1, · · · , cn) ∈ Fn sont les mots de 
ode. La matri
egénératri
e G du 
ode E est la matri
e atta
hée à l'appli
ation linéaire E : F k → Fn(dans les bases standards de F k et Fn), de telle façon que

c = E(a) = aG.Remarque 3.2 Un 
ode linéaire C est l'image d'une appli
ation linéaire inje
tive, don
on peut 
onsidérer C 
omme un sous-espa
e ve
toriel de dimension k de l'espa
e ve
toriel

Fn. On peut ainsi 
ara
tériser les 
odes linéaires à partir de matri
es à 
oe�
ients dans

F 
omme noyau d'une autre appli
ation linéaire S : Fn → Fn−k. La matri
e H de S estappelée matri
e de 
ontr�le de C :

S(c) = Hct.
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Exemple. Soit H une matri
e (n−k)×n à 
oe�
ients dans Fq de rang n−k. Le noyau del'appli
ation représentée par H est un sous-espa
e ve
toriel de F
n
q . On peut don
 dé�nirun 
ode linéaire par un système d'équations linéaires :

C =
{

c = (c1, · · · , cn)
∣
∣
∣ Hct = 0

}

.Posons

H = (A, In−k) =





1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1



et soit q = 2 (C 
ode binaire) On désire transmettre le message
a = (a1a2a3a4).On le 
ode en c = (a1a2a3a4c5c6c7), ave
 c5, c6, c7 tels que Hct = 0. Or,

Hct = 0⇐⇒
a1 + a3 + a4 + c5 = 0
a1 + a2 + a4 + c6 = 0
a1 + a2 + a3 + c7 = 0

⇐⇒
c5 = a1 + a3 + a4

c6 = a1 + a2 + a4

c7 = a1 + a2 + a3
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On obtient l'appli
ation linéaire inje
tive E : F4
2 → F7

2

(a1, a2, a3, a4) 7−→ (a1, a2, a3, a4, a1 + a3 + a4, a1 + a2 + a4, a1 + a2 + a3)La matri
e H est appelée matri
e de 
ontr�le de C. On a Hct = 0 pour tous les mots de
ode c ∈ C.Remarque 3.3 Si H = (A, In−k), alors un message a = a1 · · · ak est 
odé en c =
a1 · · · akck+1 · · · cn le 
ode est alors dit systématique. I
i A ∈ Matn−k,k(F )De plus, on a

{Hct = 0} =⇒ ct =

(
Ik

−A

)

at = [a(Ik,−At)]t
'est-à-dire, que







ck+1

ck+2

· · ·
cn







= −A





a1

· · ·
ak



 ,







ck+1

ck+2

· · ·
cn







+ A





a1

· · ·
ak



 =







0
0
· · ·
0







.
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Il vient la dé�nition suivante :Définition 3.4 G = (Ik,−At) est la matri
e génératri
e 
anonique du 
ode linéaire Cde matri
e de 
ontr�le H = (A, In−k). D'une manière plus générale, toute matri
e Gengendrant un 
ode C est une matri
e génératri
e de C.Remarque 3.5 Pour tout mot 
ode c, on a Hct = 0 et c = aG. Don


GHt = 0 ∈ Matk,n−k(F ), HGt = 0 ∈ Matn−k,k(F ),puisque Hct = HGtat = 0 pour tous les a ∈ F k.
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3.2 Déte
tion et 
orre
tion d'erreurs, dé
odageDans 
e qui suit, nous noterons c un mot 
ode émis, y le message reçu, et e = y− c leve
teur erreur.La distan
e de Hamming d(y, c) est alors le nombre d'erreurs survenues au 
ours de latransmission. Pour dé
oder y reçu, on peut supposer que le nombre d'erreurs est minimal,
'est à dire que l'on va 
her
her le mot 
ode c le plus pro
he de y au sens de la distan
ede Hamming. C'est la règle du dé
odage par plus pro
he voisin.Définition 3.6 Soit t un entier naturel. C un 
ode linéaire de dimension r et de longueur

n est dit t-
orre
teur d'erreurs si

∀y ∈ F
n
q , |{c ∈ C : d(y, c) ≤ t}| ≤ 1Si alors c ∈ C est transmis et qu'au plus t erreurs surviennent, on a d(y, c) ≤ t et

d(y, c′) > t pour tout autre élément de C. Ainsi, la méthode du dé
odage par plus pro
hevoisin donne le bon résultat.Il apparaît qu'un des obje
tifs de la théorie du 
odage 
onsiste à élaborer des 
odesdont les mots sont très éloignés les uns des autres au sens de la distan
e de Hamming.Toutefois, un autre est de transmettre un maximum d'information et don
 de garder desvitesses de transmission a

eptables, et réunir les deux est épineux.Théorème 3.7 Un 
ode C peut 
orriger t erreurs si son é
art d est tel que d ≥ 2t + 177

Preuve : On a déja vu 
e resultat (Théorème 1.6) Si c est envoyé et y reçu, tels que
d(y, c) ≤ t, tout mot 
ode c′ de C est tel que d(c, c′) ≥ 2t+1. Or, d est une distan
e, don


d(y, c′) ≥ d(c, c′)− d(c, y)

d(y, c′) ≥ t + 1

C peut don
 
orriger t erreurs.Exemple. Reprenons le 
ode déjà vu plus haut
E : F

4
2 → F

7
2 (3.1)

(a1, a2, a3, a4) 7→ (a1, a2, a3, a4, a1 + a3 + a4, a1 + a2 + a4, a1 + a2 + a3)Soient a, b des éléments de F
4
2Si d(a, b) = 1, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.Si d(a, b) = 2, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.Si d(a, b) = 3, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.Si d(a, b) = 4, alors d(E(a), E(b)) = 7.Ce
i dit, l'appli
ation E é
arte vraiment les mots d'information.En e�et, on peut toujours supposer b = (0, 0, 0, 0), et on utilise dire
tement la formule(3.1) pour le mot E(a).Don
 d = 3, et le 
ode 
orrige 1 erreur. 78

Lemme 3.8 Soit un 
ode linéaire C de matri
e de 
orre
tion H et d'é
art d. Alors d ≥ s+1si et seulement si s 
olonnes de H sont linéairement indépendantes.Preuve : Supposons que s 
olonnes de H soient linéairement dépendantes. Alors il existe

c ∈ C non nul tel que Hct = 0 et w(c) ≤ s. Ainsi, d ≤ s. Inversement, si s 
olonnes de
H sont toujours indépendantes, c ∈ C non nul est toujours tel que w(c) ≥ s + 1 et don

d ≥ s + 1.
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Ce qui suit est un algorithme simple de dé
odage des 
odes linéaires : le dé
odage parleader de 
lasse.Soit C un 
ode linéaire de longueur n et de dimension k sur Fq. L'espa
e ve
toriel

F
n
q /C est formé de toutes les 
lasses a + C, a ∈ F

n
q . Pour tout a, |a + C| = qk , et

F
n
q = (a(0) + C) ∪ · · · ∪ (a(s) + C),ave
 a(0) = 0, s = qn−k − 1.Alors, quel que soit le message y reçu, il existe i tel que y ∈ a(i)+C, et si c est le messageenvoyé, e = y− c = a(i) + z ∈ a(i) +C. On peut ainsi 
onstruire une méthode de dé
odagedes 
odes linéaires. En e�et, quel que soit y ∈ a(i) + C reçu, tous les ve
teurs erreurpossibles pour y sont également dans a(i) +C. La règle de dé
odage par plus pro
he voisinnous 
onduit à 
hoisir pour ve
teur erreur le ve
teur e ∈ a(i) + C de poids de Hammingminimum, et on dé
ode y en x = y − e. Nous allons voir maintenant l'algorithme, àproprement parler, plus en détail.
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Définition 3.9 Dans les 
onditions dé
rites pré
édemment, un élément de poids mini-mum dans a + C est appelé un leader de 
lasse.Soient a(1), · · · , a(s) les leaders des 
lasses a+C, a 6= 0, et soient c(1) = 0, c(2), · · · , c(qk)tous les mots du 
ode C et soit le tableau suivant :

c(1) c(2) · · · c(qk)

a(1) + c(1) a(1) + c(2) · · · a(1) + c(qk)

· · · · · · · · · · · ·
a(s) + c(1) a(s) + c(2) · · · a(s) + c(qk)Si on reçoit le mot y = a(i) + c(j), le ve
teur erreur est e = a(i) et on dé
ode y en

x = y − e = c(j), 
'est à dire le mot du 
ode (don
 un terme de plus petit poids) de la
olonne où est situé y. On peut déterminer la 
lasse de y en évaluant 
e que l'on appellele syndrome de y.
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Définition 3.10 Soit H la matri
e de 
orre
tion d'un 
ode linéaire C de longueur n etde dimension k. Alors le ve
teur S(y) = Hyt de longueur n− k est appelé le syndrome de
y.Théorème 3.11 Pour y, z éléments de F

n
q , on a(i) S(y) = 0 si et seulement si y ∈ C(ii) S(y) = S(z) si et seulement si y + C = z + CPreuve : S(y) = Hyt, et C = {y ∈ Fn

q : Hyt = 0}, d'où le (i). De plus, S(y) = S(z)⇐⇒
Hyt = Hzt ⇐⇒ H(y − z)t = 0⇐⇒ y − z ∈ C ⇐⇒ y + C = z + C, d'où le (ii).Si le message c est envoyé et y reçu, e = y − c, alors

S(y) = S(c + e) = S(c) + S(e) = S(e),

y et e sont dans la même 
lasse, et le leader de 
ette 
lasse a également le même syndrome.
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Ce
i nous permet d'améliorer l'algorithme pré
édent. Celui-
i 
onsistait à re
her
herle message reçu y dans le tableau 
onstruit pré
édemment, et à le dé
oder en remontantau premier terme de la 
olonne du tableau où il se situe. Or, de 
e qui pré
ède, tousles éléments d'une même ligne du tableau ont le même syndrome. Ainsi, pour ne pasperdre du temps de 
her
her y dans le tableau, il su�t d'y rajouter une 
olonne, 
elle dessyndromes. Le dé
odage se fait alors 
omme suit :(i) On 
al
ule S(y) = Hyt.(ii) On 
her
he S(y) dans la 
olonne des syndromes.(iii) Le ve
teur erreur e est le leader de 
ette 
lasse, don
 premier terme de la ligne où�gure S(y).(iv) On dé
ode y en x = c(j) = y − e, qui est également un terme de plus petit poidsde la 
olonne de y.
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Exemple. Soit C un 
ode linéaire de matri
e génératri
e G et de matri
e de 
ontr�le H .

G =

(
1 0 1 0
0 1 1 1

)

,H =

(
1 1 1 0
0 1 0 1

)

Motsd'information { 00 10 01 11Mots
odes { 0000 1010 0111 1101 0
0

1000 0010 1111 0101 1
0

0100 1110 0011 1001 1
1

0001 1011 0110 1100 0
1

︸︷︷︸ ︸︷︷︸Leaders de 
lasse SyndromesSi y = (1110) est le message reçu, plut�t que de 
her
her y dans le tableau, 
e quiserait 
oûteux pour de grands tableaux, on 
al
ule son syndrome :

S(y) = Hyt =

(
1
1

)
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Il vient ensuite immédiatement que le ve
teur erreur est le leader de la 
lasse 
orrespon-dante, ayant le même syndrome, don
 e = (0100), et on dé
ode y en x = y − e = (1010)Cette méthode est toutefois limitée, 
ar pour de très grands 
odes, il devient impossiblede trouver les leaders de 
lasse. Un 
ode binaire de longueur 50 et de dimension 20 possède

≈ 109 
lasses. Pour surmonter 
es di�
ultés, il va falloir 
onstruire des 
odes parti
uliers.
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3.3 Classe des 
odes de HammingThéorème 3.12 Soit C un 
ode linéaire binaire de matri
e de 
orre
tion H. Alors, lesyndrome d'un ve
teur reçu est égal à la somme des 
olonnes de H 
orrespondant auxpositions des erreurs.Preuve : On note hj la jme 
olonne de H , et soit y = x + e le message reçu, x ∈ C.Alors, S(y) = Het. Si

e = (0, · · · , 0, 1
i1

, 0, · · · , 0, 1
i2

, 0, · · · ),alors

S(y) = hi1 + hi2 + · · ·Si toutes les 
olonnes de H sont di�érentes, une erreur simple en ime position entraîne

S(y) = hj , don
 une erreur peut être 
orrigée. Dans le 
as de 
odes visant à 
orriger uneerreur, la 
lasse des 
odes de Hamming simpli�e le problème de la lo
alisation de l'erreur.Définition 3.13 Un 
ode binaire Cm, de longueur n = 2m − 1, m ≥ 2, de matri
e de
orre
tion m× (2m− 1) H est appelé 
ode de Hamming binaire si les 
olonnes de H sontles é
ritures binaires de 1, 2, · · · , 2m − 1.Lemme 3.14 Cm est de dimension 2m −m− 1 et 
orrige 1 erreur.
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Preuve : Par 
onstru
tion, H est de rang m, et deux 
olonnes distin
tes de H sonttoujours linéairement indépendantes. En revan
he, 
omme H 
ontient ave
 deux 
olonnesdistin
tes également leur somme, on a l'é
art de C d = 3, don
 C 
orrige une erreur.Exemple Soit C3 le 
ode de Hamming binaire de longueur 7 et de dimension 4. Alors samatri
e de 
orre
tion est

H =





0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1





Le message reçu y = (1101111) a pour syndrome S(y) = (011)t, alors nous pouvonsa�rmer qu'une erreur s'est produite en 3ème position, puisque 011 est l'é
riture de 3 enbase 2, don
 le mot de 
ode 
orrigé est x = (1111111).
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Remarque 3.15 On peut dé�nir les 
odes de Hamming q-aires C(m, q) pour tout 
orps�nis Fq. Ils sont de type [(qm−1)/(q−1), (qm−1)/(q−1)−m, 3], et la matri
e de 
ontr�leest formée par les 
olonnes representant les 
oordonnées homogènes de points di�érentsde l'espa
e proje
tif P
m−1
FqRemarque 3.16 Les 
odes de Hamming C(m, q) sont parfaits : ils réalisent un empile-ment de sphères de rayon 1 dans F

n
q .Rapellons que

CardB(x, r) = Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

don


Vq(n, 1) = 1 + n(q − 1).La borne d'empilement de sphères de rayon 1a la forme :

qn ≤ qkVq(n, 1)⇐⇒ qn−k ≤ 1 + n(q − 1),et 
ette borne est atteinte puisque n− k = m, qm = 1 + n(q − 1).
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Cours N
◦4(disponible à l'adresse : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish).3.4 Énumération de poids et l'identité de Ma
Williams(voir [vLi℄, �3.5). Pour obtenir une information plus détillée sur les distan
es entre les motsd'un 
ode linéaire C, on utilise le polyn�me-énumérateur de poids A(z) =

∑n
i=0 Aiz

n.Définition 3.17 (a) Soit C un 
ode linéaire, Le polyn�me-énumérateur de poids estdonné par

A(z) =

n∑

i=0

Aiz
i,où

Ai := #{c ∈ C | w(c) = i = d(c, 0)}est le nombre de mots de C de poids i ≤ n, A0 = 1.(b) La suite (Ai)
n
i=0 est dit la distribution des poids.
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On utilise la notation C⊥ pour le 
ode dual d'un 
ode linéaire C sur Fq,
C⊥ = {(x1, · · · , xn) ∈ F

n
q | ∀c = (c1, · · · , cn) ∈ C, x1c1 + · · ·+ cnxn = 0}.Exemple. Si C = F

n
q , alors C⊥ = (Fn

q )⊥ = {0}, puis
Ai =

(
n

i

)

(q − 1)i ⇒ A(z) =

n∑

i=0

(
n

i

)

(q − 1)izi = (1 + (q − 1)z)n,et B(z) = 1.
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Théorème 3.18 Soit C un [n, k, d]q-
ode linéaire sur Fq ave
 le polyn�me-énumérateur

A(z) =
∑n

i=0 Aiz
n, et soit B(z) le polyn�me-énumérateur du 
ode dual C⊥. Alors

B(z) = q−k(1 + (q − 1)z)nA

(
1− z

1 + (q − 1)z

)

.Preuve On �xe un morphisme de groupes χ : Fq → C
∗ non-triviale, par exemple χ(x) =

exp(2iπTrFq/Fp
(x)/p), où q = pr

TrFq/Fp
(x) = x + xp + · · ·+ xpr−1 ∈ Fp.Puis, on 
onsidère la fon
tion génératri
e

g(u, z) :=
∑

v∈Fn
q

χ(〈u, v〉)zw(v),où

〈u, v〉 = u1v1 + · · ·+ unvn, u = u1 + · · ·+ un, v = v1 + · · ·+ vn ∈ F
n
q .
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On pose w(ν) = 1 pour tout ν ∈ F∗
q , w(0) = 0, alors

w(v1, · · · , vn) = w(v1) + · · ·+ w(vn) ∈ N.Puis on montre que

∑

u∈C

g(u, z) = |C|B(z), (3.2)par
e que

∑

u∈C

g(u, z) =
∑

u∈C

∑

v∈Fn
q

χ(〈u, v〉)zw(v) =
∑

v∈Fn
q

zw(v)
∑

u∈C

χ(〈u, v〉).

I
i la somme intérieure est |C| pour v ∈ C⊥, et nulle sinon, puisque 〈u, v〉 prends alorstoute valeur de Fq le même nombre de fois.
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D'autre part,

g(u, z) =
∑

v=(v1,··· ,vn)∈Fn
q

χ(u1v1)z
w(v1) · . . . · χ(unvn)zw(vn) (3.3)

=

n∏

i=1

∑

vi∈Fq

χ(uivi)z
w(vi) = (1− z)w(u)(1 + (q − 1)z)n−w(u)

= (1 + (q − 1)z)n

(
1− z

1 + (q − 1)z

)w(u)

= (1 + (q − 1)z)n−w(u)(1− z)w(u),par
e que

∑

vi∈Fq

χ(uivi)z
w(vi) =







∑

v∈Fq

χ(0)zw(v) = (1 + (q − 1)z), si ui = 0,

1 + z
∑

ν∈F∗

q

χ(ν) = 1− z, si ui 6= 0.La sommation des égalités (3.3) substituées dans ∑u∈C g(u, z) = |C|B(z), montre dire
-tement l'identité du théorème 3.18, puisque |C| = qk :

B(z) = q−k(1 + (q − 1)z)n
n∑

i=0

Ai

(
1− z

1 + (q − 1)z

)i

.
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Exer
i
es3.1 Soit Ai := #{c ∈ C | w(c) = i = d(c, 0)} est le nombre de mots d'un 
ode C de poids
i ≤ n, A0 = 1. Montrer que pour le 
ode de Hamming C = Hm binaire il y a la relationsuivante :

iAi =

(

n

i − 1

)

− Ai−1 − (n − i + 2)Ai−23.2 En déduire :

A′(z) = (1 + z)n − A(z) − nzA(z) + z2A′(z), A(0) = 1.3.3 Cal
uler le polyn�me-énumérateur de poids A(z) =
∑n

i=0 Aiz
i pour le 
ode de Hammingbinaire C = Hm, où Ai := #{c ∈ C | w(c) = i = d(c, 0)} est le nombre de mots de C depoids i ≤ n, A0 = 1. (Réponse : A(z) = ((1+ z)n +n(1+ z)(n−1)/2(1− z)(n+1)/2))/(n+1)).3.4 Cal
uler le polyn�me-énumérateur de poids A(z) =

∑n
i=0 Aiz

i pour le 
ode C de répé-tition pûr, et pour le 
ode d'un seul 
ontr�l de parité. Véri�er dire
tement l'identité deMa
Williams dans 
e 
as.
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3.5 Codes 
y
liquesDéfinition 3.19 Un 
ode linéaire C ⊂ F
n
q est dit 
y
lique si

(a0, · · · , an−1) ∈ C ⇐⇒ (an−1, a0, . . . , an−2) ∈ CPour la suite, nous supposons que pg
d(n, q) = 1 et on notera (xn−1) l'idéal de Fq[x]engendré par xn − 1. Alors, tout élément de Fq[x]/(xn − 1) peut être représenté par despolyn�mes de degré inférieur à n (ou le polyn�me nul), et 
et anneau est ainsi isomorpheà F
n
q 
omme Fq-espa
e ve
toriel. Un isomorphisme est donné par

(a0, · · · , an−1)←→ a0 + a1x + a2x
2 + ... + an−1x

n−1Cet isomorphisme permet de 
onsidérer les éléments de Fq[x]/(xn−1) 
omme des ve
teursde F
n
q ou 
omme des polyn�mes de degré < n modulo xn − 1. La multipli
ation despolyn�mes modulo xn−1 est introduite de manière usuelle, 
'est à dire, que si g1, g2 ∈ Fq[x]alors (g1 mod (xn − 1))(g2 mod (xn − 1)) = (g1g2) mod (xn − 1),

(g1 mod (xn − 1)) + (g2 mod (xn − 1)) = (g1 + g2) mod (xn − 1).
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3.6 Constru
tions3.6.1. Constru
tion par polyn�me générateurPour obtenir un 
ode 
y
lique de dimension k et de longueur n, on peut 
oder lesmessages à transmettre (identi�és à des polyn�mes de degré ≤ k − 1) en les multipliantpar un polyn�me g donné de degré n− k diviseur de xn − 1. La 
orrespondan
e

(a0, · · · , an−1)←→ f(x) = an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0entre les ve
teurs et les polyn�mes permet d'interpréter C 
omme le sous-espa
e suivant :

C = 〈1 · g(x), x · g(x), x2 · g(x), · · · , xk−1 · g(x)〉 ⊂ Fq[x]/(xn − 1)de l'anneau quotient

Fq[x]/(xn − 1).

96



Théorème 3.20 Le 
ode linéaire C est 
y
lique si et seulement si C est un idéal de

Fq[x]/(xn − 1).Preuve : Si C est un idéal de Fq[x]/(xn − 1), et (a0, · · · , an−1) ∈ C, alors

x · (a0, · · · , an−1) = (an−1, a0, · · · , an−2) ∈ C.Inversement, si C est 
y
lique, pour tout a(x) ∈ C, xa(x) ∈ C, x2a(x) ∈ C et ainsi desuite, don
 b(x)a(x) ∈ C et C est un idéal.L'anneau Fq[x] est prin
ipal, don
 tous les idéaux de l'anneau Fq[x]/(xn − 1) sontprin
ipaux. En parti
ulier, tout idéal non nul est engendré par un polyn�me g(x) de plusbas degré qu'il 
ontient, et g(x) divise xn − 1 :

C = 〈1 · g(x), x · g(x), x2 · g(x), · · · , xk−1 · g(x)〉,
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3.6.2. Constru
tion par polyn�me 
orre
teurSi g(x) = g0 + g1x + · · ·+ gn−kxn−k, une matri
e génératri
e du 
ode C est
G =







g0 g1 · · · gn−k 0 0 · · · 0
0 g0 g1 · · · gn−k 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0 g0 g1 · · · gn−k






∈ Mk,n(Fq)

Les lignes de G sont, de manière évidente, linéairement indépendantes et rg(G) = k, ladimension du 
ode.Proposition 3.21 Si h(x) = (xn − 1)/g(x) = h0 + · · ·+ hkxk, alors

H =







0 0 · · · 0 hk hk−1 · · · h1 h0

0 0 · · · hk hk−1 hk−2 · · · h0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
hk hk−1 · · · h0 0 · · · · · · · · · 0






∈ Mn−k,n(Fq)

est une matri
e de 
ontr�le de C.
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Preuve (voir [MW-S℄, p. 194) : En e�et, soit

h(x) = (xn − 1)/g(x) (3.4)

= h0 + h1x + h2x
2 + . . . + hkxk =

k∑

j=0

hjx
j =

n−1∑

j=0

hjx
j où hj = 0 pour j ≥ k + 1.Alors une 
ondition né
essaire pour que

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1appartienne au 
ode C = (g), est donnée par la 
ongruen
e suivante :
f(x) = g(x) · u(x)⇒ h(x) · f(x) = h(x)g(x) · u(x) ≡ 0 mod (xn − 1).On 
al
ule don
 le produit

h(x) · f(x) =
k∑

j=0

hjx
j

n−1∑

i=0

aix
i =

k∑

j=0

n−1∑

i=0

hjaix
i+j , où i + j ≤ k + n− 1 ≤ 2n− 1.De plus,

xi+j ≡ xi+j−n mod (xn − 1), si i + j ≥ n.99

On pose l = i + j, alors
h(x) · f(x) =

k∑

j=0

n−1∑

i=0

hjaix
i+j (3.5)

=
n−1∑

l=0

n−1∑

i=0

hl−iaix
l +

2n−1∑

l=n

n−1∑

i=0

hl−iaix
l

≡
n−1∑

l=0

n−1∑

i=0

hl−iaix
l +

n−1∑

l′=0

n−1∑

i=0

hl′+n−iaix
l′ mod (xn − 1)

=

n−1∑

l=0

(
n−1∑

i=0

hl−iai +

n−1∑

i=0

hl+n−iai

)

xl(on utilise la notation l′ = l − n pour l ≥ n). Puis, on observe que la se
onde somme sur

i dans la derinère ligne de (3.5) est nulle dès que l ≥ k puisque l + n− i ≥ k + 1 et don


hl+n−i = 0 puisque le degré du polyn�me h est égal à k (voir (3.4)).Don
, pour tous les l = k, k + 1, · · · , n − 1 il n'y a qu'une seule somme , et on a la
ondition suivante : pour tous les l = k, k + 1, · · · , n− 1

n−1∑

i=0

hl−iai = 0.
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Don
 une 
ondition né
essaire 
onsiste a un système de k − n équations linéaires

n−1∑

i=0

hl−iai = 0, (l = k, k + 1, · · · , n− 1) (3.6)de plus, hl−i = 0 si l − i ≥ k + 1⇐⇒ hl−i = 0 si i ≤ l − k − 1. Le système devient don








(l = n− 1) 0 · a0 + · · ·+ hk · an−k−1 + · · ·+ h1 · an−2 + · · ·+ h0 · an−1 = 0
(l = n− 2) 0 · a0 + · · ·+ hk · an−k−2 + hk−1 · an−k−1 + · · ·+ h0 · an−2 + 0 · an−1 = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · = 0

(l = k) hk · a0 + · · ·+ h0 · ak + 0 · ak+1 + · · ·+ h0 · an−2 + · · ·+ 0 · an−1 = 0

,


'est à dire, la matri
e du système est la matri
e suivante (de rang n− k, puisque h0 6= 0)

H =







0 0 · · · 0 hk hk−1 · · · h1 h0

0 0 · · · hk hk−1 hk−2 · · · h0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
hk hk−1 · · · h0 0 · · · · · · · · · 0







Comme la 
ondition est né
essaire, 
e système donne un sous-espa
e ve
oriel C ′ de C dedimension n− (n− k) = k. Mais la dimension du 
ode C est égale à k don
 C ′ = C, et la
ondition de 
ontr�le (3.6) est né
essaire et su�sante.101

Définition 3.22 Soit C = (g(x)) un 
ode 
y
lique. Alors g(x) est appelé polyn�me gé-nérateur de C, et h(x) = (xn − 1)/g(x) est appelé polyn�me 
orre
teur de C.Soit xn−1 = f1(x)f2(x) · · · fm(x) la dé
omposition de xn−1 en fa
teurs irrédu
tiblessur Fq. Nous supposons dans 
ette partie que pg
d(n, q) = 1, 
e qui élimine l'éventualitéde fa
teurs multiples. Si fi(x) est irrédu
tible sur Fq, alors (fi(x)) est un idéal maximal et
C est un 
ode 
y
lique maximal. On engendre tous les 
odes 
y
liques de longueur n sur Fqgrâ
e à la fa
torisation 
i-dessus, en 
hoisissant n'importe quel diviseur de xn − 1 (parmiles 2m diviseurs distin
ts de xn−1) 
omme polyn�me générateur. On a de plus les mêmespropriétés que pour les 
odes 
onstruits à partir de matri
es. En e�et, si C est 
y
lique,

g(x) et h(x) sont des polyn�mes respe
tivement générateur et 
orre
teur de C, alors

v(x) ∈ Fq[x]/(xn− 1) est un mot du 
ode C si et seulement si v(x)h(x) ≡ 0 mod (xn− 1).Un message a(x) est 
odé en w(x) = a(x)g(x). Si on divise le message reçu v(x) par g(x)et que le reste est non nul, on sait que des erreurs sont survenues :
v(x) = b(x)g(x) + r(x).Ce
i dit, le syndr�me S(v) = r(x) est le reste de la division eu
lidienne. Un de
odagepossible de v(x) est don
 b(x).
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Pour avoir un dé
odage standard ("de vraisemblen
e maximale") d'un mot v(x) on
hoisit parmi les polyn�mes

v(x)− ã(x)g(x), ã(x) = a′
0 + a′

1x + · · ·+ a′
k−1x

k−1un polyn�me de nombre minimum des 
oe�
ients non nuls. Ave
 
e 
hoix, on dé
lare
ã(x) = a′

0 + a′
1x + · · ·+ a′

k−1x
k−1un mot dé
odé.

103

On peut obtenir la matri
e génératri
e 
anonique de C de la manière suivante (voir[Li-Ni℄,Ch. IX, �2). Soit deg(g(x)) = n− k. Alors il existe ave
 uni
ité aj(x) et rj(x) ave


deg(rj(x)) < n− k et tels que

xj = aj(x)g(x) + rj(x) pour tout jAinsi, xj − rj(x) ∈ C, ainsi que

gj(x) = xk(xj − rj(x)) (pour n− k ≤ j ≤ n− 1)
onsidéré modulo xn− 1. Les polyn�mes gj(x), pour n− k ≤ j ≤ n− 1, sont linéairementindépendants et forment la matri
e génératri
e 
anonique de C : (Ik,−R), où la ième lignede R est le ve
teur des 
oe�
ients de rn−k−1+i(x) :

gn−k = xk(xn−k − rn−k(x)) ≡ 1− xkrn−k(x) mod (xn − 1),deg xkrn−k(x) < n

gn−k+1 = xk(xn−k+1 − rn−k(x)) ≡ x− xkrn−k+1(x) mod (xn − 1),deg xkrn−k+1(x) < n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
gn−1 = xk(xn−1 − rn−1(x)) ≡ xk−1 − xkrn−1(x) mod (xn − 1),deg xkrn−1(x) < n.
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Exemple Soit n = 7, q = 2. Alors

x7 − 1 = (x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1)et g(x) = x3 + x2 + 1 engendre un 
ode 
y
lique de longueur 7 et de dimension 4 depolyn�me 
orre
teur

h(x) = (x7 − 1)/g(x) = (x + 1)(x3 + x + 1) = x4 + x3 + x2 + x + 1.(
et exemple est disponible à l'adresse 
a
hée :http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish/04mag-maple dans le �
hier4mag-6rem.mws)
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> restart;g:=x^3+x^2+1 mod 2;

g := x3 + x2 + 1

> r[3℄:=rem(x^3, g,x)mod 2;

r3 := 1 + x2

> r[4℄:=rem(x^4, g,x)mod 2;

r4 := x + 1 + x2

> r[5℄:=rem(x^5, g,x)mod 2;

r5 := x + 1

> r[6℄:=rem(x^6, g,x)mod 2;
r6 := x2 + xLes matri
es 
anoniques (voir Dé�nition 3.4) génératri
e et 
orre
tri
e 
orrespondantessont

G =







1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1







, H =





1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1




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Exemples 3.23 (Codes de Reed-Solomon) Soit Fq un 
orps �ni et F∗
q = 〈α〉. Un
ode de Reed-Solomon est un 
ode sur Fq de longueur q − 1, dé�ni par le polyn�me géné-rateur g(x) des ra
ines αb, αb+1, · · · , αb+d′−2 ∈ F

∗
q :

g(x) = (x− αb)(x− αb+1) · . . . · (x− αb+d′−2), d◦(g) = d′ − 1ave
 les fa
teurs linéaires dans Fq[x].On montrera que, k = n− d◦(g) = q− 1− d′ + 1 = q− d′, d ≥ d′. D'autre part, par laborne de Singleton (le théorème 2.6), d ≤ n − k + 1 = q − 1 − (q − d′) + 1 = d′, don
 lepoids de C est exa
tement d′.Exemple. 1) Soit F
∗
8 = 〈α〉, α3 = α + 1, g(x) = (x− α)(x− α2)(x− α3) = α6 + αx +

α6x2 + x3. Alors n = 7, k = 4, d = 4,

G =







α6 α α6 1 0 0 0
0 α6 α α6 1 0 0
0 0 α6 α α6 1 0
0 0 0 α6 α α6 1







.

2) Soit F
∗
256 = 〈α〉, g =

∏43
12(x − α11j), α8 = α7 + α2 + α + 1. Alors n = 255, k =

223, d = 33 (un 
ode utilsé par la NASA).
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4 Polyn�mes lo
ateurs d'erreurs. Appli
ation au dé
o-dage4.1 Constru
tion de 
odes 
y
liques à partir des ra
ines.Lorsque l'on dé�nit un 
ode 
y
lique par un polyn�me générateur g, tous les mots du
ode sont multiples de 
e polyn�me, et s'annulent don
 sur l'ensemble des ra
ines de g. Deplus, on peut trouver une extension de Fq 
ontenant 
es ra
ines. Soient don
 α1, · · · , αsdes éléments d'une extension Fqm de Fq, et pi(x) le polyn�me minimal de αi sur Fq,

1 ≤ i ≤ s. Soit n ∈ N tel que αn
i = 1, 1 ≤ i ≤ s, et soit g(x) = ppcm(p1(x), · · · , ps(x)).Dans 
es 
onditions, g(x) divise xn− 1 et si C est le 
ode de polyn�me générateur g, on a

v(x) ∈ C ⇐⇒ v(αi) = 0, i = 1, · · · , sDans 
e qui suit, nous allons étudier l'intérêt de 
ette méthode de 
onstru
tion de 
odes
y
liques, par rapport à la 
onstru
tion dire
te par polyn�me générateur.
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Théorème 4.1 : Soit C ⊂ Fq[x]/(xn − 1) un 
ode 
y
lique de polyn�me générateur gdont les ra
ines sont α1, · · · , αn−k. Alors, f ∈ Fq[x]/(xn − 1) est un mot du 
ode si etseulement si le ve
teur des 
oe�
ients de f(f0, · · · , fn−1) est dans le noyau de

H =





1 α1 α2
1 · · · αn−1

1

: : : : :
1 αn−k α2

n−k · · · αn−1
n−k





Preuve : f ∈ C si et seulement si f(αi) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n− k, 
e qui équivaut bien àl'assertion du théorème.Théorème 4.2 Le 
ode 
y
lique binaire C de longueur n = 2m − 1 dont le polyn�megénérateur est le polyn�me minimal sur F2 d'un élément primitif de F2m est équivalent au
ode de Hamming binaire (n, n−m).Preuve : Si α est un élément primitif de F2m :

F
∗
2m = 〈α〉 = {1, α, α2, · · · , α2m−2}alors son polyn�me minimal sur F2 est

p(x) = (x− α)(x− α2)(x− α4) · · · (x− α2m−1

)(deg(p) = m)109

et

{1, α, α2, · · · , αm−1}est une base de F2m sur F2. Soit alorsH la matri
e dont la jème 
olonne est (c0, · · · , cm−1)
t,ave
 αj−1 = c0 + c1α + · · · + cm−1α

m−1, et les ci dans F2. Soit alors a(x) = a0 + a1x +
· · · + an−1x

n−1 ∈ F2[x] ave
 n = 2m − 1. On a Hat = a(α), exprimé dans la base
{1, α, · · · , αm−1}. La matri
e H est don
 une matri
e de 
ontr�le du 
ode engendré par
p(x), et les 
olonnes de H sont une permutation des représentations binaires des 2m − 1premiers entiers, qui forment une matri
e de 
orre
tion du 
ode de Hamming binaire

(n, n−m), et les deux 
odes sont don
 équivalents.Exemple. Considérons le polyn�me p(x) = x4 +x +1. Il est primitif sur F2 et une de sesra
ines α est un élément primitif de F16 :
α4 = 1 + α,α5 = α + α2, α6 = α2 + α3, α7 = 1 + α + α3, α8 = 1 + α2,

α9 = α + α3, α10 = 1 + α + α2, α11 = α + α2 + α3, α12 = 1 + α + α2 + α3,

α13 = 1 + α2 + α3, α14 = 1 + α3, α15 = 1.
110

E
rivons H dont la jème 
olonne est αj−1 exprimé dans la base {1, α, α2, α3}, 0 ≤ j ≤ 14.Il vient

H =







1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1





Si alors a(x) = a0 + · · · + a10x

10 est le message à transmettre, il sera 
odé en w(x) =
a(x)(x4+x+1). Supposons qu'une erreur survienne au 
ours de la transmission, le messagereçu est alors v(x) = w(x) + xe−1. Son syndrome est S(v) = v(α) = w(α) + αe−1 = αe−1,et on sait qu'une erreur est survenue en eème position.
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Cours N
◦54.2 Exemples : 
odes de GolayLes 
al
uls suivants sont disponibles à l'adresse 
a
hée :http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish/04mag-maple dans le �
hier4mag-7
y
l-gol.mws :4.2.1. Code G23On 
onsidère le groupe 
y
lique F

∗
211 d'ordre 211−1 = 23 ·89. Soit α ∈ F

∗
211 une ra
ineprimitive de degré 23. On pose

G23 =

{

x = (x0, · · · , x22) ∈ F
23
2 |

22∑

i=0

xiα
i = 0

}

⊂ F2[x]/(x23 − 1).On a n=23, q = 2,

x23 − 1 = x23 + 1 = (x + 1)g0(x)g1(x) =

(x + 1) (x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)
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où

g0(x) = x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1

=
∏

i∈I

(x− αi), I = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18}

g1(x) = x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1

=
∏

j∈J

(x− αj), J = {5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22}

Remarque. L'ensemble

I = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18}
oïn
ide ave
 l'ensemble des résidues quadratiquesmodulo 23, et l'ensemble 
omplémentaire

J = {5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22}
oïn
ide ave
 l'ensemble des non-résidues quadratiques modulo 23.L'appli
ation de Frobenius αk 7→ α2k laisse I et J stable puisque ( 2
23

)
= 1, et l'ap-pli
ation αk 7→ α−k é
hange les ensembles I et J puisque (−1

23

)
= −1, grâ
e à la loi de
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ré
ipro
ité quadratique de Gauss : pour les nombres premiers positifs impairs p, q on a
(

p

q

)(
q

p

)

= (−1)
(p−1)

2
(q−1)

2 ,et on a les deux 
ompléments suivants de 
ette loi :

(
2

p

)

= (−1)(p
2−1)/8,

(−1

p

)

= (−1)(p−1)/2,
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Définition 4.3 Code de Golay G23 est un sous-espa
e ve
toriel (g0) de dimension 12dans le quotient

F2[x]/(x23 − 1)vu 
omme un espa
e ve
toriel de dimension 23 sur F2 ave
 le polyn�me générateur

g0(x) = x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1et ave
 le polynome de 
ontr�le

h(x) = (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1) = (x + 1)g1(x)C'est un [23, 12, 7]2-
ode.

> restart ;

> with(linalg) :Warning, the prote
ted names norm and tra
e have been redefined andunprote
ted

> Fa
tor(x^23+1) mod 2;

(x + 1) (x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

> g:=x^11+x^10+x^6+x^5+x^4+x^2+1;irredu
(g) mod 2;
g := x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1115

true

> alias(alpha = RootOf(g)) ;

α

> Fa
tor(g,alpha) mod 2;

(x + α9) (x + α6) (x + α9 + α8 + α6 + α5 + α2 + α) (x + α4)

(x + α8 + α7 + α6 + α5 + α3 + α2 + 1) (x + α10 + α8 + α6 + α3 + α + 1)

(x + α10 + α7 + α4 + α3 + α2 + α + 1) (x + α) (x + α2) (x + α8) (x + α3)
> for i from 0 to 23 do

> if Eval(g, x=alpha^i) mod 2 = 0 then Expand (alpha^i) mod 2;

> print('i'=i, alpha^i=Expand (alpha^i) mod 2, 'g'(alpha^i)=0) fi

> od ;

i = 1, α = α, g(α) = 0

i = 2, α2 = α2, g(α2) = 0

i = 3, α3 = α3, g(α3) = 0

i = 4, α4 = α4, g(α4) = 0

i = 6, α6 = α6, g(α6) = 0

i = 8, α8 = α8, g(α8) = 0
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i = 9, α9 = α9, g(α9) = 0

i = 12, α12 = α10 + α7 + α4 + α3 + α2 + α + 1, g(α12) = 0

i = 13, α13 = α10 + α8 + α6 + α3 + α + 1, g(α13) = 0

i = 16, α16 = α9 + α8 + α6 + α5 + α2 + α, g(α16) = 0

i = 18, α18 = α8 + α7 + α6 + α5 + α3 + α2 + 1, g(α18) = 0

> for i from 0 to 23 do

> if Eval(g, x=alpha^(-i)) mod 2 = 0 then Expand (alpha^(-i)) mod 2;

> print('i'=i, alpha^(i)=Expand (alpha^i) mod 2, 'g'(alpha^(-i))=0) fi

> od ;

i = 5, α5 = α5, g(
1

α5
) = 0

i = 7, α7 = α7, g(
1

α7
) = 0

i = 10, α10 = α10, g(
1

α10
) = 0

i = 11, α11 = α10 + α6 + α5 + α4 + α2 + 1, g(
1

α11
) = 0
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i = 14, α14 = α10 + α9 + α7 + α6 + α5 + α + 1, g(
1

α14
) = 0

i = 15, α15 = α8 + α7 + α5 + α4 + α + 1, g(
1

α15
) = 0

i = 17, α17 = α10 + α9 + α7 + α6 + α3 + α2, g(
1

α17
) = 0

i = 19, α19 = α9 + α8 + α7 + α6 + α4 + α3 + α, g(
1

α19
) = 0

i = 20, α20 = α10 + α9 + α8 + α7 + α5 + α4 + α2, g(
1

α20
) = 0

i = 21, α21 = α9 + α8 + α4 + α3 + α2 + 1, g(
1

α21
) = 0

i = 22, α22 = α10 + α9 + α5 + α4 + α3 + α, g(
1

α22
) = 0

> g[1℄:=x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1;Fa
tor(g[1℄,alpha) mod 2;

g1 := x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1
118

(x + α10 + α9 + α7 + α6 + α3 + α2) (x + α10 + α6 + α5 + α4 + α2 + 1) (x + α7)

(x + α8 + α7 + α5 + α4 + α + 1) (x + α10) (x + α5) (x + α10 + α9 + α5 + α4 + α3 + α)

(x + α9 + α8 + α7 + α6 + α4 + α3 + α) (x + α9 + α8 + α4 + α3 + α2 + 1)

(x + α10 + α9 + α7 + α6 + α5 + α + 1) (x + α10 + α9 + α8 + α7 + α5 + α4 + α2)Code de Golay G23 = (g) est un sous-espa
e ve
toriel de dimension 12 dans lequotient

F2[x]/(x23 − 1)(vu 
omme un espa
e ve
toriel de dimension 23 sur F2) ave
 le polyn�me générateur
g := x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1et ave
 le polynome de 
ontr�le h = (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1) ,
h = x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x5 + x2 + 1.C'est un [23, 12, 7]2-
ode.

> for i from 0 to 23 do

> if Eval(g[1℄, x=alpha^i) mod 2 = 0 then Expand (alpha^i) mod 2;
> print('i'=i, alpha^i=Expand (alpha^i) mod 2, 'g[1℄'(alpha^i)=0) fi

> od ; 119

i = 5, α5 = α5, g1(α
5) = 0

i = 7, α7 = α7, g1(α
7) = 0

i = 10, α10 = α10, g1(α
10) = 0

i = 11, α11 = α10 + α6 + α5 + α4 + α2 + 1, g1(α
11) = 0

i = 14, α14 = α10 + α9 + α7 + α6 + α5 + α + 1, g1(α
14) = 0

i = 15, α15 = α8 + α7 + α5 + α4 + α + 1, g1(α
15) = 0

i = 17, α17 = α10 + α9 + α7 + α6 + α3 + α2, g1(α
17) = 0

i = 19, α19 = α9 + α8 + α7 + α6 + α4 + α3 + α, g1(α
19) = 0

i = 20, α20 = α10 + α9 + α8 + α7 + α5 + α4 + α2, g1(α
20) = 0

i = 21, α21 = α9 + α8 + α4 + α3 + α2 + 1, g1(α
21) = 0

i = 22, α22 = α10 + α9 + α5 + α4 + α3 + α, g1(α
22) = 0

> (x^11+x^10+x^6+x^5+x^4+x^2+1)*(x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1);g:=x^1

> 1+x^10+x^6+x^5+x^4+x^2+1;

(x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1) (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

g := x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1
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> G:= matrix(12, 23,

> [[1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄,

> [0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄,

> [0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄,

> [0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1℄℄) ;
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G :=























1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1























> transpose(G);
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











































1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1











































123

> (x^11+x^10+x^6+x^5+x^4+x^2+1)*(x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1);

(x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1) (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)
> 'h'=(x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1);

> h:=Expand((x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1)) mod 2;

h = (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

h := x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x5 + x2 + 1

> 'h'=(x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1);'h'=sort(h,x);

h = (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

h = x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x5 + x2 + 1

> Expand(h*g) mod 2;

1 + x23
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> H:= matrix(11, 23,

> [[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0℄,

> [0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0℄,

> [0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0℄,

> [0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄,

> [1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄℄) ;

H :=





















0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




















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> K:=multiply(H,transpose(G)) ;

K :=





















2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4
2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4 4
2 2 2 2 4 4 4 4 4 4 4 2
2 2 2 4 4 4 4 4 4 4 2 2
2 2 4 4 4 4 4 4 4 2 2 2
2 4 4 4 4 4 4 4 2 2 2 2
4 4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2
4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2
4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 0
4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 0 2
4 4 4 2 2 2 2 2 2 0 2 0



















Les termes de la matri
e obtenue ne sont pas � réduits � à leur forme 
anonique dans

GF(211) = F2[ α℄. Pour obtenir la rédu
tion, on utilise :
> map(item -> Expand(item) mod 2, K) ;
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



















0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0





















%1 := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]Une autre matri
e de 
ontr�le :on 
onsidère la matri
e dont la j-me 
olonne est formée par les 
oordonnées de
αj−1(j = 1, 2, ..., 23) dans la base

〈1, α, α2, . . . , α10〉

GF(211) = F2[α]. 127

> for j from 1 to 23 do print(alpha^(j-1)=Expand(alpha^(j-1)) mod 2) ;

> od;
1 = 1

α = α

α2 = α2

α3 = α3

α4 = α4

α5 = α5

α6 = α6

α7 = α7

α8 = α8

α9 = α9

α10 = α10

α11 = α10 + α6 + α5 + α4 + α2 + 1

α12 = α10 + α7 + α4 + α3 + α2 + α + 1

α13 = α10 + α8 + α6 + α3 + α + 1

α14 = α10 + α9 + α7 + α6 + α5 + α + 1

α15 = α8 + α7 + α5 + α4 + α + 1
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α16 = α9 + α8 + α6 + α5 + α2 + α

α17 = α10 + α9 + α7 + α6 + α3 + α2

α18 = α8 + α7 + α6 + α5 + α3 + α2 + 1

α19 = α9 + α8 + α7 + α6 + α4 + α3 + α

α20 = α10 + α9 + α8 + α7 + α5 + α4 + α2

α21 = α9 + α8 + α4 + α3 + α2 + 1

α22 = α10 + α9 + α5 + α4 + α3 + α

> H1:= matrix(11, 23,

> [[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0℄,

> [0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1℄,

> [0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1,0℄,

> [0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1℄,

> [0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,1,1℄,

> [0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1℄,

> [0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1℄,

> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1℄℄) ;
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H1 :=





















1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1





















> K1:=multiply(H1,transpose(G)) ;
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K1 :=





















2 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4
0 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4
2 2 2 0 0 2 4 4 2 2 4 4
0 2 2 2 0 0 2 4 4 2 2 4
2 2 2 0 2 2 2 2 2 4 4 4
2 2 0 2 2 4 2 2 2 4 4 4
2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 2 4
0 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 2
0 0 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4
0 0 0 2 2 2 2 2 2 4 4 4
2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4



















Les termes de la matri
e obtenue ne sont pas � réduits � à leur forme 
anonique dans

GF(211) = F2[ α℄. Pour obtenir la rédu
tion.

> map(item -> Expand(item) mod 2, K1) ;
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



















0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0





















%1 := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

4.2.2. Code G24de type [24, 12, 8]2 est un 3-
orre
tur ; il est obtenu en ajoutant un 
ontr�le total deparité à la matri
e H de 
ode G23.Ce 
ode est bien adapté à la transmission de 4096 nuan
es de 
ouleur.
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4.2.3. Code G11On 
onsidère le groupe 
y
lique F
∗
35 d'ordre 35 − 1 = 11 · 22. Soit α ∈ F

∗
35 une ra
ineprimitive de degré 11. On pose

G11 =

{

x = (x0, · · · , x10) ∈ F
11
3 |

10∑

i=0

xiα
i = 0

}

⊂ F3[x]/(x11 − 1).On a n=11, q = 3,

X11−1 = X11+2 = (x+2)g0(x)g1(x) = (x+2) (x5+2 x3+x2+2 x+2) (x5+x4+2 x3+x2+2)où

g0(x) = x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2 =
∏

i∈I

(x− αi), I = {1, 3, 4, 5, 9}

g1(x) = x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2 =
∏

j∈J

(x− αj), J = {2, 6, 7, 8, 10}

133

Remarque. L'ensemble

I = {1, 3, 4, 5, 9}
oïn
ide ave
 l'ensemble des résidues quadratiquesmodulo 11, et l'ensemble 
omplémentaire
J = {2, 6, 7, 8, 10}
oïn
ide ave
 l'ensemble des non-résidues quadratiques modulo 11.L'appli
ation de Frobenius αk 7→ α3k laisse I et J stable puisque ( 3

11

)
= 1, et l'ap-pli
ation αk 7→ α−k é
hange les ensembles I et J puisque (−1

11

)
= −1, grâ
e à la loi deré
ipro
ité quadratique de Gauss : pour les nombres premiers positifs impairs p, q on a

(
p

q

)(
q

p

)

= (−1)
(p−1)

2
(q−1)

2 ,et on a les deux 
ompléments suivants de 
ette loi :
(

2

p

)

= (−1)(p
2−1)/8,

(−1

p

)

= (−1)(p−1)/2,
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Définition 4.4 Code de Golay G11 est un sous-espa
e ve
toriel (g0) de dimension 6 dansle quotient

F3[x]/(x11 − 1)vu 
omme un espa
e ve
toriel de dimension 11 sur F3 ave
 le polyn�me générateur

g0(x) = g0(x) = x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2et ave
 le polynome de 
ontr�le

h(x) = (x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2) = (x + 1)g1(x)C'est un [11, 6, 5]3-
ode.

> q:=3;

q := 3

> restart ;

> with(linalg) :Warning, the prote
ted names norm and tra
e have been redefined andunprote
ted
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> Fa
tor(x^11-1) mod 3;

(x + 2) (x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2)

> g:=x^5+2*x^3+x^2+2*x+2;irredu
(g) mod 3;

g := x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2

true

> alias(alpha = RootOf(g)) ;

α

> Fa
tor(g,alpha) mod 3;

(x + 2 α) (x + 2 α3 + α2 + 2 α + 2) (x + 2 α4) (x + α4 + 2 α3 + 2 α2 + 2 α + 1) (x + 2 α3)
> for i from 0 to 11 do

> if Eval(g, x=alpha^i) mod 3 = 0 then Expand (alpha^i) mod 3;

> print('i'=i, alpha^i=Expand (alpha^i) mod 3, 'g'(alpha^i)=0) fi

> od ;

i = 1, α = α, g(α) = 0
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i = 3, α3 = α3, g(α3) = 0

i = 4, α4 = α4, g(α4) = 0

i = 5, α5 = α3 + 2 α2 + α + 1, g(α5) = 0

i = 9, α9 = 2 α4 + α3 + α2 + α + 2, g(α9) = 0
> for i from 0 to 11 do

> if Eval(g, x=alpha^(-i)) mod 3 = 0 then Expand (alpha^(-i)) mod 3;

> print('i'=i, alpha^(i)=Expand (alpha^i) mod 3, 'g'(alpha^(-i))=0) fi

> od ;

i = 2, α2 = α2, g(
1

α2
) = 0

i = 6, α6 = α4 + 2 α3 + α2 + α, g(
1

α6
) = 0

i = 7, α7 = 2 α4 + 2 α3 + α + 1, g(
1

α7
) = 0

i = 8, α8 = 2 α4 + 2 α3 + 2 α2 + 2, g(
1

α8
) = 0

i = 10, α10 = α4 + 2 α2 + α + 2, g(
1

α10
) = 0
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> (x+2)*(x^5+2*x^3+x^2+2*x+2)*(x^5+x^4+2*x^3+x^2+2);

> 'h'=(x+2)*(x^5+x^4+2*x^3+x^2+2);

> h:= sort(Expand((x+2)*(x^5+x^4+2*x^3+x^2+2)) mod 3,x);
(x + 2) (x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2)

h = (x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2)

h := x6 + x4 + 2 x3 + 2 x2 + 2 x + 1Code de Golay C11 = (g) est un sous-espa
e ve
toriel de dimension 6 dans lequotient Z3[ X℄/( x11 − 1) vu 
omme un espa
e ve
toriel de dimension 11 sur

Z3 ave
 le polyn�me générateur

g := x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2et ave
 le polynome de 
ontr�le h = (x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2) ,
h := x6 + x4 + 2 x3 + 2 x2 + 2 x + 1.C'est un [11, 6, 5]3 -
ode.%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%%%%%
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> G:= matrix(6, 11,

> [[2,2,1,2,0,1,0,0,0,0,0℄,

> [0,2,2,1,2,0,1,0,0,0,0℄,

> [0,0,2,2,1,2,0,1,0,0,0℄,

> [0,0,0,2,2,1,2,0,1,0,0℄,

> [0,0,0,0,2,2,1,2,0,1,0℄,

> [0,0,0,0,0,2,2,1,2,0,1℄℄);

G :=











2 2 1 2 0 1 0 0 0 0 0
0 2 2 1 2 0 1 0 0 0 0
0 0 2 2 1 2 0 1 0 0 0
0 0 0 2 2 1 2 0 1 0 0
0 0 0 0 2 2 1 2 0 1 0
0 0 0 0 0 2 2 1 2 0 1











> 'h'= x^6+x^4+2*x^3+2*x^2+2*x+1;

h = x6 + x4 + 2 x3 + 2 x2 + 2 x + 1
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> H:= matrix(5, 11,
> [[0,0,0,0,1,0,1,2,2,2,1℄,

> [0,0,0,1,0,1,2,2,2,1,0℄,

> [0,0,1,0,1,2,2,2,1,0,0℄,

> [0,1,0,1,2,2,2,1,0,0,0℄,

> [1,0,1,2,2,2,1,0,0,0,0℄℄);

H :=









0 0 0 0 1 0 1 2 2 2 1
0 0 0 1 0 1 2 2 2 1 0
0 0 1 0 1 2 2 2 1 0 0
0 1 0 1 2 2 2 1 0 0 0
1 0 1 2 2 2 1 0 0 0 0









> sort(Expand(h*g) mod 3,x);

x11 + 2

> K:=multiply(H,transpose(G)) ;

K :=









0 3 3 6 9 9
3 3 6 9 9 12
3 6 9 9 12 12
6 9 9 12 12 9
9 9 12 12 9 6







Les termes de la matri
e obtenue ne sont pas � réduits � à leur forme 
anonique dans

GF(35) = F3[ α℄. Pour obtenir la rédu
tion.140



> map(item -> Expand(item) mod 3, K) ;









0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0









4.2.4. Code G12de type [12, 6, 6]3 est un 2-
orre
tur ; il est obtenu en ajoutant une ligne de 
ontr�le totalà la matri
e H de 
ode G11.Exer
i
e. (a) Cal
uler le volume de la boule de Hamming Vq(n, t), t = 1, 2, 3.(b) Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les 
odes G23 et G11 don
 on aun emplilement parfait de sphères.Remarque 4.5 On peut montrer que les 
odes G23 , G11 et C(m, q) (voir Se
tion 3.16)sont tous les 
odes parfaits.
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4.3 Lo
ateurs d'erreursPour déte
ter et 
orriger les erreurs, nous avons vu qu'il fallait déterminer le syndromedu message reçu. Dans le 
as de 
ertains 
odes 
y
liques, 
e ve
teur de longueur n − kpeut être rempla
é par un objet plus léger ayant les mêmes possibilités. En e�et, soit αune ra
ine primitive nème de l'unité, 
ontenue dans F2m , ∗) et 
onsidérons le 
ode généré I
i q = 2par g(x), le polyn�me minimal de α sur F2. Soit par exemple
H = (1 αα2 · · ·αn−1)et

S(v) = Hvt = v(α).Soit w le message émis, posons e(j)(x) = xj−1, 1 ≤ j ≤ n, et plaçons-nous dans le 
asd'une erreur simple. Il existe don
 j, 1 ≤ j ≤ n, tel que v = w + e(j) don


S(v) = v(α) = w(α) + e(j)(α) = αj−1

e(j)(α) est appelé lo
ateur d'erreur. En e�et, 
omme on a e(j)(α) 6= e(i)(α) pour i 6= j,

1 ≤ i, j ≤ n, αj−1 détermine la position de l'erreur. ∗) Faire en exer
i
ele 
as q
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4.4 Dé
odage des 
odes 
y
liquesSoit C un 
ode 
y
lique de polyn�me générateur g et soient w le message émis et v lemessage reçu. Supposons qu'au plus t erreurs se produisent, et on note t′ le nombre exa
ted'erreurs, t′ ≤ t. On utilise maintenant plusieures ra
ines α1, · · · , αr de g pour détérminerle polyn�me d'erreur e(x) =
∑t′

i=1 cix
ai , ou les ai sont tous di�érentes dans 0, 1, · · · , n−1,et ci sont les valeurs d'erreurs. On suppose dans 
ette se
tion en simpli�ant que parmiles ra
ines de g il y a une ra
ine primitive nème de l'unité α , 
ontenue dans Fqm , disons

α = α1, et 
onsidérons le 
ode engendré par g(x), le polyn�me minimal de α sur Fq. Onutilise les notations

αj = αbj , Sbj
= e(αbj ) =

t′∑

i=1

ciα
bjai , (4.1)Posons alors

H =





1 α1 α2
1 · · · αn−1

1

: : : : :
1 αr α2

r · · · αn−1
r



et

S(v) = Hvt = (Sb1 , Sb2 , · · · , Sbr
)t.Soit w le message émis, v = w + e don


Sbj
= v(αj) = w(αbj ) + e(αbj ) = e(αbj ).143

On pose
ηi = αai , (où e(x) =

t′∑

i=1

cix
ai)pour la ra
ine α �xée, et on introduit le polyn�me lo
ateur d'erreur

s(x) =

t′∏

i=1

(1− ηix) =

t′∑

i=0

τt′−ix
i, ave
 ηi = αai (4.2)Les ra
ines de s(x) sont les η−1

i , 
'est à dire les α−ai .Soit alors l'identité polynomiale

t′∏

i=1

(ηj − x) =

t′∑

i=0

(−1)iσt′−ix
i = σt′ − σt′−1x + · · ·+ (−1)t′σ0x

t′ . (4.3)Les 
oe�
ients σi sont don
 σ0 = 1 et pour 1 ≤ i ≤ t′, les σi sont les polyn�mesélémentaires symétriques en η1, · · · , ηt′ , et τi = (−1)iσi. En remplaçant x par ηi dans(4.3), il vient

(−1)t′σt′ + (−1)t′−1σt′−1ηi + · · · − σ1η
t′−1
i + ηt′

i = 0 (4.4)
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pour tout 1 ≤ j ≤ t′. En multipliant par ciη
b
i et en sommant pour 1 ≤ i ≤ t′, il vient

(−1)t′σt′Sb + (−1)t′−1σt′−1Sb+1 + · · · − σ1Sb+t′−1 + Sb+t′ = 0 (pour tout b). (4.5)
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Résumé de 
ette méthode : (on note τi = (−1)iσi).- 1ème étape : Déterminer le syndrome

S(v) = (Sb1 , Sb2 , · · · , Sbr
)t.Soit

Sbj
=

t′∑

i=0

ciα
aibj =

t′∑

i=0

ciη
bj

i =

n−1∑

i=0

viα
ibj

i (4.6)- 2ème étape : Trouver les 
oe�
ients τt′−i du polyn�me lo
ateur d'erreurs (4.2). I
ion utilise des relations entre Sbj

, ηi et les syndr�mes Sbj
, par exemple (4.4), (4.5) (voirSe
tion 5).- 3ème étape : Cher
her les ra
ines de s(x) en testant les di�érentes puissan
es de αpour déterminer les lo
ateurs d'erreurs ηi- 4ème étape : Rempla
er les ηi par leurs valeurs dans l'expression des Sj pour déter-miner les valeurs des erreurs ci (
as non binaire seulement). On obtient ainsi le ve
teurerreur e et on peut dé
oder w = v − e, u = (v − e)/g (le mot d'information).
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Cours N
◦64.4.1. Exemples de de
odage des 
odes 
y
liquesSoit α un élément primitif de F16 ra
ine du polyn�me x4 + x + 1 sur F2, m(i)(x) lepolyn�me minimal unitaire de αi. Alors

m(1)(x) = m(2)(x) = m(4)(x) = m(8)(x) = x4 + x + 1

m(3)(x) = m(6)(x) = m(12)(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1Ainsi, un 
ode de polyn�me générateur

g(x) = m(1)(x)m(3)(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8est un 
ode 
y
lique dont les paramètres sont d = 5, q = 2, n = 15. Sa dimension est k = 7et un polyn�me de 
orre
tion est

h(x) = (x15 − 1)/g(x) = 1 + x4 + x6 + x7
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On 
onstruit une matri
e génératri
e G dont la ième ligne est le ve
teur

xi−1g(x), 1 ≤ 1 ≤ k. On obtient

G =













1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1













La distan
e du 
ode est 5 don
 
e 
ode 
orrige deux erreurs. Pour 
ela on 
onsidèreles 
omposantes

S1 =

14∑

i=0

viα
i, S3 =

14∑

i=0

viα
3i.du syndrome S(v) = Hvt. Alors v ∈ C si et seulement si S(v) = Hvt = 0. Supposons quele ve
teur reçu v = (v0, . . . v14) 
ontient deux erreurs. Par exemple e(X) = Xa1 + Xa2 ,où 0 ≤ a1, a2 ≤ 14, a1 6= a2. Alors

S1 = αa1 + αa2 , S3 = α3a1 + α3a2 .
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Soit η1 = αa1 , η2 = αa2 les lo
ateurs des erreurs, alors

S1 = η1 + η2, S3 = η3
1 + η3

2 =⇒ S3
1 = (η1 + η2)

3 = η3
1 + η3

2 + 3η1η2(η1 + η2).Ce
i implique

(X − η1)(X − η1) = X2 − S1X + η1η2 =⇒ S1(X − η1)(X − η1) = S1X
2 − S2

1X + S3
1 + S3et la substitution X = η1 donne S3 = S3

1 + S2
1η1 + S1η

2
1 ,

1 + S1η
−1
1 + (S2

1 + S3S
−1
1 )η−2

1 = 0.

1 + S1η
−1
2 + (S2

1 + S3S
−1
1 )η−2

2 = 0.S'il y a deux erreurs, η−1
1 et η−1

2 sont des ra
ines di�érentes du polyn�me lo
ateur d'erreurs :

s(X) = 1 + S1X + (S2
1 + S3S

−1
1 )X2.S'il n'y a qu'une seul erreur, S1 = η1, S3 = η3

1 don
 S3
1 + S3 = 0, et on a

s(X) = 1 + S1X.S'il n'y a pas d'erreurs, S1 = S3 = 0, et on a reçu message 
orre
t w. Si S1 6= 0 et

S3
1 + S3 = 0, le polyn�me s(X) a une seule ra
ine dans F16.149

L'exemple suivant est disponible à l'adresse 
a
hée :http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish/04mag-mapledans le �
hier 4mag-08
y
l.mws :Soit par exemple le mot reçu a la forme

v = (100111000000000) =⇒ v(x) = 1 + x3 + x4 + x5.Alors S(v) = (S1(v), S3(v)) est donné par

S1 = 1 + α3 + α4 + α5 = α2 + α3,

S3 = 1 + α9 + α12 + α15 = 1 + α2.(rappelons que

α4 = 1 + α,α5 = α + α2, α6 = α2 + α3, α7 = 1 + α + α3, α8 = 1 + α2,

α9 = α + α3, α10 = 1 + α + α2, α11 = α + α2 + α3, α12 = 1 + α + α2 + α3,

α13 = 1 + α2 + α3, α14 = 1 + α3, α15 = 1).Le polyn�me s(X) a la forme suivante :
s(X) = 1 + S1X + (S2

1 + S3S
−1
1 )X2 =

1 + (α2 + α3)X + (1 + α + α2 + α3 + (1 + α2)(α2 + α3)−1)X2

= 1 + (α2 + α3)X + (1 + α + α3)X2.150

On trouve les ra
ines de 
e polyn�me : X = α et X = α7. Alors η−1
1 = α et η−1

2 = α7,
'est à dire, η1 = α14, η2 = α8. On 
onnait alors les erreurs : elles sont dans les positions
orrespondantes aux X8 et X14, 
'est à dire, la 9e et la 15e 
omposantes de v. Alors lemot transmis était

w = (100111001000001).On dé
ode 
e mot par la division du polyn�me 
orrespondant par le polyn�me générateur
g(X). On obtient le polyn�me 1 + X3 + X5 + X6 et le reste nul. Alors le message initialétait

(1001011)←→ u(x) = x6 + x5 + x3 + 1 = (v(x)− e(x))/g
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Exemple.Si le message reçu est v = (100100110000100), soit en
ore v(x) = 1+x3+x6+x7+x12.On 
al
ule alors les 
omposantes du syndrome :

S1 = v(α) = 1 = S2 = S4, S3 = v(α3) = α4Cette fois on utilise le système linéaire d'équations des in
onnues τi provenant des relations(4.5) (ave
 b = 1, 2, t′ = 2) : τt′Sb + τt′−1Sb+1 + · · ·+ τ1Sb+t′−1 + Sb+t′ = 0 :

S2τ1 + S1τ2 = S3

S3τ1 + S2τ2 = S4qui s'é
rit également

τ1 + τ2 = α4

α4τ1 + τ2 = 1et dont la matri
e est régulière. Il vient

τ1 = 1
τ2 = α
τ0 = 1

=⇒ s(x) = 1 + x + αx2.En testant les di�érentes puissan
es de α, on trouve152



η−1
1 = α8

η−1
2 = α6 =⇒ η1 = α7

η2 = α9,ainsi, le polyn�me erreur est

e(x) = x7 + x9,et on peut dé
oder

w(x) = v(x)− e(x)

= (1 + x3 + x6 + x7 + x12)− (x7 + x9)

= 1 + x3 + x6 + x9 + x12Le message émis était w = (100100100100100).Pour retrouver le message original, il su�t de diviser w(x) par g(x). Il vient

a(x) = w(x)/g(x) = 1 + x3 + x4et en�n

a = (1001100).

153

5 Codes BCH et 
odes de Reed-Solomon. Codage etdé
odageCe sont des 
odes 
y
liques parti
uliers qui permettent de prévoir la distan
e minimumavant la 
onstru
tion.5.1 Classe des 
odes BCH (Bose, Ray-Chaudhuri et Ho
quen-ghem)Lorsque l'on dé�nit un 
ode 
y
lique par polyn�me générateur g, tous les mots du 
odesont multiples de 
e polyn�me, et s'annulent don
 sur l'ensemble des ra
ines de g. De plus,on peut trouver une extension de Fq 
ontenant 
es ra
ines. Soient don
 α1, · · · , αs deséléments d'une extension de Fq et pi(x) le polyn�me minimal de αi sur Fq, 1 ≤ i ≤ s.Soit n ∈ N tel que αn
i = 1, 1 ≤ i ≤ s, et soit g(x) = ppcm(p1(x), · · · , ps(x)). Dans 
es
onditions, g(x) divise xn − 1 et si C est le 
ode du polyn�me générateur g, on a

v(x) ∈ C ⇐⇒ v(αi) = 0, i = 1, · · · , s.Dans 
e qui suit, nous allons étudier l'intérêt de 
ette méthode de 
onstru
tion de 
odes
y
liques, par rapport à la 
onstru
tion dire
te par polyn�me générateur.
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Théorème 5.1 Soit C un 
ode 
y
lique sur F de longueur n ave
 n premier ave
 q, etde polyn�me générateur g(x). Soit L le 
orps des ra
ines nèmes de l'unité (le 
orps dedé
omposition de xn−1 sur Fq). Soit b un entier, et β une ra
ine primitive nème. Si g(x)possède, parmi les ra
ines dans une extension L de F = Fq, les puissan
es de β dont lesexposants sont d′ − 1 entiers 
onsé
utifs, soit

βb, βb+1, . . . , βb+d′−2,alors le poids du 
ode C est supériereur ou égal à d′ : d ≥ d′.

Définition 5.2 Un 
ode BCH de distan
e 
onstruite d′ est un 
ode 
y
lique dont le géné-rateur est le produit (sans répétition de fa
teurs) de polyn�mes minimaux de βb, . . . , βb+d′−2.Dans le 
as b = 1 on dit que 
'est un 
ode BCH au sens stri
t.
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Exemple. Soit β un élément primitif de F16 ra
ine du polyn�me x4 + x + 1 sur F2. Alors

m(1)(x) = m(2)(x) = m(4)(x) = m(8)(x) = x4 + x + 1

m(3)(x) = m(6)(x) = m(9)(x) = m(12)(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1Ainsi, un 
ode de polyn�me générateur

g(x) = m(1)(x)m(3)(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8est un 
ode BCH dont les paramètres sont b = 1, d′ = 5 = d, q = 2, n = 15 puisque β, β2,

β4, β8 sont les ra
ines de m(1)(x), et β3 est une ra
ine de m(3)(x) = x4 +x3 +x2 +x+1 =
(x5 − 1)/(x− 1) (β3)5 = 1, et

β, β2, β3, β4,sont des ra
ines d'exposants 
onsé
utifs de g(x). La dimension du 
ode est k = 7, et unpolyn�me de 
ontr�le est

h(x) = (x15 − 1)/g(x) = 1 + x4 + x6 + x7
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Exemple. On 
onsidère le polyn�me g(x) = x6 + x3 + 1, un diviseur de

(x9 − 1) = (x2 + x + 1)(x6 + x3 + 1)(x + 1) ∈ F2[x]On voit que les ra
ines de g sont β, β2, β4, β5, β7, et que α := β5 + β3 est un générateurdu groupe 
y
lique F
∗
64, α7 = β, β9 = 1. Il y a don
 deux ra
ines d'exposants 
onsé
utifs,

β et β2. Le poids minimum du 
ode est ≥ 3, et le mot g est lui-même de poids 3. Don
 le
ode C est un 1-
orre
teur.

> restart ;

> with(linalg) :Warning, the prote
ted names norm and tra
e have been redefined andunprote
ted

> Fa
tor(x^9+1) mod 2;

(x6 + x3 + 1) (x2 + x + 1) (x + 1)

> g:=x^6+x^3+1;alias(beta = RootOf(g)) ;

g := x6 + x3 + 1

β
> for i from 0 to 8 do

> if Eval(g, x=beta^i) mod 2 = 0 then print('i'=i, 'g'(beta^i)=0) fi

> od ; 157

i = 1, g(β) = 0

i = 2, g(β2) = 0

i = 4, g(β4) = 0

i = 5, g(β5) = 0

i = 7, g(β7) = 0

i = 8, g(β8) = 0

> Expand( beta^7) mod 2;

β4 + β

> Fa
tor(x^7-beta, beta) mod 2;
(x + β5 + β4 + β3) (x + β5 + β4 + β2 + 1) (x + β5 + β2 + 1) (x + β4 + β3 + β2 + 1)

(x + β3 + β2 + 1) (x + β5 + β3) (x + β4)
> alpha:=beta^5+beta^3;
> for i from 0 to 63 do
> if Eval(x-1, x=alpha^i) mod 2 = 0 then print('i'=i, alpha^i=1) fi

> od ;

α := β5 + β3
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i = 0, 1 = 1

i = 63, (β5 + β3)63 = 1
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Le théorème permet de trouver un 
ode 
orrigeant t erreurs pour tout entier t. Il su�tde trouver n tel qu'un diviseur de xn − 1 satisfasse aux 
onditions du Théorème 5.1, parexemple le produit g(x) des diviseurs de xn − 1, de ra
ines β, β2, . . . , βd′−1.Remarque 5.3 On peut poser d′ = 2t + 1 mais dans 
e 
as, n et k ne peuvent pas être
hoisies arbitrairement. Les entiers n−1 et 0 serons 
onsidérés 
omme 
onsé
utifs puisque

βn = β0 = 1.
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Rappelons qu'un 
ode BCH de distan
e 
onstruite d′ est un 
ode 
y
lique dont le générateurest le produit (sans répétition de fa
teurs) de polyn�mes minimaux de βb, . . . , βb+d′−2.Dans le 
as b = 1 on dit que 
'est un 
ode BCH au sens stri
t.Exemple. Pour obtenir BCH de longueur 9 sur F2 et de distan
e ≥ 4 on peut partir desra
ines β, β2, β3 ∈ F64, don
 d′ − 1 = 3,

g(x) = (x6 + x3 + 1) (x2 + x + 1) = x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x2 + x + 1.Malheureusement, on obtient le 
ode de répétition pure (de poids 9). C'est à dire, k = 1,

n = d = 9 ; on a vu qu'un tel 
ode n'est pas e�
a
e. Dans 
e 
as on a 
hoisi d′ = 4, maisen réalité on a obtenu d = 9. Remarquez que, a priori, on n'a, en général que d ≥ d′.
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Preuve du Theorème 5.1 Soit C un 
ode 
y
lique sur F de longueur n ave
 n premierave
 q, et de polyn�me générateur g(x). Soit L le 
orps des ra
ines nèmes de l'unité (le
orps de dé
omposition de xn−1 sur Fq). Soit b un entier, et β une ra
ine primitive nème.Le polyn�me g(x) est un polyn�me de degré minimal qui possède, parmi les ra
ines dansune extesion L de F = Fq, les puissan
es de β suivantes
βb, βb+1, . . . , βb+d′−2.Soit a = (a0, . . . , an−1) un mot du 
ode, a ∈ C ⇐⇒ g(x)|a(x) ⇐⇒ a(x) s'annule surles ra
ines de g, 
ar g ne possède pas de ra
ines multiples, d'où







a0 + a1(β
b) + a2(β

b)2 + · · ·+ an−1(β
b)n−1 = 0

a0 + a1(β
b+1) + a2(β

b+1)2 + · · ·+ an−1(β
b+1)n−1 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a0 + a1(β
b+d′−2) + a2(β

b+d′−2)2 + · · ·+ an−1(β
b+d′−2)n−1 = 0

(5.1)

Soit Vi = t((βb)i, (βb+1)i, . . . , (βb+d′−2)i), alors le système (5.1)⇐⇒ a0V0+· · ·+an−1Vn−1 =
0. On souhaite montrer que toutes les d′ − 1 
olonnes Vi1 , Vi2 , . . . , Vid′

−1

sont linéairementindépendentes, voir le lemme 3.8.
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Mais

((βb)i, (βb+1)i, . . . , (βb+d′−2)i) = ((βi)b, (βi)b+1, . . . , (βi)b+d′−2),don
 la matri
e du système ave
 les 
olonnes Vi1 , Vi2 , . . . , Vid′
−1

est







ub
1 ub

2 . . . ub
d′−1

ub+1
1 ub+1

2 . . . ub+1
d′−1

. . . . . . . . . . . .

ub+d′−2
1 ub+d′−2

2 . . . ub+d′−2
d′−1







ave
 uj = βij , j = 1, · · · , d′− 1. Don
 le déterminant (de type de Van der Monde) est nonnul :

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

βbi1 βbi2 · · · βbid′
−1

β(b+1)i1 β(b+1)i2 · · · β(b+1)id′
−1

· · · · · · · · · · · ·
β(b+d′−2)i1 β(b+d′−2)i2 · · · β(b+d′−2)id′

−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= βb(i1+i2+···id′
−1)

∏

1≤k<j≤d′−1

(βij−βik) 6= 0,


ar u1 = βi1 , . . . , ud′−1 = βid′
−1 sont distin
ts.En 
onséquan
e, le système (5.1) ne peut pas être satisfait ave
 moins de d′ 
oe�
ientsnon-nuls, et don
 le poids de a est au moins d′.163

Définition 5.4 (a) Soit b ∈ N et soit β ∈ Fqm une ra
ine nème primitive de l'unité, où

m est l'ordre multipli
atif de q modulo n. Soit C le 
ode BCH sur Fq de longueur n et dedistan
e 
onstruite d′, 2 ≤ d′ ≤ n, dé�ni par les ra
ines βb, βb+1, · · · , βb+d′−2.Si m(i)(x) est le polyn�me minimal de βi sur Fq, le polyn�me générateur du 
ode Cest
g(x) = ppcm(m(b)(x),m(b+1)(x), · · · ,m(b+d′−2)(x))(b) De plus, si n = qm − 1, les 
odes BCH 
orrespondants sont appelés primitifs.(
) Si n = q − 1, le 
ode est dit de Reed-Solomon.
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Exemple : Soit, ave
 les notations de la dé�nition, m(1)(x) = x4 + x + 1 le polyn�meminimal sur F2 de α élément primitif de F16. On 
onstruit alors une matri
e de 
orre
tion

H dont la ième 
olonne est αi exprimé 
omme 
ombinaison linéaire de 1, α, α2, α3. Lamatri
e H obtenue dé�nit un 
ode équivalent au 
ode de Hamming de dimension 11 etde longueur 15 :

H =







1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1







= (1 αα2α3α4α5α6α7α8α9α10α11α12α13α14)De plus, on a également m(1)(α2) = 0. Le 
ode ainsi 
onstruit est don
 un 
ode BCH

F2 ave
 b = 1 et d = 3, et 
orrige don
 une seule erreur.
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Pour dé
oder un message reçu v ∈ F15
2 , il faut 
al
uler son syndrome Hvt = v(α)exprimé dans la base {1, α, α2, α3}. Il su�t pour 
ela de diviser v(x) par m(1)(x). Si r(x)est le reste de la division, alors v(α) = r(α).Si par exemple

v = (010110001011101), v(x) = x + x3 + x4 + x8 + x10 + x11 + x12 + x14,alors r(x) = 1 + x et don
 Hvt = 1 + α. Or, on a d'après la matri
e H : α4 = 1 + α,
e qui 
orrespond don
 à une erreur en 
inqième position. Le message émis était don


w = (010100001011101),

w(x) = x+x3 +x4 +x8 +x9 +x10 +x11 +x12 +x14 = (x10 +x8−x5 +x2 +x) ·(1+x+x4).Vérifi
ation :

> rem(x+x^3+x^8+x^(10)+x^(11)+x^(12)+x^(14), 1+x+x^4,x, 'q') mod 2;

0

> q;

x10 + x8 − x5 + x2 + x

166

5.2 Codes de Reed-SolomonSelon la dé�nition 5.4, un 
ode de Reed-Solomon est un 
ode BCH sur Fq de longueur

q−1 et de distan
e 
onstruite d′, 2 ≤ d′ ≤ n, dé�ni par les ra
ines βb, βb+1, · · · , βb+d′−2 ∈
F
∗
q .On utilise souvent q = 2m, et on va é
rire α au lieu de β :

x2m−1 − 1 =
∏

u∈F
∗

2m

(x− u) = (x− 1)(x− α) · . . . · (x− α2m−2)don


g(x) = (x− αb)(x− αb+1) · . . . · (x− αb+d′−2), d◦(g) = d′ − 1ave
 les fa
teur linéaires dans F2m [x].D'une part, par Théorème 5.1, k = 2m − 1 − d′ + 1 = 2m − d′, d ≥ d′. D'autre part,par la borne de Singleton, Théorème 2.6, d ≤ n − k + 1 = 2m − 1 − (2m − d′) + 1 = d′,don
 le poids de C est exa
tement d′.
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Exemple. 1) Soit F∗
8 = 〈α〉, α3 = α + 1, g(x) = (x − α)(x− α2)(x− α3) = α6 + αx +

α6x2 + x3. Alors n = 7, k = 4, d = 4,

G =







α6 α α6 1 0 0 0
0 α6 α α6 1 0 0
0 0 α6 α α6 1 0
0 0 0 α6 α α6 1







.

2) Soit F
∗
256 = 〈α〉, g =

∏43
12(x − α11j), α8 = α7 + α2 + α + 1. Alors n = 255, k =

223, d = 33 (un 
ode utilsé par le NASA).
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5.3 Deuxième dés
ription des 
odes de Reed-SolomonThéorème 5.5 (voir [Pa-Wo℄, p.139) Soit F2m = 〈α〉, et soit p(x) ∈ F2m [x] pa
ourt lesous-espa
e linéaire Pk ⊂ F2m [x] ave
 d◦(p) ≤ k − 1 ou p ≡ 0. Alors l'ensemble des motsde la forme

(p(1), p(α), · · · , p(α2m−2))est un 
ode de Reed-Solomon de longueur n = 2m − 1, de polyn�me

g(x) = (x− α)(x− α2) · · · · · (x− αr)ave
 r = 2m − 1− k.Remarque importante. Cette dis
ription montre que les mots de 
ode sont 
ertainesfon
tions polyn�miales sur l'ensemble des ra
ines d'un polyn�me.Preuve On remarque que l'appli
ation

Φ : p 7→ (p(1), p(α), . . . , p(α2m−2)) ∈ F
n
qest inje
tive puisque Ker(Φ) = 0 par l'interpolation de Lagrange. On pose C1 = Im(Φ) =

Φ(Pk).
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Une base 
onvenable de C1 :

ci = Φ(pi), pi = xi (i = 0, 1, · · · , k − 1) : ci = (1, αi, α2i, · · · , α(2m−2)i),don
 ci(x) :=
∑2m−2

j=0 αjixj .Ensuite, on 
al
ule le syndr�me du polyn�me ci(x) :
ci(α

t) :=
2m−2∑

j=0

(αi+t)j =
2m−2∑

j=0

βj , ave
 β = αi+t.Puisque 1 ≤ t ≤ r, 0 ≤ i ≤ k − 1, alors 1 ≤ i + t ≤ r + k − 1 = 2m − 2, don


β 6= 1, ci(α
t) =

β2m−2 − 1

β − 1
= 0.Ce
i dit, C1 ⊂ C, puisque tous les mots de C1 ont le syndr�me nul. Mais

dimF2m C = dimF2m C1 = k ⇒ C = C1.Exer
i
e. Montrer un résultat analogue pour un 
orps �ni Fq arbitraire.
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5.4 Problèmes de dé
odage.Nous avons vu que la 
lasse des 
odes BCH permet, sous seule 
ondition d'augmenter

n et don
 m, de 
onstruire des 
odes de poids ≥ d′ pour tout entier positif d′. Nousallons, dans 
e qui suit, 
onstruire un algorithme général de dé
odage des 
odes BCH,puis l'appliquer dans un exemple.Considérons un 
ode BCH de distan
e 
onstruite d′ ≥ 2t + 1. Supposons que v,w et
e soient le message reçu, le message émis et le ve
teur erreur, v = w + e. Il faut dans unpremier temps 
al
uler le syndrome de v

S(v) = Hvt = (Sb, Sb+1, · · · , Sb+d′−2)
tave
 Sj = v(βj) = e(βj) pour b ≤ j ≤ b + d′ − 2.Si r erreurs se produisent, ave
 r ≤ t, alors 2r + 1 ≤ d′ et

e(x) =

r∑

i=1

cix
ai ,où les ai sont tous di�érents dans 0, 1, · · · , n− 1. Les ηi = βai sont les lo
ateurs d'erreurs,et les ci, qui sont des éléments de F∗

q , sont les valeurs d'erreurs. Or,
Sj = e(βj) =

r∑

i=1

ciη
j
i (j = b, b + 1, · · · , b + d′ − 2).
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Nous voyons don
 que nous pourrons dé
oder dès lors que nous aurons obtenu les 
ouples

(ci, ηi). Dans le 
as binaire, les ci sont de plus tous égaux à 1.Remarque 5.6 On a Sq
j = Sjq. En e�et,

Sq
j = (

r∑

i=1

ciη
j
i )

q =
r∑

i=1

cq
i η

jq
i =

r∑

i=1

ciη
jq
i = SjqSoit alors l'identité polynomiale

r∏

i=1

(ηi − x) =
r∑

i=0

(−1)iσr−ix
i = σr − σr−1x + · · ·+ (−1)rσ0x

rLes 
oe�
ients σi sont don
 σ0 = 1 et pour 1 ≤ i ≤ r, les σi sont les polyn�mes élémen-taires symétriques en η1, · · · , ηr . En remplaçant x par ηi, il vient

(−1)rσr + (−1)r−1σr−1ηi + · · · − σ1η
r−1
i + ηr

i = 0pour tout 1 ≤ i ≤ r.En multipliant par ciη
j
i et en sommant pour 1 ≤ i ≤ r, il vient

r∑

i=1

((−1)rσrciη
j
i + (−1)r−1σr−1ciη

j+1
i + · · · − σ1ciη

j+r−1
i + ciη

j+r
i ) = 0
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don


(−1)rσrSj + (−1)r−1σr−1Sj+1 + · · · − σ1Sj+r−1 + Sj+r = 0pour tout b ≤ j ≤ b + r − 1, où j + r ≤ b + 2r − 1 ≤ b + d′ − 2 puisque 2r + 1 ≤ d′. (Onrappelle que

Sj = e(βj) =
r∑

i=1

ciη
j
i (j = b, b + 1, · · · , b + d′ − 2).)

173

Lemme 5.7 Le système d'équations

(−1)rσrSj + (−1)r−1σr−1Sj+1 + · · · − σ1Sj+r−1 + Sj+r = 0,

b ≤ j ≤ b + r − 1, des in
onnues (−1)iσi est résoluble ave
 une seule solution si etseulement si r erreurs se sont produites.Preuve : La matri
e du système est dé
omposable en produit suivant :






Sb Sb+1 · · · Sb+r−1

Sb+1 Sb+2 · · · Sb+r

· · · · · · · · · · · ·
Sb+r−1 Sb+r · · · Sb+2r−2







= V DV t

ave


V =







1 1 · · · 1
η1 η2 · · · ηr

· · · · · · · · · · · ·
ηr−1
1 ηr−1

2 · · · ηr−1
r







,D =







c1η
b
1 0 · · · 0

0 c2η
b
2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · crη

b
r







V est une matri
e de Van der Monde régulière dès lors que les ηi sont tous distin
ts et

D est diagonale, don
 régulière si et seulement si les ci et les ηi sont tous non nuls. Cesdeux 
onditions sont remplies si et seulement si r erreurs se produisent.174

En e�et, la multipli
ation des matri
es montre

V DV t =







1 1 · · · 1
η1 η2 · · · ηr

· · · · · · · · · · · ·
ηr−1
1 ηr−1

2 · · · ηr−1
r













c1η
b
1 0 · · · 0

0 c2η
b
2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · crη

b
r













1 η1 · · · ηr−1
r

1 η2 · · · ηr

· · · · · · · · · · · ·
1 ηr−1

1 · · · ηr−1
r







=







c1η
b
1 c2η

b
2 · · · crη

b
r

c1η
b+1
1 c2η

b+1
2 · · · crη

b+1
r

· · · · · · · · · · · ·
c1η

b+r−1
1 c2η

b+r−1
2 · · · crη

b+r−1
r













1 η1 · · · ηr−1
r

1 η2 · · · ηr

· · · · · · · · · · · ·
1 ηr−1

1 · · · ηr−1
r







=





Sb Sb+1 · · · Sb+r−1

Sb+1 Sb+2 · · · Sb+r

Sb+r−1 Sb+r · · · Sb+2r−2




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Définition 5.8 : On appelle polyn�me lo
ateur d'erreur le polyn�me

s(x) =
r∏

i=1

(1− ηix) =
n∑

i=0

(−1)iσix
i

ave
 les notations utilisées pré
édemment. Les ra
ines de s(x) sont les η−1
i , 
'est à direles β−ai . Il su�t don
 ensuite d'évaluer le polyn�me s(x) pour les di�érentes puissan
esde β pour lo
aliser les erreurs.
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Après avoir trouvé les ra
ines ηi, on utilise le lemme suivant :Lemme 5.9 Le système Sj =
∑

ciη
j
i , b ≤ j ≤ b + r − 1 des in
onnues ci est résoluble siles 
oe�
ients ηi sont des éléments distin
ts de F∗

qm .Preuve : Le déterminant du système est alors

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ηb
1 ηb

2 · · · ηb
r

ηb+1
1 ηb+1

2 · · · ηb+1
r

· · · · · · · · · · · ·
ηb+r−1
1 ηb+r−1

2 · · · ηb+r−1
r

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= ηb
1η

b
2 · · · ηb

r

∏

1≤i<j≤r

(ηi − ηj) 6= 0
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Nous allons résumer 
et algorithme en notant τi = (−1)iσi.5.4.1. Dé
odage BCHSoit C un 
ode BCH de distan
e 
onstruite d′ ≥ 2t + 1, w le message émis et v lemessage reçu. Supposons qu'au plus t erreurs se produisent.1ère étape : Déterminer le syndrome

S(v) = (Sb, Sb+1, · · · , Sb+d′−2)
t.(On rappelle que

Sj = e(βj) =

r∑

i=1

ciη
j
i (j = b, b + 1, · · · , b + d′ − 2).)

2ème étape : Déterminer l'entier r maximal tel que le système d'équations

Sj+r + Sj+r−1τ1 + · · ·+ Sjτr = 0, b ≤ j ≤ b + r − 1des in
onnues τi soit résoluble ave
 une seule solution pour ainsi déterminer lenombre d'erreurs r. Ce
i permet de former le polyn�me lo
ateur d'erreur

s(x) =
r∏

i=1

(1− ηix) =
r∑

i=0

τix
i
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dont les 
oe�
ients se déduisent des Sj .3ème étape : Cher
her les ra
ines de s(x) en testant les di�érentes puissan
es de β pourdéterminer les lo
ateurs d'erreurs ηi .4ème étape : Rempla
er les ηi par leurs valeurs dans l'expression des Sj pour déterminerles valeurs des erreurs ci (
as non binaire seulement). On obtient ainsi le ve
teurerreur e et on peut dé
oder w = v − e.

Remarque 5.10 : L'étape di�
ile est la 2ème. Pour parvenir à déterminer les 
oe�
ients
τi, une méthode possible est d'utiliser l'algorithme de Berlekamp-Massey (voir [Li-Ni℄,p.235-239, [vLi-vdG℄, p.20) et la se
tion 5.5.5.5 Algorithme de Berlekamp-Massey(voir [vLi-vdG℄, p.20, [vLi℄, p.98, et le mémoire de TER de Insa Fröhli
h, 2004).Soit C un [n, k, d, ]q-
ode BCH de zéroes β, β2, . . . , βd′−1, ou F

∗
qm ⊃ 〈β〉n, βn = 1, unera
ine primitive de degré n dans Fqm . Soient v,w et e le message reçu, le message émis etle ve
teur erreur, v = w + e, 
onsidérés 
omme des polyn�mes : v(x), w(x) et e(x) ∈ Fq[x].
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On pose
v(x) = v0 + · · ·+ vn−1x

n−1, w(x) = v0 + · · ·+ wn−1x
n−1,

e(x) := v(x)− w(x) = e0 + · · ·+ en−1x
n−1et soit I := {i | ei 6= 0} (
omparer ave
 la notation de la se
tion 5.4 : e(x) =

∑r
i=1 cix

ai ,don
 ci = eai

).
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Définition 5.11 (a) Le polyn�me lo
ateur d'erreurs est

s(x) =
∏

i∈I

(1− βix),Le degré de s(x) est égale au nombre d'erreures 
ommises, don
 il est inférieur où égaleà t, où t =

[
d′ − 1

2

]. (b) Le polyn�me évaluateur d'erreurs est

u(x) =
∑

i∈I

eiβ
i
∏

j∈I\{i}

(1− βjx) .Le degré de u(x) est stri
tement plus petit que t.On 
onstate que

ei = − u(β−i)

s′(β−i)
, s′(x) =

∑

i∈I

−βi
∏

j∈I\{i}

(1− βjx)puisque

s′(β−i) = −βi
∏

j∈I\{i}

(1− βj−i), u(β−i) = eiβ
i
∏

j∈I\{i}

(1− βj−i).
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De plus d◦(s(x)) ≤ t =
[

d′−1
2

]

, d◦(u(x)) < t. Il reste à trouver les polyn�mes s(x), u(x).On utilise l'identité formelle

u(x)

s(x)
=
∑

i∈I

eiβ
i

1− βix
=
∑

i∈I

eix
−1

∞∑

l=1

(βix)l =

∞∑

l=1

xl−1e(βl), (5.2)puisque

u(x) =
∑

i∈I

eiβ
i
∏

j∈I\{i}

(1− βjx) et e(x) = v(x)− w(x) = e0 + · · ·+ en−1x
n−1.Les d′ − 1 premiers 
oe�
ients de la série à droite dans (5.2) sont 
onnus :

e(βl) = v(βl) (1 ≤ l ≤ d′ − 1).On pose

S(x) =

d′−1∑

l=1

e(βl)xl−1 le polyn�me de syndromeet on 
her
he u(x), s(x) à partir de l'égalité (5.2) 
omme une solution de la 
ongruen
e :

u(x) ≡ s(x)S(x)(modxd′−1) (5.3)182

Pour résoudre la 
ongruen
e (5.3) on utilise la division eu
lidienne et l'identité de Bezout :on 
al
ule trois suites sj(x), rj(x), uj(x) ave
 la propriété

rjx)xd′−1 + sj(x)S(x) = uj(x)où le degré de uj(x) dé
roît jusqu'à 
e que deg(uj+1) < t et deg(uj) ≥ t, à partir de

1 · xd′−1 + 0 · S(x) = xd′−1, 0 · xd′−1 + 1 · S(x) = S(x),où t =

[
d′ − 1

2

], de telle façon que

(s0(x), t0(x), u0(x)) = (1, 0, xd′−1); (s1(x), t1(x), u1(x)) = (0, 1, S(x)).On va montrer que le 
ouple (u(x), s(x)) = (uj+1(x), sj+1(x)) est un unique 
ouple véri-�ant (5.3).Le problème, qui reste en appliquant l'algorithme de dé
odage, est qu'on ne 
onnaîtpas le nombre exa
t r d'erreurs 
ommises. Cependant, on suppose toujours que le nombremaximal d'erreurs est borné par t := [
d′ − 1

2
]. En général, on a don
 un polyn�me d'er-reur e(x) =

n−1∑

i=0

eix
i qui possède beau
oup de 
oe�
ients ei = 0. Rapellons qu'on note par
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I = {i | ei 6= 0} l'ensemble d'indi
es des 
oe�
ients non nuls. Lepolyn�me lo
ateur d'erreurss'é
rit don
 s(x) =
∏

i∈I(1−βix) ave
 deg(s) ≤ t. Pour un 
ode BCH le système linéaire dela deuxième étape de l'algorithme est de la forme


e(βb) e(βb+1) · · · e(βb+t′−1)

e(βb+1) e(βb+2) · · · e(βb+t′)
· · · · · · · · · · · ·

e(βb+t′−1) e(βb+t′) · · · e(βb+2t′−2)






·

τ =
(

e(βb+t′) e(βb+t′+1)

... e(βb+2t′−1)

) ave
 τ = ((−1)t′σt′ , (−1)t′−1σt′−1, . . . ,−σ1).On a vu dans la se
tion 5.4 que 
e système a une unique solution si et seulement si t′ = r
oïn
ide ave
 le nombre d'erreurs. Pour ne pas 
onsidérer plusieurs systèmes, on utilse l'al-gorithme suivant de Berlekamp-Massey, qui détermine dire
tement le polyn�me lo
ateurd'erreurs s(x) du bon degré. On utilise pour 
e
i un 
ode BCH au sens stri
t, 
'est-à-dire

b = 1.Puisque le 
ode est engendré par β, . . . , βd′−1, les premiers d′−1 
oe�
ients de la sériesont 
onnus (première étape de l'algorithme de dé
odage) et on é
rit la somme partielle

S(x) :=
∑d′−1

j=1 e(βj)xj−1. Don
 u(x) ≡ s(x)S(x) mod xd′−1. L'algorithme de Berlekamp-Massey 
al
ule trois suites de polyn�mes, ui(x), si(x) et ri(x), qui véri�ent l'égalité :

ui(x) = si(x)S(x) + ri(x)xd′−1 pour i ≥ 0 : (5.4)On pose u0 = xd′−1, u1 = S(x), s0 = r1 = 0, s1 = r0 = 1 (pour i = 0, 1).On 
al
ule ui+1 = ui−1 − uiqi par la division eu
lidienne184



et puis si+1 = si−1 − siqi et ri+1 = ri−1 − riqi (l'algorithme d'Eu
lide étendu),jusqu'on obtient deg(ui+1) < t et deg(ui) ≥ t.Résultat : s(x) = si+1(x) est le polyn�me lo
ateur d'erreurs, et u(x) = ui+1(x) est lepolyn�me évaluateur d'erreurs.L'ensemble I 
ontient 
omme dans 
e qui pré
ède tous les i pour lesquels β−i est unera
ine de s(x). Puis, les ei se 
al
ulent fa
ilement ave
 la formule 
i-dessus.Théorème 5.12 Soit d′ = 2t + 1. L'algorithme de Berlekamp-Massey donne (à fa
-teur 
onstant près) l'unique 
ouple s(x), u(x) ave
 deg(s) ≤ t, deg(u) < t véri�ant la
ongruen
e u(x) ≡ s(x)S(x) mod xd′−1.Preuve : Existen
e : Il est 
lair que 
haque 
ouple ui, si véri�e l'égalité (5.4). Il faut don

ontroler le degré de ui et si. La division eu
lidienne montre que ui−1 = uiqi + ui+1 ave


deg(ui+1) < deg(ui). Don
 la suite (deg(ui)) est stri
tement dé
roissante pour i ≥ 1 etil existe un j ∈ N ave
 deg(uj) ≥ t et deg(uj+1) < t. En plus, on obtient de la premièreéquation deg(qi) = deg(ui−1) − deg(ui) ≥ 1 pour i ≥ 2 . On utilise 
ette propriétépour estimer le degré des si. On a s2 = −s1q1, don
 deg(s2) ≥ deg(s1). Pour i ≥ 2 lasuite (deg(si)) est stri
tement 
roissante : Pour s3 = s1 − s2q2, le 
as pré
édent donne

deg(s3) = deg(s2) + deg(q2) > deg(s2). Si on a 
ette propriété jusqu'à i, on obtient pour

si+1 = si−1 − siqi, deg(si+1) = deg(si) + deg(qi) > deg(si). Le degré de sj+1 est don
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donné par une somme téles
opique : deg(sj+1) = deg(sj) + deg(qj)
= deg(s1) + deg(q1) + . . . + deg(qj)
= deg(u0)− deg(uj) ≤ t ,
ar deg(qi) = deg(ui−1)− deg(ui) pour i ≥ 2, deg(u0) = d′ − 1 = 2t, deg(uj) ≥ t.

Uni
ité : On suppose, qu'il y a s(x), u(x) et s∗(x), u∗(x) ave

u(x) ≡ s(x)S(x) mod xd′−1 et u∗(x) ≡ s∗(x)S(x) mod xd′−1.En multipliant la 
ongruen
e par s∗(x), respe
tivement par s(x), on obtient

s∗(x)u(x) ≡ s(x)u∗(x) mod xd′−1.Puisque deg(s),deg(s∗) ≤ t et deg(u),deg(u∗) < t, les deux 
�tés de la 
ongruen
e sontde degré inférieur à d′− 1. On a don
 égalité, d'où u = γu∗, s = γs∗. Comme u(x) et s(x)sont premiers entre eux, γ doit être une 
onstante non nulle.
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Exemple de dé
odageSoit α une ra
ine du polyn�me x2 + x + 2 irrédu
tible sur F3. α engendre F
∗
9 et lespuissan
es de α sont :

α1 = α, α2 = 2α + 1, α3 = 2α + 2, α4 = 2,
α5 = 2α, α6 = α + 2, α7 = α + 1, α8 = 1.On 
onsidère le polyn�me générateur

g(x) = (x2 + 1)(x2 + x + 2)(x + 1) = (x− α)(x− α2)(x− α3)(x− α4)(x− α6),divisible par le polyn�me minimal de α et possède les ra
ines α,α2, α3, α4 et α6. La matri
ede 
ontr�le H , qui est engendrée par leurs puissan
es, s'é
rit alors :
H =









1 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

1 α2 α4 α6 1 α2 α4 α6

1 α3 α6 α1 α4 α7 α2 α5

1 α4 1 α4 1 α4 1 α4

1 α6 α4 α2 1 α6 α4 α2









.

Soit le mot reçu c′ = (0, 2, 1, 0, 0, 1, 1, 2) et on suppose, qu'au plus deux erreurs ont été
ommises. Le polyn�me d'erreurs est alors e(x) = ea1
xa1 + ea2

xa2 . En 
al
ulant Hc′t, onobtient

(e(α), e(α2), e(α3), e(α4), e(α6)) = (α4, α3, α4, 0, α) .187

Ave
 
es valeurs, on peut déterminer les 
oe�
ients du polyn�me lo
ateur d'erreurs s(x) =
1−σ1(α

a1 , αa2)x+σ2(α
a1 , αa2)x2. Puisqu'on a quatre puissan
es 
onsé
utives de α 
ommera
ines de g(x), it de résoudre le système suivant :

∣
∣
∣
∣

0 = σ2e(α) + 2σ1e(α
2) + e(α3)

0 = σ2e(α
2) + 2σ1e(α

3) + e(α4)

∣
∣
∣
∣
⇐⇒

∣
∣
∣
∣

σ1 = 1
σ2 = α

∣
∣
∣
∣Don
 s(x) = 1 +2x+αx2. En évaluant s(x) en les puissan
es de α, on voit que s(α2) = 0et s(α5) = 0. Don
 a1 = 8 − 5 = 3, a2 = 8 − 2 = 6, d'où le polyn�me d'erreurs e(x) =

e3x
3 + e6x

6. En utilisant les valeurs de e(α) et de e(α4), on obtient le système

∣
∣
∣
∣

α4 = e3α
3 + e6α

6

0 = e3α
4 + e6

∣
∣
∣
∣
⇔
∣
∣
∣
∣

e3 = 2
e6 = e3

∣
∣
∣
∣

.Ces valeurs de e3 et e6 sont aussi des solutions pour les trois autres égalités. Le polyn�med'erreurs est don
 e(x) = 2x3 +2x6 et le mot envoyé était c = c′− e = (0, 2, 1, 1, 0, 1, 2, 2).La division de c(x) = 2x7 + 2x6 + x5 + x3 + x2 + 2x par g(x) donne bien le mot dé
odé

m(x) = 2x2 + x, qui 
orrespond à m = (0, 1, 2).La méthode de dé
odage naïve (la division de c′(x) par g(x)) donnerait dans 
e 
as

m(x) = 2 + x2, respe
tivement c = (1, 0, 0, 2, 0, 1, 1, 2), où seulement trois lettres sont
orre
tes. 188



Par la 
onstru
tion du polyn�me générateur g, il s'agit d'un 
ode BCH au sens stri
tave
 d′ = 5 et don
 t = 2. Si c′ = (0, 2, 1, 0, 0, 1, 1, 2) est le mot reçu, (α4, α3, α4, 0, α) estson syndrome. Le polyn�me S(x) s'é
rit S(x) = α4 + α3x + α4x2 + 0x3 = 2 + α3x + 2x2.L'algorithme de Berlekamp-Massey 
al
ule le tableau suivant :

i 0 1 2

ui x4 2x2 + α3x + 2 2x + α3

qi 2x2 + α7x + α3

ri 1 0 1
si 0 1 x2 + α3x + α7On a deg(u2) = 1 < 2 et deg(u1) = 2 ≥ 2. Don
 u2(x) = 2x + α3 est le polyn�meévaluateur d'erreurs et s2(x) = x2 + α3x + α7 est le polyn�me lo
ateur d'erreurs. Enessayant les di�érentes puissan
es de α, on (re)trouve que s2(α

2) = 0 et s2(α
5) = 0,d'où I = {3, 6}. Car s′2(x) = 2x + α3 = u2(x), les 
oe�
ients du polyn�me d'erreur sont

e3 = e6 = −1 = 2. On a don
 obtenu le polyn�me d'erreur sans savoir à priori, qu'il yavait deux erreurs à 
orriger.
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Exemple : l'algorithme de Berlekamp-Massey, disponible à l'adresse 
a
hée :http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish/04mag-mapledans le �
hier 4mag-09berl-ma.mwsOn 
her
he u(x), s(x) à partir de l'égalité (5.2) 
omme une solution de la 
ongruen
e (5.3) :
u(x) ≡ s(x)S(x)(modxd′−1)Pour résoudre la 
ongruen
e (5.3) on utilise la division eu
lidienne et l'identité de Bezout :on 
al
ule trois suites sn(x), tn(x), un(x) ave
 la propriété

tn(x)xd′−1 + sn(x)S(x) = un(x)où le degré de un(x) dé
roît jusqu'à 
e que deg(un) < t et deg(un−1) ≥ t

> restart ;

> with(linalg) :

> alias(alpha = RootOf(X^2+X+2) mod 3) ;
α
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> BerlMa:=pro
(a::anything,dp::posint)

> lo
al S,B,s0,s1,s2,r0,r1,r2,u0,u1,u2,t,q,i;

> # après on va substituer S:=alpha^4+alpha^3*X+alpha^4*X^2+0*X^3;dp:=5;

> t:=floor((dp-1)/2);

> b:=X^(dp-1);

> s0:=0:r0:=1:s1:=1:r1:=0:

> u0:=b; u1:=a;u2:=rem( u0,u1,X );i:=0;

> while(degree(u1,X)>t-1) do

> print('i'=i,degree(u1,X)>t-1);

> #d1<>0) do

> i:=i+1;

> q:=quo( u0,u1,X );u2:=rem( u0,u1,X );

> u0:=u1; u1:= u2;

> s2:=s0-q*s1;

> r2:=r0-q*r1;

> s0:=s1;s1:= s2;

> r0:=r1;r1:= r2;

> #printf("i=%d,%a*%a+%a*%a=%a\n"

> #,i,a,u0 ,b, v0, d0);

> print('i'=i,

> 'degree(u1,X)'=degree(u1,X), degree(u1,X)>t-1,
> 'S'=a,'s'[i℄=s0, 'B'= b, 'r'[i℄=r0, 'u'[i℄=u0);
> od;

> printf("les valeurs de [u,r, s℄ sont :");
> u2:=sort(Expand(u2) ,[alpha,X℄) mod 3;
> s2:=sort(Expand(s2) ,[alpha,X℄) mod 3;
> r2:=sort(Expand(r2) ,[alpha,X℄) mod 3;
> print('u'=u2);print('s'=s2);print('r'=r2);
> return [u2,s2, r2℄;

> end pro
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Warning, `b` is impli
itly de
lared lo
al to pro
edure `BerlMa`

> S:=alpha^4+alpha^3*X+alpha^4*X^2+0*X^3;dp:=5;BerlMa(S,dp);

S := α4 + α3 X + α4 X2

dp := 5

i = 0, 1 < 2

i = 1, degree(u1 , X) = 1, 1 < 1, S = α4 + α3 X + α4 X2, s1 = 1, B = X4, r1 = 0,

u1 = α4 + α3 X + α4 X2les valeurs de [u,r, s℄ sont :

u = 2 α + 2 + 2 X

s = X2 + 2 X + 2 X α + α + 1

r = 1

[2 α + 2 + 2 X, X2 + 2 X + 2 X α + α + 1, 1]

> Expand((2*alpha-1)/alpha^3) mod 3;

1

> Expand((2*X+alpha^3)) mod 3;

2 α + 2 + 2 X

> Expand((X^2+alpha^3*X+alpha^7)) mod 3;192



X2 + 2 X + 2 X α + α + 1

> X^2+2*X+2*X*alpha+alpha+1;

X2 + 2 X + 2 X α + α + 1

> Fa
tor(X^2+alpha^3*X+alpha^7,alpha) mod 3;

(X + α + 2) (X + α)
> f:=X^2+alpha^3*X+alpha^7;

> for i from 1 to 8 do

> if Eval(f, X=alpha^(-i)) mod 3 = 0 then print(i) fi

> od ;

f := X2 + α3 X + α7

3

6
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Exemple : l'identité de Bezout pour les polynomes pseudo-aléatoires sur F34 ,disponible à l'adresse 
a
hée : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�pan
hish/04mag-maple dans le �
hier 4mag-11bezout-poly.mws
> restart ;

> with(linalg) :Warning, the prote
ted names norm and tra
e have been redefined andunprote
ted

> irr34 := op(1, sele
t(has, Fa
tor(x^81-x) mod 3, 4)) ;
irr34 := x4 + x + 2Le polyn�me irrédu
tible obtenu par 
e pro
édé n'est pas for
ément le même d'unesession à l'autre.On aliasse α à une ra
ine de 
e polyn�me dans une extension de F3, de sorte que

GF(34) = F3[ α℄.

> alias(alpha = RootOf(irr34) mod 3) ;
αLa pro
édure rnd3 génère un entier modulo 3 pseudo-aléatoire.

> rnd3 := rand(0..2) :
> seq(rnd3(), i = 1..5) ;

0, 2, 0, 2, 1
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La pro
édure rnd34 génère un élément pseudo-aléatoire de GF( 34).

> rnd34 := () -> add(rnd3()*alpha^i, i=0..3):

2 + 2 α + 2 α2 + α3, 1 + α, 2 + 2 α + α2, 2 α2, α2

La pro
édure rndP34(n) génère un polyn�me pseudo-aléatoire unitaire de GF( 24) dedegré n.

> rndP34 := pro
(n)

> RETURN(sort(X^n + add(rnd34()*X^i, i=0..(n-1))))

> end :

> rndP34(5);

X5 + α2 X4 + 2 α2 X3 + (2 + 2 α + α2) X2 + (1 + α) X + 2 + 2 α + 2 α2 + α3
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> Bezout34 := pro
( P::anything,

> A::anything,
> B::anything)
> lo
al g
d, U, V ;

> g
d := g
dex(A, B, X, 'U', 'V') ; #A*U+B*V=g
d

> if g
d <> 1 then ERROR(

> sprintf("les polyn�mes %a et %a

> ne sont pas premiers entre eux.",

> A, B))

> fi ;

> RETURN(P, rem(P*U, B, X), rem(P*V, A, X)) #P, A*U+B*V=P

> end :

> _seed := 1925 :

> A, B, P:= X^(4), rndP34(2), rndP34(2);G := g
dex(A, B, X, 'U', 'V')

> ;#G=pg
d(A,B), A*U+B*V=P

A, B, P := X4, X2 + (α + 2 α2) X + α + α2 + α3, X2 + (1 + α + 2 α3) X + 1 + α2 + 2 α3

G := 1

> P, U, V:= Bezout34(P, A, B);#A*U+B*V=P
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P, U, V := X2 + (1 + α + 2 α3) X + 1 + α2 + 2 α3,

− (α3 + 6 α4 − 8 α6 − 2 α7 + 1 + 2 α− α2 + 2 α5 + 8 α8) X

(1 + 19 α4 + 16 α5 + 10 α6 + 4 α7 + α8 + 4 α + 10 α2 + 16 α3) α2

− −4 α4 + 8 α5 − 3 α7 − 20 α8 + 17 α6 + 2 α3 + 3 α2 − 1 + 16 α10

(1 + 19 α4 + 16 α5 + 10 α6 + 4 α7 + α8 + 4 α + 10 α2 + 16 α3) α2
,

(α3 + 6 α4 − 8 α6 − 2 α7 + 1 + 2 α− α2 + 2 α5 + 8 α8) X3

(2 α + 3 α2 + α4 + 2 α3 + 1)2 α2

− (4 α7 − 2 α6 − 3 α5 + 2 α4 + α3 + 1) X2

(α2 + 1 + α) (2 α + 3 α2 + α4 + 2 α3 + 1) α2
+

(2 α3 − 2 α2 − α + 1) αX

(α2 + 1 + α)2

+
1 + α2 + 2 α3

α (α2 + 1 + α)
> Expand(P - U*A - V*B) mod 3;

0

> G, U, V:= Bezout34(G, A, B) :#A*U+B*V=g
d

> Expand(G - U*A - V*B) mod 3;
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0
> un,tn,sn:=Bezout34(G, X^4,

> B):#A=X^(d'-1),B=S(X),un=G(X),tn=U(X),sn=V(X)

> un:=sort(Expand(un) ,[alpha,X℄) mod 3;

un := 1

> tn:=sort(Expand(tn) ,[alpha,X℄) mod 3;
tn := 2 X + 2 X α + X α2 + 2 X α3 + 2 α3 + α2

> sn:=sort(Expand(sn),[alpha,X℄) mod 3;
sn := X3 + X3 α + 2 X3 α2 + X3 α3 + X α + 2 X α2 + X α3 + X2 + 2 X2 α + X2 α2 + 2 α2 + α

+ 1 + α3

> Expand(G - tn*A - sn*B) mod 3;
0
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> Bezout:=pro
(a::anything,b::anything)

> lo
al A,B,u0,u1,u2,v0,v1,v2,d0,d1,r,t,i;

> #if a<0 then a:=-a;

> #else fi;

> #if b<0 then b:=-b;

> #else fi;

> u0:=1+0*X:v0:=0*X: u1:=0*X:v1:=1+0*X:

> d0:=a; d1:=b;r:=b;i:=0;

> while(d1<>0) do

> i:=i+1;t:=quo( d0,d1,X );r:=rem( d0,d1,X );

> d0:=d1; d1:= r;

> u2:=u0-t*u1;

> v2:=v0-t*v1;

> u0:=u1;u1:= u2;

> v0:=v1;v1:= v2;

> #printf("i=%d,(%a)*(%a)+(%a)*(%a)=%a\n"

> #,i,a,u0 ,b, v0, d0);

> u0:=sort(Expand(u0) ,[alpha,X℄) mod 3;

> v0:=sort(Expand(v0) ,[alpha,X℄) mod 3;

> d0:=sort(Expand(d0) ,[alpha,X℄) mod 3;

> print('i'=i,

> 'A'*'u'[i℄+'B'*'v'[i℄='d'[i℄,

> 'A'=a,'u'[i℄=u0, 'B'= b, 'v'[i℄=v0, 'd'[i℄=d0);
> od;

> printf("les valeurs de [d,u, v℄ sont :");
> print('d'=d0);print('u'=u0);print('v'=v0);
> return [d0,u0, v0℄;

> end pro
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> A, B:= rndP34(2), rndP34(2);Bezout(A,B);

A, B := X2 + (2 + α + α3) X + 1 + α + 2 α3, X2 + (2 α3 + α2 + 2 α) X + 1 + 2 α3

i = 1, A u1 + B v1 = d1, A = X2 + (2 + α + α3) X + 1 + α + 2 α3, u1 = 0,

B = 2 α3 + X2 + (2 α3 + α2 + 2 α) X + 1, v1 = 1,

d1 = 2 α3 + X2 + 2 X α3 + X α2 + 2 α X + 1

i = 2, A u2 + B v2 = d2, A = X2 + (2 + α + α3) X + 1 + α + 2 α3, u2 = 1,

B = 2 α3 + X2 + (2 α3 + α2 + 2 α) X + 1, v2 = 2,

d2 = α + 2 X α3 + 2 X α2 + 2 α X + 2 X

i = 3, A u3 + B v3 = d3, A = X2 + (2 + α + α3) X + 1 + α + 2 α3, u3 = 2 α3 + α2 + 1 + X α3,

B = 2 α3 + X2 + (2 α3 + α2 + 2 α) X + 1, v3 = α3 + 2 α2 + 2 X α3, d3 = 2 αles valeurs de [d,u, v℄ sont :

d = 2 α

u = 2 α3 + α2 + 1 + X α3

v = α3 + 2 α2 + 2 X α3

[2 α, 2 α3 + α2 + 1 + X α3, α3 + 2 α2 + 2 X α3]
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Exemple. Soit β un élément primitif de F16 ra
ine du polyn�me x4 + x + 1 sur F2. Alors

m(1)(x) = m(2)(x) = m(4)(x) = m(8)(x) = x4 + x + 1

m(3)(x) = m(6)(x) = m(9)(x) = m(12)(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1Ainsi, un 
ode de polyn�me générateur

g(x) = m(1)(x)m(3)(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8est un 
ode BCH dont les paramètres sont b = 1, d′ = 5 = d, q = 2, n = 15. Sa dimensionest k = 7 et un polyn�me de 
ontr�le est

h(x) = (x15 − 1)/g(x) = 1 + x4 + x6 + x7On 
onstruit une matri
e génératri
e G dont la ième ligne est le ve
teur xi−1g(x), 1 ≤
1 ≤ k. On obtient

G =













1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1












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Si le message reçu est v = (100100110000100), soit en
ore v(x) = 1 + x3 + x6 + x7 + x12.On 
al
ule alors les 
omposantes du syndrome :

S1 = S2 = S4 = v(β) = 1, S3 = v(β3) = β4Il apparaît alors que le plus grand système linéaire d'équations des in
onnues τi est de laforme

S2τ1 + S1τ2 = S3

S3τ1 + S2τ2 = S4
⇐⇒ S1τ2 + S2τ1 = S3

S2τ2 + S3τ1 = S4qui s'é
rit également

τ1 + τ2 = β4

β4τ1 + τ2 = 1et dont la matri
e est régulière. Il vient
τ1 = 1

τ2 = β

τ0 = 1 par dé�nition, et on a don
 s(x) = 1 + x + βx2.En testant les di�érentes puissan
es de β, on trouve

η−1
1 = β8, η−1

2 = β6,202

et on a don


η1 = β7

η2 = β9ainsi, le polyn�me erreur est

e(x) = x7 + x9et on peut dé
oder

w(x) = v(x)− e(x)

= (1 + x3 + x6 + x7 + x12)− (x7 + x9)

= 1 + x3 + x6 + x9 + x12Le message émis était w = (100100100100100).Pour retrouver le message original, il su�t de diviser w(x) par g(x). Il vient
a(x) = w(x)/g(x) = 1 + x3 + x4 ⇒ a = (1001100).
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Cours N
◦76 Bornes de Plotkin et de Gilbert-Varshamov6.1 Rendement, taux de 
orre
tion et domaine de 
odesSoit C ⊂ Fn un 
ode de 
ardinal Card (C) = M sur l'alphabet F de Card (F ) = qde distan
e d = d(C) et la 
apa
ité de 
orre
tion t =

[
d−1
2

]. Nous avons vu la dé�nition1.4 du rendement et du taux de 
orre
tion : soit C un [n, k, d]q-
ode, alors la vitessede transmission (le "rendement" ou "information rate" en anglais) de C est le rapport

R = k/n, δ = d/n est la distan
e relative (ou le "taux de 
orre
tion") de C.Un bon 
ode est un 
ode 
orrigeant de nombreuses erreurs 
ompte tenu de sa longueurtout en ayant une vitesse de transmission la plus élevée possible, 
e qui 
orrespond à desparamètres R et δ assez grands dans [0, 1℄. Rapellons (voir De�nition 1.9) qu'une famille

{Ci} des [ni, ki, di]q-
odes est dite bonne s'il existe et positives les limites

lim
i→∞

ki

ni
= R > 0, lim

i→∞

di

ni
= δ > 0,On a vu que ave
 toute bonne famille on peut faire tendre vers 1 la probabilité detransmission 
orre
te. En réalité, on utilise R ≈ 0, 1 ∼ 0, 95, n ≈ 300 ∼ 1000, et δ > 2p.Toutefois, 
es paramètres δ et R sont liés par des relations dites asymptotiques.204



Nous avons déjà établi quelques relations dans Se
tion 2 :1) Borne de Singleton (voir Théorème 2.6). Soit C = ImE un [n, k, d]q-
ode,

E : F k → Fn. Alors

k ≤ n− d + 1⇐⇒ R ≤ 1− δ + 1/n

1′) Borne de Singleton asymptotique (voir Théorème 2.8 ). Soit {Ci} une familledes [ni, ki, di]q-
odes, on pose

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ 1− δ
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2) Borne de Hamming (voir Théorème 2.3). Soit C ⊂ Fn un 
ode sur l'alphabet Fde Card (F ) = q de distan
e d = d(C) et la 
apa
ité de 
orre
tion t =
[

d−1
2

]. Alors
Card (C)

t∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ qn, don
 Vq(n, t) ≤ qn/Card (C).

2′) Borne de Hamming asymptotique voir Théorème 2.11. Soit {Ci} une familledes [ni, ki, di]q-
odes, on pose

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors R ≤ 1−Hq(δ/2) où Hq(δ) est la fon
tion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q]par

Hq(0) = 0,Hq(δ) = δ logq(q − 1)− δ logq(δ)− (1− δ) logq(1− δ) pour 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/qRapellons la signi�
ation géométrique de l'entropie q-aire : Hq(δ) est la proportion logarith-mique du volume Vq(n, d) de la boule de Hamming de rayon relatif δ :

Hq(δ) = lim
n→∞

logq(Vq(n, d))

n
, si d

n
→ δ.206

Maintenant on va obtenir des meilleurs bornes (supérieures et inférieures), pour dé
rirele domaine de 
odes, où se trouvent les bons 
odes.Soit Cq l'ensemble des 
odes sur Fq et Vq l'image de l'appli
ation

F : Cq −→ [0, 1]× [0, 1], F(C) = (δ,R)On note Uq l'ensemble des points d'a

umulation de Vq. Les 
odes de Vq\Uq ont dits isolés.On pose

Aq(n, d) = max
{

Card (C) = M
∣
∣
∣ il existe un 
ode C ⊂ F

n
q de distan
e d = d(C)

}

,

αq(δ) := lim sup
n→∞,

d
n
→δ

n−1 logq Aq(n, d),Un 
ode est dit optimal s'il atteint la borne αq(δ).Un théorème de Yu.I.Manin (voir [Ts-V℄) montre que αq(δ) est 
ontinue ave
 αq(0) = 1,
αq(δ) = 0 pour (q − 1)/q ≤ δ ≤ 1 et αq(δ) est dé
roissante dans 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/q ≤ 1.
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On montrera en parti
uler :� Borne de Plotkin asymptotique

αq(δ) ≤ max

(

1− q

q − 1
δ, 0

)

� Borne de Gilbert-Varshamov asymptotique Pour tout δ dans l'intervale

]0, (q − 1)/q[ il existe une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-
odes, telle que

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,et

αq(δ) ≥ R ≥ 1−Hq(δ),
'est à direon a

αq(δ) ≥ 1−Hq(δ)où Hq(δ) est la fon
tion entropie q-aire
208



Représentation graphique des bornes : pour q = 49 :

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
delta
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6.2 Borne de PlotkinThéorème 6.1 (Borne de Plotkin). Soit C un 
ode linéaire de longueur n et de dimension
k sur Fq, d'é
art d. Alors

d ≤ nqk−1(q − 1)

qk − 1
= n

q − 1

q

(

1 +
1

qk − 1

)

. (∗)Preuve : Soit 1 ≤ i ≤ n tel que C 
ontienne un mot dont la ième 
oordonnée est non nulle.Soit D le sous-espa
e de C 
onstitué des mots 
odes dont la ième 
oordonnée est nulle.On a |C/D| = q, don
, 
omme |C/D| = |C|/|D|, |D| = qk−1. Il vient alors que la sommedes poids des mots 
odes est ≤ nqk−1(q − 1). Comme C 
omporte qk − 1 mots de poidsnon nul, on obtient la relation voulue :
d(qk − 1) ≤ nqk−1(q − 1).Remarque. Soit M = CardC = qk, alors il est 
ommode d'é
rire l'inégalité (*) sous laforme : si d

n 6=
q−1

q , alors
M ≤

(
d

n

q

q − 1
− 1

)−1

+ 1 .
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Théorème 6.2 (Borne de Plotkin asymptotique). Soit {Ci} une famille des [ni, ki, di]q-
odes, on pose

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ max

(

1− q

q − 1
δ, 0

)

Preuve Soit {Ci} une famille des [ni, ki, di]q-
odes, on pose

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors il y a trois possibilités :

δ >
q − 1

q
, δ <

q − 1

q
, ou δ =

q − 1

q
.
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1) Premier 
as : δ > q−1
q

. On é
rit l'inégalité du Théorèmé 6.1 :

di ≤
niq

ki−1(q − 1)

qki − 1
⇒ ni ·

q − 1

q
·
(

1 +
1

qki − 1

)

≥ di.Ce
i implique

qki ≤
(

di

ni

q

q − 1
− 1

)−1

+ 1→ 1

δ q
q−1 − 1

+ 1 > 0(une 
onstante indépendent de n), (6.1)puisque δ > q−1
q .Don
 ki sont uniformement bornés, 
ela signi�e que

R = lim sup
i→∞

ki

ni
= 0.
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2) Deuxième 
as : 0 < δ < q−1
q

. Dans 
e 
as on peut supposer : pour ni assez grand

di

ni
= δi → δ <

q − 1

q
⇒ di

ni
− 1

ni
<

q − 1

q
⇒ di − 1 < ni ·

q − 1

q
.On pose

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≤ q(di − 1)

q − 1

(

⇒ n′
i

q − 1

q
≤ di − 1

)

.Ensuite, di = δini →∞ don


0 < n′
i < nipuisque

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≥ (di − 1) · q

q − 1
− 1 > 0,

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≤ (di − 1) · q

q − 1
< niPour tout n = ni on 
onsidère les n− n′ derniers symboles des mots du 
ode. Il existe unsous-ensemble C ′ = C(ξ) ⊂ C formé par les mots ave
 les mêmes n−n′ derniers symboles

ξ ∈ Fn−n′

q , et ave


M ′ := Card (C ′) ≥M · qn′−n.213

Ainsi que C ′ n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de C, on peut �xer un c′0 ∈ C ′, alorsl'ensemble de toutes les di�éren
es

Cn′ =
{

c′ − c′0

∣
∣
∣ c′ ∈ C ′

}

=
{

c = (c1, · · · , cn′ , 0, · · · , 0)
∣
∣
∣ c′ ∈ C ′

}

⊂ C,est un sous-espa
e ve
toriel de C ayant le même 
ardinal que C ′. On utilise en
ore lethéorème 6.1 pour le sous-espa
e ve
toriel C ′ de C don

d′ ≤ n′qk′−1(q − 1)

qk′ − 1
⇒ n′ · q − 1

q
·
(

1 +
1

qk′−1

)

≥ d′.Ce
i résulte :

M · qn′−n ≤M ′ <
(

d′

n′

q
q−1 − 1

)−1

+ 1 (6.2)

=
n′(q − 1)

d′q − n′(q − 1)
+ 1 ≤ n′(q − 1)

dq − n′(q − 1)
+ 1 ≤ n′(q − 1)

q
+ 1 ≤ d ≤ npuisque d ≤ n, d′ ≥ d et

dq − n′(q − 1) = dq −
[
q(d− 1)

q − 1

]

(q − 1) ≥ dq − q(d− 1) = q(ne pas 
onfondre la notation d′ ave
 la distan
e 
onstruite des 
odes BCH !).214

Pour 
on
lure, on prend logq de (6.2) : M = qk = Card (C), et

M · qn′−n < n⇒ k + n′ − n ≤ logq n,
q(d− 1)

q − 1
− 1 < n′ ≤ q(d− 1)

q − 1
.Il reste à diviser par n = ni et passer à la limite n→∞ :

k ≤ n− n′ + logq n ≤ n− q(d− 1)

q − 1
+ logq n⇒ k

n
≤ 1− q

q − 1
· d
n

+
logq n + 1

n

⇒ R ≤ 1− q

q − 1
δ
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3) Troisième 
as (en exer
i
e) : δ = q−1
q

.Pour montrer que R = 0 on raisonne par l'absurde. On suppose que

R = lim sup
i→∞

ki

ni
> 0,et on 
hoisit une sous-suite des 
odes Ci ave
 ki/ni ≥ R0 > 0. On pose

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≤ q(di − 1)

q − 1
.Ensuite, di = δini →∞ don


0 < n′
i < nipuisque

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≥ (di − 1) · q

q − 1
− 1 > 0,et pour voir que n′

i < ni on remarque que par Théorème 6.1

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≤ (di − 1) · q

q − 1
≤
(

q − 1

q
· ni ·

(

1 +
1

qki − 1

)

− 1

)

· q

q − 1

ni +
ni

qki − 1
− q

q − 1
< ni, (

ni

qki − 1
→ 0)216



puisque

di ≤
q − 1

q
·
(

1 +
1

qki − 1

)

, et qki > qR0ni ⇒ ni

qki − 1
→ 0.Maintenant on répète le raisonnement du deuxième 
as. Pour tout n = ni et n′ = n′

i,on 
onsidère les n − n′ derniers symboles des mots du 
ode. Il existe un sous-ensemble

C ′ = C(ξ) ⊂ C formé par les mots ave
 les mêmes n− n′ derniers symboles ξ ∈ F
n−n′

q , etave


M ′ := Card (C ′) ≥M · qn′−nAinsi que C ′ n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de C, on peut �xer un c′0 ∈ C ′, alorsl'ensemble de toutes les di�éren
es

Cn′ =
{

c′ − c′0

∣
∣
∣ c′ ∈ C ′

}

=
{

c = (c1, · · · , cn′ , 0, · · · , 0)
∣
∣
∣ c′ ∈ C ′

}

⊂ C,est un sous-espa
e ve
toriel de C ayant le même 
ardinal que C ′. On utilise en
ore Théo-rème 6.1 pour le sous-espa
e ve
toriel C ′ de C don


d′ ≤ n′qk′−1(q − 1)

qk′ − 1
⇒ n′ · q − 1

q
·
(

1 +
1

qk′−1

)

≥ d′.
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Ce
i résulte :

M · qn′−n ≤M ′ <
(

d′

n′

q
q−1 − 1

)−1

+ 1 (6.3)
=

n′(q − 1)

d′q − n′(q − 1)
+ 1 ≤ n′(q − 1)

dq − n′(q − 1)
≤ n′(q − 1)

q
≤ npuisque d′ ≥ d et

dq − n′(q − 1) = dq −
[
q(d− 1)

q − 1

]

(q − 1) ≥ dq − q(d− 1) = qPour 
on
lure dans 
e 
as, on prend de nouveaux logq de (6.3) :
k + n′ − n ≤ logq n,

q(d− 1)

q − 1
≤ n′ <

q(d− 1)

q − 1
+ 1.Il reste à diviser par n = ni et passer à la limite n→∞ :

k ≤ n− n′ + logq n ≤ n− q(d− 1)

q − 1
+ logq n⇒ k

n
≤ 1− q

q − 1
· d
n

+
logq n + 1

nMais dans 
e 
as δ = q−1
q ,

⇒ R ≤ 1− q

q − 1
δ = 0.
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6.3 Borne de Gilbert-VarshamovThéorème 6.3 (Borne de Gilbert-Varshamov) Il existe un 
ode linéaire de dimension k,de longueur n sur Fq et d'é
art ≥ d dès lors que

qn−k >
d−2∑

i=0

(
n− 1

i

)

(q − 1)i = Vq(n− 1, d− 2).

Preuve du Théorème 6.3 : Soit C un 
ode 
omme dé
rit 
i-dessus. Construisons samatri
e de 
orre
tion H . On 
hoisit pour la première 
olonne n'importe quel ve
teur de
F

n−k
q non nul, puis pour la se
onde un ve
teur non multiple s
alaire de la première, et ainside suite jusqu'à obtenir j−1 
olonnes dont d−1 sont toujours linéairement indépendantes.Par 
ombinaison linéaire de d− 2 ou moins de 
es j − 1 
olonnes, on peut former au plus

d−2∑

i=0

(
j − 1

i

)

(q − 1)i = Vq(j − 1, d− 2).
olonnes.
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Comme par 
ombinaison linéaire de d − 2 ou moins de 
es j − 1 
olonnes, on peutformer au plus
d−2∑

i=0

(
j − 1

i

)

(q − 1)i = Vq(j − 1, d− 2)
olonnes, on obtient une 
ondition su�sante pour l'existen
e d'une jème 
olonne 
her
hée.Elle est donnée pour un 
hoix de j − 1 ≤ n− 1 
olonnes

qn−k >
d−2∑

i=0

(
n− 1

i

)

(q − 1)i = Vq(n− 1, d− 2)(on obtient le nombre maximal possible des 
ombinaisons linéaires de d−2 
olonnes 
hoisisparmi n − 1 
olonnes). Ainsi, si l'inégalité du théorème est véri�ée, on peut trouver une

jème 
olonne linéairement indépendante de toutes d− 2 des j − 1 premières 
olonnes, et
e jusqu'à obtenir H de rang n− k, 
e qui fournit un 
ode de distan
e ≥ d.
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Remarque. La borne de Gilbert-Varshamov reste valable pour tous les 
odes sous uneforme légérement plus faible (voir [vLi℄, p. 56, [Ste℄, p.35, [MW-S℄, p.34) : Il existe un
ode C ⊂ F
n
q de distan
e minimale ≥ d et de 
ardinale M = Card (C) dès lors que

qn > Vq(n, d− 1)M, Vq(n, d− 1) =
d−1∑

i=0

(
n

i

)

(q − 1)i.Pour un tel 
ode on suppose qu'il n'est pas possible de trouver un mot c en dehors de Cde distan
e ≥ d. Alors

qn ≤ Vq(n, d− 1)M, Vq(n, d− 1) =

d−1∑

i=0

(
n

i

)

(q − 1)i.(
'est-à-dire, le rayon de re
ouvrement est ≤ d − 1). Dans le 
as 
ontraire on trouve untel mot c et on l' ajout au 
ode C (non-né
essarement linéaire), à partir du 
ode trivial
omportant un seul mot (on raisonne par ré
urren
e sur M). Ce
i dit, il existe un 
odedu 
ardinal M pour le nombre

M =

[
qn

Vq(n, d− 1)

]

− 1⇒M <
qn

Vq(n, d− 1)
≤M + 2.
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Borne de Gilbert-Varshamov asymptotique (voir Théorème 6.3).Rappelons qu'on a dé�ni le rendement maximal

αq(δ) := lim sup
n→∞,

d
n
→δ

n−1 logq Aq(n, d),

pour le taux de 
orre
tion δ donné, où on pose
Aq(n, d) = max

{

Card (C) = M
∣
∣
∣ il existe un 
ode C ⊂ F

n
q de distan
e d = d(C)

}

.Rappelons la signi�
ation géométrique de l'entropie q-aire : Hq(δ) est la proportion loga-rithmique du volume Vq(n, d) de la boule de Hamming de rayon relatif δ :

Hq(δ) = lim
n→∞

logq(Vq(n, d))

n
, si d

n
→ δ.
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Théorème 6.4 (Borne de Gilbert-Varshamov asymptotique) Pour tout δ dansl'intervale ]0, (q − 1)/q[ il existe une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-
odes, telle que

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,et

R ≥ 1−Hq(δ),
'est à dire, qu'on a

αq(δ) ≥ 1−Hq(δ)où Hq(δ) est la fon
tion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q] par Hq(0) = 0,
Hq(δ) = δ logq(q − 1)− δ logq(δ)− (1− δ) logq(1− δ) pour 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/q.
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Preuve : Soit ni →∞ une suite arbitraire. On pose di = [δni], et

ki =
[
ni − logq Vq(ni − 1, di − 2)

]
− 1Alors on a l'en
adrement :

ni − logq Vq(ni − 1, di − 2) > ki ≥ ni − logq Vq(ni − 1, di − 2)− 2don
 ki véri�e l'inégalité du Théorème 6.3 :

qni−ki >

di−2∑

i=0

(
ni − 1

i

)

(q − 1)i = Vq(ni − 1, di − 2) ≥ qni−ki−2.don
 il existe un [ni, ki, di]q-
ode Ci. Il reste à passer à la limite ni →∞ :

logq Vq(ni − 1, di − 2)

ni
=

logq Vq(ni − 1, [δ · ni]− 2)

ni
→ Hq(δ),

ki

ni
→ R⇒ R ≥ 1−Hq(δ).Rappelons le 
orollaire 2.10 : Lorsque n→∞, r

n
→ δ, on a

Hq(δ) = lim
n→∞

logq Vq(n, r)

n
= lim

n→∞

logq(Vq(n, r))

logq(Card (Fn))
.
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Théorème 6.5 (Borne de Bassalygo-Elias, sans démonstration) Pour tout 
odede dimension k, de longueur n et d'é
art d sur Fq et pour tout entier w tel que 1 ≤ w ≤ ntel que

d− 2w + qw2/(q − 1)n > 0on a

n− k ≥ logq

(
n

w

)

+ w logq(q − 1)− logq d + logq rPreuve : voir [Ste℄, p.32.Théorème 6.6 (Borne de Bassalygo-Elias asymptotique , sans démonstration.Soit {Ci} une famille des [ni, ki, di]q-
odes, on pose

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ αq(δ) ≤ RBE , où RBE = 1−Hq







q − 1

q
−

(q − 1)

√

1− q δ

q − 1

q







.
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6.4 Borne de la géométrie algébrique (sans démonstration)Théorème 6.7 (Tsfasman-Zink-Drinfeld-Vladut). Il existe une famille{Ci} des [ni, ki, di]q-
odes provenant des 
ourbes algébriques sur Fq, telle que si l'on pose
R = lim sup

i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,

1) R ≥ 1− δ − 1√
q − 1

, 
'est à dire,
αq(δ) ≥ R ≥ RGA = 1− δ − 1√

q − 1
. (6.4)2) Si q est un 
arré, la borne (6.4) est atteinte

lim sup
i→∞

di

ni
=

1√
q − 1

.Remarque 6.8 Si q est un 
arré, alors la borne inférieure (6.4) est meilleure que la bornede Gilbert-Varshamov asymptotique (voir le théorème 6.4, et la représentation graphiquedes bornes 
i-dessou).Représentation graphique des bornes : 1) Pour q = 49 :226

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
delta
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2) Pour q = 25 :

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
delta
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Cours N
◦8Existen
e des bonnes familles et 
odes géométriquesRappel : bonne famille, voir De�nition 1.9Une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-
odes est dite bonne s'il existe et positive les limites

R = lim
i→∞

ki

ni
, δ = lim

i→∞

di

ni
.On montrera l'existen
e des bonnes familles, et même des familles ex
ellentes :Définition 6.9 Une bonne famille {Ci} des [ni, ki, di]q-
odes est dite ex
ellente s'il existe

R = lim
i→∞

ki

ni
> 0, δ = lim

i→∞

di

ni
∈]0, (q − 1)/q[,et

R ≥ 1−Hq(δ)où Hq(δ) est la fon
tion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q] par Hq(0) = 0,

Hq(δ) = δ logq(q − 1)− δ logq(δ)− (1− δ) logq(1− δ) pour 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/q.
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Représentation graphique : fon
tion d'entropie, q = 7

Hq(δ) =
δ log(q − 1)

log(q)
− δ log(δ)

log(q)
− (1− δ) log(1− δ)

log(q)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R

0.2 0.4 0.6 0.8 1
delta

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R

0.2 0.4 0.6 0.8 1
delta

R = Hq(δ) R = 1−Hq(δ)
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Pour 
onstruire une telle famille on utiliseThéorème 6.3 (Borne de Gilbert-Varshamov) Il existe un 
ode linéaire de dimension k,de longueur n sur Fq et d'é
art ≥ d dès lors que

qn−k > Vq(n− 1, d− 2) =
d−2∑

i=0

(
n− 1

i

)

(q − 1)i. (∗)

(Rappelons qu'on a montré l'existen
e d'un tel 
ode en 
onstruisant sa matri
e de
ontr�le H ∈ Mn−k,n(Fq) ave
 la propriété que toutes les d− 1 
olonnes sont linéairementindépendantes. La partie gau
he de (*) est le nombre total des 
olonnes, et la partiedroite de (*) est le nombre maximum des 
ombinaisons linéaires de d − 2 
olonnes parmiles 
olonnes 
onstruites par ré
urren
e ; 
e
i dit que (*) permet de 
hoisir les 
olonnesd'une matri
e H voulue)
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Passage à la limiteThèorème 6.4 (Borne de Gilbert-Varshamov asymptotique) Pour tout δ dans l'intervale

]0, (q − 1)/q[ il existe une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-
odes, telle que

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
, et R = 1−Hq(δ) ,Preuve : Soit ni →∞ une suite arbitraire. On pose di = [δni], et

ki =
[
ni − logq Vq(ni − 1, di − 2)

]
− 1Alors on a l'en
adrement :

ni − logq Vq(ni − 1, di − 2) > ki ≥ ni − logq Vq(ni − 1, di − 2)− 2don
 ki véri�e l'inégalité du Théorème 6.3 :

qni−ki >

di−2∑

i=0

(
ni − 1

i

)

(q − 1)i = Vq(ni − 1, di − 2) ≥ qni−ki−2.don
 il existe un [ni, ki, di]q-
ode Ci. 232



Il reste à passer à la limite ni →∞ en utilisant l'en
adrement 
i-dessus :

ni − ki

ni
<

logq Vq(ni − 1, di − 2)

ni
≤ ni − ki − 2

ni
.Rappelons le 
orollaire 2.10 : lorsque n→∞, r

n → δ, on a

lim
n→∞

logq Vq(n, r)

n
= Hq(δ)⇒

logq Vq(ni − 1, di − 2)

ni
=

logq Vq(ni − 1, [δ · ni]− 2)

ni
→ Hq(δ),

ki

ni
→ R⇒ 1−R ≤ Hq(δ) ≤ 1−R⇒ R = 1−Hq(δ) .
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7 Codes géométriques de Goppa. Systèmes a�nes et
ourbes algébriquessur les 
orps �nis7.1 Systèmes a�nes et systèmes proje
tifs7.1.1. Systèmes a�nes.Soit V un espa
e ve
toriel sur Fq, dimFq
V = k.Définition 7.1 Un système a�ne

P = {P1, · · · , Pn} ⊂ Vest un sous-ensemble dans V tel que P n'est pas 
ontenu dans au
un hyperplan H ⊂ V .On pose

d = d(P) = n−max
H
{Card (P ∩H) | H hyperplan } > 0On 
onsidère l'appli
ation linéaire

EP : V ∗ → F
n
q , EP(l) = (l(P1), . . . , l(Pn))234

alors on obtient le 
ode

C = Im(EP) = EP(V ∗) ⊂ F
n
qasso
ié à P. On voit queC est un [n, k, d]q-
ode (voir la dé�nition 1.4) : si c = (l0(P1), · · · , l0(Pn))un mot de 
ode C ave
 l0 ∈ V ∗, l0 6= 0, alors

Card {i ∈ {1, 2, · · · , n} | l0(Pi) 6= 0} = n− Card ({P ∩H0 | H0 hyperplan l0 = 0}don


d = min
l

Card {i ∈ {1, 2, · · · , n} | l(Pi) 6= 0}.Remarque Pratiquement une matri
e-génératri
e de C est donnée par les 
oordonnéesdes points P1, · · · , Pn dans une base de V : si l1, · · · , lk ∈ V ∗ les fon
tions des 
oordonnées(la base duale d'une base de V ), alors

G =





l1(P1) . . . . . . l1(Pn)
. . . . . . . . . . . .

lk(P1) . . . . . . lk(Pn)



 (ne pas 
onfondre ave
 une matri
e de 
ontr�le !)
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Théorème 7.2 Soit Systq(n, k, d) l'ensemble des systèmes a�nes 
i-dessus. Le groupe

GLFq
(V ) agit sur Systq(n, k, d), et il y a une bije
tion

ϕ : Systq(n, k, d)/GLFq
(V )

∼→ Codes([n, k, d]q)Preuve Pour g ∈ GLFq
(V ) on pose

g · P = {g · P1, · · · , g · Pn} ⊂ Valors

Pi ∈ H ⇐⇒ g · Pi ∈ g ·H un autre hyperplan .D'autre part,

Ker(EP) = {l ∈ V ∗ | (l(P1), . . . , l(Pn))} = {0} ⇒ EP est inje
tive

Eg·P(l) = (l(g · P1), . . . , l(g · Pn)) = (g∗l(P1), . . . , g
∗l(Pn))EP(g∗l)mais g∗ est un Fq-isomorphisme don
 les systèmes P et g · P donnent le même 
ode

Im(EP). L'appli
ation ré
iproque à ϕ :

ϕ−1 : C 7→ ϕ−1(C) = {P1, · · · , Pn} ⊂ V = C∗, Pi(c) = ci, ième 
oordonnée de c = (c1, · · · , cn) ∈ C
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7.1.2. Systèmes proje
tifs.Soit n ≥ 1 un entier. On appelle espa
e proje
tif de dimension n sur un 
orps Fet on note P
n
F ou simplement P

n l'ensemble des 
lasses d'équivalen
e de (n + 1)-uplets

(x0, · · · , xn), xi ∈ F pour 0 ≤ i ≤ n ; sous la relation (x0, · · · , xn) ∼ (λ0x0, · · · , λnxn)pour tout λ ∈ F ∗. Une 
lasse d'équivalen
e x est un point de P
n.Définition 7.3 Un système proje
tif

P = {P1, · · · , Pn} ⊂ P
k−1
Fqest un sous-ensemble dans P

k−1
Fq

= P(V ) tel que P n'est pas 
ontenu dans au
un hyperplanproje
tif H ⊂ P
k−1
Fq

.Soit

P◦ = {P ◦
1 , · · · , P ◦

n} ⊂ Vun système a�ne dans V representant P. Tout autre système

P◦
λ = {λ1P

◦
1 , · · · , λnP ◦

n} ⊂ Vdé�ni un 
ode Cλ = Im(EP◦

λ
) = ϕ(P◦

λ) équivalent à C = Im(EP◦) = ϕ(P◦) :

C = ϕ(P◦) = EP◦(V ∗) = {(l(P ◦
1 ), . . . , l(P ◦

n)) | l ∈ V ∗}
Cλ = ϕ(P◦

λ) = EP◦(V ∗) = {(λ1l(P
◦
1 ), . . . , λnl(Pn)◦) | l ∈ V ∗ , λi ∈ F

∗
q}.237

C'est-à-dire, Cλ = σ(C) pour la bije
tion linéaire diagonale donnée par la matri
e σ =
diag{λ1, · · · , λn}.Théorème 7.4 Soit Systq(n, k, d) l'ensemble des systèmes proje
tifs 
i-dessus. Le groupe
PGLFq

(V ) agit sur Systq(n, k, d), et il y a une bije
tion
ϕ : Systq(n, k, d)/PGLFq

(V )
∼→ {Codes([n, k, d]q)}/(mod ∼)où ∼ désigne l'équivalen
e linéaire diagolale des [n, k, d]q 
odes.Preuve : en exer
i
e.
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7.2 Codes géométriquesOn dé�ni les 
odes géométriques à partir des sous-ensembles de

X = P = {P1, · · · , Pn} ⊂ P
k−1
Fq

, et {P1, · · · , Pn} ⊂ F
k
q .Une matri
e génératri
e du 
ode C = ϕ(P) est donnée par des 
oordonnées des points

Pi :

P = (aij), Pj =







a1j

a2j

· · ·
akj







, j = 1, · · · , n.

On pose

d = d(C) = d(X) = n−max
H
{Card (X ∩H) | H hyperplan } > 0Remarque 7.5 Le nombre Card (X∩H) est majoré par le "degré" de X. Pour une 
ourbeplanaire X = X(Fq) ⊂ P

2
Fq

donnée 
omme l'ensemble des zéros d'un polyn�me homogènede degré m, H est une droite qui 
oupe X en maximum m points.

239

Exemple. Codes de Reed-Muller d'ordre 1. Soit Lm = Fq[T1, · · · , Tm]d◦≤1 le Fq-espa
e ve
toriel de tous les polyn�mes de degré ≤ 1 de m variables sur Fq (ave
 le polyn�menul), don
 dimFq
Lm = m + 1. On 
onsidère un sous ensemble

P = {P1, · · · , Pn} ⊂ F
m
qtel que

∀l ∈ Lm(∀j = 1, · · · , n, l(Pj) = 0⇒ l ≡ 0).Définition 7.6

RMq(1, n,m) = ImEv, Ev : Lm → F
n
q , f 7→ ((f(P1), · · · , f(Pn))est dit le 
ode de Reed-Muller d'ordre 1.On véri�e que RMq(1, n,m) est un [n,m + 1, n − qm−1]-
ode : tout polyn�me de degré

≤1 de m variables s'annule en ≤ qm−1 points. Pour q = 2, n = 32, m = 5 on obtient le
ode de l'Introdu
tion.
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Exer
i
e. 1) Donner une version proje
tive du 
ode : on 
onsidère le Fq-spa
e ve
toriel

L′
m de tous les polyn�mes homogènes de degré 1 de m + 1 variables sur Fq (ave
 lepolyn�me nul), don
 dimFq

L′
m = m + 1. On obtient un

[

n,m + 1, n− qm − 1

q − 1

]

q-
ode pour tout

n ≥ qm − 1

q − 1
,(voir [Ste℄, p. 46).2) Montrer que pour

n =
qm+1 − 1

q − 1on obtient un 
ode se trouvant sur la borne de Plotkin (voir Théorème 6.1) de paramètres

[
qm+1 − 1

q − 1
,m + 1, qm

]

q

.
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Cours N
◦97.3 Codes de Goppa rationnelsCe sont des 
odes géométriques qui produisent une bonne famille des 
odes (dans lesens de la dé�nition 1.9.)Soit g(x) un polyn�me unitaire irrédu
tible sur Fqm , L = {γ0, γ1, · · · , γn−1} ⊂ Fqmave
 g(γi) 6= 0 pour tout i = 0, 1, 2, · · · , n− 1.Définition 7.7 Le 
ode de Goppa rationnel Γ(L, g) est

Γ(L, g) =

{

w = (w0, w1, · · · , wn−1) ⊂ F
n
q

∣
∣
∣

n−1∑

i=0

wi

x− γi
≡ 0 mod g(x)

} (7.1)(
'est-à-dire, la fra
tion à droite est de la forme d'une fra
tion irrédu
tible a(x)
b(x) ave


g(x)|a(x).L'idée 
lé : la distan
e d(Γ(L, g)) ≥ t + 1, t := deg(g) puisque n−1∑

i=0

wi

x− γi
=

a(x)

b(x)
6= 0ave
 g(x)|a(x) ⇒ il y a au moins s ≥ t + 1 termes wi non-nuls 
ar après avoir amener audénominateur 
ommun on aura le degré du polyn�me a(x) ≤ s− 1.242

Soient v = (v0, v1, · · · , vn−1) = w + e, un mot re
u, w = (w0, w1, · · · , wn−1) ∈ Γ(L, g)un mot de 
ode, e = (e0, e1, · · · , en−1) ∈ F
n
q le mot d'erreur, alors on 
onsidère les fra
tionssuivantes

v(x) =

n−1∑

i=0

vi

x− γi
, w(x) =

n−1∑

i=0

wi

x− γi
, e(x) =

n−1∑

i=0

ei

x− γi
.On é
rira une matri
e de 
ontr�le G ∈ Matmt,n(Fq) du 
ode Γ(L, g) : on utilise pour tout

i = 0, · · · , n− 1 un unique polyn�me fi(x) mod g(x) dans Fqm [x]/(g) tel que
fi(x)(x− γi) ≡ 1 mod g(x)⇒ fi(x) := − 1

g(γi)

[
g(x)− g(γi)

x− γi

]

. (7.2)(
'est à dire, fi(x) est l'inverse de (x− γi) mod g(x)).
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Soit
g(x) =

t∑

i=0

gix
i, hj =

1

g(γj)
∈ F

∗
qmalors

g(x)− g(y)

x− y
=

∑

k+j≤t−1

gk+j+1y
jxk ⇒

n−1∑

i=0

wihi

∑

k+j≤t−1

gk+j+1 · (γi)
jxk ≡ 0 mod g.En e�et

xi − yi

x− y
=

∑

k+j=i−1

yjxk;
e
i implique

fi(x) = − 1

g(γi)

[
g(x)− g(γi)

x− γi

]

= −hi

∑

k+j≤t−1

gk+j+1 · (γi)
jxk. (7.3)Pour pouvoir travailler ave
 les polyn�mes, on fait 
orrespondre (de façon unique) au mot

v un polyn�me fv(x) modulo g,

v 7→ fv(x) =
n−1∑

i=0

vifi(x)⇒ w 7→ fw(x) =
n−1∑

i=0

wifi(x) ≡ 0 mod g.
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Si v = (v0, v1, · · · , vn−1) = w + e, un mot re
u, w = (w0, w1, · · · , wn−1) ∈ Γ(L, g),

e = (e0, e1, · · · , en−1) ∈ F
n
q , alors

fv(x) = S(x) =

n−1∑

i=0

eifi(x) ≡
n−1∑

i=0

vifi(x) mod gpuisque ∑n−1
i=0 wifi(x) ≡ 0 mod g. On obtient maintenant une matri
e de 
ontr�le de laforme expli
ite (7.3) :

n−1∑

i=0

wifi(x) ≡ 0 mod g ⇒
n−1∑

i=0

wihi

∑

k+j≤t−1

gk+j+1 · (γi)
jxk ≡ 0 mod g
e
i dit, pour tous les k = 0, · · · , t − 1 le 
oe�
ient de xk à gau
he est nul, don
 unematri
e de 
ontr�le du 
ode Γ(L, g) est






h0gt h1gt · · · hn−1gt

h0(gt−1 + gtγ0) h1(gt−1 + gtγ1) · · · hn−1(gt−1 + gtγn−1)
· · · · · · · · · · · ·

h0(g1 + g2γ0 + · · · + gtγ
t−1
0 ) h1(g1 + g2γ1 + · · · + gtγ

t−1
1 ) · · · hn−1(g1 + g2γn−1 + · · · + gtγ

t−1
n−1)





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On obtient une matri
e simpli�ée en faisant des transformations élémentaires :






h0 h1 · · · hn−1

h0γ0 h1γ1 · · · hn−1γn−1

· · · · · · · · · · · ·
h0γ

t−1
0 h1γ

t−1
1 · · · hn−1γ

t−1
n−1







Puis, on utilse 
omme syndr�me la fra
tion rationnelle
e(x) =

n−1∑

i=0

ei

x− γi(le ve
teur d'erreurs), représenté 
omme le polyn�me de syndr�me mod g

fe(x) ≡ S(x) ≡ fv(x) ≡
n−1∑

i=0

eifi(x) mod g.
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Théorème 7.8 Le 
ode Γ(L, g) a :(a) la dimension k(Γ(L, g)) ≥ n−mt,(b) la distan
e d(Γ(L, g)) ≥ t + 1, t = deg(g)Preuve L'assértion (a) est immédiate de la taille de la matri
e G vue 
omme une
Matmt,n(Fq)-matri
e après un 
hoix d'une base de Fqm sur Fq.L'assértion (b) est impliquée par l'uni
ité de dé
omposition d'une fra
tion rationnelleen éléments simples : pour avoir un élément non-nul

n−1∑

i=0

ci

x− γi
=

a(x)

b(x)

(7.4)sous la forme d'une fra
tion irrédu
tible a(x)
b(x) ave
 a(x) divisible par un polyn�me irré-du
tible g(x) de degré t, il faut avoir au moins s ≥ t + 1 termes non-nuls 
ar après avoiramener au dénominateur 
ommun on aura le degré du polyn�me a(x) ≤ s− 1 .
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7.3.1. Constru
tion des bonnes famillesRappelonsDéfinition 6.9. Une bonne famille {Ci} des [ni, ki, di]q-
odes est dite ex
ellente s'il existe

R = lim
i→∞

ki

ni
, δ = lim

i→∞

di

ni
, tels que R ≥ 1−Hq(δ)

Théorème 7.9 Pour tout δ ∈]0, (q − 1)/q[ il existe une famille ex
ellente {Ci} des

[ni, ki, di]q-
odes de Goppa rationnelles :

R = lim
i→∞

ki

ni
, δ = lim

i→∞

di

ni
,et

R = 1−Hq(δ)où Hq(δ) est la fon
tion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q] par

Hq(0) = 0,

Hq(δ) = δ logq(q − 1)− δ logq(δ)− (1− δ) logq(1− δ) pour 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/q.
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Preuve du Théorème 7.9. On 
hoisit ni = qmi , m = mi, d = di = [δni], et on pré
iserale polyn�me g(x) = gi(x) ∈ Fqm [x] de degré t = ti à partir de 
onsidération suivante :Soit c = (c0, c1, · · · , cn−1) un mot de 
ode de poids j < d, alors le numérateur de lafra
tion (7.4) est de degré ≤ j − 1, don
 le nombre maximal de 
es diviseurs irrédu
tiblesde degré t est inférieur ou égal à [j − 1

t

]. Il nous faut don
 ex
lure de 
onsidération unpetit ensemble de polyn�mes irrédi
tibles, dont le nombre est majoré par

d−1∑

j=1

(
n

j

)

(q − 1)j

[
j − 1

t

]

≤ d

t
Vq(n, d)puisque le nombre des numérateurs non-nuls de la fra
tion (7.4) est majoré par le nombrede toutes le 
ombinaisons linéaires non-triviales (sur Fq) de d élements parmi n éléments.D'autre part on sait que (voir Corollaire 2.10) que

lim
n→∞

logq Vq(n, [δn])

n
= Hq(δ),et que le nombre total des polyn�mes irrédu
tibles de degré t sur Fqm [x] est donné par lethéorème A.17 :

Nqm(t) =
1

t

∑

d|t

µ(d)qmt/d ⇒ Nqm(t) =
1

t
qmt(1 + o(1)) lorsque m→∞.
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On obtient une 
ondition su�sante pour l'existan
e d'un polyn�me voulu g de degré t

d

t
Vq(n, d) <

1

t
qmt(1 + o(1))⇐⇒ d · Vq(n, d) < qmt(1 + o(1)) (m→∞), (7.5)que signi�e :

Hq(δ) <
mt

n
+ o(1), lorsque m→∞.Plus pré
isement, pour satisfaire les inégalités (7.5) et t < d = di, on prend logq de (7.5) :

logq(d·Vq(n, d)) = logq([δn])+logq(Vq(n, [δn])) ≤ n(Hq(δ)+logq(n)) ≤ mt(1+o(1)) (m→∞),Pour 
hoisir g et t on pose

t =
[ n

m
Hq(δ)(1 + o(1))

]

− 1 (7.6)pour satisfaire (7.5), et pour avoir t < d = [δn], il su�t d'avoir
n

m
Hq(δ)(1 + o(1)) ≤ δn− 1que est vraie pour
m ≥ Hq(δ)(1 + o(1))

δ
.

250

Con
ernant le rendement de 
ette famille, on utilise le théorème 7.8 : ave
 n = ni,

m = mi, k = ki, d = di 
i-dessus, et t = ti 
hoisis 
omme dans l'égalité (7.6), on a

ki ≥ ni −miti et di

ni
→ δ > 0.Ce
i résulte l'inégalité suivante :

Ri =
ki

ni
≥ ni −miti

ni
≥ 1−Hq(δ)(1 + o(1))→ 1−Hq(δ)⇒ R ≥ 1−Hq(δ)don
 la famille 
onstruite est ex
ellente.
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7.4 Dé
odage des 
odes de Goppa rationnelsOn utilse 
omme syndr�me la fra
tion rationnelle

n−1∑

i=0

ei

x− γi(le ve
teur d'erreurs), représenté 
omme un polyn�me mod g

S(x) =
n−1∑

i=0

eifi(x) mod g(le polyn�me de syndr�me). Remarquer que si v = (v0, v1, · · · , vn−1) = w+e, un mot re
u,

w = (w0, w1, · · · , wn−1) ∈ Γ(L, g), e = (e0, e1, · · · , en−1) ∈ F
n
q , alors

S(x) =
n−1∑

i=0

eifi(x) ≡
n−1∑

i=0

vifi(x) mod gpuisque

n−1∑

i=0

wifi(x) ≡ 0.
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Ensuite, on utilise une version de l'algorithme de Berlekamp-Massey, voir la se
tion 5.5.Soit I := {i | ei 6= 0}, et on 
onsidère le polyn�me lo
ateur d'erreurs

s(x) =
∏

i∈I

(x− γi),et le polyn�me évaluateur d'erreurs

u(x) =
∑

i∈I

ei

∏

j∈I\{i}

(x− γj).On 
her
he u(x), s(x) à partir de sa dé�nition 
omme une solution de la 
ongruen
e :

u(x) ≡ s(x)S(x)(modg(x)) (7.7)Pour résoudre la 
ongruen
e (7.7) on utilise la division eu
lidienne et l'identité de Bezout :on 
al
ule trois suites sn(x), tn(x), un(x) ave
 la propriété

tn(x)g(x) + sn(x)S(x) = un(x)où le degré de un(x) dé
roît jusqu'à 
e que deg(uj+1) < t et deg(uj) ≥ t (t = [(deg g −
1)/2]) à partir de

0 · g(x) + 1 · S(x) = S(x), 1 · g(x) + 0 · S(x) = g(x)253

de telle façon que

(s0(x), t0(x), u0(x)) = (0, 1, S(x)), (s1(x), t1(x), u1(x)) = (1, 0, g(x)).Il est 
lair que le 
ouple (u(x), s(x)) = (un(x), sn(x)) est un unique 
ouple satisfaisant(7.7) ave
 la propriété que le degré de s(x) est inférieur de degré de g(x).Exer
i
e. E
rire un algorithme pour trouver s(x) et u(x).
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Cours N
◦10Constru
tions des 
odes géométriques à partir des 
ourbesproje
tives7.5 Espa
e proje
tif P

n, variétés algébriquesSoit K un 
orps et n ≥ 1 un entier. On 
onsidère l'espa
e proje
tif de dimension n sur
K et on note P

n
K ou simplement P

n l'ensemble des 
lasses d'équivalen
e de (n + 1)-uplets
(x0, · · · , xn) ∈ Kn+1 \ (0, · · · , 0),sous la relation (x0, · · · , xn) ∼ (λx0, · · · , λxn) pour tout λ ∈ K∗. Une 
lasse d'équivalen
e

x, notée (x0 : · · · : xn) est dit un point de P
n.Soit K[T ] = K[T0, · · · , Tn]. On interprète les éléments de K[T ] 
omme des fon
tionsrégulières de l'espa
e a�ne An+1, et on interprète les éléments de

K

(
T1

T0
,
T2

T0
, · · · , Tn

T0

)

,
omme des fon
tions rationnelles de P
n.
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Remarque : Soit (x0, · · · , xn) ∈ Kn+1, et soit F = F0 + F1 + · · ·+ Fm ∈ K[T0, · · · , Tn]un polyn�me ave
 des 
omposantes homogènes Fi de degré i, alors

F (λx0, · · · , λxn) = F0(x0, · · · , xn) + λF1(x0, · · · , xn) + · · ·+ λmFm(x0, · · · , xn).Il vient que pour un polyn�me homogène F , la 
ondition F (x) = 0 ne dépend que de la
lasse x = (x0 : · · · : xn) ∈ Pn.Définition 7.10 Une partie X ⊂ P
n est dite une variété algébrique proje
tive irrédu
tibles'il existe un idéal premier homogène P de K[T0, · · · , Tn], tel que

X = V (P ) = {x ∈ P
n | ∀F ∈ P,F (x) = 0},
'est à dire, P est un idéal premier engendré par des polyn�mes homogènes, et X estl'ensemble des zéros d'un système homogène donné par des générateurs de P .
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Il y a une grande di�éren
e entre les fon
tions rationnelles des 
oordonnés a�nes etdes 
oordonnés proje
tives : une fra
tion

f(T0, · · · , Tn) =
R(T0, · · · , Tn)

S(T0, · · · , Tn)ne dé�nie pas une fon
tion d'un point x = (x0 : · · · : xn) ∈ P
n, même si S(x0, · · · , xn) 6= 0,
ar sa valeur dépend de 
hoix des 
oordonnés homogènes de x.Cependant, pour les polyn�mes homogènesR et S de même degré, tels que S(x0, · · · , xn) 6=

0, la valeur

f(x0, · · · , xn) =
R(x0, · · · , xn)

S(x0, · · · , xn)est bien dé�nie.
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Définition 7.11 Soit X une variété proje
tive. L'idéal de X est l'ensemble
I(X) = {F ∈ F [T0, · · · , Tn]|F (x) = 0,∀x ∈ X}.Pour dé�nir le 
orps des fon
tions K(X) d'une variété proje
tive irrédu
tible X on
onsidère d'abord l'anneau

OX =
{

f(T0, · · · , Tn) =
R(T0, · · · , Tn)

S(T0, · · · , Tn)
∣
∣
∣R,S ∈ F [T0, · · · , Tn] polyn�mes homogènes de même degré, tels que S 6∈ I(X)

}

.Alors l'idéal

MX =
{

f(T0, · · · , Tn) =
R(T0, · · · , Tn)

S(T0, · · · , Tn)

∣
∣
∣R,S ∈ F [T0, · · · , Tn], R ∈ I(X), S 6∈ I(X)

}

est un seul idéal maximal de l'anneau OX , et l'anneau quotient OX/MX est un 
orps, ditle 
orps des fra
tions sur X.
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Définition 7.12 (a) Soit U une partie d'une variété proje
tive X. On dit que U est unvoisinage ouvert 
ontenant un point x ∈ X, s'il existe un polyn�me homogène S(T0, · · · , Tn) ∈
K[T0, · · · , Tn] tel que U ∋ x, et

U = X ∩ {t = (t0 : · · · : tn) ∈ P
n | S(t0, · · · , tn) 6= 0}.(b) Une appli
ation f : U → K est dite une fon
tion régulière au point x s'ils existe

R,S ∈ K[T0, · · · , Tn] des polyn�mes homogènes de même degré tels que S(x) 6= 0 et
f = R/S dans un voisinage de x ; f est régulière sur une partie Y de X, si elle estrégulière en tout x de Y .Exemple. On 
onsidère la variète proje
tive X ⊂ P2 sur K = C, donné par l'équationhomogène irrédu
tible u3 = v3 − w3. Alors la fon
tion rationnelle

u

v − w
=

u(v2 + vw + w2)

(v − w)(v2 + vw + w2)
=

v2 + vw + w2

u2est régulière si v 6= w, même si u = 0, par exemple en (0 : 1 : j) et en (0 : 1 : j2).
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Soit x un point de X et soient les 
ouples (U, f) dans lesquels f est régulière sur Uvoisinage ouvert de x. On dé�nit la relation d'équivalen
e suivante :

(U, f) ∼ (U ′, f ′)⇐⇒ f = f ′ sur U ∩ U ′dont les 
lasses d'équivalen
es forment un anneau.Définition 7.13 L'anneau des 
lasses d'équivalen
es de la relation 
i-dessus est appelél'anneau lo
al de x, noté Ox. Cet anneau est lo
al au sens algébrique d'unique idéal maxi-mal
mx = { 
lasses d'équivalen
e de (U, f) ave
 f(x) = 0}
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Définition 7.14 Un anneau noethérien lo
al O d'idéal maximal m et de 
orps résiduel

k(m) = O/m est dit régulier si le k(m)-espa
e ve
toriel m/m
2 a la même dimension quela dimension de l'anneau O.Définition 7.15 Une variété proje
tive X est dite non-singulière au point x si Ox est unanneau lo
al régulier, et X est dite singulière au point x sinon. Une variété X s'appellenon-singulière ou lisse si elle est non singulière en tout point dans toute extension de K.L'ensemble des points non-singuliers de X est un ouvert non vide de X dense dans X.Définition 7.16 : On appelle 
ourbe proje
tive lisse toute variété algébrique proje
tivelisse de dimension 1. La dimension de X est le degré de trans
endan
e de K(X) sur K.
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Exemple : 
ourbes planesRappelons qu'une 
ourbe proje
tive plane C sur un 
orps K est dé�nit par une équationde type F (X : Y : Z) = 0, où F (X : Y : Z) ∈ K[X,Y,Z] est une forme homogène desvariables proje
tives X, Y , Z.L'équation de la tangente dans les 
oordonnées a�nes a la forme
f ′

x(P )(x− α) + f ′
y(P )(y − β) = 0.Par la 
onstru
tion,

f(x, y) = F (x, y, 1), où F (X,Y,Z) = 0 l'équation homogène de la 
ourbe.Ce
i implique : f ′
x = F ′

X , f ′
y = F ′

Y , et selon le théorème 
onnu de Euler (sur les fon
tionshomogènes) on a

XF ′
X + Y F ′

Y + ZF ′
Z = nF où n est le degré de FLorsque P = (α : β : 1) se trouve sur la 
ourbe alors

αF ′
X(P ) + βF ′

Y (P ) + F ′
Z(P ) = nF,don
 l'équation de la tangente se transforme vers

xF ′
X(P ) + yF ′

Y (P ) + F ′
Z(P ) = 0⇐⇒ XF ′

X + Y F ′
Y + ZF ′

Z = 0.(
'est la forme proje
tive de la droite tangente).262

Définition 7.17(a) Un point singulier sur une 
ourbe proje
tive plane C sur K est toute solution dusystème

F = F ′
X = F ′

Y = F ′
Z = 0dans une extension de K.(b) On dit qu'une 
ourbe proje
tive plane C sur K est lisse si le système

F = F ′
X = F ′

Y = F ′
Z = 0n'a pas de solutions non�triviales dans toute extension de K.
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7.6 Codes provenants des 
ourbes algébriquesTous les exemples 
onsidérés dans le reste de la se
tion proviennent d'une 
ourbealgébrique X sur Fq muni d'un plongement proje
tif

ϕ : X →֒ P
N
Fq

.On utilise des sous-espa
es ve
toriels L(D) ⊂ Fq(X) de dimension �nie (voir la dé�nition7.21) asso
iés à un diviseur D (voir la se
tion 7.7). Un diviseur est une 
ombinaison linéaire�nie formelle sur Z

D =
∑

i

aiPides points Pi sur X. Un exemple typique de l'espa
e L(D) est donné par les polynomesde degré ≤ t, qui 
orrespondent aux fon
tions rationnelles sur la droite proje
tive X = P1ave
 un p�le de degré ≤ t en ∞ ; dans 
e 
as D = t · (∞).Il existe plusieures bonnes 
onstru
tions des 
odes (L-
onstru
tion, Ω-
onstru
tion,

P-
onstru
tion, voir [Ste℄, pp.243-248). Dans 
e qui suit on donnera seulement quelquesexemples.
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7.6.1. P-
onstru
tionDans 
e 
as P = X, n = Card (X(Fq)), On 
onsidère un diviseur D sur une 
ourbeproje
tive lisse X, 
'est à dire, une 
ombinaison linéaire

D =
∑

aP P,la somme étant sur tous les points de X, et les aP entiers tous nuls sauf un ensemble �ni.Ensuite, on 
onsidère l'espa
e ve
toriel L(D) atta
hé au diviseur D :

L(D) = {f ≡ 0, ou f ∈ K(X)∗|div(f) + D ≥ 0},C'est à dire, que si D = −∑ aP P +
∑

aP ′P ′, ave
 les aP et les aP ′ tous positifs ou nuls,

L(D) est l'ensemble des éléments non nuls de K(X) ayant des zéros d'ordre au moins aPaux points P et des p�les d'ordre au plus aP ′ aux points P ′.Puis on pose

k = l(D) = dimFq
L(D),où L(D) ⊂ Fq(X) est un sous-espa
e de dimension �nie dans le 
orps

Fq(X) =

{
u(T0, · · · , TN )

v(T0, · · · , TN )

}

/mod ∼des fon
tions rationnelles sur X. 265

On utilise un plongement 
anonique

ϕD : X →֒ P
l(D)−1
Fqatta
hé à un diviseur de degré deg(D) > 2g, où g = g(X) est le genre de X, voir [Ste℄,p.93 et la dé�nition 7.29.Remarque : On peut dé�nir le genre 
omme le maximum g(X) = max

D
(deg D − l(D) + 1) ,pris sur tous les diviseurs D sur X. Cette dé�nition simple à été utilisé par Riemann.Il existe des dé�nitions équivalentes, par exemple, g(X) = l(KX), où KX est le diviseurd'une di�érentielle non nulle. Pour les 
ourbes 
omplexes X, g(X) 
oïn
ide ave
 le nombred'anses de X, vue 
omme une surfa
e de Riemann 
ompa
te.On pose a = deg D, et on suppose D positif : ∀P, aP ≥ 0. Alors

d = n−max
H
{Card (X ∩H) | H hyperplan }puisque deg D ≤ maxH{Card (X ∩ H) | H hyperplan } : selon la 
onstru
tion du plon-gement ϕD ([Ste℄, p.92) ave
 N = l(D) − 1, il existe un hyperplan H ⊂ P

l(D)−1
Fq

telque D = ϕ−1
D (H), don
 deg D ≤ maxH{Card (X ∩H) | H hyperplan} (il se peut que les
oordonnées des points d'interse
tion appartiennent à une extension du 
orps de base Fq).
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7.6.2. Borne de la géométrie algébriqueOn utilise le théorème 7.30 de Riemann-Ro
h (sous une forme faible) :

l(D) ≥ deg(D)− g + 1,où g = g(X) est le genre de X, voir [Ste℄, p.93 et la dé�nition 7.29.Ce
i impliqie :

{
k = l(D) ≥ deg(D)− g + 1, où a = deg(D)
d ≥ n− a, (d := n−maxH{Card (X ∩H) | H hyperplan }) (7.8)don
 l'addition dire
te dans 7.8 donne

k + d ≥ n− g + 1 (7.9)la borne de l'existen
e de la géométrie algébrique, 
omparer ave
 la borne de Singleton :
k + d ≤ n + 1.Ensuite on divise (7.9) par n :

R + δ ≥ 1− g

n
+

1

n

(7.10)
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Théorème 7.18 (Ihara-Tsfasman-Zink-Drinfeld-Vladut, sans démonstration). Soit

g = g(X) est le genre de X, n = CardX(Fq)). Alors(a)
lim inf

X

g

n
≥ 1√

q − 1
. (7.11)(b) Si q est un 
arré, la borne (7.11) est atteinte

lim inf
X

g

n
=

1√
q − 1

.Corollaire 7.19 Si q est un 
arré, alors

lim sup R ≥ 1− 1√
q − 1

− δ.En e�et, il su�t de substituer lim inf
X

g

n
=

1√
q − 1

dans l'inégalité R + δ ≥ 1− g

n
+

1

n

,et passer à la limite.
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Pour q = 49 :
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7.7 Généralités sur les diviseursDéfinition 7.20 Un diviseur sur une 
ourbe proje
tive lisse X est une 
ombinaison li-néaire

D =
∑

aP P,la somme étant sur les points de X, et les aP entiers tous nuls sauf un ensemble �ni appeléle support de D. Si les aP sont tous positifs ou nuls, on note D ≥ 0. Si les aP sont de plustous non nuls, D est dit positif, noté D > 0. On dé�nit le degré de D : deg(D) =
∑

aP .Soit x point non singulier de X, et f ∈ Ox. On pose vx(f) = n si f ∈ mn
x et f ∈ mn+1

x .Si h = f/g ∈ K(X), on pose vx(h) = vx(f)− vx(g). Si h ∈ mx, alors x est un zéro de hd'ordre vx(h). Si h−1 ∈ mx, alors x est un p�le de h d'ordre vx(h−1). Ensuite, le diviseur

(f) =
∑

vx(f) · x s'appelle le diviseur diviseur de la fon
tion f . Les diviseurs de la forme

(f) sont appelés prin
ipaux. On dé�nit alors la relation d'équivalen
e

D ∼ D′ ⇐⇒ il existe f de K(X)∗ telle que D −D′ = (f)La 
lasse d'équivalen
e de D sous 
ette relation est appelée 
lasse de diviseurs de D. Ondit que D et D′ sont équivalents.
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Définition 7.21 Le K-espa
e ve
toriel L(D) atta
hé à un diviseur D est dé�nit par :

L(D) = {f ≡ 0, ou f ∈ K(X)∗|div(f) + D ≥ 0}.C'est à dire, que si D = −∑ aP P +
∑

aP ′P ′, ave
 les aP et les aP ′ tous positifs ou nuls,
L(D) est l'ensemble des éléments non nuls de K(X) ayant des zéros d'ordre au moins aPaux points P et des p�les d'ordre au plus aP ′ aux points P ′. On note l(D) la dimensionsur K de L(D).Théorème 7.22 On a{

l(D) = 0, si deg D < 0

l(D) ≤ deg D + 1, sinon.Preuve : voir [Ste℄, p.83.Exemple. Un exemple typique de l'espa
e L(D) est donné par les polynomes de degré
≤ t, qui 
orrespondent aux fon
tions rationnelles sur la droite proje
tive X = P

1 ave
un p�le de degré ≤ t en ∞ ; dans 
e 
as D = t · (∞). Dans 
e 
as l'égalité est attente
l(D) = deg D + 1.
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7.7.1. Di�érentielles et 
al
ul de l(A)Soit R un anneau sur un autre anneau O (ave
 le morphisme de stru
ture i : O → R).Définition 7.23 Le module de di�érentielles ΩR/O est dé�nit 
omme un R�module munid'une appli
ation de R-modules d : R → Ω(R/O) satisfaisante la 
ondition d(rs) =
rd(s)+sd(r), et qui est universel par rapport à 
ette 
ondition. Une 
onstru
tion expli
ite :posons I = Kerδ, δ : R⊗O R→ R morphisme de la multipli
ation, alors Ω(R/O) = I/I2,et d(r) = r ⊗ 1− 1⊗ r.Proposition 7.24 Soit R/O une extension des 
orps R = K et k = O. Alors Ω(K/k) estun espa
e ve
toriel sur K et df1, . . . , dfn est une base de Ω(K/k) sur K ⇐⇒K/k(f1, . . . , fn)est une extension séparable algébrique des 
orps.Preuve : voir [La℄. En parti
ulier, pour une 
ourbe X sur k on pose ΩX = Ω(k(X)/k) :alors dimK ΩX = 1 
ar le degré de trans
enden
e de K/k est égale à 1.Pour un P ∈ X posons ΩP = Ω(OP /k), alors ΩP = OP dt, où t une uniformisantelo
ale en P , 
'est à dire, mO = (t). De plus, dt est en même temps une base de ΩX sur K.Soit ω une forme di�érentielle régulière sur U ouvert non vide de X. Les 
lasses de larelation d'équivalen
e

(U,ω) ∼ (U ′, ω′)⇐⇒ ω = ω′ sur U ∩ U ′sont appelées formes di�érentielles rationnelles dont l'ensembleΩ(X) est un K(X)-module.272



Définition 7.25 Soit ω une forme di�érentielle rationnelle sur X 
ourbe lisse. Au voi-sinage de x point de X, ω s'é
rit ω = fdt, ave
 f = fx une fon
tion rationnelle et t = txun paramètre lo
al. On dé�nit le diviseur de ω par

(ω) =
∑

vx(fx) · xLa 
lasse de diviseurs d'une forme di�érentielle rationnelle sur X est appelée 
lasse desdiviseurs 
anoniques, notée W . Un représentatant de W est appelé diviseur 
anoniquenoté K.Remarque 7.26 : On a L(K) ∼= Ω[X] (l'espa
e des formes di�érentielles régulières sur

X) par l'isomorphisme de K-espa
es ve
toriels f → fω
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7.8 Courbes sur les 
orps �nisDéfinition 7.27 : Soit K′ un sous-
orps de K. Un point x = (x0, · · · , xn) de P
n
K est dit

K′-rationnel si

xi 6= 0 =⇒ xj/xi ∈ K′ pour tout 0 ≤ j ≤ nDéfinition 7.28 Soit X une 
ourbe proje
tive lisse sur K et σ l'automorphisme de Fro-benius sur X. Un diviseur D est dit K-rationnel si
σ(D) = D7.9 Théorème de Riemann-Ro
h, genreDéfinition 7.29 Soit X une 
ourbe proje
tive lisse dé�nie sur K, et KX la 
lasse 
a-nonique de X (
'est à dire, la 
lasse d'une di�érentielle non nulle). On appelle genre de

X
g = g(X) = l(KX) = dimK L(KX)Remarque : On peut dé�nir aussi le genre 
omme le maximum g(X) = max

D
(deg D − l(D) + 1) ,pris sur tous les diviseurs D sur X. Cette dé�nition simple à été utilisé par Riemann.Il existe des dé�nitions équivalentes, par exemple, g(X) = l(KX), où KX est le diviseurd'une di�érentielle non nulle. Pour les 
ourbes 
omplexes X, g(X) 
oïn
ide ave
 le nombred'anses de X, vue 
omme une surfa
e de Riemann 
ompa
te.274

Théorème 7.30 (de Riemann-Ro
h). Soit D un diviseur sur une 
ourbe proje
tive etlisse X de genre g et soit KX la 
lasse 
anonque de X. Alors

l(D)− l(KX −D) = deg D − g + 1Preuve : Voir [Ste℄, p.91.Proposition 7.31 (Formule du genre de Plü
ker). Soit X une 
ourbe plane proje
tive etlisse de degré m dans P2. Alors

g = (m− 1)(m− 2)/2Preuve : voir [Ste℄, p.96.Les 
odes de Goppa se basent sur une 
ourbe algébrique lisse et un ensemble de pointsrationnels sur 
ette 
ourbe. Pour 
onstruire des 
odes e�
a
es, il est utile de 
hoisir des
ourbes ave
 un grand nombre de points rationnels.Théorème 7.32 (Borne de Hasse-Weil). Soit Nqm(X) le nombre de points Fqm-rationnelssur la 
ourbe proje
tive lisse X. Alors

|Nqm(X)− qm − 1| ≤ 2gqm/2
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Il existe bien d'autres bornes 
on
ernant le nombre de points rationnels sur des 
ourbesparti
ulières, et le le
teur est renvoyé à [Ste℄, 
hap.6 pour une 
onnaissan
e plus appro-fondie sur 
elles-
i.
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7.10 Codes géométriques de Goppa : L-
onstru
tion.Définition 7.33 : Soit X une 
ourbe proje
tive lisse dé�nie sur Fq. Soient x1, · · · , xndes points de X Fq-rationnels et soit D0 =
∑

xi. Soit en�n D un diviseur sur X Fq-rationnel tel que les supports de D0 et D soient disjoints. Le 
ode linéaire C = C(D0,D)
q-aire de longueur n asso
ié au 
ouple (D0,D) est l'image de

Ev : L(D)→ Fqn

f 7→ (f(x1), . . . , f(xn))Un tel 
ode est appelé un 
ode géométrique de Goppa.Pour 
onstruire un 
ode de Goppa (non rationnel) sur Fq, nous devons 
hoisir une 
ourbelisse X, et deux diviseurs parti
uliers. En e�e
tuant pour 
es éléments des 
hoix judi
ieux,nous allons pouvoir 
onstruire des 
odes très e�
a
es. A�n de mieux guider notre 
hoix,nous allons établir quelques relations entre les divers paramètres du 
ode et 
ertainesgrandeurs liées aux objets 
hoisis.
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Théorème 7.34 Soit X une 
ourbe proje
tive lisse de genre g et x1, · · · , xn des pointsde X Fq-rationnels. Alors le 
ode de Goppa C(D0,D) est de dimension k, de longueur net d'é
art d satisfaisant

k = l(D)− l(D −D0) = deg D − g + 1 + l(K −D)− l(D0 −D)

d ≥ n− deg DCorollaire 7.35 : Si deg D < n, alors(i) k ≥ deg D − g + 1 et d ≥ n− deg D(ii) Si de plus 2g − 2 < deg D < n, alors k = deg D − g + 1(iii) Si {f1, · · · , fk} est une base de L(D), alors
G =





f1(x1) f1(x2) · · · f1(xn)
: : : :

fk(x1) fk(x2) · · · fk(xn)





est une matri
e génératri
e de C(D0,D).Les paramètres kC = deg D−g+1 et dC = n−deg D sont appelés dimension désignéeet distan
e désignée du 
ode C(D0,D). D'après le théorème plus haut, on a la distan
e de

C d ≥ dC , et le 
orollaire 
i-dessus nous indique que si n > deg D > 2g− 2, alors k = kC .
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Remarque 7.36 Soit désormais C = C(D0,D) un 
ode sur une 
ourbe lisse de genrezéro sur Fq, tel que deg D < n. Alors les paramètres de C satisfont

k + d ≥ n + 1− gou en
ore

R + δ ≥ 1 + (1− g)/nOr, d'après la borne de Singleton, on a k + d ≤ n + 1. Don
 si g = 0, on a

k + d = n + 1et la borne est atteinte.Exemple : Soit X = P
1(Fq) la 
ourbe lisse sur Fq de genre zéro et les diviseurs D = m ·xet D0 tel que SuppD0 6∋ xAlors L(D) est l'espa
e des polyn�mes sur Fq de degré au plus m, et le 
ode de Goppagénéré est de longueur q, de dimension m + 1 et d'é
art q −m sur Fq qui est un 
ode deReed-Solomon.
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Exemple : 
odes de Hermite. On 
onsidère la 
ourbe proje
tive et lisse X ⊂ P2
Fq

X : uq+1 + vq+1 + wq+1 = 0de genre g(X) =
q(q − 1)

2

. Elle 
ontient 3(q + 1) points sur Fq2 ave
 uvw = 0 :

(1, ζ, 0), (0, 1, ζ), (1, 0, ζ) ∈ X(Fq2) ave
 ζq+1 = 1, ζ ∈ F
∗
q2 ,de plus, il y a (q − 2)(q + 1)2 point ave
 uvw 6= 0 : dans 
e 
as on peut supposer u = 1,

vq+1 6= −1, et le nombre de solution de l'équation wq+1 = a ∈ F
∗
q égal à q + 1. Don


Card (X(Fq2)) = 3(q + 1) + (q − 2)(q + 1)2 = q3 + 1 = q2 + 1 + 2g(X)q.C'est-à-dire, le nombre des points X(Fq2) de la 
ourbe X est maximal possible. On pose

n = q3

D0 = {x1, · · · , xn}, xi ∈ X(Fq2)\x∞, (x∞ = (0, 1, 1)), D0 = m · x∞.Soit C = C(D0,D) = L(D0 −D) le 
ode de Goppa 
orrespondant, 
'est un

[q3,m− g + 1, d]q − 
ode , ave
 d ≥ n−m, ave
 le 
hoix de m : q2 − q < m < q3.Si q = 2, g(X) = 1, X est une 
ourbe elliptique, Card (X(F4)) = 9 :280



%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%COURBE de FERMAT sur GF(4)

> restart ;

> with(linalg) :Warning, the prote
ted names norm and tra
e have been redefined andunprote
ted

> g:=x^2+x+1 mod 2;

g := x2 + x + 1

> alias(alpha = RootOf(g)) ;

α

> f:=(x,y,z)->x^3+y^3+z^3;

f := (x, y, z)→ x3 + y3 + z3

> h:=(i,j)->x[i-1,j-1℄: X:=Matrix(3,2,h);

X :=





x0, 0 x0, 1

x1, 0 x1, 1

x2, 0 x2, 1





> u:=(i,j)-> alpha^(i-1):U:=Matrix(2,1,u);
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U :=

[
1
α

]

> with(LinearAlgebra):

> Y:= Multiply(X, U);Warning, the assigned name GramS
hmidt now has a global binding
Y :=





x0, 0 + x0, 1 α
x1, 0 + x1, 1 α
x2, 0 + x2, 1 α





> v[1℄:=f(0, 1, x[2℄);

v1 := 1 + x2
3

> v[2℄:=f(1, x[1℄, x[2℄);
v2 := 1 + x1

3 + x2
3

> vv[1℄:=subs(x[0℄=Y[1,1℄,x[1℄=Y[2,1℄, x[2℄=Y[3,1℄,v[1℄) ;

vv1 := 1 + (x2, 0 + x2, 1 α)3

> vv[2℄:= subs(x[0℄=Y[1,1℄,x[1℄=Y[2,1℄, x[2℄=Y[3,1℄,v[2℄) ;

vv2 := 1 + (x1, 0 + x1, 1 α)3 + (x2, 0 + x2, 1 α)3282

> 
:=0;

> if f(0,0,1) mod 2 =0 then 
:=
+1;

> print (
, [0, 0, 1℄) fi;

> for i from 0 to 1 do

> for j from 0 to 1 do

> if Eval(vv[1℄,{x[2,0℄=i,x[2,1℄=j}) mod 2 =0 then 
:=
+1;

> print (
,[0, 1, i+j*alpha℄) fi ;od ;od;

> for i2 from 0 to 1 do

> for j2 from 0 to 1 do

> for i1 from 0 to 1 do

> for j1 from 0 to 1 do

> if Eval(vv[2℄,{x[2,0℄=i2,x[2,1℄=j2, x[1,0℄=i1,x[1,1℄=j1}) mod 2
> =0 then 
:=
+1;

> print (
,[1, i1+j1*alpha, i2+j2*alpha℄)

> fi od; od ;od ;od;
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c := 0

1, [0, 1, α]

2, [0, 1, 1]

3, [0, 1, 1 + α]

4, [1, α, 0]

5, [1, 1, 0]

6, [1, 1 + α, 0]

7, [1, 0, α]

8, [1, 0, 1]

9, [1, 0, 1 + α]
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Dans 
e 
as q = 2, n = q3 = 8, m = 2, k = 2, d = 6, et on obtient un [8, 2, 6]4-
ode Cdonné par l'espa
e ve
toriel

〈1,
u

v + w
〉puisque la fon
tion

u

v + w
=

u (v2 + vw + w2)

(v + w) (v2 + vw + w2)
=

(v2 + vw + w2)

u2est �nie aux points

{x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)}et appartient à L(2x∞).Exer
i
e. 1) Cal
uler une matri
e génératri
e et une mathri
e de 
ontr�le de C.Exer
i
e. 2) Construire un 
ode analogue pour m = 2.Remarque 7.37 Ainsi, la 
lasse des 
odes de Goppa peut être vue 
omme une généra-lisation des 
odes BCH. On peut d'ailleurs étendre la méthode de 
onstru
tion des 
odesBCH vue dans Se
tion 5 pour dé�nir les 
odes de Goppa (
omme dans Théorème 7.9.Cette 
lasse possède plusieurs avantages sur la 
lasse des 
odes BCH, et notamment 
eluide fournir de bons 
odes de grande longueur.Nous avons vu déjà (Théoème 7.9), qu'il existe une bonne famille de 
odes de Goppasur Fq dont le rendement tend vers la borne de Gilbert-Varshamov.285

7.11 Codes géométriques de Goppa : Ω-
onstru
tion.A un 
ouple (D0,D) et une 
ourbe lisse X, on peut également asso
ier un autre 
odede Goppa. Considérons l'espa
e de formes di�érentielles

Ω(D0 −D) = {ω ∈ Ω(X)∗|(ω) + D0 −D ≥ 0} ∪ {0}
'est à dire l'espa
e des formes di�érentielles ayant des zéros de multipli
ités appropriéesdans SuppD et des p�les au plus simples dans SuppD0. Alors l'appli
ation
Res : Ω(D0 −D)→ Fqn

ω 7→ (Resx1
(ω), · · · ,Resxn

(ω))dé�nit un 
ode q-aire linéaire C∗ = C∗(D0,D) de longueur n. Or, nous avons vu que l'onpouvait identi�er Ω(D0 −D) et L(K + D0 −D) par le morphisme
ω 7→ ω/ω0 = foù ω0 est une forme di�érentielle rationnelle sur X �xée.

Con
lusion
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Nous avons vu que la théorie des 
odes 
orre
teurs d'erreurs se doit de relever plusieursdé�s s'opposant parfois. En e�et, les paramètres prin
ipaux d'un 
ode de dimension donnéesont sa vitesse de transmission et sa distan
e relative. Or, a�n d'augmenter la vitesse detransmission, il 
onvient de limiter la longueur du 
ode et don
 sa distan
e relative, 
e quiréduit le nombre d'erreurs que le 
ode est 
apable de 
orriger. Ainsi, selon le besoin et lesmoyens, on pourra privilégier l'un ou l'autre de 
es deux paramètres. D'autre part, nousavons vu dans la dernière partie de l'étude la 
lasse des 
odes de Goppa, qui se 
onstruisentà partir d'une 
ourbe proje
tive lisse et de deux diviseurs. Un moyen d'optimiser 
es 
odeset d'en 
onstruire de performants est d'étudier plus en profondeur 
es objets (
ommepar exemple les 
ourbes elliptiques, modulaires . . . ) ainsi que les bornes 
on
ernant lesparamètres des 
odes 
onstruits sur 
es objets.8 Exer
i
es de préparation à l'exemen8.1 Estimation des sommes binomiales.Pour tout z ∈]0, 1], soit

g(z) =

n∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

zi−r = z−r(1 + (q − 1)z)n.
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Montrer que g(z) atteint le minimum en

z0 =
r

(q − 1)(n− r)
=

r/n

(q − 1)
(

1− r

n

) ,

et le minimum est

g(z0) = (q − 1)r
( r

n

)−r (

1− r

n

)n−r

.8.2 En
adrement de la probabilité du de
odage erroné.Soit p = ps la probabilité des perturbations de symboles au 
ours de la transmission.On 
onsidère F = {0, 1} et l'appli
ation E : F → Fn du 
odage de répétition pure.Cal
uler la probabilité P du de
odage erroné.(a) Montrer que

P =
∑

0≤l<n/2

(
n

l

)

(1− p)lpn−l = O(pn/2) lorsque p→ 0

(b) Pour tout p < 1
8 , en
adrer P (voir [vLi℄, p.24).(a) Cal
uler le volume de la boule de Hamming Vq(n, t), t = 1, 2, 3.
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8.3 Codes de Golay et empilement de sphères.(a) Cal
uler le volume de la boule de Hamming Vq(n, t), t = 1, 2, 3.(b) Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les 
odes G23 et G11 don
 ona un emplilement de sphères parfait.8.4 Dés
ription géométrique des 
odes de Reed-Solomon(voir [Pa-Wo℄, p.139).Soit F2m = 〈α〉, et soit p(x) ∈ F2m [x] pa
ourt le sous-espa
e linéaire Pk ⊂ F2m [x] ave


d◦(p) ≤ k − 1 ou p ≡ 0. Alors l'ensemble des mots de la forme

(p(1), p(α), · · · , p(α2m−2))est un 
ode de Reed-Solomon de longueur n = 2m − 1, de polyn�me

g(x) = (x− α)(x− α2) · · · · · (x− αr)ave
 r = 2m − 1− k.Solution. On remarque que l'appli
ation

Φ : p 7→ (p(1), p(α), . . . , p(α2m−2)) ∈ F
n
q289

est inje
tive puisque Ker(Φ) = 0 par l'interpolation de Lagrange. On pose C1 = Im(Φ) =
Φ(Pk). Une base 
onvenable de C1 :

ci = Φ(pi), pi = xi (i = 0, 1, · · · , k − 1) : ci = (1, αi, α2i, · · · , α(2m−2)i),don
 ci(x) :=
∑2m−2

j=0 αjixj .Ensuite, on 
al
ule le syndr�me du polyn�me ci(x) :
ci(α

t) :=

2m−2∑

j=0

(αi+t)j =

2m−2∑

j=0

βj , ave
 β = αi+t.Puisque 1 ≤ t ≤ r, 0 ≤ i ≤ k − 1, alors 1 ≤ i + t ≤ r + k − 1 = 2m − 2, don


β 6= 1, ci(α
t) =

β2m−2 − 1

β − 1
= 0.Ce
i dit, C1 ⊂ C, puisque tous les mots de C1 ont le syndr�me nul. Mais

dimF2m C = dimF2m C1 = kdon
 C = C1.Montrer un résultat analogue pour un 
orps �ni Fq arbitraire.290

8.5 Codes de Reed-Muller d'ordre 1.Soit Lm = Fq[T1, · · · , Tm]d◦≤1 le Fq-spa
e ve
toriel de tous les polyn�mes de degré 1ou 0 de m variables sur Fq (ave
 le polyn�me nul), don
 dimFq
Lm = m +1. On 
onsidèreun sous ensemble

P = {P1, · · · , Pn} ⊂ F
m
qtel que

∀l ∈ Lm(∀j = 1, · · · , n, l(Pj) = 0⇒ l ≡ 0).

RMq(1, n,m) = ImEv, Ev : Lm → F
n
q , f 7→ ((f(P1), · · · , f(Pn))est dit le 
ode de Reed-Muller d'ordre 1.Véri�er que RMq(1, n,m) est un [n,m + 1, n − qm−1]-
ode : tout polyn�me de degré1 de m variables s'annule en qm−1 points.1) Donner une version proje
tive du 
ode : on 
onsidère le Fq-spa
e ve
toriel L′

m detous les polyn�mes homogènes de degré 1 de m + 1 variables sur Fq (ave
 le polyn�menul), don
 dimFq
L′

m = m + 1. On obtient un

[

n,m + 1, n− qm − 1

q − 1

]

q
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-
ode pour tout
n ≥ qm − 1

q − 1
.2) Montrer que pour

n =
qm+1 − 1

q − 1on obtient un 
ode se trouvant sur la borne de Plotkin (voir Théorème 6.1) de paramètres

[
qm+1 − 1

q − 1
,m + 1, qm

]

q

.3) Code 
orre
teur de Reed-Muller d'ordre 1 et de longueur 32. Trouver une matri
ede 
ontr�le du 
ode donné par toutes les 
ombinaisons linéaires mod 2 des lignes Ai dela matri
e

α1

α2

α3

α4

α5

α6











1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1
0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1











(∗)

F
6
2 ∋ u = (α1, α2, α3, α4, α5, α6)

E7→E(u) := A1α1+A2α2+A3α3+A4α4+A5α5+A6α6 ∈ F
32
2292



8.6 Exemples de de
odage des 
odes 
y
liques.Soit α un élément primitif de F16 ra
ine du polyn�me x4 + x + 1 sur F2, m(i)(x) lepolyn�me minimale unitaire de αi. Alors

m(1)(x) = m(2)(x) = m(4)(x) = m(8)(x) = x4 + x + 1

m(3)(x) = m(6)(x) = m(12)(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1Ainsi, un 
ode de polyn�me générateur

g(x) = m(1)(x)m(3)(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8est un 
ode 
y
lique dont les paramètres sont d = 5, q = 2, n = 15. Sa dimension est k = 7et un polyn�me de 
orre
tion est

h(x) = (x15 − 1)/g(x) = 1 + x4 + x6 + x7On 
onstruit une matri
e génératri
e G dont la ième ligne est le ve
teur xi−1g(x), 1 ≤
1 ≤ k.
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(a) Montrer que

G =













1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1













(b) Montrer que la distan
e du 
ode est 5 don
 
e 
ode 
orrige deux erreurs.(
) On 
onsidère les 
omposantes
S1 =

14∑

i=0

viα
i, S3 =

14∑

i=0

viα
3i.du syndrome S(v) = Hvt. Alors v ∈ C si et seulement si S(v) = Hvt = 0. Supposonsque le ve
teur reçu v = (v0, . . . v14) 
ontient au plus deux erreurs. Par exemple e(X) =

Xa1 + Xa2 , où 0 ≤ a1, a2 ≤ 14, a1 6= a2. Alors
S1 = αa1 + αa2 , S3 = α3a1 + α3a2 .
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Soit η1 = αa1 , η2 = αa2 les lo
ateurs des erreurs, alors

S1 = η1 + η2, S3 = η3
1 + η3

2 ,Montrer que

S3 = S3
1 + S2

1η1 + S1η
2
1 ,don


1 + S1η
−1
1 + (S2

1 + S3S
−1
1 )η−2

1 = 0.

1 + S1η
−1
2 + (S2

1 + S3S
−1
1 )η−2

2 = 0.(d) Montrer que s'il y a deux erreurs, η−1
1 et η−1

2 sont des ra
ines di�érentes dupolyn�me

s(X) = 1 + S1X + (S2
1 + S3S

−1
1 )X2.S'il n'y a qu'une seul erreur, S1 = η1, S3 = η3

1 don
 S3
1 + S3 = 0, et on a

s(X) = 1 + S1X.S'il n'y a pas d'erreurs, S1 = S3 = 0, et on a reçu message 
orre
t w. Si S1 6= 0 et
S3

1 + S3 = 0, le polyn�me s(X) a une seule ra
ine dans F16. Si
s(X) = 1 + S1X + (S2

1 + S3S
−1
1 )X2295

n'a pas de ra
ines dans F16, le ve
teur d'erreurs e(X) a plus que deux 
omposantes nonnuls, et il n'est pas possible de 
orriger les erreurs à l'aide de 
e 
ode.(e) Soit par exemple le mot reçu a la forme

v = (100111000000000).Montrer que a1 = 8 et a2 = 14. Corriger le mot v.Solution. On a S(v) = (S1(v), S3(v)) est donné par

S1 = 1 + α3 + α4 + α5 = α2 + α3,

S3 = 1 + α9 + α12 + α15 = 1 + α2.(rappelons que

α4 = 1 + α,α5 = α + α2, α6 = α2 + α3, α7 = 1 + α + α3, α8 = 1 + α2,

α9 = α + α3, α10 = 1 + α + α2, α11 = α + α2 + α3, α12 = 1 + α + α2 + α3,

α13 = 1 + α2 + α3, α14 = 1 + α3, α15 = 1).Le polyn�me s(X) a la forme suivante :

s(X) = 1 + S1X + (S2
1 + S3S

−1
1 )X2 =

1 + (α2 + α3)X + (1 + α + α2 + α3 + (1 + α2)(α2 + α3)−1)X2

= 1 + (α2 + α3)X + (1 + α + α3)X2.296



On trouve les ra
ines de 
e polyn�me : X = α et X = α7. Alors η−1
1 = α et η−1

2 = α7,
'est à direη1 = α14, η2 = α8. On 
onnait alors les erreurs : elles sont dans les positions
orrespondantes aux X8 et X14, 
'est à direla 9e et la 15e 
omposantes de v. Alors le mottransmis était

w = (100111001000001).On dé
ode 
e mot par la division du polyn�me 
orrespondant par le polyn�me générateur

g(X). On obtient le polyn�me 1 + X3 + X5 + X6 et le reste nul. Alors le message initialétait

(1001011)8.7 Codes de Reed-SolomonSoit F∗
256 = 〈α〉, g =

∏43
12(x−α11j), α8 = α7 + α2 + α + 1. Alors n = 255, k = 223 (un
ode de Reed-Solomon utilsé par NASA). Montrer que d = 33.8.8 Dé
odage des 
odes de Goppa rationnels.Soit g(x) un polyn�me unitaire irrédu
tible sur Fqm , L = {γ0, γ1, · · · , γn−1} ⊂ Fqmave
 g(γi) 6= 0 pour tout i = 1, 2, · · · , n− 1.
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Le 
ode de Goppa rationnel Γ(L, g) est

Γ(L, g) =

{

(c0, c1, · · · , cn−1) ⊂ F
n
q

∣
∣
∣

n−1∑

i=0

ci

x− γi
≡ 0 mod g(x)

}

(
'est-à-dire, la fra
tion à droite est de la forme d'une fra
tion irrédu
tible a(x)
b(x) ave


g(x)|a(x).alors on 
onsidère les fra
tions suivantes
v(x) =

n−1∑

i=0

vi

x− γi
, w(x) =

n−1∑

i=0

wi

x− γi
, e(x) =

n−1∑

i=0

ei

x− γi
.On utilse 
omme syndr�me la fra
tion rationnelle

n−1∑

i=0

ei

x− γi(le ve
teur d'erreurs), représenté 
omme un polyn�me mod g

S(x) =
n−1∑

i=0

eifi(x) mod g
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(le polyn�me de syndr�me).(a) Montrer que si v = (v0, v1, · · · , vn−1) = w+e, un mot re
u, w = (w0, w1, · · · , wn−1) ∈
Γ(L, g), e = (e0, e1, · · · , en−1) ∈ F

n
q , alors

S(x) =
n−1∑

i=0

eifi(x) ≡
n−1∑

i=0

vifi(x) mod gpuisque

n−1∑

i=0

eifi(x) ≡ 0(le ve
teur d'erreurs).(b) Soit I := {i | ei 6= 0}, et on 
onsidère le polyn�me lo
ateur d'erreurs
s(x) =

∏

i∈I

(x− γi),et le polyn�me évaluateur d'erreurs

u(x) =
∑

i∈I

ei

∏

j∈I\{i}

(x− γj).
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Montrer que u(x), s(x) satisfont la 
ongruen
e :

u(x) ≡ s(x)S(x)(modg(x)) (8.1)(d) Une version de l'algorithme de Berlekamp-Massey. Pour résoudre la 
ongruen
e(8.1) on utilise la division eu
lidienne et l'identité de Bezout : on 
al
ule trois suites

sn(x), tn(x), un(x) ave
 la propriété

tn(x)g(x) + sn(x)S(x) = un(x)où le degré de un(x) dé
roît jusqu'à 
e que deg(uj+1) < t et deg(uj) ≥ t (t = [(deg g −
1)/2]), à partir de

0 · g(x) + 1 · S(x) = S(x), 1 · g(x) + 0 · S(x) = g(x)de telle façon que

(s0(x), t0(x), u0(x)) = (0, 1, S(x)), (s1(x), t1(x), u1(x)) = (1, 0, g(x)).Dé
rire un algorithme pour trouver s(x) et u(x).8.9 Codes de Hermite.On 
onsidère la 
ourbe proje
tive et lisse X ⊂ P
2
Fq

X : uq+1 + vq+1 + wq+1 = 0300



de genre g(X) =
q(q − 1)

2

. Elle 
ontient 3(q + 1) points sur Fq2 ave
 uvw = 0 :

(1, ζ, 0), (0, 1, ζ), (1, 0, ζ) ∈ X(Fq2) ave
 ζq+1 = 1, ζ ∈ F
∗
q2 ,de plus, il y a (q − 2)(q + 1)2 point ave
 uvw 6= 0 : dans 
e 
as on peut supposer u = 1,

vq+1 6= −1, et le nombre de solution de l'équation wq+1 = a ∈ F
∗
q égale à q + 1. Don


Card (X(Fq2)) = 3(q + 1) + (q − 2)(q + 1)2 = q3 + 1 = q2 + 1 + 2g(X)q.(a) Montrer que le nombre des points X(Fq2) de la 
ourbe X est maximal possible.On pose n = q3

D0 = {x1, · · · , xn}, xi ∈ X(Fq2)\x∞, (x∞ = (0, 1, 1)), D0 = m · x∞.Soit C = C(D0,D) = L(D0 −D) le 
ode de Goppa 
orrespondant, 
'est un

[q3,m− g + 1, d]q − 
ode , ave
 d ≥ n−m, ave
 le 
hoix de m : q2 − q ≤ m < q3.Si q = 2, g(X) = 1, X est une 
ourbe elliptique, Card (X(F4)) = 9(b) Dans 
e 
as q = 2, n = q3 = 8, m = 2, k = 2, d = 6, et on obtient un [8, 2, 6]4-
ode

C donné par l'espa
e ve
toriel

〈1,
u

v + w
〉301

puisque la fon
tion

u

v + w
=

u (v2 + vw + w2)

(v + w) (v2 + vw + w2)
=

(v2 + vw + w2)

u2est �nie aux points

{x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)}et appartient à L(2x∞). Cal
uler une matri
e génératri
e et une mathri
e de 
ontr�le de

C. (
) Construire un 
ode analogue pour m = 3.
302

8.10 Exemen du 13 janvier 2003, 10h-13h, Salle 0141. a) Soient F un ensemble �ni de 
ardinal q, d(x, y) la distan
e de Hamming sur Fn, et

Bq(x, r) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ r} ⊂ Fn.Trouver Vq(n, r) = Card (Bq(x, r)).b) En
adrer V5(3n, n).2. Soit p = ps la probabilité des perturbations de symboles au 
ours de la transmissionsur un 
anal bruité. On 
onsidère F = {0, 1} et l'appli
ation E : F 2 → F 2n du 
odage derépitition pure.(a) Cal
uler la probabilité P du de
odage erroné.(b) Pour tout p < 1
100 , en
adrer P3. (a) Est-
e-que la borne de Singleton est atteinte pour les 
odes de Golay G23 et G11 ?(b) Même question pour la borne de Plotkin.(
) Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les 
odes G23 et G11.4. Soit Fq un 
orps �ni de q ≥ 3 éléménts, k, d deux nombres entiers.(a) Montrer que pour tout 
ouple (k, d) ave
 k + d = q il existe un 
ode C de type

[q − 1, k, d]q.(b) Pour quelles valeurs k, d un tel 
ode C soit parfait ?
303

(
) Pour q = 8, k = 5, d = 3, 
onstruire une matri
e de 
ontr�le de C.5. On 
onsidère le Fq-spa
e ve
toriel Vm de tous les polyn�mes homogènes de degré 1 de

m + 1 variables sur Fq (ave
 le polyn�me nul), don
 dimFq
Vm = m + 1 et soit

P = {P1, · · · , Pn} ⊂ F
m+1
q \{0}un sous-ensemble tel que l'espa
e ve
toriel engendré par les {P1, · · · , Pn} 
oïn
ide ave


F
m+1
q , et les points Pi ne sont pas proportionnels.a) Montrer qu'obtient un [n,m + 1, n− qm − 1

q − 1

]

q

-
ode pour tout n ≥ qm − 1

q − 1
.b) Montrer que pour

n =
qm+1 − 1

q − 1un tel 
ode atteinte la borne de Plotkin.6. Code 
orre
teur de Reed-Muller d'ordre 1 et de longueur 32.Dé
rire une matri
e de 
ontr�le du 
ode donné par toutes les 
ombinaisons linéaires
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mod 2 des lignes Ai de la matri
e










1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1
0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1









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8.11 Exemen du 17 dé
embre 2003, 16h30-18h30, Salle 014

1. (a) Trouver une matri
e génératri
e et une matri
e de 
ontr�le du 
ode 
y
lique
C = (g) ⊂ F2[x]/(x15 − 1)de longeuer 15, où g = x4 + x + 1 est un polyn�me sur F2.(b) Trouver la distan
e d du 
ode C, et 
a 
apa
ité de 
orre
tion.(
) Le 
ode C est-il pafait ?(d) On suppose qu'au plus une erreur s'est produit au 
ours de la transmission. Dé
oderle message

v = (101101000111001),trouver le message émis et le mot d'information.2. a) Soient F un ensemble �ni de 
ardinal q, d(x, y) la distan
e de Hamming sur Fn, et

Bq(x, r) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ r} ⊂ Fn.En
adrer Vq(n, r) = Card (Bq(x, r)).b) Cal
uler V3(11, 2).3. Soit Fq un 
orps �ni de q ≥ 3 éléménts, k, d deux nombres entiers.306

(a) Pour tout 
ouple (k, d) ave
 k + d = q 
onstruire un 
ode C de type [q − 1, k, d]q.(b) Pour q = 4, k = 2, d = 2, 
onstruire une matri
e de 
ontr�le de C.4. Codes de Reed-Muller d'ordre 1. Soit Lm = Fq[T1, · · · , Tm]d◦≤1 le Fq-spa
eve
toriel de tous les polyn�mes de degré ≤ 1 de m variables sur Fq (ave
 le polyn�menul).(a) Montrer que dimFq
Lm = m + 1.(b) On 
onsidère un sous ensemble du 
ardinal n

P = {P1, · · · , Pn} ⊂ F
m
qtel que

∀l ∈ Lm(∀j = 1, · · · , n, l(Pj) = 0⇒ l ≡ 0).Le 
ode

RMq(1, n,m) = ImEv, Ev : Lm → F
n
q , f 7→ ((f(P1), · · · , f(Pn))est dit le 
ode de Reed-Muller d'ordre 1.Montrer que RMq(1, n,m) est un [n,m + 1, n− qm−1]-
ode.
) Pour quelles valeures de n un tel 
ode atteinte la borne de Plotkin ?
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8.12 Contr�le 
ontinu du jeudi 2 dé
embre 2004, 8h00�10h00,AMPHI1. a) Soient F un ensemble �ni de 
ardinal q, d(x, y) la distan
e de Hamming sur Fn, et

Bq(x, r) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ r} ⊂ Fn.Trouver Vq(n, r) = Card (Bq(x, r)).b) En
adrer V5(3n, n) à l'aide de la fon
tion d'entropie H5(x), où Hq(δ) est la fon
tiond'entropie q-aire : pour δ ∈ [0, q−1
q ]

Hq(0) = 0,Hq(δ) =
δ log(q − 1)

log(q)
− δ log(δ)

log(q)
− (1− δ) log(1− δ)

log(q)
.2. (a) Est-
e-que la borne de Singleton est atteinte pour les 
odes de Golay G23 et G11 ?(b) Montrer que la borne de Hamming (d'empilement de sphères) est atteinte pour les
odes G23 et G11.(
) Même question pour les 
odes de Hamming3. Soit Fq un 
orps �ni de q ≥ 3 éléménts, k, d deux nombres entiers.
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(a) Montrer que pour tout 
ouple (k, d) ave
 k + d = q il existe un 
ode C de type

[q − 1, k, d]q.(b) Pour quelles valeurs k, d un tel 
ode C soit parfait ?(
) Pour q = 8, k = 5, d = 3, 
onstruire une matri
e de 
ontr�le de C.4. Soit C3 le 
ode de Hamming binaire de longueur 7 et de dimension 4. Alors sa matri
ede 
orre
tion est

H =





0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1



(a) Pour le message reçu y = (1101101) trouver le syndrome S(y),(b) trouver la position d'une erreur éventuelle d'une transmission ave
 C3,(
) trouver le polyn�me énumérateur des poids A(z) du 
ode C3A Annexe : Rappels sur les 
orps �nisCette partie est une somme d'éléments d'algèbre utiles dans la 
ompréhension de lathéorie des 
odes 
orre
teurs d'erreurs, sans faire partie à proprement parler de la théorieen elle-même qui est le sujet de l'étude. C'est pourquoi rien de 
e qui suit n'est démontré.Pour un plus large développement sur les 
orps �nis et les démonstrations de 
e quiest a�rmé 
i-dessous, le le
teur est renvoyé aux textes d'E.Peyre [Pey℄, ainsi que Lidl-Niederreiter, [Li-Ni℄. 309

A.1 Stru
tureProposition-Définition A.1 : Soit A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p unnombre premier. L'appli
ation

Frp : x 7→ xp, x ∈ Aest un morphisme d'anneau appelé morphisme de Frobenius. Plus généralement, si A estun anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p premier et si q est une puissan
e de p, on note

Frq : x 7→ xq.Théorème A.2 : Soit K un 
orps �ni. Alors K est de 
ara
téristique p premier, K est de
ardinal q = pd, ave
 d = [K : Fp]. Inversement, si p est premier, d est un entier, il existeà isomorphisme près un unique 
orps à q = pd éléments, qui est le 
orps de dé
ompositionde Xq−X sur Fp. On note 
e 
orps Fq. De plus, on a l'existen
e de deux isomorphismes :un de (Fq,+) sur ((Z/pZ)d,+) et un du groupe multipli
atif F
∗
q sur Z/(q− 1)Z (F∗

q est ungroupe 
y
lique d'ordre q − 1).Théorème A.3 : Soit q = pn. Tout sous-
orps de Fq est d'ordre pm, où m est un diviseurde n.
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A.2 Polyn�mes sur les 
orps �nisThéorème A.4 : Soit p premier et q une puissan
e de p. Pour tout entier d stri
tementpositif, il existe un polyn�me P irrédu
tible de degré d sur Fq et Fqd est isomorphe à

Fq[T ]/(P ).Remarque A.5 Si on a un tel polyn�me unitaire et r une ra
ine de P dans Fq, la famille
{1, r, · · · , rd−1} est une base du Fp-espa
e ve
toriel Fq.Théorème A.6 : Soit P un polyn�me irrédu
tible sur Fq et r une ra
ine de P dans uneextension de Fq. Alors, pour tout polyn�me Q sur Fq, Q(r) = 0 si et seulement si Q divise
P .Lemme A.7 Soit P un polyn�me irrédu
tible sur Fq de degré m. Alors P divise xqn − xsi et seulement si m divise n.Théorème A.8 : Soit P un polyn�me irrédu
tible sur Fq de degré m. Alors P possèdeune ra
ine r dans Fqm . De plus, toutes les ra
ines de P sont simples et sont données par
r, rq, · · · , rqm−1 , éléments distin
ts de Fqm .Corollaire A.9 : Le 
orps de dé
omposition d'un polyn�me P de degré m irrédu
tiblesur Fq est Fqm .
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Définition A.10 Soit P un polyn�me sur Fq tel que P (0) 6= 0. L'ordre de P est le pluspetit entier positif e tel que P divise xe − 1. Si P(0)=0, alors il existe Q sur Fq non nulen 0 et h un entier positif tels que P = xhQ, et dans 
e 
as, ord(P ) = ord(Q).Remarque A.11 Si P est irrédu
tible de degré m sur Fq, alors l'ordre de P divise qm−1.Théorème A.12 Le nombre de polyn�mes irrédu
tibles unitaires sur Fq de degré m etd'ordre e est

Nq,m,e = ϕ(e)/m si e > 1.où ϕ(e) est l'indi
ateur d'Euler de e.Remarque A.13 : Le degré de P irrédu
tible sur Fq d'ordre e est l'ordre multipli
atif de

q modulo e.
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Définition A.14 Un polyn�me P de degré m sur Fq est dit primitif sur Fq s'il est lepolyn�me minimal sur Fq d'un élément primitif de Fqm .Théorème A.15 P est primitif sur Fq si et seulement si P est unitaire, non nul en 0 etd'ordre qm − 1.Définition A.16 On appelle fon
tion de Moebius la fon
tion dé�nie sur N par :

µ(n) =







1 , si n = 1
(−1)k , si n est le produit de k nombres premiers distin
ts,

0 , si n est divisible par le 
arré d'un nombre premier.Théorème A.17 Le nombre de polyn�mes irrédu
tibles unitaires de degré n sur Fq est

Nq(n) =
1

n

∑

d|n

µ(n/d)qd =
1

n

∑

d|n

µ(d)qn/d

La somme se faisant sur tous les diviseurs positifs de n.
313

Théorème A.18 Soit α un élément de Fqm , une extension de Fq. Soit d le degré de δsur Fq et P le polyn�me minimal de α sur Fq. Alors,(i) P est irrédu
tible sur Fq et son degré d divise m.(ii) Q polyn�me sur Fq est tel que Q(α) = 0 si et seulement si P divise Q.(iii) Q polyn�me irrédu
tible unitaire sur Fq et tel que Q(α) = 0 est tel que P = Q.(iv) P divise xqd − x et xqm − x.(v) Les ra
ines de P sont α,αq, · · · , αqd−1 et P est le polyn�me minimal sur Fq detoutes 
es ra
ines.(vi) Si P (α) = 0, alors l'ordre de P est égal à 
elui de α dans le groupe multipli
atif

F
∗
qm .(vii) P est un polyn�me primitif sur Fq si et seulement si α est d'ordre qd − 1 dans

F
∗
qm .Théorème A.19 (Critère d'irrédu
tibilité) Soit P un polyn�me de degré d sur Fq.Alors P est irrédu
tible si et seulement si le rang de Frq − 1 est égal à d− 1.Référen
esLivres de base :[Dem℄ Demazure, Mi
hel Cours d'algèbre. Primalité. Divisibilité. Codes., Nou-314

velle Bibliothèque Mathématique [New Mathemati
s Library℄, 1. Cassini, Paris,1997. xviii+302 pp.[La℄ Lang, Serge Algebra. Reading, Mass. : Addison�Wesley (1965).[vLi℄ J.H. van Lint, Introdu
tion to 
oding theory. Springer-Verlag, 3e édition, 1999[vLi-vdG℄ J.H. van Lint, G. van der Geer, Introdu
tion to 
oding theory and algebrai
geometry. Springer-Verlag, New-York[Li-Ni℄ Rudolf Lidl etHarald Niederreiter, Introdu
tion to �nite �elds and theirappli
ations. Addison�Wesley : Reading, 1983[MW-S℄ M
Williams F.J., Sloane N.J.A., The theory of error�
orre
ting 
odes,North � Holland, Amsterdam, 1977[Pa-Wo℄ Papini, O., et Wolfman, J., Algèbre dis
rète et 
odes 
orre
teurs, Colle
tionMath. et Appli
ations, Springer-Verlag, 1995Livres supplémentaires :[Ebe02℄ W. Ebeling, Lati
es and Codes. A 
ours Partially Based on Le
tures by F.Hirzebru
h. Se
ond Ed. Advan
ed Le
tures in Mathemati
s. Vieweg. xi, 187 p.,2002[Se70℄ J.� P. Serre, Cours d'arithmétique. Paris : Presses Univ. Fran
e, 1970.
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[Ste℄ S. A. Stepanov, Codes on algebrai
 
urves. Kluwer A
ademi
 Publishers. vii,350 p., 1999[Ts-V℄ Tsfasman, M.A. et Vladut, S.G. , Algebrai
-geometri
 
odes. Kluwer A
a-demi
 Publishers. xxiv, 667 p., 1991Arti
les et autres sour
es :[Aug℄ Augot, Daniel Les travaux de M.Sudan sur les 
odes 
orre
teurs d'erreurs,Gazette des mathémati
iens, SMF, No 98, o
tobre 2003, 5-13[Pey℄ Emmanuel Peyre, Corps �nis et 
ourbes elliptiques. DESS Cryptologie, sé
u-rité et 
odage d'information, Modules A1A et A1B, Grenoble, 2002, pp. 1-128[Sha℄ Shannon, C.E : A mathemati
al theory of 
ommuni
ation, Bell Syst. Te
hn.J., SMF, 27, 379-423, 623-656 (1948)
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