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L Introduction

Origines du groupe de travail “Carrés symétriques”

1) Exposés concernant la thése de J. Puydt [Puy] en 2002-2003
2) Le travail de Dabrowski-Delbourgo [Da-De]

3) Le travail de F. Jory-Hugue sur les fondements de la
construction des h-mesures p-adiques [JoH05]. A partir de ce
travail, G. Robert vient d’obtenir un joli résultat.

4) Exposés de A. Pantchichkine sur ses propres avancées.
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Familles p-adiques de formes modulaires

Le groupe de travail est centré sur l'article [PaTV], Two variable
p-adic L functions attached to eigenfamilies of positive slope,
contenant une solution du probléme :

Etant donnée une famille p-adique analytique
o

k— f = Z an(k)q" € Q[q] de pente positive o > 0, construire

n=1
une fonction L de deux variables, donnant une interpolation des

valeurs spéciales L*(f,s, x) sur tous les couples (s, k), avec
1 <s<k—1(voir [CoM], p.6)

!
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Formes modulaires et leurs fonctions L
On considére
les formes modulaires comme
1) certaines séries de puissances de la variable q :

ol q = exp(2miz),

z € H, et on considére

o les fonctions L attachées

f ,,ZO a,q" € CJ[[q]] et comme L(f,s,x) = ZX(”)an”_s
2) certaines fonctions holomorphes n=1

sur le demi-plan de Poincaré

H={zeC|Im z >0}

pour tout caractére de Dirichlet
X : (Z/NZ)* — C*.

Le corps de Tate C,
R On fixe un plongement
On fixe un nombre premier p, et soit C, = @p ip : Q= C,, et on considere
le corps de Tate les nombres algébriques comme
des nombres p-adiques via ip.

(=]
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On étudie aussi d'autres familles de fonctions L :

les carrés symétriques (travail de Bertrand GORSSE et de Gilles ROBERT),

les produits triples (travail de Siegfried BOECHERER et d'Alexei
PANTCHICHKINE) (voir aussi [PaB1]), sur les fonctions L de formes modulaires
de Siegel et de Hilbert-Siegel (travail de Michel COURTIEU, de JungJu CHOIE
et d'Alexei PANTCHICHKINE).

On essaye d'utiliser un cadre adélique pour la méthode de Rankin-Selberg pour
une étude des valeurs spéciales (travail de Fabienne JORY-HUGUE et de Julien
PUYDT).

Produits triples p-adiques des formes modulaires construits en collaboration avec
S.BOECHERER (Mannheim, Allemagne), en 2004-2005, et nouvel article :
“Admissible p-adic measures attached to triple products of elliptic cusp forms”
soumis dans Documenta Math. en 2005 (volume spécial dédié a John COATES)
ce travail est disponible & I" adresse :

http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~panchish /tc/tc.pdf.
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I—Formes modulaires arithmétiques et opérateurs différentiels

Formes modulaires arithmétiques et opérateurs différentiels

Soit A un anneau commutatif
Les formes modulaires presque holomorphes (dans le sens de Shimura, [ShiAr])
sont certaines séries formelles

oo
g= Z a(n; R)q" € A[q][R], avec la propriété
n=0

pour A=C, z=x+iy € H, R= (4my)~1, la série converge vers une forme
modulaire > sur H, de poids k donné et de caractére de Dirichlet . Les
coefficients a(n; R) sont des polynémes dans A[R]. Si degr a(n; R) < r pour
tout n, nous appelons g presque holomorphe de type r (elle est annulée par
(Z)*1, see [ShiAr]).

l
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Nous utilisons la notation M, (N, 1, A) ou J\N/[(N,w,fl) pour les A-modules
de telles formes (Dans notre construction le poids k varie).
Un exemple connu (voir I'introduction de [ShiAr]) est donné par les séries

—12R+ E == —12R+1-24) 0o1(n)q"

n=1

3 . ! _ _ _
= limys ST (my 4 moz) 2 my 4 maz[ %5 (R = (4my) )

T4 s—0

my,my€”Z

ol g1(n) = > g, d.
L'action de |'opérateur différentiel de Shimura

5/( : Mk,r(NawﬂA) - Mk+2,r+1(N7w7‘A)7

est donné sur C par 6x(f) = qg—: — kRf.
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I—Familles de Coleman

Une famille de pente ¢ > 0 de formes paraboliques f, de
poids k > 2 :

oo

B n 1) les coefficients de Fourier a,(k) de f4
ki = ; an(k)q et un des
€ Qq] € Cpldl p-paramétres «(k) := a,(,l)(k)
Un exemple modéle de Satake sont donnés par certaines
de famille p-adique functions k — ap(k) p-adique analytique
(non parabolique et o = 0) : pour (n,p) =1
Séries d'Eisenstein
an(k) = Z dk_l, f, = Ex 2) la pente est constante et positive :

d| ord(a(k)) =0 >0

L’existence d'une famille de pente positive o > 0 a été établi par Coleman, voir
[CoPB]

Un programme en PARI pour calculer

de telles familles se trouve dans [CST98]
(voir aussi la page Web de W.Stein,

http ://modular.fas.harvard.edu/ )

R.Coleman donne un exemple pour
p=T7,f=A k=12
ag=7(7)=—-7-2392,0 = 1.
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Théorie des modules de Banach-Coleman :

e L'opérateur U agit en tant

qu’'opérateur complétement = le déterminant de Fredholm
continu sur chaque Pu(T)

sous-A-module MT(Np¥; A) =det(ld — T -U) € A[T]

C Alq] (i.e. U est la limite existe

d'opérateur de dimension finie)

e il existe une version cette construction fournie une famille
de la théorie de Riesz : evk(g) € Cplq]

pour toute racine inverse o € A* des formes propres

de Py(T) il existe paraboliques classiques

une fonction propre g, Ug = ag pour tout k telle que (k, 1))

e il existe une projection est dans un voisinage de
«-caractéristique sur un sous- B C X (voir [CoPB] et [CoCOV])

A-module MT(Np¥; A)*
(localement libre de rang fini)
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Motivation

elle provient de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, voir [Colm03] , Colmez, P. : La
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique. Séminaire Bourbaki. [Exposé N°.919] (Juin
2003). Pour une forme propre parabolique f = f,, correspondant a une courbe elliptique E par
Wiles [Wi95], nous considérons une famille contenant f.

51_{1/

- o 0 0 ®

On peut essayer f'approcher k =2,s =1 1
depuis I'autre direction, en prenant k — 2 , mESEEELJEEELJnaL
au lieu de s — 1, ceci conduit a une formule ) i e
reliant la dérivé par rapport 3 sens=1 C
de la fonction L p-adique a la S
dérivé par rapport a k en k=2
de la fonction p-adique analytique M
ap(k), voir [CSTI8] :

;J,f(l) = Lp(f)Lp,f(l) i i i i =35

da (k y4 4}

avec L,(f) = —2—2—2

vec Lp(f) dk |k:2 La validité de cette formule

nécessit |'existence of
de notre fonction L de deux variables !

1
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Familles de carrés symétriques

oo

Considérons la famille de Coleman k' — f» = Z an(k")q" € Q[q] de pente o >0
n=1
de formes propres paraboliques fi; de poids k' > 2 contenant f, et considérons le

carré symétrique

D(s, fir,x) = L(25 — 2K +2,97x3) 3 x(n)ae (k) = (4.1)
n=1
[T {@—x(ad(k) =)@ = x(Day(K)3(K) =)L = x(NBRK)I—=)}
| prime

» Holomorphie de la fonction : (4.1) G.Shimura, [Shi75]

» Agébricité des valeurs critiques de la fonction (4.1) Don Zagier, [Za77],
J.Sturm, [St80]

» L-functions p-aqiques admissibles attachées a (4.1) A.Dabrowski, D.Delbourgo,
[Da-De]

12
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I—Familles de carrés symétriques

Question : Constuire des carrés symétriques p-adiques de
deux variables attachés aux familles de Coleman.

Pour des familles ordinaires, ceci a été fait par Hida, et pour les
familles de Coleman c'est le sujet de la thése de B.Gorsse, (Institut
Fourier, Grenoble).

Il utilise les séries Eisenstein de Cohen-Zagier de poids demi-entier,
et le critére général d'admissibilité du Théoréme principal dans
[PaJTNB], p. 816 avec » = 2.

Des techniques similaires sont utilisés par W.Kim (Berkeley) [Kim],
qui a développé la métjode de Hida [Hi81], et suggéré une
description conjecturale des zéros de telles fonctions L en termes de
points de ramification de la courbe propre.
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Cas de produits triples (S.Boecherer, A.Pantchichkine)

Le produit triple avec un caractére de Dirichlet y est défini comme la fonction L complexe
suivanteis (un produit d'Euler de degré huit) :

Lfhehohsx)=]]LAe kLS BK),X(P)P ), (52)
ptN

ou L((h®h® )y X)™t = (5.3)
(1) (1) (1)
det | 1g — X “p1 ?2) ® | P2 ?2) ® | %3 ?2)
0 a,q 0 ap) 0 a,3
o )

2 2 2 2
=(1- ozfj%aﬁ%ozg%X)(l — a&ia&%ag%X)-. (1= afagoz;’%a;%X),

le produit portant sur les 8 fonctions 7 : {1,2,3} — {1,2}.
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Valeurs critiques et équation fonctionnelle

Nous utilisons la fonction L normalisée (voir [De79], [Co],
[Co-PeRi]), qui a la forme suivante

Nh®h®hsx) = (5.4)
Fe(s)Tc(s — ks +1)lc(s — ko +1)lc(s — ki + 1)L(A ® L ® £, 5, X),

ot ['c(s) = 2(27)~°T(s).
Le facteur Gamma détermine les valeurs critiques

s = ki, -+, ko + k3 — 2 of A(s), que nous pouvons évaluer de
2

= ). Une

maniére explicite (comme la formule classique ((2) = 5

équation fonctionnelle de A(s) a la forme

s ki + ko + ks —2—s.
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Enoncé du probleme pour les produits triples

Etant donné trois familles analytiques p-adiques f; de pente o; > 0,
construire une fonction L p-adique de quatre variable attachée au
produit triple de Garrett de ces familles

On montre que cette fonction interpdle les valeurs spéciales
(s, k1, ko, ko) — Nk, ® Fo 4, @ 3,45, 5, X)

aux points critiques s = ki, -+ , ko + k3 — 2 pour des poids équilibrés

ki < k> + k3 — 2; nous prouvons que ces valeurs sont des nombres
algébriques apreés division par certaines “périodes”.

Cependant, la construction utilise directement les formes modulaires, et
non les valeurs L en question, et une comparaison des valeurs spéciales de
deux fonctions est faite aprés construction.
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Théoréme principal sur les fonctions p-adiques analytiques

en quatre variables attachées aux produits triples

<f07 8(-!‘, X)>
£.6)

p-adiquement de quatre variables (x - y;, k1, k2, k3) € X x By x By x B3,

2) Comparaison des valeurs complexes et p-adiques : pour tout (ki, ko, k3) dans un

voisinage affinoide de B = By x By x B3 C X3, satisfaisant k1 < ky + k3 — 2 : les
valeurs en s = ky + k3 — 2 — r coincident avec les valeurs critiques normalisées

1) La fonction Ly : (s, ki, ko, k3) —

dépend analytiquement

LA @ b @ f g, ko + k3 —2—r,X) (7.5)
(r=0,-- ko + ks — k1 — 2),

pour des caractéres de Dirichlet x mod Np¥,v > 1, tels que les trois caractéres de
Dirichlet correspondant ont des conducteurs Np-complets :

17
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Théoréme (suite)

x1 mod Np¥ = x, x2 mod Np" = )3y, (7.6)
x3 mod Np¥ = ¥143x, ¥ = x*P1121)3.

3) Dépendance de x € X : soit H = [2ord,(A)] + 1. Pour tout
(k1, k2, k3) € B et x = x -y, la fonction

<f°, E(—r, x)>

()

se prolonge en une fonction p-adique analytique de type o(log"(-))
de la variable x € X.

18
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La construction peut étre fait en quelques étapes
indépendants :

» 1) Construction de distributions ®; (sur un espace profini ou adélique Y tel que

Y = A /K* pour un corps de nombres K) a valeurs dans une tour modulaire
de dimension infinie M(%)) sur les nombres complexes (ou dans un A-module de
rang infini sur une algebre A).
2) Application du projecteur canonique de type m, sur un sous-espace de
dimension finie M*(¢)) de M*(¢)) (ou sye un A-module localement libre de
rang finie sur une algébre A) :

Ta(g) = (U*) Y ma0(UY(g)) € MY(To(Np), 1, Cp) | (ceci ne marche que
pour v non-nul ) (c'est la projection canonique caractéristique a de
g € M(To(Np“*1),4, C) (independant de v)).
3) On démontre un critére général d'admissibilité (voir Théoréme principal dans
[PaJTNB], p. 816) disant que la suite 7, (®;) de distributions a valeurs dans
M*(¢)) donne une h-mesure admissible ® a valeur dans ce module de rang fini
pour un nombre naturel h convenable (déterminé par la pente ord,(«)).
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> 4) Application de la forme linéaire ¢ de type g — (f°, mo(g))/(f,f) produisant

des distributions 11; = £(7(®;)), et (automatiquement ) une mesure

admissible : la condition de croissance est automatiquement satisfaite a partir
des congruences entre formes modulaires 7,(®;)

5) On montre que certaines integrales p;(x) des distributions 1; coincident avec
certaines valeurs L ; cependant ces integrales ne sont pas nécessaires pour la
construction de mesures (déja fait a I'étape 4).

6) On montre un resultat d'unicité pour les h-mesures admissibles construites :
elles sont déterminées par une partie de leurs integrales sur les caractéres de
Dirichlet (pas tous), par exemple, seulemnt pour les caractéres de Dirichlet avec
un conducteur assez grand (cette étape n'est pas nécessaire, mais il est
intéressant d'avoir unicité dans la construction ), voir [JoHO05].
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» 7) Si nous avons de la chance, nous pouvons prouver une équation fonctionnelle
pour les mesures p construites (utilisant |'unicité de 6), et utilisant une équation
fonctionnelle des valeurs L , par exemple pour les caractéres de Dirichlet de
conducteur assez grand (une fois de plus cette étape n'est pas nécessaire)
Cette méthode s'applique dans des cas variés, cf. [PaJTNB], [Puy], [Go02].

Notons que les espaces propres M(®) de U sont contenus dans les sous-espaces
primaires M®, et qu'ils ont été utilisés par D. Kazhdan, B. Mazur, C.-G. Schmidt,
voir [KMS2000], dans le cas p-ordinaire via un procédé de limite p-adique.
Remarquons que nos n'avons pas besoin d'un tel procédé, et que nous traitons le cas
général de pente strictement positive.
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Un colloque international “Formes modulaires et leurs

applications” a l'occasion du 70-éme anniversaire de
A.N.Andrianov (I'Institut Fourier, 2006 ou debut 2007)

La partie neuve de résultats évoquées ci-dessus y sera exposée.

La théorie générale des fonctions zeta attachées aux formes modulaires a été créée
par Hecke dans le cas de dimension un et par Andrianov dans le cas
multidimensionnel (formes modulaires de Siegel). De plus, le probléme de base dans
cette théorie, depuis Liouville, est de calculer les fonctions théta des formes
quadratiques, en utilisant les polynédmes harmoniques. L'action de I'algébre de Hecke
sur de telles séries a été précisément décrite par Andrianov lors d'un séjour précédent
a |'Institut Fourier. Lors d'un autre séjour, il a étendu la théorie des formes primitives
au cas de Siegel en niveau premier.

Le colloque va renforcer la coopération internationale et des échanges dans ce
domaine. On planifie la participation de A.N.Andrianov, Yu.l.Manin, YoungJu Choie,
E.Freitag, P.Gerardin, Ch.Bachoc, S.Boecherer,W.Kohnen, R. Salvati Manni ,
H.Yoshida, Y.Hironaka, T.Ochiai, J.Tilouine, ainsi que des jeuns cherchers.
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