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Ceci est une �ebauche de mon cours de num�eration pour les futurs professeurs d'�ecole.Il vise �a donner une coh�erence aux syst�emes de nombres, qui �a mon avis apparaissentdans l'enseignement comme des ensembles qui n'ont rien �a voir les uns avec lesautres, les nombres apparaissant plutôt comme une �ecriture, un codage, bref dessymboles qu'il faut manier avec pr�ecaution, d'o�u la di�cult�e de l'apprentissage desmath�ematiques et leur mysti�cation. j'ai choisi de mat�erialiser l'ensemble des nombresr�eels par la droite gradu�ee et ensuite construire �a la r�egle et au compas les ensemblesde nombres: les entiers naturels, les entiers relatifs, les nombres fractionnaires, puis�nalement les racines carr�ees. Comme application de ce travail arrive l'�ecriture en basedonn�ee d'un entier naturel puis l'introduction des nombres d�ecimaux et l'arithm�etique.Comme on peut voir les th�eor�emes de Thal�es et Pythagore sont des outils pr�ecieuxpour ma conceptualisation du nombre, de même que l'axiome d'Archim�ede qui faitsouvent h�erisser les cheveux mais qui pourtant est implicite dans tous les cours, alorspourquoi ne pas donner le pourquoi des choses et rester dans l'implicite.Je voudrais aussi faire avancer l'id�ee qu'un cours de math�ematiques �a l'institu-tion de formation des mâ�tres ne doit pas être simplement une transposition de celuique le mâ�tre fera ult�erieurement dans sa classe. Le mâ�tre doit être conscient desdi�cult�es des probl�emes qu'il propose aux �el�eves et pas uniquement avoir des recettesqu'il applique �a certaines situations; �a ce propos je cite l'exemple suivant:Dans presque tous les manuels de l'�ecole �elementaire le Th�eor�eme de THAL�ES estimplicite, la question est de savoir si un mâ�tre doit appliquer le Th�eor�eme deTHAL�ES sans le savoir et donc avec toutes les extrapolations possibles �a des situationsqui rel�event seulement du th�eor�eme de Thal�es localement( exemple : la pressionatmosph�erique) ou apr�es passage au logarithme ( Exemple : taille d'un enfant �a 1an,2ans, 4ans).A mon avis cette m�ethode permet �egalement de reviser la g�eom�etrie d�es le d�ebut del'ann�ee.Dans ces notes il manque l'historique, l'introduction et bien sûr les activit�esp�edagogiques et didactiques qui l'accompagnent.Universit�e de Grenoble I et IUFM de LyonInstitut FourierLaboratoire de Math�ematiques 5 rue Anselmeassoci�e au C.N.R.S. ,U.R.A. 188B.P 7438402 St MARTIN D'H�ERES Cedex 69317 Lyon(France)E-mail : MORALES@FOURIER.GRENET.FR



Num�eration PE1 Marcel Morales page 3La G�eom�etrie �a l'aide de la Num�eration
Car rien...ce n'est pas rien!La preuve c'est que l'on peut le soustraire!Exemple :Rien moins rien = moins que rien!Si l'on peut trouver moins que rien,c'est que rien vaut d�ej�a quelque chose!On peut acheter quelque chose avec rien!En le multipliantUne fois rien... c'est rienDeux fois rien... ce n'est pas beaucoup!Mais trois fois rien!Pour trois fois rien , on peut d�ej�a acheterquelque chose et pour pas cher!Raymond DevosParler pour ne rien direIntroductionPour �eviter toute ambiguit�e j'ai commenc�e mon cours par une discussion sur lenombre. Que est-ce un nombre? Il apparâ�t que pour presque tous les �etudiants lenombre et sa r�epresentation sont la même chose autrement dit un nombre est poureux un ensemble de chi�res, et pour certains �a partir de deux chi�res seulement, peud' �etudiants parlent de quantit�e. Il est donc tr�es important de donner une d�e�nitionconceptuel du nombre : Le nombre est un être abstrait qui existe ind�ependament denous et qui permet de d�esigner la quantit�e. Une autre di�cult�e est la repr�esentationde l'ensemble des nombres, les entiers, les rationnels, les d�ecimaux sont pour les�etudiants des Univers di��erents et disjoints. Pour pouvoir saisir le nombre et lemâ�triser comme outil il est indispensable d'avoir une bonne repr�esentation. Celle-ci a pris des mill�enaires �a s'�elaborer et la notion de nombre telle qu'elle est pr�esent�eeaujourd'hui dans nos �ecoles date seulement de la �n du si�ecle dernier. C'est pourquoij'ai choisi de repr�esenter les nombres sur la droite gradu�ee, ils font partie du mêmeUnivers et leurs di��erences apparâ�tront avec les op�erations qu'on pourra �e�ectuer.Paradoxalement l'�ecriture d�ecimale d'un nombre r�eel 'connu�e' par la plupart, souventsous la forme d'un m�elange de connaissances, peut aussi servir de support une fois



Num�eration PE1 Marcel Morales page 4clari��ee. De la bande num�erique aux entiers relatifsEn maternelle et en CP la comptine num�erique et la bande num�erique permettent �al'enfant de se familiariser et d'appr�ehender la notion de nombre, ainsi la plupartd'entre eux savent r�eciter la comptine au dela de vingt, mais malheuresementbeaucoup le font de fa�con automatique sans marquer le rythme, je dirais sans marquerla bijection entre la comptine et un ensemble imaginaire qu'ils seraient en train decompter. A mon avis la comptine doit être r�ecit�ee le plus consciemment possible etbien distinctement, autrement dit prendre son temps, elle n'est pas une course niuniquement une a�aire de m�emoire.Commen�cons par �ecrire la bande num�erique, qui sert de support en maternelle pourles comptines, les jeux d'oie et l'apprentissage du calendrier qui lui même rythme lavie scolaire0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20Qui consiste en fait en un d�ebut de pr�esentation de l'ensemble des entiers naturels(pr�esentation qui sera compl�et�ee durant toute l'�ecole primaire) ; ensemble qui seranot�e N : N = f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; :::gLes nombres naturels peuvent �egalement être repr�esent�es dans la cour d'une �ecole parune marelle
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R�eposant sur l'apprentissage de la comptine num�erique aparaissentplusieurs concepts, qui devront être approfondis par la suite.
ouvre les douas en même temps qu' moua etcompte:nain, deuil, toit, carte, sein, scie,sexe, hû�tre, oeuf et disque.Avec les douas d' pied on peut aller de bronze�a vin,mais t'es trop soûl pour �ca.Raymond QueneauLe chiendentGallimardLe nombre est un cardinal .il sert �a d�enombrer des collections et r�eciproquement le probl�eme de d�enombrementdes collections nous am�ene �a approfondir nos connaissances des nombres, �a introduire



Num�eration PE1 Marcel Morales page 6des op�erations, l'addition pour les tout petits, la multiplication pour les plus grandset des concepts comme la proportionalit�e pour estimer le nombre de grains dans unkilo de riz. et la g�eom�etrie pour placer les objets d'une collection dans un quadrillage.Le nombre est un ordinal . | voir la comptine quand trois poules vontau champ... A ce propos une mâ�tresse de maternelle (classe de grands) a vu avecbeaucoup de surprise ses �el�eves improviser dans cette comptine allant jusqu'�a dixpoules: la dixi�eme suit la neuvi�eme et reprendre la chanson �a l'envers.
V

D SJ

M

M

L

TERRE

Marelle de la semaineDans certaines langues (le grec, le portuguais), les jours de la semaine sont desordinaux, le lundi :deuphtera (en grec), segunda feira (en portugais) qui veut dire ledeuxi�eme, mardi : triti (en grec), tercera feira (en portugais) qui veut dire le troisi�eme,tetarti (en grec), quarta feira (en portugais),qui veut dire le quatri�eme, etc...Notion discr�ete du nombre . | le nombre change de un en un; d'unit�een unit�e.La notion de pr�ec�edant et celle de suivant.La notion d'ordre sous la forme :� plus grand que� plus petit que� autant que� l'addition 2 + 3 signi�e avancer �a partir de 2 trois positions vers la droite.� la soustraction 3 - 2 signi�e reculer �a partir de 3 deux positions vers la gauche



Num�eration PE1 Marcel Morales page 7� la multiplication des petits nombres naturels : par 2, par 3On peut d�ej�a repr�esenter sur une droite les entiers naturels �a l'aide d'une buchette,apr�es avoir trac�e une droite l'enfant choisit un point 0 et ensuite en pla�cant la buchetteil va placer les points 1, 2, etc...
0 1 2 3 4 5 6 87 9 10 11 12 13 14 15 16Activit�es didactiques concernant la num�eration . | (voir entre autres Cheminsde la d�ecouverte math�ematique, Lise Tourtet, Cahiers de p�edagogie moderne n. 64,Collection Bourrelier, Armand Collin):� Repr�esenter par exemple une classe en maternelle:un petit carr�e: une tableun rond: une chaiseun rectangle: le bureau de la mâ�tresseun coquillage: un gar�conun caillou: une �lle� Partager Grand N� ClasserLes entiers relatifs.Au niveau du coll�ege avec l'usage intensif de la soustraction et surtout l'apparitionde l'alg�ebre apparaissent les nombres n�egatifs, qui d'abord sont des objets (symbolesmythiques) avec un signe et ont du mal �a acceder au statut de nombre au même titreque les entiers naturels, un fait r�ev�elateur de ceci est que dans certains cours on voitfaire la distinction entre +1 et 1, parler des nombres qui ont un signe et les nombresqui n'en ont pas.Pour repr�esenter les entiers relatifs en formation des futurs professeurs d'�ecole onrajoute une bande num�erique �a gauche du z�ero.-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10C'est l'ensemble des entiers relatifs :



Num�eration PE1 Marcel Morales page 8Z = f:::;�10;�9;�8;�7;�6;�5;�4;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; :::gTout nombre naturel est un entier relatif. Nous remarquons que les notions et conceptsintroduits dans N s'appliquent �a Z avec les d�e�nitions suivantes :Definition.� un nombre positif est un nombre qui se trouve �a droite de 0� un nombre n�egatif est un nombre qui se trouve �a gauche de 0� l'addition d'un nombre quelconque avec un nombre positif signi�e aller vers la droite:-2+3 signi�e place toi sur la case -2 et avance de 3 pas vers la droite, on se retrouvedans la case 1, en clair on a -2+3=1� l'addition d'un nombre quelconque avec un nombre n�egatif signife aller vers la gauche-2+(-3) signi�e place toi sur la case -2 et avance de trois cases vers la gauche on arrivesur la case -5, en clair on a -2-3=-5Cette facon de pres�enter l'addition (et en fait la soustraction) des nombres entiersrelatifs apparait conceptuellement comme l'extension de l'adition des entiers naturelsLa multiplication des nombres relatifs. | est d�e�nie d'abord pour lesentiers naturels �a partir de l'addition puis s'e�ectue suivant la r�egle des signes : leproduit de deux signes �egaux donne +; et le produit de deux signes distincts donne-. Soient a et b deux entiers naturels alorsa� b = b+ b+ :::+ b| {z }a foisCela peut se repr�esenter sur la droite gradu�ee �a l'aide d'un compas on prend lalongueur de a et on reproduit cet �ecart b fois sur la droite gradu�ee.cette fa�con de pr�esenter la multiplication a l'avantage d'être simple, rapideet directe, mais conceptuellement a le gros incovenient de confondre addition etmultiplication, le mâ�tre et puis l'�el�eve qui n'a pas assez de recul peut �etendrecette id�ee aux nombres rationnels et d�ecimaux et vouloir donner un sens additif �ala multiplication et croyant avoir tout compris sur la multiplication des nombres(naturels, d�ecimaux,...) ne comprennent pas pourquoi le mâ�tre se fatigue �a introduiredes techniques op�eratoires pour les d�ecimaux, avec rupture de dialogue, le mâ�tre etl'�el�eve n�etant pas sur la même rubrique.D'ailleurs cette fa�con de concevoir la multiplication (cette proc�edure) n'est pastr�es int�eressante du point de vue op�eratif car elle sert pour la multiplication des petitsnombres (et constitue �etant une proc�edure experte qui marche bien pour des nombrespetits une des grosses obstructions �a la tecnique op�eratoire de la multiplication etaussi �a sa conceptualisation pour l'utilisation dans de probl�emes o�u intervient lamultiplication en tant que telle.) Et il me semble que le mâ�tre gagnera �a passerrapidement �a l'apprentissage par coeur de la table de pythagore (une bonne partiede l'ann�ee doit lui être consacr�ee) et �a executer des multiplications avec des nombresassez grands pour lesquels les �eleves doivent abandonner la proc�edure additive. Laconceptualisation doit aller de pair avec la technique, une table de pythagore apprise



Num�eration PE1 Marcel Morales page 9par coeur ne sert �a rien si on n'a pas d'id�ee des probl�enes o�u l'on a besoin de lamultiplication et r�eciproquement avoir en tête une bonne image de la multiplicationne permet pas de r�esoudre rapidement et �e�cacement un probl�eme.Mon point de vue consisterait plutôt �a introduire la multiplication de n parm �a partir du rangement d'objets dans un tableau n �m, par exemple calculer lenombre de bureaux dans une classe quand ceux-ci sont dispos�es r�eguli�erement, lenombre de places dans un parking, le nombre de places dans un cinema,le nombre decarreaux pour carreler sa salle de bains,etc... Il me semble que celle-ci est l'id�ee de lamultiplication qui devrait rester en images, et que plus tard laissera la place �a l'aired'un rectangle pour la multiplication de nombres d�ecimaux.N.B. On voit le même ph�enom�ene �a l'Universit�e avec les puissances d'un nombre :22 = 2� 2; 23 = 2� 2� 2, mais les �etudiants �a qui on a donn�e une d�e�nition pr�ecisede 2x �a partir du logarithme, ne comprennent pas o�u est la di�cult�e �a calculer 22;45et demandent comment on doit faire pour multiplier 2,45 fois le nombre 2.Division euclidienne.Partons d'un �enonc�e:" Paul aper�coit au loin Virginie, il se dirige vers elle le coeur serr�e, Virginie pleine desentiments ambigus reste �g�ee sur place ", faisons-en un probl�eme math�ematique" Paul aper�coit Virginie �a environ 200m, il se dirige vers elle, le coeur serr�e, d'un pasmesur�e (environ 90cm), mais ferme, Virginie reste �g�ee sur place, en combien de pasPaul atteindra Virginie?"Un autre exemple:j'aper�cois loin devant moi une patisserie, j'ai la certitude que enmarchant droit vers elle je l'atteindrai.solution du probl�eme "Paul et Virginie":Faisons la division de 20000 (cm) par 90 (cm)20000 = 222� 90 + 22C'est �a dire au bout de 222 pas Paul est �a 22 cm de Virginie, un pas de plus et Virginiesera �a 68cm derri�ere lui.Dans ces deux probl�emes il y a la certitude qu'en marchant on va atteindre son butet même le d�epasser. Math�ematiquement cela se traduit de la fa�con suivante:(Axiome d'Archim�ede) Soit b un nombre entier positif plus grand ou �egal �a 2.Tout nombre naturel a se trouve entre deux multiples succesifs de b |qb � a � (q + 1)bq �etant un entier naturel plus grand ou �egal �a z�ero.Division euclidienne de a par bPrenons maintenant deux entiers naturels a; b il existe deux entiers naturels q (lequotient) et r (le reste), uniques tels que(*) a = q � b+ r et 0 � r < bL'unicit�e signi�e que si on arrive �a �ecrire par certains moyens une relation (*) alorson a d�etermin�e les entiers q et r:



Num�eration PE1 Marcel Morales page 10Attention L'erreur de beaucoup d'�etudiants est d'oublier la condition sur r :0 � r < bExemple : Juju a moins de 50 billes, il range se billes par 4, il lui en reste 2, il lesrange par 5 il lui en reste 2, combien de billes a Juju?Soit a le nombre de billes de Juju, le probl�eme se traduit par:a = 4q + 2 et a = 5q1 + 2,et on d�eduit que a� 2 est un multiple de 4 et de 5, donc de 20. Les valeurs possiblespour a sont 2, 22, 42.Prenons par exemple a = 10275 et b = 74, posons la division de 10275 par 741 0 2 7 5 7 47 4 1 3 82 8 72 2 26 5 55 9 26 3Cette division entrâ�ne que 138� 74 � 10275 < 138� 75.Mais plus pr�ecisement on peut r�esumer cette division par l'�ecriture10275 = 138� 74 + 63;c'est la division euclidienne de 10275 par 74, 138 est appel�e le quotient et 63 le reste.Examinons en d�etail l'algorithme de la potence102 = 1� 74 + 28287 = 3� 74 + 22655 = 8� 74 + 63la division euclidienne ( entre entiers) s'arrête ici car 63 < 74 et nous n'avonsplud de nombre�a "descendre". Il faut mettre cette division en opposition avec unedivision de nombres d�ecimaux qui peut se continuer en ajoutant des z�eros au dernierreste et mettant une virgule au quotient.Cet examen va nous aider �a r�esoudre les divisions �a trous:4 6 7 ?1 0 7 ?1 1notons par q le quotient et par b le diviseur.Nous avons les relations:b > 11



Num�eration PE1 Marcel Morales page 1146 = x � b + 10 o�u x est le premier chi�re de q autrement dit 46 � 10 = 36 est unmultiple de b ou encore b est un diviseur de 36. Les diviseurs de 36 sont : 1; 2; 3; 4;6; 9; 12; 18; 36. comme b > 11 nous avons trois cas possibles pour b: b = 12 ou b = 18ou b = 36Continuons la division: 107 = y � b + 11 o�u y est le second chi�re de q. Nousen d�eduisons que 107 � 11 = 96 est un multiple de b. Nous testons cette derni�erea�rmation pour chacune des valeurs possibles de b:12 divise 96 mais 18 ne divise pas 96 et 36 ne divise pas non plus 96. Il y a une seulesolution possible b = 12 et le quotient sera 38.Prenons-en un deuxi�eme exemple: 6 3 ?? 4On nous indique que cette division se termine en un seul coup. Notons par r lereste et par b le diviseur. Notre division �a trous s'�ecrira:6 3 br 4on a la relation 63 = 4� b+ r et on doit aussi avoir 0 � r < b.D'abord b � 634 donc b � 15Nous avons plusieurs solutions possibles:63 = 4� 15 + 363 = 4� 14 + 763 = 4� 13 + 11Le cas suivant serait 63 = 4 � 12 + 14 dans laquelle le reste est plus grandque le diviseur, donc ce n'est pas une division euclidienne. En conclusion il y a troisr�eponses possibles.Un dernier exemple: ? ?? 4 22 7Noton par a le dividende et b le diviseur alors on aura la relation:a = 42� b+ 27 avec b > 27. Donc tout entier b > 27 donnera une solution pour a.Didactique: 1) Concours blanc Lyon 1995.2) Nantes 1992.3) Rouen 1992.



Num�eration PE1 Marcel Morales page 12Les fractions ou nombres rationnels et la droite gradu�eeLa multiplication des nombres entiers permet de d�e�nir l'ensemble des nombresrationnels. En e�et on appellera fraction une expression de la forme ab o�u a; b sont desnombres entiers relatifs et b 6= 0. Deux fractions ab et cd d�e�nissent le même nombrerationnel si ad = bc.D'habitude on introduit ici l'ensemble des nombres rationnels :Q = fab tels que a; b sont des entiers et b 6= 0g:Un nombre rationel, par exemple 12 peut s'�ecrire d'une in�nit�e de fa�cons: 12 = n2� n ,o�u n est un entier relatif non nul quelconque. Les �el�eves (et même les �etudiants) sontd�erout�es ici car jusque l�a les nombres avaient une repr�esentation unique et donc onpouvait facilement faire la confusion entre nombre et chi�res, nombre et repr�esentationEt naturellement on s'interroge: Pourquoi ce sont des nombres? parce que ainsi on lesa d�e�nis bien entendu! Mais �a mon avis cela ne convainc gu�ere. C'est pour cela quej'ai pris carr�ement le parti d'introduire autrement les nombre rationnels en partant dela droite gradu�ee obtenue �a partir de la bande num�erique. (Je mets en garde le lecteurque cette pr�esentation est destin�ee aux mâ�tres et �etudiants et que son applicationtelle quelle �a l'�ecole primaire est exclue):
0 1 2 3 4 5 6 87 9 10 11 12 13 14 15 16Par d�e�nition un nombre r�eel est un point sur la droite gradu�ee. Nous noterons parR l'ensemble des nombres r�eels ou ce qui est la même chose la droite gradu�ee.Rappelons la contruction de cette droite gradu�ee: Tracer une droite horizontale,prendre un point quelconque sur la droite que l'on notera 0 et qu'on appelle l'origine(ce sera la repr�esentation du nombre z�ero) prendre ensuite un point �a sa droite qu'onnotera 1 (ce sera la repr�esentation du nombre un) et qui sera notre unit�e, il est �aremarquer que ce choix est arbitraire et subjectif comme l'est souvent le choix d'uneunit�e. Parfois ce choix est adapt�e, appropi�e. Ensuite avec un compas et se pla�cant aupoint 1 on trouve (on construit) le point 2 (ce sera la repr�esentation du nombre deux)et ainsi de suite on construira les entiers naturels et relatifs. Il est clair par constructionque tout nombre entier naturel et tout nombre entier relatif est un nombre r�eel, ceque s'�ecrira



Num�eration PE1 Marcel Morales page 13N � Z � RLes concepts suivants apparaissent imm�ediatement:� un nombre positif est un nombre qui se trouve �a droite de 0� un nombre n�egatif est un nombre qui se trouve �a gauche de 0� l'addition d'un nombre quelconque avec un nombre positif signi�e aller versla droite, ce qui peut se faire avec un compas� l'addition d'un nombre quelconque avec un nombre n�egatif signi�e aller versla gauche, ce qui se fait �egalement avec un compasLa notion d'ordre sous la forme :� a plus grand que b signi�e a se trouve �a droite de b� a plus petit que b signi�e a se trouve �a gauche de bDisparaissent les notions suivantes :Notion discr�ete du nombre; La notion de pr�ec�edant et celle de suivant : en e�et entredeux nombres r�eels il y a une in�nit�e de nombres r�eels.Utilisation de la r�egle et le compas pour �e�ectuer des op�erationsdans R. Et comme toute l'arithm�etique n'est com-pos�ee que de quatre ou cinq op�erations quisont, l'addition la soustraction, la multipli-cation, la division et l'extraction des racines,...,de même n'a-t-on autre chose �a faire eng�eom�etrie, en ce qui concerne les lignes qu'oncherche , pour les pr�eparer �a être connues,que d'on rajouter d'autres ou les ôter.Ren�e DescartesLa G�eom�etrie (1637)L'addition de deux nombres sur la droite gradu�ee .Exercices. | Construire sur sa feuille une droite gradu�ee, on prendra pourunit�e 1cm. puis prendre deux points quelconques sur cette doite et avec l'aide ducompas les additioner, les soustraire.La multiplication de a par b . | .L'id�ee de cette construction remonte �a Descartes, mais il faut pr�eciser que Descartesne disposait de l'ensemble des nombres r�eels, n�eanmoins il travaille sur les nombresrepr�esent�es sur une droite. Aujourd'hui cette m�ethode sert �a remonter de la g�eom�etrievers le num�erique. (cf Alg�ebre et G�eom�etrie de M. Artin)



Num�eration PE1 Marcel Morales page 14Sur la droite gradu�ee construisons une droite oblique D passant par 0 sur laquellegrâce au compas on va reporter les nombres 1; a; b que l'on notera par I;A;B. Tracerla doite � joignant 1 et A, puis tracer la parall�ele �a � passant par b, cette droitecoupe D en un point C, avec le compas on reporte le point C sur notre droite gradu�ee,le point trouv�e est le nombre ab
B

A

I

0 1 a b ab

C

La justi�cation de cette construction repose sur le th�eor�eme de Thal�esTh�eor�eme de Thal�es et sa r�eciproque. | Soient D et D0 deux droitesse coupant en O, consid�erons deux autres droites L et L0 coupant D et D0 (voir �gure.Si L et L0 sont parall�eles alors on a la relation.OAOA0 = OBOB0R�eciproquement si on a cette derni�ere relation les droites L et L0 sont forc�ementparall�eles.
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**Rappeler les constructions �a la r�egle et au compas**Ici une s�erie d'exercices simples:� Multiplier 2 par 3 , 3 par 3� Multiplier 1 par a� Multiplier 0 par a� E�ectuer (2 + 2)� 3 et 2� 3 + 2� 3La division de a par un nombre b 6= 0 se fait suivant le même principe : Sur ladroite gradu�ee construisons une droite oblique D passant par 0 sur laquelle grâce aucompas on va reporter les nombres 1; a; b que l'on notera par I;A;B. Tracer la doite� joignant b et I, puis tracer la parall�ele �a � passant par a, cette droite coupe D enun point C, avec le compas on reporte le point C sur notre droite gradu�ee, le pointtrouv�e est le nombre ab
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Remarque - "impossibilit�e de diviser par z�ero"si b = 0 la droite � coincide avec la droite D et la parall�ele �a � passant par a ne peutpas couper la droite D.La justi�cation se fait �a nouveau par le Th�eor�eme de Thal�es.Exercices:� Repr�esenter sur la droite gradu�ee: 14 ; 27 ; 37 ; 1112;� Faire la division de a par 1.Nous pouvons alors d�e�nir un nombre rationnel comme le r�esultat (unique) de ladivision de deux entiers relatifs.Exercice .{� Faire la division de 1 par 2, puis diviser 2 par 4, 3 par 6, que remarque-t-on?� Soient a; b; c trois nombres quelconques non nuls v�eri�er que a� cb � c = ab� Soient a; b; c trois nombres quelconques non nuls v�eri�er que ac + bc = a + bcUne cons�equence de ces exercices est la d�e�nition usuel de l'addition des nombresrationnels.Soient ab ; cd deux nombres rationnels, l'addition est donn�ee parab + cd = a� db � d + c� bd� b = a � d+ c� bd� bIl suit alors que le r�esultat de l'addition et la multiplication des nombres rationnelsest aussi un nombre rationnel. Bien sûr il en est de même pour la soustraction et ladivision (par un nombre rationnel non nul).



Num�eration PE1 Marcel Morales page 17Une cons�equence importante de la construction que nous venons de faire est que toutnombre entier est un nombre rationnel et tout nombre rationnel est un nombre r�eel,ce qui s'�ecrit : N � Z � Q � RCes inclusions sont strictes, en e�et:�1 2 Z mais �1 62 N, de même pour tous les entiers n�egatifs.23 2 Q mais 23 62 Z.Nous allons voir tout de suite que �a l'aide d'une r�egle gradu�ee et un compas onpeut repr�esenter sur la droite gradu�ee le nombre p2 et peut être plus loin nousd�emontrerons que p2 ne peut pas s'�ecrire sous la forme d'une fraction de deux entiers.Il en sera de même pour les nombres pp o�u p est un nombre premier plus grand ou�egale �a deux.D'autre part le nombre � qui est la demi longueur d'un cercle de rayon 1 est unnombre r�eel qui n'est pas rationnel ( la preuve a �et�e faite par Lambert en 1761) etne peut pas se construire �a l'aide de la r�egle et du compas (c'est l'impossibilit�e dela quadrature du cercle!!), comme l'a demontr�e Lindemann en 1882, apr�es deux milleans d'interrogations et des miliers de tentatives.Remarque.- Il est maintenant facile de fabriquer une in�nit�e de nombres r�eels qui nesont pas des nombres rationnels:1 +p2, 2 +p2, 3 +p2, 4 +p2, 5 +p2, 6 +p2, ...p2, 2p2, 3p2, 4p2, 5p2, 6p2, ...1 + �, 2 + �, 3 + �, 4 + �, 5 + �, 6 + �, ...�, 2�, 3�, 4�, 5�, 6�, ...Repr�esentation de pp pour tout nombre entier premier p.Th�eor�eme de Pythagore. | Dans un triangle rectangle ABC nous avonsla relation: AB2 +AC2 = BC2Reciproque du Th�eor�eme de Pythagore: Si dans un triangle ABC nous avons larelation: AB2 +AC2 = BC2 alors ce triangle est rectangle en A.
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A B

C

Le principe de la repr�esentation de pp consiste �a construire certains trianglesrectangles, par exemple si p = 2 nous aurons la relation : 2 = 1 + 1qui peut encore s'�ecrire : (p2)2 = (1)2 + (1)2Si p 6= 2 et p est impair, nous avons la relation :p = (p+ 12 )2 � (p� 12 )2dans laquelle p+ 12 et p � 12 sont des entiers naturels. Cette relation peut s'�ecrire:(pp)2 = (p + 12 )2 � (p� 12 )2**Rappeler les constructions �a la r�egle et au compas**Le th�eor�eme de Pythagore nous dit qu'on peut construire un triangle rectangle debase p� 12 et de hypoth�enuse p+ 12 , l'autre côt�e mesure pp:
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(p-1)/2 (p+1)/2

(p+1)/2

Vp

Vp

Construction de la racine carree d’un nombre  reel positifPuis on reporte avec le compas le nombre pp sur notre droite gradu�ee.Remarque : En fait la construction ci-dessus nous permet de d�eterminer �a la r�egle etau compas la racine carr�ee de n'importe quel nombre r�eel positif.Num�eration en base b o�u b est un nombre entier positif plus grandou �egal �a 2.Activit�e les carr�esCette activit�e peut se faire �a plusieurs stades de la scolarit�e, en maternelle il peuts'agir du d�ecoupage-collage, en CM2 avec une r�egle et l'�equerre, �a l'IUFM avec uner�egle et un compas. Elle peut se faire dans le cadre g�eom�etrique ou num�erique.1) Construire un carr�e, puis le carr�e ayant pour sommets les milieux des côt�es ducarr�e pr�ec�edent et ainsi de suite.2) Soit l la longueur du côt�e du premier carr�e, alors la suite des longueurs des côt�esdes carr�es est l; lp2 ; l2 ; l2p2 ; l4 ; l4p2 ; l8 ; l8p2 ; :::



Num�eration PE1 Marcel Morales page 20

3) Construire les carr�es ci-dessus sur des feuilles de couleur di��erent, faire le montagede la �gure ci dessous
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4) Aligner les carr�es droits (cf �gure)
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0 1/32 1/16 1/8 1/4 1/2 15) Prenons pour unit�e sur la droite r�eelle la longueur l, et pla�cons sur la droite gradu�eela suite des longueurs des côt�es des carr�es.
01/321/16 1/8 1/4 1/2 1

Les puissances de 1/2Axiome d'Archim�ede:Pla�cons sur la droite gradu�ee les puissances de 2:
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0 1 2 4 8 16 32

Les puissances de 2Axiome d'Archim�ede, Version 1:Soit b un nombre entier positif plus grand ou �egal �a 2.Tout nombre r�eel positif a se trouve entre deux puissances succesives de b
0 bn a bn+1Axiome d'Archim�ede, Version 2:" Paul aper�coit Virginie �a environ 200m, il se dirige vers elle, le coeur serr�e, d'un pasmesur�e (environ 90cm), mais ferme, Virginie reste �g�ee sur place, en combien de pasPaul atteindra Virginie?"Un autre exemple:j'aper�cois loin devant moi une patisserie, j'ai la certitude que enmarchant droit vers elle je l'atteindrai.Cette certitude se traduit math�ematiquement de la fa�con suivante:Axiome d'Archim�ede.Soit b un nombre entier positif plus grand ou �egal �a 2.Tout nombre r�eel a se trouve entre deux multiples succesifs de b



Num�eration PE1 Marcel Morales page 240 nb a (n+ 1)bC'est le principe de tiroirs : on divise la droite gradu�ee en morceaux de longueur b.Le nombre a doit se trouver dans un et un seul de ces tiroirs.Ecriture d'un nombre en base b o�u b est un nombre entier positif plusgrand ou �egal �a 2.Soit a un nombre entier alors il existe deux entiers naturels n et b0, avec 1 � b0 � b�1tels que : b0bn � a < (b0 + 1)bn0 b0bn a (b0 + 1)bn bn+1Il en suit que 0 � a� b0bn < bn. Nous appliquons le même principe �a a� b0bn et ainside suite.Exemple: soit le nombre 453 et b = 10Alors 102 � 453 < 103 et en fait 4� 102 � 453 < 5� 102 ;prenons maintenant le nombre 453� 4� 102 = 53, nous aurons que :5� 10 � 53 < 6� 10, consid�erons alors le nombre 53� 5� 10 = 3et 3 est un nombre compris entre 0 et 100.Finalement le nombre 453 s'�ecrira:453 = 4� 102 + 5� 10 + 3Qui est bien sûr l'�ecriture du nombre 453 en base 10, notre syst�eme usuel.Prenons maintenant b = 7 et a = 453.Nous commen�cons par �ecrire les puissances de 7:70 = 1; 71 = 7; 72 = 49; 73 = 343; 74 = 2401et alors nous aurons :73 � 453 < 2� 73ensuite prenons le nombre 453� 73 = 110 qui v�eri�e:2� 72 � 110 < 3� 72,faisons de même avec 110� 2� 72 = 12, ce qui nous donnera7 � 12 < 2� 7et �nalement 0 � 12� 7 = 5 < 7 .En conclusion le nombre 453 s'�ecrira:453 = 1� 73 + 2� 72 + 1� 7 + 5ce qui s'appelle l'�ecriture explicite du nombre 453 en base 7. Nous �ecrirons de fa�conabreg�ee:



Num�eration PE1 Marcel Morales page 25453 = 1215(7).mais qui se lit: un deux un cinq en base 7. (Certains auteurs �ecrivent �egalement :453 = 1215(7)).Le symbole (7) en indice signi�e que l'�ecriture est en base 7. Lorsque la base est10 nous n'�ecrirons pas d'indice. Il est sous entendu qu'un nombre pour lequel il n'y apas de mention explicite de la base, est �ecrit en base dix.Exercices- a) Pourquoi b 6= 1b) Ecrire 75 en base 3c) Ecrire 750 en base 6Th�eor�eme d'�ecriture d'un nombre entier a dans une base b � 2Tout nombre entier positif a s'�ecrit sous la formea = a0bn + a1bn�1 + :::+ anavec 0 � ai � (b � 1) pour tout iPar convention on �ecrira ce nombrea0a1:::an(b)Remarque.{ Si b est un entier inf�erieur ou �egale �a 10, l'�ecriture ci-dessus n'est pasambigue, mais par contre si par exemple b = 11 il y aura ambiguit�e. Essayons d'�ecrirele nombre 118 en base 11. Suivant la m�ethode d�ecrite commen�cons par �ecrire lespuissances de 11:11, 112 = 121, 113 = 1331donc 11 � 118 < 112, et plus pr�ecisement 10� 11 � 118 < 112, �nalement on obtient118 = 10� 11 + 8, pour repr�esenter 118 en base 11 nous avons besoin d'un symbolerepr�esentant le 10, c'est la lettre A qui est choisie par convention.On �ecrira alors 118 = A811.En r�esum�e si b � 10 on utilise comme chi�res dans notre syst�eme de num�eration leschi�res arabes 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 inf�erieurs strict�ement �a b, et si l'on travaille en baseb � 11 on utilise en plus des chi�res arabes les lettres de l'alphabet dans l'ordre.Exemple. Le nombre 2587 s'�ecrit: 2587 = 10�162+1�16+11 qui peut aussi s'�ecrire2587 = A1B16Le nombre 2587 s'�ecrit: 2587 = 11�152+7�15+7 et donc on peut �ecrire 2587 = B7715Exercices-Ecrire 75 en base 13Ecrire 750 en base 16Quel est le nombre ABCDEF16Probl�eme.- Le paysan et l'�echiquier. On raconte qu'un jour un paysan sauva la vie del'empereur chinois. Voulant le remercier l'empereur dit au paysan, je t'accorderai ceque tu voudras. Le paysan pr�esenta un �echiquier 8� 8 et dit :la premi�ere lune tu mettras un grain de riz sur la premi�ere case de l'�echiquier, ladeuxi�eme lune tu mettras deux grains de riz sur la deuxi�eme case de l'�echiquier, latroisi�eme lune tu mettras quatre grains de riz sur la troisi�eme case de l'�echiquier, et



Num�eration PE1 Marcel Morales page 26ainsi de suite �a chaque apparition de la nouvelle lune tu mettras le double de ce quetu avais mis la derni�ere fois, tu t'arreteras lorsque tu auras parcouru tout l'�echiquier.Sachant que dans un kilo de riz il y a �a peu pr�es 215 grains, combien de kg a d�epos�el'empereur la derni�ere fois. Combien de tonnes? Que pensez vous du paysan.activit�e a) Faire la division de 1 par 7. V�eri�er que 17 a une �ecriture d�ecimalep�eriodique �a partir d'un certain moment.b) Soit n un entier naturel non nul. V�eri�er que 1n a une �ecriture d�ecimale p�eriodique�a partir d'un certain moment.b) Soient m;n des entiers naturels,avec n non nul. V�eri�er que mn a une �ecritured�ecimale p�eriodique �a partir d'un certain moment.Arithm�etique.



Num�eration PE1 Marcel Morales page 27les couples se forment, mais en raison de ce fait que la d�ecompositionen facteurs premiersdu nombre quinze ne fait pas apparâ�tre parmi ces facteurs le suivantde un,-en raison, disais-je donc, de la non divisibilit�e du nombre quinze parle nombre deux-et remarquez que si les noces fran�caises d�e�laient par triplets au lieude d�e�lerpar couples, de telles consid�erations deviendraient super
ues, puisquela noce �a Ernestineapparâ�trait alors sous la forme de cinq triplets, et l'on peut mêmeenvisagerdes circonstances ethnographiques, telles que les noces se d�epla�cant parrang�eesde cinq personnes, les convives de Belhôtel pourraient �evoluer r�eunis entrois quintuplets;-bref, en raison de l'imparit�e du nombre quinze,sept couples seulement peuvent se former, une personnne restant soli-taire... Raymond QueneauLe chiendentGallimardEn guise d'introduction etpour motiver les �etudiants je commencerai par l'exercice suivant extrait du concoursde recrutement de l'Acad�emie de Lyon 1994.a) Ecrire la liste ordonn�ee (dans l'ordre croissant) des diviseurs de 16 (1 et 16 sontcompris dans la liste).b) Ecrire la liste ordonn�ee (dans l'ordre croissant) des diviseurs de 36.c) Proposer deux d�emarches di��erentes qui permettent d'organiser votre recherche etde justi�er le caract�ere exhaustif de la liste propos�ee.d) Les deux listes contiennent un nombre impair de diviseurs. Citer deux autresnombres qui ont eux aussi un nombre impair de diviseurs (justi�er la r�eponse).Est-il possible de d�eterminer un entier n ayant 9 diviseurs dont le produit soit:2254 � 15solution, quelques d�e�nitions et commentaires.a) Tout d'abord remarquons que la phrase a divise b, (ou a est un diviseur de b, ouencore b est un multiple de a) n'a de sens que lorsque a et b sont des entiers naturels.En e�et dans les rationnels ou les r�eels tout nombre non nul divise un autre nombre.Pour être plus pr�ecis on dit que a divise b (sous entendu a et b des entiers naturels)si l'on peut trouver un entier naturel q tel que b = q � a. Il est clair que 1 et b sontdiviseurs de b et que si a divise b alors a � b. En g�en�eral on �ecrit simplement b = qa,mais pour le calcul num�erique a�n de distinguer les nombres les un des autres on metla croix, par exemple 15 = 3� 5



Num�eration PE1 Marcel Morales page 28Bien que cela paraisse absurde, �essentiellement pour trouver les diviseursd'un nombre b il y a une seule m�ethode: en partant de 1 tester la divisibilit�ede chaque nombre a � b. Elle peut être simpli��ee, il su�t de faire la recherchede divisibilit�e pour les nombres 1 � a � pb, la liste compl�ete sera donn�ee par lesnombres qu'on aura ainsi trouv�e et les quotients de b par ces nombres; car si b = q�aalors a et q sont diviseurs de b et l'un de deux est � pb.Exemple : b = 36 alors p36 = 6 et on obtient les diviseurs suivants 1,2,3,4,6 auxquelson ajoute les quotients de 36 par ces nombres 36, 18,12,9,6.La liste compl�ete et ordonn�ee est f1; 2; 3; 4; 6; 9; 12; 18; 36g On peut trouver lesdiviseurs d'un nombre grâce aux tables de multiplicationLa deuxi�eme m�ethode demand�ee consiste �a �ecrire la d�ecomposition de b en facteurspremiers ( mais il faut trouver ces facteurs communs et cette d�ecomposition par lapremi�ere m�ethode!)Dans notre cas 36 = 22 � 32, donc on prend toutes les combinaisons possibles desfacteurs premiers:1 = 20 � 30; 2 = 21 � 30; 4 = 22 � 30; 3 = 20 � 31; 6 = 21 � 31; 9 = 20 � 32; 12 =22 � 31; 18 = 21 � 32 et 36 = 22 � 32. Nous pouvons r�esumer de la fa�con suivante: lesdiviseurs de 36 sont les nombres de la forme 2a � 3b avec 0 � a � 2; 0 � b � 2.Prenons d'autres exemples:i) 24 = 23 � 3 d'o�u les diviseurs de 24 sont les nombres de la forme 2a � 3b avec0 � a � 3; 0 � b � 1: 1;2;3;4;6;8;12;24.ii) Plus g�en�eralement prenons un nombre n = 2a � 3b � 5c � 7d; alors ses diviseurssont les nombres naturels de la forme 2� � 3� � 5
 � 7� avec0 � � � a; 0 � � � b; 0 � 
 � c et 0 � � � d. D'o�u le nombre des diviseurs de n est(a + 1)(b + 1)(c+ 1)(d+ 1).Il d�ecoule dans cet exemple que le nombre de diviseurs de n est impair uniquementlorsque tous les exposants, dans la d�ecomposition en facteurs premiers, sont pairs, cequi signi�e que n est un carr�e.d) 4 et 49.e) Beaucoup de candidats n'ont pas compris la question, il s'agit de d�eterminer unentier naturel n ayant 9 diviseurs et dont le produit (de ses diviseurs) est 2254 � 15225 = 15� 15 = 32� 52et2254� 15 = 39� 59. On en d�eduit que les facteurs premiersde n sont 3 et 5, et n = 2a � 5b et que (a + 1)(b + 1) = 9 et donc a = 2; b = 2, et�nalement n = 22 � 52 = 225.En fait dans cet exercice la r�eponse �etait dans l'�enonc�e et il fallait avoir l'oeil.La factorisation des entiers naturels repose sur le :Th�eor�eme de factorisation unique d'un entier naturel.Soit a un entier naturel plus grand ou �egal �a deux alors a peut s'�ecrire de fa�conunique : a = pn11 pn22 :::pnkko�u p1 < p2 < ::: < pk sont des nombres premiers.



Num�eration PE1 Marcel Morales page 29Exercice| Soit a comme dans le th�eor�eme, �ecrire la factorisation du carr�e a2. Conclureque si un nombre premier p divise a2 alors p divise a (i.e. p apparâ�t dans lafactorisation de a:Propri�et�e: Si a est un nombre premier qui divise le produit bc alors a divise b ou adivise c.(Hors-programme?) Exemple | p2 n'est pas un nombre rationnel.Faisons une d�emonstration par l'absurde, �.e. nous allons supposer que p2 est unnombre rationnel et conclure �a quelque chose de faux. En e�et si p2 = ab o�ua; b; (b 6= 0); sont des entiers naturels sans facteurs communs alors multipliant cetterelation par b nous obtenons bp2 = a, �el�evant au carr�e chaque côt�e de la relationnous avons 2b2 = a2, On en d�eduit que 2 divise a2 = a � a, et on sait que 2 estun nombre premier donc 2 divise a et on peut �ecrire a = 2 � k, avec k un entiernaturel, rempla�cons a, on aura 2b2 = 4k2, divisant par 2 on obtient b2 = 2k2 et parl'argument de tout �a l'heure 2 divise b. Autrement dit a et b sont divisibles par 2, cequi est contraire aux hypoth�eses.Cons�equences |d�e�nition du pgcd, du ppcm:.Soient a; b deux entiers naturels plus grands ou �egaux �a deux le pgcd de a; b est l'entiernaturel le plus grand qui divise �a la fois a et b. Par exemple si 15925 = 72 � 52 � 13et 3500 = 7� 53 � 22 alors pgcd(15925; 3500) = 7� 52 = 175.En pratique pour d�eterminer le pgcd de deux nombres a; b on �ecrit la factorisation ennombres premiers de ces nombres. Le pgcd est le produit des nombres premiers quidivisent �a la fois a et b, chacun se trouvant �a la puissance la plus petite qui appar̂�tdans les deux factorisations (cf. voir exemple ci-dessus.)Exemple| D�eterminer les diviseurs (communs) de 237 et 429.Ce sont les diviseurs du pgcd(273,429)=39=3� 13 : 1;3;13;39.Exemple| On dispose d'une caisse de dimensions 36�48�60 et on voudrait y rangerdes savons de forme cubique, d�eterminer la plus grande dimension de chaque savonpour que cela soit possible. Calculer le nombre total de savons que contiendra la caisse.La dimension de la pi�ece cubique de savon doit diviser �a la fois 36, 48, et 60 et doitêtre la plus grande possible, c'est donc le pgcd(36,48,60)=12. Chaque savon sera uncube de 12cm de côt�e. D'autre part nous avons 36 = 12� 3; 48 = 12� 4; 60 = 12� 5.Il y a 3� 4� 5 = 60 pi�eces de savon.Le ppcm de a et b est l'entier naturel le plus petit qui soit un multiple �a la fois de aet de b. Par exemple ppcm(15925; 3500) = 22 � 72 � 53 � 13 = 318500Exemple| D�eterminer les multiples (communs) de 4 et 6. Ce sont les multiples duppcm(4,6)=12 : 12;24;36;...Exemple| On dispose d'une caisse de forme cubique et on voudrait y ranger dessavons en forme de pav�es de dimensions (en mm) 48 � 54 � 72, d�eterminer la pluspetite dimension de la caisse pour que cela soit possible. Calculer le nombre total desavons que contiendra la caisse.Le côt�e d'une caisse cubique doit être un multiple �a la fois de 48, 54 et 72 donc du



Num�eration PE1 Marcel Morales page 30ppcm(48,54,72)=432, comme on veut le plus petit possible c'est 432. Il y aura alors9� 8� 6 = 432 pains de savon car 432 = 48� 9 = 54� 8 = 72� 6.Propri�et�e: On a toujours la relation ppcm(a; b) = a � bpgcd(a; b)Propri�et�e: Si a divise b et a divise b+ c alors a divise cSomme et produit des nombres rationnelsCrit�ere de divisibilit�e par 2,3,5,9 et 11 (d�emonstration)Soit a un entier naturel, �ecrivons le dans notre syst�eme de num�eration en base dix :a = a010n + a110n�1 + :::+ andivisibilit�e par 2 : le nombre a010n + a110n�1 + :::+ an�110 est un multiple de 10donc aussi un multiple de 2, appliquant la propri�et�e pr�ec�edente nous avons que a estdivisible par 2 si et seulement si an est divisible par 2.Rappel.- Un nombre pair est un multiple de 2 et il est de a forme 2k o�u k est unentier. Un nombre impair est de a forme 2k + 1 o�u k est un entier.divisibilit�e par 5 : le nombre a010n + a110n�1 + :::+ an�110 est un multiple de 10donc aussi un multiple de 5, appliquant la propri�et�e pr�ec�edente nous avons que a estdivisible par 5 si et seulement si an est divisible par 5, �.e si an = 0 ou an = 5.divisibilit�e par 3 : �ecrivons 10 = 3� 3 + 1, 100 = 3� 33+ 1, 1000 = 3� 333+ 1, etainsi de suite, alors a s'�ecriraa = 3k + a0 + a1 + :::+ an, o�u k est un entier, il en suit que a est divisible par 3 si et seulement si a0+a1+:::+anest divisible par 3.divisibilit�e par 9 : �ecrivons 10 = 9� 1 + 1, 100 = 9� 11+ 1, 1000 = 9� 111+ 1, etainsi de suite, alors a s'�ecriraa = 9k0 + a0 + a1 + :::+ an, o�u k0 est un entier, il en suit que a est divisible par 9 si et seulement si a0+a1+:::+anest divisible par 9.divisibilit�e par 11 : a est divisibl par 11 si et seulement si a0 � a1 + a2 � a3:+ ::+(�1)nan = 0: A�n de ne pas alourdir cet expos�e, contentons nous de la preuve pourun nombre �a quatre chi�res: Soit a = a0103 + a1102 + a210 + a3�ecrivons 10 = 11� 1� 1, 100 = 11� 9 + 1, 1000 = 11� 91� 1, alors a s'�ecriraa = 11� (91a0 + 9a1 + a2) � a0 + a1 � a2 + a3il en suit que a est divisible par 11 si et seulement si �a0+a1�a2+a3 est divisible par11, mais chacun des nombres a0; a1; a2; a3 est inf�erieur �a 11, donc on peut seulementavoir �a0 + a1 � a2 + a3 = 0Exercice. - Donner un crit�ere de divisibilit�e par 7 d'un nombre �a quatre chi�res.Annexe (Hors-programme?).- L'algorithme d'Euclide . La factorisationn'est pas toujours la m�ethode la plus performante pour calculer le pgcd ou le ppcm,l'algorithme d'Euclide est bien plus rapide.Euclide a produit son algorithme il y a �a peu pr�es deux mille ans (??). Le motalgorithme fait honneur au math�ematicien arabe Al Khawarizmi( ??).



Num�eration PE1 Marcel Morales page 31Algorithme d'Euclide pour le calcul du pgcd: Calculons le pgcd(15925; 3500)Faire la division euclidienne du plus grand par le plus petit :15925 = 4� 3500 + 1925ensuite faire la division euclidienne de 3500 par 19253500 = 1� 1925 + 1575faire la division euclidienne de 1925 par 15751925 = 1� 1575 + 350faire la division euclidienne de 1575 par 3501575 = 4� 350 + 175et �nalement faire la division euclidienne de 350 par 175350 = 2� 175 + 0L'algorithme s'arrête quand le reste est nul. Le pgcd(15925; 3500) est le dernier restenon nul, dans notre cas 175.Ecriture d�ecimale d'un nombre r�eel, les nombres d�ecimaux.Consid�erons les puissances n�egatives de 10:1; 110 ; 1102 ; 1103 ; :::Soit a un nombre r�eel 0 < a < 1 alors il existe deux entiers naturels n; a0, avec0 � a0 � 9 tels que110n � a < 110n�1 et en faita0 � 110n � a < (a0 + 1) � 110nExemple.- Consid�erons le nombre 23alors 6� 110 � 23 < 1et nous appliquons le même principe au nombre 23 � 6� 110 . Ainsi de suiteNous avons le Th�eor�eme:Tout nombre r�eel positif s'�ecrit sous la forme:a = a010n + a110n�1 + :::+ an + an+1 110 + an+2 1102 + an+3 1103 + :::avec 0 � ai � 9 pour tout iPar convention on �ecrira ce nombrea0a1:::an; an+1an+2an+3:::Un nombre r�eel est d�ecimal s'il s'�ecrit:a = a010n + a110n�1 + :::+ an + an+1 110 + an+2 1102 + :::+ am 110m



Num�eration PE1 Marcel Morales page 32avec 0 � ai � 9 pour tout iPar convention on �ecrira ce nombrea0a1:::an; an+1an+2:::amRemarques1) Le nombre rationnel 23 n'est pas d�ecimal car son �ecriture d�ecimal comporte unein�nit�e de chi�res apr�es la virgule. Nous donnons le crit�ere suivant qui permet desavoir si un nombre rationnel est un nombre d�ecimal:Un nombre rationnel ab , avec la condition que les nombres a et b n'ont pas defacteurs communs est un nombre d�ecimal si les seuls diviseurs de b sont 2 et 5.2) Un nombre est rationnel si et seulement si son �ecriture d�ecimale devient p�eriodique�a partir d'un certain moment.3) mais 0,9999999999......est un d�ecimal car il est �egal �a 1. Ce qui se d�emontre de lafa�con suivante:Tout le monde sait que 13 = 0:333333:::, ce qui peut s'�ecrire13 = 3� 0:1111:::, et multipliant les deux termes de cette �egalit�e par 3 on d�eduit que1 = 0; 9999999:::4) Si l'on multiplie la derni�ere relation par 10 on aura 10=9,999999...; De même sil'on multiplie l'�egalit�e par 0,1 on aura 0,0999...=0,1; ainsi de suite on peut voir que0,00999...=0,01; 0,000999...=0,001; etc.Une cons�equence est que tout nombre r�eel dont l'�ecriture d�ecimale se termine parune in�nit�e de 9 est un nombre d�ecimal, par exemple 1,2543999999....=1,2544;365,254999...= 365,2555) Tout nombre d�ecimal est rationnel, par exemple:0; 3547 = 354710000 = 3547104 ,aussi 0; 3 = 310,0; 05 = 5100 = 5102 ,0; 008 = 8103 = 81000 =64) Un nombre r�eel est rationnel si et seulement si son �ecriture d�ecimale comporteune partie qui se rep�ete �a l'in�ni qu'on appelle la p�eriode.Exemple: 0; 333333::: = 13, ce qui peut s'�ecrire3� 0:1111::: = 13,d'o�u on d�eduit que0; 1111::: = 19On peut �egalement voir que :0; 01010101::: = 199;



Num�eration PE1 Marcel Morales page 330; 001001001001::: = 1999;0; 0001000100010001::: = 19999 ;et ainsi de suite.Par exemple cherchons l'�ecriture fractionnaire de 5; 45289898989:::::5; 45289898989:::: = 5; 452 + 0:00089898989::::= 5; 452 + 89� 10�5 + 89� 10�7 + 89� 10�9 + 89� 10�9 + :::= 89� (10�5 + 10�7 + 10�9 + 10�11 + :::)= 89� 10�5 � (1 + 10�2 + 10�4 + 10�6 + :::)= 89� 10�5 � (1; 0101010101:::) = 89� 10�5 � (1 + 199)= 89� 10�5 � (10099 ) = 8999� 103 = 8999000Exemple.- Division des d�ecimaux. Faisons la division de 102,75 par 741 0 2,7 5 7 47 4 1,3 82 8 72 2 26 5 55 9 26 3On peut r�esumer cette division par l'�ecriture102; 75 = 1; 38� 74 + 0; 63c'est la division exacte de 102,75 par 74; 1,38 est le quotient et 0,63 le reste.


