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Introduction

Parmi les vari�et�es alg�ebriques complexes dans lesquelles op�ere un groupe alg�ebriquelin�eaire, les mieux comprises sont les vari�et�es compactes et homog�enes, par exemple lesespaces projectifs, les quadriques, les grassmaniennes.... Ces vari�et�es jouent un grand rôleen g�eom�etrie alg�ebrique et aussi en th�eorie des repr�esentations, o�u elles permettent deconstruire les repr�esentations irr�eductibles des groupes semisimples.Lorsqu'on s'int�eresse aux espaces homog�enes G=H sous un groupe alg�ebrique lin�eaireG, il est naturel de les compacti�er, c'est-�a-dire de construire des vari�et�es alg�ebriquescompactes dans lesquelles G op�ere et qui contiennent une orbite ouverte isomorphe �aG=H. Une telle vari�et�e existe toujours; en e�et, d'apr�es un th�eor�eme de Chevalley, onpeut r�ealiser G comme sous-groupe ferm�e de GLn de sorte que H est le stabilisateur d'unedroite ` de Cn. Alors G op�ere dans l'espace projectif Pn�1, et ce dernier contient l'orbiteG` isomorphe �a G=H; l'adh�erence de cette orbite est une compacti�cation projective decet espace homog�ene.
Voici quelques exemples de telles compacti�cations. Soient d'abord G le groupe additifde C, et H le sous-groupe trivial; une compacti�cation �evidente de G=H est la droiteprojective P1 dans laquelle G op�ere par translation. De même, on compacti�e le groupemultiplicatif C� par la droite projective o�u il op�ere par multiplication. Mais ces op�erationssont tr�es di��erentes. En e�et, on peut recouvrir P1 par des ouverts a�nes stables par C�,�a savoir C� [f0g et C� [f1g, tandis que 1 n'admet aucun voisinage ouvert a�ne stablepar C.Plus g�en�eralement, le groupe additif Cn admet comme compacti�cation l'espace pro-jectif complexe Pn dans lequel il op�ere par translation; l'hyperplan �a l'in�ni Pn�1 est form�ede points �xes. Si X est une sous-vari�et�e alg�ebrique (lisse) de Pn�1, alors l'�eclatement deX dans Pn est une compacti�cation projective (lisse) de Cn. De plus, deux sous-vari�et�esdistinctes donnent des compacti�cations non isomorphes comme vari�et�es avec action de Cn

(en e�et, les automorphismes de Pn qui commutent �a l'action de Cn sont les translations).Ainsi, la classi�cation des compacti�cations projectives lisses de Cn contient la classi�-cation des sous-vari�et�es lisses de Pn�1. En particulier, il existe des familles continues detelles compacti�cations lorsque n � 2.A l'oppos�e, certains espaces homog�enes admettent une unique compacti�cation lisse.Consid�erons par exemple le groupe PGL2, quotient du groupe GL2 par les homoth�eties.On le compacti�e par l'espace projectif P(M2), o�u M2 d�esigne l'espace des matrices 2� 2complexes. Le groupe G := PGL2 � PGL2 op�ere transitivement dans PGL2 par multi-plication �a gauche et �a droite. Cette op�eration s'�etend �a P(M2); le compl�ementaire Yde l'orbite ouverte est l'image dans P(M2) des matrices de rang 1. Observons que Y estisomorphe �a P1 � P1 (en associant �a chaque matrice de rang 1 son noyau et son image,
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deux droites vectorielles de C2), de fa�con compatible avec l'action de PGL2�PGL2. Ainsi,Y est une orbite de G dans X. Si X 0 est une autre compacti�cation lisse de PGL2, on aune application rationnelle ' : X� ! X 0 qui est d�e�nie sur Y (car Y est de codimension1 dans X). Puisque ' est �equivariante, elle est partout d�e�nie. Mais comme PGL2 est unouvert a�ne de X 0, son compl�ementaire est de codimension 1; il en r�esulte que ' est unisomorphisme. Par contre, si on consid�ere PGL2 comme espace homog�ene sous lui-mêmeop�erant par multiplication �a gauche, on peut en construire beaucoup de compacti�cations�equivariantes �a partir deX: il su�t d'y �eclater des orbites ferm�eesP1�fxg � P1�P1 = Y .
Lorsque G est r�eductif (c'est-�a-dire G ne contient aucun sous-groupe ferm�e distingu�eisomorphe �a Cn), les travaux de Luna et Vust abordent la classi�cation de toutes lescompacti�cations d'un espace homog�eneG=H donn�e, et plus g�en�eralement des plongementsde G=H. Il s'agit des couples (X;x) o�u X est une vari�et�e alg�ebrique normale dans laquelleG op�ere, et o�u x est un point de X dont l'orbite est ouverte, et dont le groupe d'isotropieest H.La th�eorie de Luna et Vust [LV] est particuli�erement d�evelopp�ee pour les espaceshomog�enes sph�eriques: ceux qui contiennent une orbite ouverte d'un sous-groupe r�esolublede G. En e�et, il se trouve que les espaces homog�enes sph�eriques sont ceux dont chaqueplongement ne contient qu'un nombre �ni d'orbites [A]. De plus, les plongements de cesespaces homog�enes sont classi��es par des objets combinatoires, baptis�es �eventails colori�es.Ils permettent de d�ecrire les orbites et leurs adh�erences dans un plongement, de reconnâ�tres'il est compact, projectif, a�ne, : : : Dans le cas o�u G est un tore (c'est-�a-dire G estisomorphe �a (C�)n), on retrouve la th�eorie plus classique des vari�et�es toriques et des�eventails qui les classi�ent [O], [Fu].Le but de ces notes est d'exposer la th�eorie des plongements des espaces homog�enessph�eriques, avec plusieurs compl�ements. J'ai essay�e de donner des d�emonstrations comp-l�etes de r�esultats parfois dispers�es dans la litt�erature, en supposant connues des notions deg�eom�etrie alg�ebrique (vari�et�es quasi-projectives, normalit�e, diviseurs et �br�es en droites)et de groupes alg�ebriques (pour ceux-ci, la r�ef�erence standard de ce texte sera l'ouvragetr�es accessible [Hu]).Dans la premi�ere partie de ces notes, on introduit deux invariants num�eriques associ�es�a l'op�eration d'un groupe r�eductif complexe: le rang, qui mesure la non compacit�e desorbites, et la complexit�e, qui compte les param�etres dont d�ependent les familles d'orbites.On d�emontre des propri�et�es de semicontinuit�e de ces invariants dus �a Vinberg, Knop etPanyushev [Vi], [Kn3], [P]. Puis on d�e�nit d'autres invariants: un cône convexe poly�edralassoci�e �a une vari�et�e a�ne, et un polytope convexe associ�e �a une vari�et�e projective. Cedernier est l'analogue alg�ebrique du polytope moment (voir le texte de Luna). On obtienten�n un th�eor�eme fondamental sur l'action d'un groupe r�eductif au voisinage d'une orbitecompacte [BLV], et on en donne des applications, entre autres �a la structure locale dupolytope ci-dessus.La deuxi�eme partie concerne les espaces homog�enes sph�eriques et leurs plongements,les vari�et�es sph�eriques: on les caract�erise en termes de �nitude du nombre d'orbites, etaussi en termes de repr�esentations. Suivant Luna, on d�e�nit des cartes canoniques desvari�et�es sph�eriques, qui sont stables par un sous-groupe parabolique; puis on ram�ene ladescription de ces cartes �a celle des vari�et�es sph�eriques a�nes avec point �xe. On introduit
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en�n les vari�et�es sph�eriques toro��dales, dont la structure des orbites est particuli�erementsimple: pour une vari�et�e toro��dale lisse, le compl�ementaire de l'orbite ouverte est r�eunionde sous-vari�et�es irr�eductibles lisses de codimension 1, et chaque adh�erence d'orbite estintersection transverse de certaines de ces sous-vari�et�es.La troisi�eme partie reproduit l'exposition par Knop [Kn1] de la th�eorie des plonge-ments d'un espace homog�ene sph�erique G=H, avec quelques variantes. Un objet fon-damental de cette th�eorie est l'ensemble des valuations invariantes du corps des fonc-tions rationnelles sur G=H. Dans la quatri�eme partie, on donne des interpr�etations plusg�eom�etriques de cet ensemble, et on montre que c'est un cône convexe poly�edral. LorsqueHest d'indice �ni dans son normalisateur, on montre aussi que G=H admet un plongementcanonique: l'unique plongement toro��dal projectif minimal. On l'appelle le plongementmagni�que; l'�eventail colori�e associ�e est form�e du cône des valuations et de ses faces.En fait, on peut d�emontrer que le cône des valuations de G=H est le domaine fonda-mental d'un groupe �ni WG=H engendr�e par des r�e
exions. De plus, WG=H est le groupede Weyl d'un syst�eme de racines attach�e �a G=H, et qui g�en�eralise le \petit syst�eme deracines" des espaces sym�etriques. La construction de ces invariants combinatoires des es-paces homog�enes sph�eriques est intimement li�ee �a la g�eom�etrie des vari�et�es \magni�ques"[B2], [Kn4], [L1], [L2], [Wa].Le groupe de Picard des vari�et�es sph�eriques est l'objet de la cinqui�eme partie. On yd�ecrit les diviseurs de Cartier sur ces vari�et�es, et on caract�erise les diviseurs engendr�es parleurs sections, ou amples, en suivant [B1]. On en d�eduit des crit�eres pour qu'un plongementd'un espace homog�ene sph�erique soit quasi-projectif, ou a�ne. En�n, on �etudie les facesdu \polytope moment" associ�e �a une vari�et�e sph�erique projective, au moyen de la th�eoriede Luna et Vust.Pour les vari�et�es toriques, le polytope moment est �a sommets entiers, et ceux-ci sonten bijection avec les points �xes du tore; plus g�en�eralement, les faces sont en bijectionavec les adh�erences des orbites. De plus, tout polytope convexe entier est le polytopemoment d'une unique vari�et�e torique, et on peut lire sur le polytope si la vari�et�e est lisse.On obtient ainsi un dictionnaire tr�es utile entre polytopes convexes entiers, et vari�et�estoriques projectives munies d'un �br�e en droites ample [Fu], [O].Dans le cadre des vari�et�es sph�eriques, les liens entre polytope moment et g�eom�etriede la vari�et�e sont plus compliqu�es, et en grande partie inexplor�es; en particulier, toutesles orbites peuvent contribuer �a la cr�eation de sommets. On trouvera quelques r�esultatspr�eliminaires en 5.3 et 5.4; la th�ese de Foschi [Fo] et un article r�ecent de Woodward[Wo] contiennent d'autres r�esultats sur les donn�ees combinatoires associ�ees aux espaceshomog�enes sph�eriques, ainsi que des applications aux polytopes moment et �a la g�eom�etriehamiltonienne.
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1. Quelques invariants discrets associ�es aux op�erations des groupes r�eductifs
1.1. Rang de l'action d'un groupe r�eductifOn commence par des notations et rappels sur les op�erations des groupes alg�ebriques.Dans ce texte, une vari�et�e est une vari�et�e alg�ebrique irr�eductible complexe. Lorsqu'ungroupe alg�ebrique lin�eaire complexe G op�ere dans une vari�et�e X, on dit que X est uneG-vari�et�e. Alors G op�ere dans l'alg�ebre C[X] des fonctions r�eguli�eres sur X, par

(gf)(x) := f(g�1x):
Il op�ere de même dans le corps C(X) des fonctions rationnelles sur X.Un G-module rationnel est un espace vectoriel complexe M muni d'une op�erationlin�eaire de G telle que, pour tout m 2 M , l'espace vectoriel engendr�e par les gm (g 2 G)est de dimension �nie, et que l'action de G dans cet espace vectoriel est alg�ebrique. Pourtoute G-vari�et�eX, le G-moduleC[X] est rationnel [KSS; p.5], mais en g�en�eral de dimensionin�nie.Des exemples fondamentaux de G-vari�et�es sont les G-modulesM (rationnels de dimen-sion �nie), et les espaces projectifs associ�es P(M). L'action de G dans une sous-G-vari�et�elocalement ferm�eee X d'un tel espace projectif est dite lin�eaire; une G-vari�et�e est locale-ment lin�eaire si elle admet un recouvrement par des ouverts stables par G et lin�eaires.Dans ce texte, on ne consid�erera que des vari�et�es localement lin�eaires; ceci comprend lesvari�et�es normales [KSS; p.64].Lorsque le groupe r�eductif G op�ere dans une vari�et�e X, l'action de G dans C[X]et C(X) va nous permettre de d�e�nir des invariants combinatoires. Pour cela, on aurabesoin de r�esultats sur les repr�esentations des groupes alg�ebriques lin�eaires, qu'on rappellebri�evement.Soit G un tel groupe, et soit M un G-module rationnel. On note M (G) l'ensembledes vecteurs propres de G dans M , et MG l'ensemble des points �xes. Pour m 2M (G) etg 2 G, on a gm = �(g)m o�u � : G ! C� est un homomorphisme de groupes alg�ebriques:un caract�ere de G. On dit que m est de poids �, et on note m 2 M (G)� . L'ensemble descaract�eres de G est un groupe ab�elien pour la multiplication. On note X (G) ce groupe, etX (M) l'ensemble des poids de M .Lorsque G est r�esoluble et connexe, M (G) est non trivial si M est non nul [Hu; 17.6].Si de plus G est un tore, alors M est somme directe de ses espaces propres M (G)� [Hu;15.3,15.4].Un G-module rationnelM est simple s'il n'admet aucun sous-module non trivial (alorsM est de dimension �nie); M est semi-simple s'il est somme directe de modules simples,ce qui �equivaut �a: tout sous-module de M admet un suppl�ementaire stable par G.On montre que G est r�eductif si et seulement si tout G-module rationnel est semi-simple [Hu; 14.3]. Soit alors B un sous-groupe de Borel de G, c'est-�a-dire un sous-grouper�esoluble, connexe et maximal pour ces propri�et�es. Lorsque G est connexe, un G-modulerationnel M est simple si et seulement si M (B) est une droite [Hu; 13.3]. Dans ce cas, laclasse d'isomorphisme deM est uniquement d�etermin�ee par le poids � associ�e �aM (B); c'estle plus grand poids de M . On param�etre ainsi les G-modules simples par le sous-ensemble
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de X (B) form�e des poids dominants. Dans l'espace vectoriel rationnel X (B)Q, l'ensembledes poids dominants est l'intersection du r�eseau X (B) et d'un cône convexe, la chambrede Weyl positive.On note d�esormais G un groupe r�eductif connexe, B un sous-groupe de Borel de G,et U l'ensemble des �el�ements unipotents de B. Alors U est un sous-groupe de B, et toutcaract�ere de U est trivial. En particulier, tout vecteur propre de B est �x�e par U .Par exemple, on peut prendre pour G le groupe lin�eaire GLn et pour B le sous-groupeform�e des matrices triangulaires sup�erieures inversibles; alors U est form�e des matricestriangulaires sup�erieures dont tous les coe�cients diagonaux sont �egaux �a 1.En g�en�eral, une G-vari�et�e X n'admet aucun recouvrement par des ouverts a�nesstables par G, comme le montre l'exemple de GLn op�erant dans Pn�1. Cependant, on vavoir qu'on peut recouvrir X par les translat�es par G d'ouverts a�nes stables par B.Proposition. Soient X une G-vari�et�e et Y une sous-vari�et�e de X, ferm�ee et stable parG. Il existe alors un ouvert X0 de X, a�ne, stable par B et rencontrant Y , tel que larestriction C[X0](B) ! C[X0 \ Y ](B)
est surjective.En particulier, lorsque G est un tore, toute G-vari�et�e admet un recouvrement par desouverts a�nes stables par G.D�emonstration. On peut supposer que X est contenu dans l'espace projectif P(M) o�u Mest un G-module. Soient X, Y les adh�erences de X, Y dans P(M); posons @X := X nX.Soient I(@X), I(Y ) les id�eaux homog�enes de C[M ] qui leur correspondent. Ces id�eauxsont stables par G, et I(@X) n'est pas contenu dans I(Y ) (car Y n'est pas contenu dans@X). On peut donc trouver f 2 I(@X) homog�ene et vecteur propre de B, tel que f =2 I(Y ).L'ouvert X \ (f 6= 0) = X \ (f 6= 0)
est alors a�ne et stable par B, et cet ouvert rencontre Y .Les sous-vari�et�es ferm�ees X, Y de P(M) d�e�nissent des cônes a�nes ~X, ~Y dans M .Soit ' 2 C[X0 \ Y ](B). Il existe alors un entier n � 0 tel que 'fn appartient �a C[ ~Y ].Cette alg�ebre est gradu�ee, et 'fn est homog�ene et vecteur propre de B. La restrictionC[ ~X] ! C[ ~Y ] est surjective, G-�equivariante et pr�eserve le degr�e. Il en r�esulte que 'fns'�etend en  2 C[ ~X](B) homog�ene de même degr�e. Alors ' est la restriction de  f�n, un�el�ement de C[X0](B).D�e�nition. Soit X une B-vari�et�e. Le groupe des poids de X est l'ensemble X (C(X)), not�eX (X). C'est un sous-groupe de X (B), et donc un groupe ab�elien libre de rang �ni: le rangde X, not�e rg(X).En associant �a chaque f 2 C(X)(B) son poids, on d�e�nit une suite exacte

1! C(X)B n f0g ! C(X)(B) ! X (X)! 0:
De plus, sous les hypoth�eses de la proposition, C(X) est le corps des fractions de C[X0].On en d�eduit que tout �el�ement de C(X)(B) est quotient de deux �el�ements de C[X0](B);ainsi, tout poids de B dans C(X) est di��erence de deux poids de B dans C[X0]. D'o�u le
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Corollaire. Pour toute G-vari�et�e X et pour toute sous-vari�et�e Y de X, ferm�ee et stablepar G, on a X (Y ) � X (X); en particulier, rg(Y ) � rg(X).
Consid�erons par exemple une G-vari�et�e X homog�ene et compacte. Alors X est iso-morphe �a G=P pour un sous-groupe parabolique P de G; par suite, le groupe U a uneorbite ouverte dans X (ceci r�esulte de la d�ecomposition de Bruhat [Hu; 28.3]). Ainsi, toutvecteur propre de B dans C(X) est une fonction constante; autrement dit, rg(X) = 0.Plus g�en�eralement, une G-vari�et�e est de rang nul si et seulement si elle est form�eed'orbites compactes (ceci sera d�emontr�e en 1.4).

1.2. Cônes et polytopes convexes associ�es �a l'action d'un groupe r�eductif
Soit X une G-vari�et�e a�ne. On note X (X)Q l'espace vectoriel rationnel X (X)
ZQ,et on note C(X) la r�eunion des demi-droites de X (X)Q, engendr�ees par les poids de Bdans l'alg�ebre C[X].

Proposition 1. L'ensemble C(X) est un cône convexe poly�edral, qui engendre l'espacevectoriel X (X)Q. De plus, pour tout x 2 X, le cône C(Gx) (associ�e �a l'adh�erence del'orbite Gx) est contenu dans C(X), avec �egalit�e pour x dans un ouvert non vide de X.
D�emonstration. L'espace vectoriel engendr�e par les vecteurs propres de B dans C[X]n'est autre que l'alg�ebre C[X]U ; celle-ci est de type �ni [Kr; III.3.2]. Soient f1; : : : ; fr desg�en�erateurs de C[X]U qui sont vecteurs propres de B; soient �1; : : : ; �r leurs poids. Alorstout � 2 X (C[X]) s'�ecrit a1�1 + � � �+ ar�r avec des entiers aj � 0, donc C(X) est le côneconvexe engendr�e par �1; : : : ; �r. De plus, puisque tout �el�ement de C(X)(B) est quotientde deux �el�ements de C[X](B), le groupe X (X) est engendr�e par �1; : : : ; �r. La premi�ereassertion en r�esulte.Soit x 2 X. Puisque Gx est ferm�e dans X et stable par G, tout vecteur propre deB dans C[Gx] s'�etend en un vecteur propre de B dans C[X]. Il en r�esulte que C(Gx) estcontenu dans C(X). Si de plus fj(x) 6= 0 pour tout i, alors �1; : : : ; �r sont des poids de Bdans C[Gx], donc C(X) = C(Gx).
Remarque. Plus g�en�eralement, soit X 0 une sous-vari�et�e de X, ferm�ee et stable par G; alorsC(X 0) est contenu dans C(X). Lorsque G = T est un tore et X est une adh�erence d'orbite,on montre que C(X 0) est une face du cône convexe C(X); on d�e�nit ainsi une bijectiond�ecroissante entre les sous-vari�et�es de X qui sont ferm�ees et stables par T , et les faces deC(X). En particulier, l'adh�erence d'une orbite d'un tore ne contient qu'un nombre �nid'orbites; ceci sera g�en�eralis�e en 1.3.

Revenons au cas g�en�eral, et d�eterminons la \partie lin�eaire" lin C(X) du cône C(X),c'est-�a-dire le plus grand sous-espace vectoriel contenu dans ce cône. On identi�e X (G) �aun sous-groupe de X (B). Pour tout sous-groupe H de G, on note X (G)H le groupe descaract�eres de G dont la restriction �a H est triviale, et X (G)HQ l'espace vectoriel rationnelassoci�e.
Proposition 2. Pour tout x 2 X tel que Gx est ferm�ee dans X, on a X (G)GxQ � lin C(X).De plus, il existe x tel que l'�egalit�e ait lieu.
D�emonstration. Si Gx est ferm�ee dans X, alors C(X) contient C(Gx) = C(G=Gx). Maisce dernier contient X (G)Gx , d'o�u la premi�ere assertion.
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Pour la seconde assertion, on peut supposer d'apr�es la proposition 1 que G a uneorbite ouverte dans X; alors X contient une unique orbite ferm�ee Gx [Kr; II.3.3]. Soit �un point non nul de lin C(X). On peut trouver un entier n > 0 tel que n� et �n� sont despoids de B dans C[X]. Soient fn�; f�n� 2 C[X] des vecteurs propres pour ces poids. Leproduit fn�f�n� est un vecteur propre de B dans C[X), de poids nul; il est donc invariantpar G. Puisque X contient une orbite ouverte de G, ce produit est une constante nonnulle, donc fn� n'a pas de z�ero dans X. Ainsi, fn� se restreint en une fonction inversiblesur Gx �= G=Gx, c'est-�a-dire en un multiple non nul d'un caract�ere de G trivial sur Gx[KSS; p.78].
On va d�eduire de la proposition 2 un crit�ere dû �a Sjamaar [S] pour que le cône C(X)soit saillant, c'est-�a-dire ne contienne aucune droite; on obtiendra aussi un crit�ere pourque C(X) soit un espace vectoriel. On note [G;G] le groupe d�eriv�e de G; c'est un groupealg�ebrique semi-simple, et le quotient G=[G;G] est un tore [Hu; 19.5].

Corollaire. (i) Le cône C(X) est saillant si et seulement si G = [G;G]Gx pour tout x 2 Xtel que Gx est ferm�e dans X.(ii) Le cône C(X) est un espace vectoriel si et seulement si: [G;G] op�ere trivialement dansX, et Gx est ferm�ee dans X pour tout x dans un ouvert non vide de X.
D�emonstration. (i) L'espace lin C(X) est trivial si et seulement si X (G)Gx est trivial pourtout x 2 X tel que Gx est ferm�ee. Puisque X (G) est �egal �a X (G=[G;G]) et que G=[G;G]est un tore, cela signi�e que G = [G;G]Gx.(ii) ()) L'ensemble des poids dominants du groupe semisimple [G;G] �etant un cônesaillant, ce groupe op�ere trivialement dans C[X] et donc dans X. Ainsi, on peut supposerque G est un tore. Soit x 2 X tel que C(Gx) = C(X). Par l'argument de la preuve de laproposition 2, tout vecteur propre de G dans C[Gx] est inversible. Ainsi, l'id�eal de GxnGxest trivial, donc Gx est ferm�e dans X.(() r�esulte des propositions 1 et 2.

On va introduire un analogue de C(X) lorsque X est une G-vari�et�e projective. Pourcela, on commence par rappeler la notion de �br�e en droites G-lin�earis�e.
D�e�nition. Soient X une G-vari�et�e et p : L ! X un �br�e en droites sur X. Une G-lin�earisation de L est une action de G dans la vari�et�e L, telle que p est G-�equivariante etque G op�ere lin�eairement dans les �bres de L.

Le groupe G op�ere alors dans l'espace des sections �(X;L), et ce dernier est unG-module rationnel [KSS; p.67]. Observons qu'une G-lin�earisation de L d�e�nit une G-lin�earisation de toute puissance tensorielle L
n, et que G op�ere dans l'alg�ebre gradu�ee
1M
n=0 �(X;L


n)
par automorphismes.Pour tout �br�e en droites L sur une G-vari�et�e normale X, il existe un entier positifn tel que L
n admet une G-lin�earisation; si de plus l'alg�ebre C[G] est factorielle, on peutprendre n = 1 [KSS; p.67].
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Soit X une G-vari�et�e projective, et L un �br�e en droites ample et G-lin�earis�e sur X.Notons P (X;L) le sous-ensemble de X (B)Q form�e des points qui s'�ecrivent �=n o�u n estun entier positif et � est un poids de B dans �(X;L
n).Proposition 3. Avec les notations pr�ec�edentes, P (X;L) est un polytope convexe dansX (B)Q. L'espace a�ne engendr�e par ce polytope a pour direction X (X)Q; en particulier,la dimension de P (X;L) est �egale au rang de X. De plus, P (X;L) contient P (Gx;L) pourtout x 2 X, avec �egalit�e pour x dans un ouvert non vide de X.D�emonstration. Puisque L est ample, l'alg�ebre
R := 1M

n=0 �(X;L

n)

est de type �ni. D'apr�es [Kr; III.3.2], la sous-alg�ebre
RU = 1M

n=0 �(X;L

n)U :

est aussi de type �ni. Soient f1; : : : ; fr des g�en�erateurs de RU , homog�enes et vecteurs pro-pres de B; soient (n1; �1); : : : ; (nr; �r) leurs degr�es et poids, et soit P l'enveloppe convexedes points �1=n1; : : : ; �r=nr. Si f 2 �(X;L
n) est vecteur propre de B de poids �, alorsf est combinaison lin�eaire de monômes de la forme fa11 � � � farr avec a1n1+ � � �+ arnr = n,d'o�u �n = rX
j=1

ajnjn �jnj :
Ainsi, tout point de P (X;L) est dans P . R�eciproquement, tout point de P s'�ecrit sous laforme

p = rX
j=1 tj�j

avec des tj 2 Q�0 tels que t1n1 + � � � + trnr = 1. Soit n un d�enominateur commun �at1; : : : ; tr; alors fnt11 � � � fntrr
est vecteur propre de B dans �(X;L
n) de poids n(t1�1 + � � � + tr�r) = np. Par suite,p 2 P (X;L). En�n, tout �el�ement de C(X)(B) est quotient de deux vecteurs propres de Bdans un même espace �(X;L
n); la seconde assertion en r�esulte. La preuve de la derni�ereassertion est analogue �a celle de la proposition 1.Exemples. 1) Soit G un tore; soit XG l'ensemble de ses points �xes dans X, et soientX1; : : : ; Xr les composantes connexes de XG. Si x 2 Xj , le groupe G op�ere dans la �breLx par un caract�ere qui ne d�epend que de i; notons ce caract�ere �j(L). On montre alorsque P (X;L) est l'enveloppe convexe des points ��1(L); : : : ;��r(L).2) Soit X une G-vari�et�e compacte homog�ene. Ecrivons X = G=P o�u P est un sous-groupeparabolique de G. Quitte �a remplacer P par un conjugu�e, on peut supposer que le produit
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BP est ouvert dans G. Si L est un �br�e en droites G-lin�earis�e sur G=P , alors P op�eredans la �bre de L au point de base (la classe de P ) par un caract�ere �; ceci d�e�nit unebijection des �br�es G-lin�earis�es (appel�es aussi homog�enes) sur les caract�eres de P [KSS;p.65]. De plus, le G-module �(X;L) est simple, de plus grand poids �� si ce poids estdominant; sinon, �(X;L) = 0. On en d�eduit que L est engendr�e par ses sections globales(resp. ample) si et seulement si �� est dominant (resp. est dominant et ne s'�etend �a aucunsous-groupe contenant strictement P ). Dans ce dernier cas, P (X;L) est form�e du point�� [Hu; 31.6].
3) Soit G = GLn, et soit M l'espace des formes quadratiques en n variables x1; : : : ; xn,dans lequel G op�ere par changement lin�eaire de variables; soit en�n X = P(M) muni du�br�e ample G-lin�earis�e O(1). On va d�eterminer les sommets de P (X;L).Pour 1 � j � n, soit Vj le sous-espace de Cn d�e�ni par l'annulation des xk (k > j);notons fj : M ! C l'application qui associe �a toute forme quadratique le discriminantde sa restriction �a Vj . Alors fj est polynomiale, homog�ene de degr�e j, et vecteur proprede B (car Vj est stable par B). En notant �j le plus grand poids du G-module simple^jCn, on v�eri�e que le poids de fj par rapport �a B est 2�j . De plus, l'ensemble desq 2M tels que fj(q) 6= 0 pour tout j n'est autre que l'orbite B(x21+ � � �+x2n), et f1; : : : ; fnsont des �equations des composantes irr�eductibles du compl�ementaire de cette orbite (ene�et, cela r�esulte de l'algorithme pour d�ecomposer une forme quadratique en sommes decarr�es). On en d�eduit que tout vecteur propre de B dans C[M ] est proportionnel �a unmonôme fa11 � � � fann . Puisque chaque �(X;L
n) est form�e des fonctions polynomiales surM , homog�enes de degr�e n, on conclut que P (X;L) est l'enveloppe convexe des points2�j=j o�u 1 � j � n. En particulier, P (X;L) a des sommets non entiers lorsque n � 3, carchaque �j est indivisible dans le groupe des caract�eres de B.Revenons au cas d'une G-vari�et�e a�ne X. Il existe alors un G-moduleM qui contientX comme sous-vari�et�e ferm�ee, stable par G. Suivant Sjamaar [S; Theorem 4.8], on vaexprimer C(X) en termes du polytope associ�e aux \directions asymptotiques" de X.Plongeons M dans l'espace projectif P(M �C), notons X l'adh�erence de X et L larestriction �a X du �br�e O(1) avec sa G-lin�earisation naturelle. En�n, soient Y1; : : : ; Yr lescomposantes irr�eductibles de l'intersection de X avec l'hyperplan �a l'in�ni P(M � 0). Onpeut maintenant �enoncer le r�esultat suivant, dont on donnera une d�emonstration plutôtlaborieuse.
Th�eor�eme. Avec les notations pr�ec�edentes, le cône C(X) est engendr�e par P (X;L) et cedernier est l'enveloppe convexe de 0 et de P (Y1;L); : : : ; P (Yr;L).D�emonstration. Pour tout entier n � 0, notons C[M ]�n l'espace des fonctions polynomi-ales sur M qui sont de degr�e au plus n. Soit C[X]�n l'image de cet espace dans C[X].Notons en�n t l'image dans C[X] de la projection deM�C sur C. Celle-ci est un �el�ementde C[M ]�1, donc t 2 C[X]�1. On peut voir t comme une section G-invariante de L surX. Puisque t 6= 0, le polytope P (X;L) contient 0.Plus g�en�eralement, l'espace �(P(M � C);L
n) s'identi�e �a C[M ]�n; ceci identi�eC[X]�n �a l'image de la restriction

�(P(M �C);L
n)! �(X;L
n):
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Cette application est surjective pour n assez grand. Il existe donc un entier n0 > 0 tel que
�(X;L
n) = C[X]�n

pour tout n � n0.Soit f 2 C[X] un vecteur propre de B de poids �. Pour n assez grand, on peutconsid�erer f comme un �el�ement de �(X;L
n); alors �=n 2 P (X;L). Ainsi, C(X) estcontenu dans le cône sur P (X;L).R�eciproquement, soit p 2 P (X;L). Ecrivons p = �=n o�u � est le poids d'un vecteurpropre f de B dans �(X;L
n). Alors fn0 est un vecteur propre de B dans C[X]�nn0 , depoids n0� = nn0p. Par suite, p 2 C(X). Nous avons montr�e que le cône C(X) est engendr�epar P (X;L).Soit AX l'alg�ebre des coordonn�ees homog�enes deX; d�e�nissons de même AY1 ; : : : ; AYr .Chaque AYj est un quotient de AX , donc P (Yj ;L) est contenu dans P (X;L). Ainsil'enveloppe convexe de 0 et des P (Yj ;L) est contenue dans P (X;L).R�eciproquement, soit p un �el�ement non nul de P (X;L). Alors AX contient une in�nit�ed'�el�ements homog�enes de degr�e n et de poids np. D'autre part, le G-module gradu�e AXest isomorphe �a 1M
n=0 t

nAX=tn+1AX :
Ce dernier est un quotient de 1M

n=0 (AX=tAX)t
n:

Par suite, AX=tAX contient une in�nit�e de vecteurs propres de B de poids np, homog�enesde degr�e dn pour 0 < dn � n. D'autre part, le quotient de AX=tAX par son id�eal form�edes �el�ements nilpotents est l'alg�ebre des coordonn�ees homog�enes sur
X \ (t = 0) = Y1 [ � � � [ Yr:

En particulier, AX=tAX poss�ede r id�eaux premiers minimaux I1; : : : ; Ir, et les quotientscorrespondants sont AY1 ; : : : ; AYr . D'apr�es le lemme ci-dessous, il existe donc t 2]0; 1] etun indice j tels que p=t 2 P (Yj ;L). Ainsi, p est dans l'enveloppe convexe de 0 et P (Yj ;L).Lemme. Soit A une alg�ebre gradu�ee, de type �ni, dans laquelle G op�ere par automor-phismes. Soit p 2 X (B)Q non nul, tel que A contient un vecteur propre de B de poids np,homog�ene de degr�e dn, pour une in�nit�e d'entiers n > 0 et pour une suite (dn) d'entierstels que 0 < dn � n. Alors il existe un id�eal premier minimal I de A, et un entier m > 0,tels que A=I contient un vecteur propre de B de poids mp, homog�ene de degr�e mt o�u0 < t � 1.D�emonstration. L'alg�ebre AU est gradu�ee et de type �ni; on voit facilement que ses id�eauxpremiers mininaux sont IU1 ; : : : ; IUr . En rempla�cant A par AU et G par le tore B=U , onpeut donc supposer que G est un tore. Alors A admet une �ltration �nie par des id�eauxhomog�enes et stables par G, telle que chaque sous-quotient est de la forme (A=J)x o�u J
11



est un id�eal premier homog�ene et stable par G, et o�u x est homog�ene (d'un degr�e d) etvecteur propre de G (d'un poids �). Par suite, il existe un tel sous-quotient (A=J)x et unein�nit�e d'entiers n tels que (np; dn) = (�; d) + (�n; en)
o�u A=J contient un vecteur propre de G de poids �n, homog�ene de degr�e en. Ainsi, il enest de même pour A=I o�u I est un id�eal premier minimal de A contenu dans J .Observons que en 6= 0 pour tout n assez grand (en e�et, si en = 0 alors �n = 0). SoitP le polytope convexe associ�e �a la vari�et�e projective d�e�nie par A=I. Alors �n=en 2 P sien 6= 0; en particulier, la suite (�n=en) reste born�ee lorsque n!1. Puisque

�nen = np� �dn � d ;
il en r�esulte que toute valeur d'adh�erence t de la suite (dn=n) v�eri�e: t > 0 et p=t 2 P .
1.3. Complexit�e de l'action d'un sous-groupe de BorelD�e�nition. Soit � un groupe alg�ebrique lin�eaire op�erant dans une vari�et�e X. La complexit�ede cette op�eration est la codimension minimale d'une orbite de � dans X, not�ee c�(X).D'apr�es un th�eor�eme de Rosenlicht [KSS; p. 23], il existe un ouvert non vide X0 de Xet un morphisme � de X0 sur une vari�et�e X0=�, qui v�eri�ent les deux conditions suivantes:(i) Les �bres de � sont les orbites de � dans X0.(ii) � induit un isomorphisme de C(X0=�) sur C(X0)� = C(X)�.Il en r�esulte que c�(X) est la dimension de X0=�, qui s'interpr�ete comme la dimensionde la famille des orbites g�en�erales de � dans X; c'est aussi le degr�e de transcendance ducorps C(X)� sur C.Si de plus Y est une sous-vari�et�e de X, ferm�ee et stable par �, il peut arriver quec�(Y ) > c�(X). Par exemple, soit � = GLn op�erant dans l'espace X des matrices n�n parmultiplication �a gauche, et soit Y l'ensemble des matrices de rang au plus 1. Alors c�(X) =0 car les matrices inversibles forment une orbite ouverte de � dans X. Mais c�(Y ) = n�1;plus pr�ecis�ement, le quotient Y=G est isomorphe �aPn�1. En e�et, �a multiplication �a gauchepr�es par une matrice inversible, toute matrice de rang 1 est uniquement d�etermin�ee parson noyau, un hyperplan de Cn.Cependant, pour l'action d'un sous-groupe de Borel de G dans une G-vari�et�e, on a ler�esultat suivant, dû �a Vinberg [Vi].Th�eor�eme. Pour toute G-vari�et�e X et pour toute sous-vari�et�e Y ferm�ee et stable par B,on a cB(Y ) � cB(X) et rg(Y ) � rg(X).D�emonstration (d'apr�es [Kn3]). Le groupe G est engendr�e par ses sous-groupes parabo-liques qui contiennent strictement B et qui sont minimaux pour cette propri�et�e (ceci r�esultepar exemple de [Hu; 29.3]. On peut donc trouver une suite de sous-groupes paraboliquesminimaux (P1; : : : ; Pr) telle que P1 � � �PrY est stable par G. Ainsi, il su�t de montrer lesassertions suivantes:(i) Si Y est une sous-vari�et�e de X, ferm�ee et stable par B, et si P est un sous-groupe parabolique minimal de G contenant B, alors PY est une sous-vari�et�e ferm�ee deX, v�eri�ant cB(Y ) � cB(PY ) et rg(Y ) � rg(PY ).
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(ii) cB(Y ) � cB(X) si Y est une sous-vari�et�e de X, ferm�ee et stable par G (alors ona d�ej�a vu que rg(Y ) � rg(X)).Montrons (i); on peut supposer PY 6= Y . Le groupe B op�ere dans P � Y par
p(b; y) = (pb�1; by)

et le quotient par cette action existe; notons-le P �B Y . On peut voir ce quotient commele sous-ensemble de P=B � X form�e des (pB; x) tels que x 2 pY . L'action de P dansP � Y via la multiplication �a gauche de P munit P �B Y d'une structure de P -vari�et�e;l'application B-invariante (p; y) 7! py d�e�nit un P -morphisme
� : P �B Y ! PY

(restriction de la projection P=B � X ! X). Puisque P=B est isomorphe �a la droiteprojective [Hu; 25.3], � est propre et on a
dim(P �B Y ) = dim(P=B) + dim(Y ) = dim(Y ) + 1:

Par suite, � est surjectif et de degr�e �ni; son image PY est une sous-vari�et�e ferm�ee de X.Soit s 2 P nB; posons Bs := B\sBs�1. Alors BsB=B = B=Bs est ouvert dans P=B,donc B �Bs sY est ouvert dans P �B Y . D'o�u
cB(PY ) = cB(P �B Y ) � cB(B �Bs sY ) = cBs(sY ) = cBs(Y ) � cB(Y ) :

De même, X (Y ) s'identi�e �a un sous-groupe de X (P �B Y ). Mais comme � est de degr�e�ni, X (PY ) est un sous-groupe d'indice �ni de X (P �B Y ), d'o�u rg(Y ) � rg(PY ).Montrons maintenant (ii). Soit X0 comme dans la proposition 1.1 et soit f 2 C(Y )Bnon nulle. On peut �ecrire f = u=v o�u u; v 2 C[X0 \ Y ] sont vecteurs propres de B demême poids. On peut ensuite relever u; v en des fonctions r�eguli�eres sur X0 et vecteurspropres de B; ainsi, f se rel�eve en une fonction rationnelle sur X, invariante par B etd�e�nie sur Y . Il en r�esulte que le degr�e de transcendance de C(Y )B est au plus le degr�ede transcendance de C(X)B .Corollaire. Soit X une G-vari�et�e. Si B a une orbite ouverte dans X, alors B n'a qu'unnombre �ni d'orbites dans X.D�emonstration. Soit Y une sous-vari�et�e ferm�ee de X, stable par B, contenant une in�nit�ed'orbites de B, et minimale pour ces propri�et�es. D'apr�es le th�eor�eme ci-dessus, on acB(Y ) = 0, c'est-�a-dire: Y contient une orbite ouverte O de B. Alors Y nO est stable parB, strictement contenue dans Y , et contient une in�nit�e d'orbites de B. Il en est donc demême pour une composante irr�eductible de Y n O, ce qui est absurde.On va maintenant donner une interpr�etation alg�ebrique de la complexit�e.Proposition. (i) Soit X une G-vari�et�e a�ne et soit � un point de l'int�erieur relatif deC(X). Alors l'espace 1M
n=0 C[X](B)n�
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est une alg�ebre gradu�ee de type �ni, et de dimension cB(X) + 1.(ii) Soit X une G-vari�et�e projective et soit L un �br�e en droites ample et G-lin�earis�e surX; soit � un point de l'int�erieur relatif de P (X;L). Alors l'espace
1M
n=0 �(X;L


n)(B)n�
est une alg�ebre gradu�ee de type �ni, de dimension cB(X) + 1.D�emonstration. (i) L'alg�ebre C[X]U est de type �ni, et B op�ere dans cette alg�ebre viason quotient B=U , un tore not�e T . Quitte �a remplacer T par un revêtement �ni, on peutsupposer que � 2 X (T ). Soit t une ind�etermin�ee de poids ��; alors l'alg�ebre

A := (C[X]U 
C[t])T
est de type �ni, et isomorphe �a �1n=0C[X](B)n� .Soit K le corps des fractions de l'alg�ebre gradu�ee A, et soit K0 le sous-corps de Kform�e des �el�ements homog�enes de degr�e 0. Alors le degr�e de transcendance de K0 estdim(A) � 1, et K0 est contenu dans C(X)B . Pour montrer que cB(X) = dim(A) � 1, ilsu�t de v�eri�er que K0 = C(X)B .Soit f 2 C(X)B . On peut �ecrire f = u=v avec u; v 2 C[X](B) de même poids �. Avecles notations de la preuve de la proposition 1.2, �ecrivons � =Prj=1 aj�j o�u les aj sont desentiers non n�egatifs. Puisque � est dans l'int�erieur de C(X), on peut �ecrire � =Prj=1 tj�jo�u les tj sont des rationnels positifs. Soit n un entier tel que nt1 � a1; : : : ; ntr � ar sontdes entiers non n�egatifs. Posons

' := rY
j=1 f

ntj�ajj :
Alors u', v' sont des vecteurs propres de B dans C[X] de poids n�, et f = (u')=(v').La preuve de (ii) est similaire.Remarque. Il r�esulte de (i) que la complexit�e d'une G-vari�et�e a�ne X est le plus petitentier c tel que la multiplicit�e dans C[X] du G-module simple de plus grand poids n� crô�tau plus comme nc. On en d�eduit que X contient une orbite ouverte de B si et seulement sile G-moduleC[X] est sans multiplicit�e (c'est-�a-dire somme directe de sous-modules simplesdeux �a deux non isomorphes). Ceci sera g�en�eralis�e en 2.1.
1.4. Structure locale au voisinage d'une orbite compacte et applicationsOn va �etablir un r�esultat de structure locale pour l'action de G dans l'espace pro-jectif d'un G-module M , au voisinage d'une orbite ferm�ee Y . L'analogie avec les actionsdi��erentiables des groupes compacts sugg�ere l'existence d'un voisinage de Y dans P(M),stable par G et isomorphe (de fa�con �equivariante) �a un voisinage stable par G de la sectionnulle dans le �br�e normal de Y . Il en r�esulterait que Y admet une r�etraction locale (c'est-�a-dire une application rationnelle ' : P(M)� ! Y d�e�nie au voisinage de Y , et telle que
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'(y) = y pour tout y 2 Y ) �equivariante; mais cela est faux en g�en�eral, comme le montrel'exemple ci-dessous.Comme dans l'exemple 3 en 1.2, soit G = GLn et soit M l'espace des formes quadra-tiques en les variables x1; : : : ; xn, dans lequel G op�ere par changement lin�eaire de variables.Les orbites de G dans M sont les formes quadratiques de rang �x�e; par suite, G a uneunique orbite ferm�ee Y dans P(M), l'image des formes de rang 1. Soit y = [x21]; alorsy 2 Y et le groupe d'isotropie Gy est le stabilisateur de l'hyperplan (x1 = 0). Le grouped'isotropie du point [x21 + � � � + x2n] est engendr�e par le groupe orthogonal On et par leshomoth�eties. Ce groupe ne stabilise aucun hyperplan; autrement dit, il n'est conjugu�e �aaucun sous-groupe de Gy. Par suite, Y n'admet pas de r�etraction locale �equivariante dansP(M).Cependant, on va d�ecrire l'action d'un sous-groupe parabolique de G dans un ouverta�ne de P(M) qui rencontre Y . En e�et, soit � la forme lin�eaire sur M d�e�nie par�(q) = q(1; 0; : : : ; 0). Toute forme quadratique q telle que �(q) 6= 0 s'�ecrit de fa�con unique
q(x1; : : : ; xn) = c(x1 + a2x2 + � � �+ anxn)2 + q0(x2; : : : ; xn)

o�u c est un nombre complexe non nul, (a2; : : : ; an) 2 Cn�1, et q0 est une forme quadratique.Soit P(M)� l'ouvert de P(M) o�u � ne s'annule pas; alors P(M)� coupe Y suivantl'ensemble form�e des [(x1 + a2x2 + � � � + anxn)2]. Cet ensemble est l'orbite de y sous legroupe des applications de la forme
(x1; : : : ; xn) 7! (x1; : : : ; xn�1; x1 + a2x2 + � � �+ anxn):

Observons que ce groupe est le radical unipotent Ru(P ) o�u P est le groupe d'isotropie dupoint [1; 0; : : : ; 0] de P(Cn), autrement dit, le groupe d'isotropie de [�]. De plus, P est unsous-groupe parabolique de G, et l'intersection P \Gy =: L est isomorphe �a C� �GLn�1;c'est un sous-groupe r�eductif maximal de P et de Gy, et le groupe P est produit semi-directdu sous-groupe distingu�e Ru(P ) avec L.Soit S l'image dans P(M) de l'ensemble des formes quadratiques qui s'�ecrivent
cx21 + q0(x2; : : : ; xn)

avec c 2 C�. Alors S est stable par L, et l'application
Ru(P )� S ! P(M)�(g; [q]) 7! [gq]

est un isomorphisme P -�equivariant, o�u P = Ru(P )L op�ere dans Ru(P )� S par
ul(g; x) = (ulgl�1; lx):

On va obtenir un r�esultat analogue pour un groupe r�eductif G, un G-module M , etune orbite ferm�ee Y de G dans P(M). Le stabilisateur de tout point de Y est alors unsous-groupe parabolique de G. On peut donc trouver y 2 Y tel que By est ouvert dans
15



Y . Choisissons m 2 M tel que y = [m]. Il existe alors � 2 (M�)(B) tel que h�;mi = 1.Soit P le stabilisateur dans G de [�]; c'est un sous-groupe parabolique de G, oppos�e �a Gy.Autrement dit, L := P \Gy est un sous-groupe r�eductif maximal de P et de Gy. L'ouverta�ne P(M)� de P(M) est stable par P et contient By = Py; on va d�ecrire l'action de Pdans cet ouvert. On note Ru(P ) le radical unipotent de P ; on a la d�ecomposition de LeviP = Ru(P )L [Hu; 30.2].Th�eor�eme. Avec les notations pr�ec�edentes, il existe une sous-vari�et�e ferm�ee S de P(M)�,stable par L et contenant y, telle que l'application
� : Ru(P )� S ! P(M)�(g; x) 7! g � x

est un isomorphisme P -�equivariant.D�emonstration. On commence par se ramener au cas o�u le G-module M est simple. Pourcela, consid�erons le sous-G-module de M engendr�e par m, not�e hGmi, et aussi le sous-G-module de M� engendr�e par �, not�e hG�i. Ces modules sont simples, et on a
M = hGmi � hG�i?:

La projection correspondante de M sur hGmi induit une application rationnelle
' : P(M)� ! P(hGmi)

qui est G-�equivariante, et d�e�nie sur P(M)�; ce dernier est l'image inverse de P(hGmi)�.De plus, Y est contenue dans P(hGmi), et la restriction de ' �a Y est l'identit�e. Par suite,si le th�eor�eme est vrai pour P(hGmi) avec une sous-vari�et�e S, il est aussi vrai pour P(M)avec '�1(S).On suppose d�esormais que M est simple. Consid�erons l'espace tangent Tm(Gm) �al'orbite Gm. Puisque m est vecteur propre de P de poids non nul, Tm(Gm) est stable parP et contient la droite Cm. Comme L est un sous-groupe r�eductif de P , on peut trouverune d�ecomposition M = Tm(Gm)� E
o�u E est stable par L. On pose

S := P(Cm+ S)�:
C'est une sous-vari�et�e ferm�ee de P(M)�, stable par L et contenant y; elle est isomorphe �al'espace a�ne m+ E. Observons que S est transverse �a Y en y dans P(M), c'est-�a-dire:

Ty(P(M)) = Ty(Y )� Ty(S) = Ty(Gy)� Ty(S):
En e�et, cela r�esulte aussitôt de l'hypoth�ese sur E.Choisissons un tore maximal T de L, et notons � le poids du vecteur propre � de B.Alors le poids de m est ��, et tout autre poids de T dans M est de la forme ��+ � o�u �est une combinaison lin�eaire de racines simples, �a coe�cients entiers positifs [Hu; 31.2]. Il
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en r�esulte que la T -vari�et�e P(M)� contient une unique orbite ferm�ee: le point �xe y. Onmontre de même que le point �xe (1; y) est l'unique orbite ferm�ee de T dans Ru(P ) � S.En�n, �(1; y) = y.Montrons que la di��erentielle de � en (1; y) est bijective. Notons U l'alg�ebre de Liede Ru(P ), c'est-�a-dire son espace tangent en l'�el�ement neutre. Puisque Py = Ru(P )y estouvert dans Gy, on a Ty(Gy) = Uy et Tm(Gm) = Cm + Um; puisque � est �x�ee parRu(P ), elle s'annule identiquement sur Um, donc cet espace rencontre trivialement Cm.On a ainsi Tm(Gm) = Cm� Um et M = Cm� Um� E:
On peut donc identi�er P(M)� avec l'espace a�ne m + (Um � E). Ceci identi�e S avecm+ E, et � avec l'application (g;m+ x) 7! g(m+ x). On a donc, pour � 2 U et x 2 E:

d�(1;y)(�; x) = �m+ x;
d'o�u l'assertion car l'application U ! Um : � 7! �m est bijective (en e�et, le grouped'isotropie de m dans Ru(P ) est trivial).Consid�erons l'ensemble des points de Ru(P )� S o�u la di��erentielle de � est bijective.C'est un ouvert stable par T et contenant (1; y), l'unique orbite ferm�ee de T . Il suit quela di��erentielle de � est bijective en tout point. Par suite, l'image de � est ouverte dansP(M)�. Cette image est stable par T et contient y, l'unique orbite ferm�ee de T ; il enr�esulte que � est surjective. Ainsi, � est un revêtement. Comme Ru(P )�S et P(M)� sontdes espaces a�nes, on conclut que � est un isomorphisme.On trouvera une version plus pr�ecise de ce th�eor�eme dans [BLV], et des g�en�eralisationsou d'autres d�emonstrations dans [BL] et [Kn2]. Voici maintenant une premi�ere application.Corollaire 1. Pour une G-vari�et�e X, les conditions suivantes sont �equivalentes:(i) rg(X) = 0.(ii) Toute orbite de G dans X est compacte.D�emonstration. (i))(ii) D'apr�es le corollaire �a la proposition 1.1, on peut supposer Xhomog�ene. Il existe alors un G-module M tel que X est une sous-G-vari�et�e localementferm�ee de P(M). Soit Y une orbite compacte de G dans X. On obtient alors un sous-groupe parabolique P de G, un sous-groupe de Levi L de P et une sous-vari�et�e quasi-a�ne S de X, tels que S est stable par L et que l'application Ru(P ) � S ! X est uneimmersion ouverte. De plus, S contient un point �xe de L dans Y . Il en r�esulte queC(X)(B) = C(S)(B\L), puis que rg(S) = rg(X) = 0. En particulier, tout vecteur proprede B \ L dans C[S] est de poids nul, donc �x�e par L. Par suite, L op�ere trivialementdans C[S]. Comme S est quasi-a�ne, L op�ere trivialement dans S; en particulier, S estform�e de points �xes d'un tore maximal T de L. Mais l'ensemble des points �xes de Tdans l'espace homog�ene G=H est �ni, donc S est un point; alors Y = X = X.(ii))(i) Soit f 2 C(X)(B). On peut trouver une orbite Y de G dans X telle que fest d�e�nie sur Y . Puisque Y est compacte, le poids de f est nul.Une autre application du th�eor�eme ci-dessus concerne la structure locale du polytopeP (X;L) associ�e �a une G-vari�et�e projective X munie d'un �br�e en droites L ample et G-lin�earis�e. Plus pr�ecis�ement, �etant donn�e un point p de P (X;L), on va d�ecrire le côneconvexe engendr�e par �p+ P (X;L), c'est-�a-dire la forme de P (X;L) au voisinage de p.
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�Ecrivons p = �=n o�u � est un poids de B dans �(X;L
n). Soit � 2 �(X;L
n) unvecteur propre de B de poids �, et soit X� l'ouvert de X o�u � ne s'annule pas; puisqueL est ample, X� est a�ne. Notons P le stabilisateur dans G de la droite engendr�ee par�; c'est un sous-groupe de G qui contient B et qui laisse stable X�. Observons que P ned�epend que de p.Corollaire 2. (i) Avec les notations pr�ec�edentes, il existe un sous-groupe de Levi L de Pet une sous-vari�et�e S de X�, ferm�ee et stable par L, tels que l'application
Ru(P )� S ! X�

est un isomorphisme.(ii) Pour S comme ci-dessus, le groupe X (X) s'identi�e �a X (S), et le cône convexe engendr�epar �p+ P (X;L) s'identi�e �a C(S). En particulier, le rang de la G-vari�et�e X est �egal aurang de la L-vari�et�e S; on a le même �enonc�e pour la complexit�e.(iii) La dimension de la plus petite face de P (X;L) qui contient p est le maximum desrangs des groupes X (L)Lx pour x 2 S tel que Lx est ferm�ee dans S.(iv) Le point p est un sommet (resp. dans l'int�erieur relatif) de P (X;L) si et seulement siL = [L;L]Lx pour tout x 2 L tel que Lx est ferm�ee dans S (resp. [L;L] op�ere trivialementdans S, et Lx est ferm�ee dans S pour tout x dans un ouvert non vide de S).(v) Tout sommet de P (X;L) qui appartient �a l'int�erieur de la chambre de Weyl positiveest entier (c'est-�a-dire dans X (B)).D�emonstration. (i) Soit N le sous-G-module de �(X;L
n) engendr�e par �; alors N estsimple, ainsi que son dual M . Pour tout x 2 X�, l'ensemble des � 2 N tels que �(x) = 0est un hyperplan de N qui ne contient pas �, c'est-�a-dire un point de P(M)�. On d�e�nitainsi un morphisme P -�equivariant de X� vers P(M)�. L'existence de L et de S en r�esulteen appliquant le th�eor�eme ci-dessus.(ii) On a C(X)(B) = C(X�)(B) = C(S)(B\L)
d'o�u l'identi�cation de X (X) avec X (S), et l'assertion sur le rang.Pour tout entier m � 0, et tout � 2 �(X;L
m), la fonction rationnelle ���m estr�eguli�ere sur X�. De plus, comme L est ample, l'alg�ebre C[X�] est r�eunion croissante deses sous-espaces �(X;L
m)��m: Observons que la r�eunion des poids de B dans ces sous-espaces engendre le cône �p+ P (X;L); d'autre part, on a C[X�](B) = C[S](B\L) d'o�u lesautres assertions.(iii) Soit F la plus petite face de P (X;L) qui contient p. L'espace a�ne engendr�epar F a pour direction la partie lin�eaire du cône engendr�e par �p+ P (X;L), c'est-�a-direlin C(S) d'apr�es (ii).(iv) r�esulte aussitôt du corollaire 1.2.(v) Soit p un point int�erieur de la chambre de Weyl positive; alors P = B. Si de plusp est un sommet de P (X;L), alors d'apr�es (iv), l'ouvert X� contient des points �xes deT . Pour un tel point x, soit �x le poids de T dans la �bre Lx. Puisque � 2 �(X;L
n) nes'annule pas en x, le poids de � est �n�x, d'o�u p = �=n = ��x.
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2. Vari�et�es sph�eriques
2.1. Espaces homog�enes et vari�et�es sph�eriquesOn rappelle que G d�esigne un groupe r�eductif connexe, B un sous-groupe de Borel deG, et U le radical unipotent de B.D�e�nitions.Une G-vari�et�e X est sph�erique si X est normale et contient une orbite ouverte de B.Un sous-groupe H de G est sph�erique si l'espace homog�ene G=H est sph�erique.Parmi les vari�et�es sph�eriques, on trouve:� les espaces homog�enes sous G et compacts (en e�et, un tel espace est isomorphe �a G=Ppour un sous-groupe parabolique P de G, et on a vu que U a une orbite ouverte dansG=P ),� plus g�en�eralement, les espaces homog�enes G=H o�u H est un sous-groupe ferm�e de Gcontenant U ,� les vari�et�es toriques, c'est-�a-dire les vari�et�es alg�ebriques normales dans lesquelles un toreT op�ere avec une orbite ouverte (ici G = B = T ),� le groupe G vu comme espace homog�ene sous G � G, qui op�ere par multiplication �agauche et �a droite (alors le sous-groupe de Borel B � B de G � G a une orbite ouvertedans G, d'apr�es la d�ecomposition de Bruhat),� l'espace homog�ene GLn=On o�u On d�esigne le groupe orthogonal complexe de la formequadratique x21 + � � �+ x2n (en e�et, si B est le sous-groupe de Borel standard de GLn, onv�eri�e que le produit BOn est ouvert dans G),� l'espace des formes quadratiques pour l'op�eration de GLn (en e�et, les formes quadra-tiques non d�eg�en�er�ees sont une orbite de GLn, isomorphe �a GLn=On).Observons que On est le groupe des points �xes de l'involution � de GLn d�e�nie par�(g) = (tg)�1; autrement dit, GLn=On est un exemple d'espace sym�etrique. On peutmontrer que tout espace sym�etrique est sph�erique [Vu1].On va donner deux caract�erisations des vari�et�es sph�eriques; pour les �enoncer, on aurabesoin de laD�e�nition. Deux G-vari�et�es X et X 0 sont birationnellement isomorphes s'il existe deuxouverts non vides X0 de X et X 00 de X 0, stables par G et isomorphes comme G-vari�et�es.Th�eor�eme. Pour une G-vari�et�e normale et quasi-projective X, les conditions suivantessont �equivalentes:(i) X est sph�erique.(ii) Toute G-vari�et�e birationnellement isomorphe �a X ne contient qu'un nombre �ni d'or-bites de G.(iii) Pour tout �br�e en droites G-lin�earis�e L sur X, le G-module �(X;L) est sans multi-plicit�e.Si de plus X est quasi-a�ne, on peut remplacer (iii) par(iii)' Le G-module C[X] est sans multiplicit�e.D�emonstration. (i))(ii) r�esulte du corollaire 1.3.(ii))(iii) Observons que �(X;L) est isomorphe �a un sous-G-module de �(G=H;L).On peut remplacer X par l'orbite ouverte de G, et supposer que X = G=H. Alors H op�ere
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dans la �bre de L au point de base par multiplication par un caract�ere �. Le G-module�(G=H;L) s'identi�e alors �a C[G](H)� . Rappelons que le G�G-module C[G] est la sommedirecte des M� 
M sur tous les G-modules simples M . Il s'ensuit que la multiplicit�e deM� dans �(G=H;L) est la dimension de M (H)� .Supposons qu'il existe un G-module simple M tel que dimM (H)� � 2. Choisissonsv; w 2 M vecteurs propres de H de poids � et lin�eairement ind�ependants. Dans l'espaceprojectif P(M �M), consid�erons le point
x = [v � w]

�x�e par H, et l'adh�erence X de l'orbite Gx. Montrons que X contient une in�nit�e d'orbitesferm�ees de G.Le G-module dual M� contient un vecteur propre � de B. Quitte �a remplacer B parun conjugu�e, on peut supposer que h�; vi = 1 (en e�et l'espace vectoriel M� est engendr�epar les g�, g 2 G). D�e�nissons une application rationnelle f sur P(M �M) par
f([m1 �m2]) = h�;m2ih�;m1i :

Alors f est d�e�nie en x et invariante par B. De plus, f n'est pas constante sur X (sinonil existerait t 2 C tel que h�; gwi = th�; gvi pour tout g 2 G, d'o�u w = tv ce qui estabsurde). Pour tout t dans C priv�e d'un ensemble �ni, on peut donc trouver gt 2 G telque h�; gtwi = th�; gtvi et que h�; gtvi 6= 0.Soit T un tore maximal de B et soit B� le sous-groupe de Borel de G tel que B\B� =T . Alors B� a un unique vecteur propre v� dans M tel que h�; v�i = 1. De plus, on peut�ecrire gtv = cv� +X� v�
o�u c est un nombre complexe non nul (d�ependant de t) et o�u chaque v� 2 M est vecteurpropre de T (d�ependant de t) de poids �, tel que � � � est une combinaison lin�eaire deracines simples, �a coe�cients positifs. Ecrivons de même

gtw = dv� +X� w�;
alors d = ct. Soit � : C� ! T un sous-groupe �a un param�etre dont le produit scalaire avecchaque racine simple est strictement positif. Alors
�(s)x = [csh�;�i(v� � tv�) +X� sh�;�i(v� � w�)] = [c(v� � tv�) +X� sh���;�i(v� � w�)]

Il en r�esulte que lims!1 �(s)x = [v� � tv�]:
Ainsi, X contient la G-orbite de [v� � tv�] pour tout t 2 C, et ces orbites sont ferm�ees etdeux �a deux distinctes.
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L'orbite ouverte de G dans X est G=Gx avec Gx � H. Soit (X 0; x0) un plongementcompact de G=H; consid�erons l'adh�erence de G(x; x0) dans X � X 0, et sa normalisationX 00. Alors X 00 est un plongement de G=H, et l'application naturelle X 00 ! X est proprecar X 0 est compact. Il en r�esulte que X 00 contient une in�nit�e d'orbites.(iii))(i) D'apr�es le th�eor�eme de Rosenlicht, il su�t de montrer que toute fonctionrationnelle invariante par B sur X est constante. Soit L un �br�e en droites ample sur X.Quitte �a remplacer L par une puissance positive, on peut le supposer G-lin�earis�e. Pourtoute f 2 C(X)B , il existe alors un entier n � 0 ainsi que u; v 2 �(X;L
n) tels quef = u=v. De plus, on peut supposer u, v vecteurs propres de B; alors leurs poids sont�egaux. Par suite, les sous-G-modules de �(X;L
n) engendr�es par u; v sont simples etisomorphes, donc �egaux. Il en r�esulte que u et v sont proportionnels, c'est-�a-dire que f estconstante.L'implication (iii))(iii)' est �evidente. Si de plus X est quasi-a�ne, alors C(X) est lecorps des fractions de C[X], et l'implication (iii)')(iiii) se d�emontre comme ci-dessus.
On d�emontre de même le

Corollaire. Pour un espace homog�ene G=H, les conditions suivantes sont �equivalentes:(i) G=H est sph�erique.(ii) Tout plongement de G=H ne contient qu'un nombre �ni d'orbites de G.(iii) Pour tout G-module simple M et tout caract�ere � de H, l'espace M (H)� est de dimen-sion au plus 1.Si de plus G=H est quasi-a�ne, on peut remplacer (iii) par(iii)' Pour tout G-module simple M , l'espace MH est de dimension au plus 1.
Exemples. 1) Soit H = SL2 plong�e diagonalement dans SL2�SL2�SL2 = G. V�eri�ons quel'espace homog�ene a�ne G=H est sph�erique. En e�et, si B est le sous-groupe de Borel de Gform�e des triplets de matrices triangulaires sup�erieures, alors G=B = P1�P1�P1. Ainsi,H a une orbite ouverte dans G=B, form�ee des triplets de points deux �a deux distincts;autrement dit, B a une orbite ouverte dans G=H.Il r�esulte alors du corollaire que pour tout triplet (M1;M2;M3) de SL2-modules sim-ples, la dimension de (M1 
M2 
M3)SL2 est au plus 1. Ainsi, le SL2-module M1 
M2est sans multiplicit�e. Ceci r�esulte aussi de la formule de Clebsch-Gordan, qui donne uned�ecomposition explicite du produit tensoriel de deux SL2-modules simples; en fait, onpeut aussi retrouver cette formule, et plus g�en�eralement la \formule de Pieri", �a l'aide decertains espaces homog�enes sph�eriques [B1].
2) Soient m;n deux entiers tels que 1 � m � n� 1. Identi�ons H = GLm au sous-groupe
de G = GLn form�e des matrices qui s'�ecrivent �A 00 In�m

� o�u In�m est la matrice
identit�e de taille n � m. Alors l'espace homog�ene G=H est sph�erique si et seulement sim = n � 1. En e�et, si H 0 d�esigne le sous-groupe de G form�e des matrices qui s'�ecrivent�A 0B In�m

�, alors H 0 est le groupe d'isotropie dans G de la suite des n � m derniers
vecteurs de base. Ainsi, G=H 0 admet comme plongement (Cn)n�m et ce dernier contientune in�nit�e d'orbites de G lorsque n�m � 2. Dans ce cas, G=H 0 n'est pas sph�erique, niG=H puisque H 0 contient H. Mais si n �m = 1 alors la G-vari�et�e G=H est isomorphe �a
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l'ensemble des (x; f) 2 Cn � (Cn)� tels que hf; xi 6= 0. Par suite, le sous-groupe de Borelstandard de G a une orbite ouverte dans G=H, form�ee des (x; f) tels que he�n; xi 6= 0 ethf; e1i 6= 0 (o�u (e1; : : : ; en) est la base canonique de Cn, et (e�1; : : : ; e�n) est la base duale).
2.2. Vari�et�es sph�eriques simplesSoient X une vari�et�e sph�erique et Y une orbite de G dans X. L'ensemble

XY;G := fx 2 X j Gx contient Y g
est ouvert dans X (en e�et, X ne contient qu'un nombre �ni d'orbites de G, et si x 2X nXY;G alors Gx est contenu dans X nXY;G). De plus, XY;G est stable par G et contientY comme unique orbite ferm�ee de G. On peut donc recouvrir X par des G-vari�et�essph�eriques simples, au sens suivant.D�e�nition. Une G-vari�et�e X est simple si elle contient une unique orbite ferm�ee de G.Soit donc X une G-vari�et�e sph�erique simple, d'orbite ferm�ee Y . Puisque B n'a qu'unnombre �ni d'orbites dans X, il a une orbite ouverte dans Y , qu'on note Y 0B .Proposition. Avec les notations pr�ec�edentes, X contient un unique ouvert XY;B a�ne,stable par B, rencontrant Y , et minimal pour ces propri�et�es. On a

XY;B = fx 2 X j Bx contient Y g:
En particulier, XY;B \ Y = Y 0B . De plus, le compl�ementaire X nXY;B est la r�eunion desdiviseurs premiers de X, stables par B et qui ne contiennent pas Y ; chacun de ces diviseursest de Cartier et engendr�e par ses sections globales.D�emonstration. D'apr�es la proposition 1.1, X contient des ouverts a�nes stables par B etrencontrant Y . Soit X0 un tel ouvert; alors son compl�ementaire est r�eunion de diviseurspremiers, stables par B et ne contenant pas Y . Puisque l'ensemble de ces diviseurs est�ni, il en est de même pour l'ensemble des ouverts a�nes, stables par B et rencontrant Y .Comme toute intersection �nie d'ouverts a�nes non vides est un ouvert a�ne non vide,l'existence de XY;B en r�esulte.Montrons que XY;B \ Y = Y 0B . Puisque XY;B rencontre Y , il contient Y 0B . D'autrepart, soit X0 un ouvert de X qui v�eri�e les conditions de la proposition 1.1. On peuttrouver ' 2 C[Y 0B ], vecteur propre de B et qui s'annule identiquement sur (X0 \ Y ) n Y 0B .On peut ensuite choisir f 2 C[X0](B) tel que ' = f jX0\Y . Alors X0 \ (f 6= 0) est unouvert a�ne, stable par B, et rencontrant Y suivant Y 0B . L'assertion en r�esulte.Soit D la r�eunion des diviseurs premiers stables par B et ne contenant pas Y ; alorsX nD est contenu dans XY;B . Montrons que D est de Cartier et engendr�e par ses sectionsglobales. Soit i : Xreg ! X l'inclusion de l'ouvert des points r�eguliers et soit

Lreg := OXreg (D \Xreg)
le faisceau sur Xreg associ�e au diviseur D \ Xreg; alors Lreg est inversible. Quitte �aremplacer G par un revêtement �ni, on peut supposer que Lreg est G-lin�earis�e; alors Gop�ere dans le faisceau L := i�Lreg:
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Puisque X est normale, on a L = OX(D):
L'ensemble des points o�u L n'est pas inversible est stable par G, et contenu dans D; cetensemble est donc vide, car E ne contient aucune orbite de G. Ainsi, L est inversible,c'est-�a-dire: le diviseur D est de Cartier. Soit � la section canonique de OX(D); alorsD est l'ensemble des z�eros de �. Les g� (g 2 G) n'ont pas de z�ero commun, donc D estengendr�e par ses sections globales. De même, toute composante irr�eductible de D est deCartier et engendr�ee par ses sections globales.Montrons maintenant que XY;B = X nD; pour cela, il su�t de construire un ouverta�ne, stable par B, rencontrant Y mais non D. Soient N le sous-G-module de �(X;L)engendr�e par �, et M le G-module dual de N . Pour tout x 2 X, l'ensemble des � 2 N telsque �(x) 6= 0 est un hyperplan de N ; notons-le '(x). Ceci d�e�nit un G-morphisme

' : X ! P(M)
et on a par d�e�nition de �: X nD = '�1(P(M)�):
D'apr�es le th�eor�eme 1.4, il existe une sous-vari�et�e ferm�ee S de X nD, stable par un sous-groupe de Levi L de P , telle que l'application naturelle

Ru(P )� S ! X nD
est un isomorphisme. Puisque B = Ru(P )(B \ L) et que B \ L est un sous-groupe deBorel de L, la L-vari�et�e S est sph�erique; elle rencontre Y . D'apr�es la proposition 1.1, Scontient un ouvert S0 a�ne, stable par B \ L, et rencontrant Y . Alors Ru(P )S0 est unouvert a�ne de X nD, stable par B, et rencontrant Y .Ainsi, X n D = XY;B est a�ne, donc il en est de même de S. De plus, la L-vari�et�eY \ S est une unique orbite de B \ L, puisque XY;B \ Y = Y 0B .Montrons en�n que XY;B est l'ensemble des x 2 X tels que Bx contient Y . Ce dernierensemble est ouvert, stable par B et contient Y 0B comme unique orbite ferm�ee de B; il estdonc contenu dans XY;B . D'autre part, soit Z une orbite ferm�ee de B dans XY;B ; alorsZ \ S est une orbite ferm�ee de B \ L dans S, donc L(Z \ S) est une orbite ferm�ee de Ldans S. Mais la L-vari�et�e a�ne S contient une orbite ouverte de L, et donc une uniqueorbite ferm�ee, �a savoir Y \ S. Ainsi, Z \ S � Y \ S, d'o�u Z = Y 0B . Ceci termine la preuvede la proposition.
2.3. Structure locale des vari�et�es sph�eriquesOn consid�ere, comme en 2.2, une G-vari�et�e sph�erique X et une orbite Y de G dans X.On va ramener la description de X le long de Y , ou encore de l'ouvert XY;B le long de Y 0B ,�a celle d'une vari�et�e sph�erique a�ne avec point �xe; pour cela, on va pr�eciser l'argumentde la preuve de la proposition 2.2.Pour illustrer cet argument, reprenons l'exemple deG = GLn op�erant dansX = P(M)o�uM est l'espace des formes quadratiques en x1; : : : ; xn. Chaque orbite Y de G dans X estl'image de l'ensemble des formes quadratiques d'un rang �x�e j. Alors Y 0B = B[x21+� � �+x2j ],
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et XY;B est form�e des images des q 2 M telles que les restrictions de q �a V1; ; : : : ; Vj sontnon d�eg�en�er�ees, o�u Vj d�esigne le sous-espace de Cn d�e�ni par: xk = 0 pour tout k > j.Soit P le sous-groupe de G qui stabilise V1; : : : ; Vj ; c'est un sous-groupe paraboliquede G, et c'est aussi le stabilisateur de l'ouvert XY;B . Soit S l'image dans X de l'ensembledes formes qui s'�ecrivent
c1x21 + � � �+ cjx2j + q0(xj+1; : : : ; xn)

o�u c1; : : : ; cj sont dans C�. Alors S est stable sous l'action �evidente du groupe L :=(C�)j � GLn�j , plong�e diagonalement dans GLn. De plus, L est un sous-groupe de Levide P , et on voit comme en 1.4 que l'application naturelle
Ru(P )� S ! XY;B

est un isomorphisme P -�equivariant.L'intersection S \ Y est form�ee des [c1x21 + � � �+ cjx2j ]; c'est une orbite de L, dont legroupe d'isotropie LY := f1;�1gj � GLn�j contient le sous-groupe d�eriv�e de L. NotonsSY le sous-ensemble de S form�e des
[x21 + � � �+ x2j + q0(xj+1; : : : ; xn)]:

Alors SY est stable par LY et rencontre Y en l'unique point [x21 + � � � + x2j ]. En�n,l'application naturelle L �LY SY ! S est un isomorphisme L-�equivariant. Ceci compl�etela description de la P -vari�et�e XY;B .Revenons au cas g�en�eral, et notons
P = fg 2 G j gXY;B = XY;Bg

le stabilisateur de XY;B ; c'est un sous-groupe parabolique de G qui contient B.Th�eor�eme. Avec les notations pr�ec�edentes, il existe un sous-groupe de Levi L de P etune sous-vari�et�e ferm�ee S de XY;B tels que:(i) S est stable par L, et(ii) l'application Ru(P )� S ! XY;B(g; x) 7! gx
est un isomorphisme P -�equivariant.De plus, S est une L-vari�et�e sph�erique a�ne, et S \ Y est une unique orbite de L,dont chaque groupe d'isotropie contient [L;L]. En particulier, ce groupe d'isotropie estind�ependant du point de S \ Y ; notons-le LY .En�n, il existe une sous-vari�et�e SY de S, ferm�ee, stable par LY et contenant un point�xe de ce groupe, telle que l'application canonique

L�LY SY ! S
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est un isomorphisme; alors SY est une LY -vari�et�e sph�erique a�ne, de rang �egal �a rg(X)�rg(Y ).D�emonstration. Comme en 2.2, on peut supposer que X est simple d'orbite ferm�ee Y ;on utilise alors les notations de la preuve de la proposition 2.2. Observons que P est lestabilisateur de D = X nXY;B dans G, donc aussi de [�] 2 P(N). L'existence de L et deS v�eri�ant les propri�et�es (i) et (ii), a �et�e obtenue dans cette preuve; on a vu aussi que Sest une L-vari�et�e sph�erique, et que Y \ S est une orbite de B \ L. Choisissons y 2 Y \ Set notons Ly son groupe d'isotropie dans L. Comme Ly = (B \ L)y, on a
L = (B \ L)Ly

et donc Ly contient [L;L] grâce au lemme ci-dessous. Par suite, Ly := LY ne d�ependpas du choix de y, et le quotient L=LY est un tore. Ce dernier est isomorphe �a l'orbiteLy = S \ Y .Soit (�1; : : : ; �r) une base du groupe des caract�eres de ce tore. Puisque S\Y est ferm�edans la vari�et�e a�ne S, on peut �etendre �1; : : : ; �r en des fonctions r�eguli�eres f1; : : : ; frsur S. Puisque S \ Y est stable par L, on peut supposer que f1; : : : ; fr sont des vecteurspropres de L de poids �1; : : : ; �r. Alors les fonctions f1; : : : ; fr sont inversibles, car ellesne s'annulent pas sur l'orbite ferm�ee S \ Y de L dans S. Par suite, f1; : : : ; fr d�e�nissentun morphisme L-�equivariant de S sur (C�)r ' L=LY . Soit SY la �bre de ce morphismeen l'�el�ement neutre de L=LY . L'application naturelle L � SY ! S se factorise par unmorphisme L�LY SY ! S. Ce dernier est bijectif par construction; c'est donc un isomor-phisme, car S est normale. En�n, on a
rg(X) = rg(S) = dim(L=LY ) + rg(SY ) = rg(S \ Y ) + rg(SY ) = rg(Y ) + rg(SY )

d'o�u la derni�ere assertion.Lemme. Soit H un sous-groupe de G tel que G = BH. Alors H contient [G;G].D�emonstration du lemme. On peut supposer que G est semi-simple et que H est connexe.Soit Hss le quotient de H par son radical; c'est un groupe semisimple connexe. PuisqueG = BH, on a G=B = H=B \H;
donc les vari�et�es des drapeaux de G et de Hss sont isomorphes. Ainsi, G et Hss ont lemême rang (qui est le rang du groupe de Picard de leur vari�et�e des drapeaux, d'apr�es [KSS;p. 82]) et le même nombre de racines (qui est le double de la dimension de leur vari�et�e desdrapeaux). Par suite, dimG = dimHss ce qui entrâ�ne que G = Hss = H.Corollaire 1. Soient X une G-vari�et�e sph�erique et X 0 une sous-vari�et�e de X, ferm�ee etstable par G; alors X 0 est une G-vari�et�e sph�erique.D�emonstration. D'apr�es le corollaire 1.3, B a une orbite ouverte dans X 0; il su�t donc dev�eri�er que X 0 est normale. Pour cela, on peut supposer que X est simple, puis qu'elle esta�ne grâce au th�eor�eme ci-dessus. Alors C[X]U est l'alg�ebre des fonctions r�eguli�eres surune T -vari�et�e torique a�ne X==U . Notons de même X 0==U la T -vari�et�e a�ne d'alg�ebreC[X 0]U ; alors X 0==U est une sous-vari�et�e de X==U , ferm�ee et stable par T . D'apr�es [O;Corollary 1.7], X 0==U est normale; il en r�esulte que X 0 est normale [Kr; III.3.3].
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Corollaire 2. Soit L un �br�e en droites ample sur une vari�et�e sph�erique projective X; soitX 0 une sous-vari�et�e de X, ferm�ee et stable par G. Alors la restriction �(X;L)! �(X 0;L)est surjective.D�emonstration. Quitte �a remplacer G par un revêtement �ni, on peut supposer que L estG-lin�earis�e. Alors l'alg�ebre 1M
n=0 �(X;L


n)
est de type �ni (car L est ample), normale (car X est normale), et sans multiplicit�e pourl'action de G � C� =: ~G. C'est donc l'alg�ebre des fonctions r�eguli�eres sur une ~G-vari�et�esph�erique a�ne ~X, avec un point �xe 0. De même, soit ~X 0 la ~G-vari�et�e sph�erique a�neassoci�ee �a 1M

n=0 �(X
0;L
n):

Soit � : ~X 0 ! ~X le ~G-morphisme d�e�ni par la restriction des sections; alors �(0) = 0.Puisque L est ample, ~X n f0g est isomorphe �a l'espace total du �br�e dual de L, priv�e dela section nulle. Il en r�esulte que � est un isomorphisme en dehors de 0; en particulier, �est birationnelle et �nie. Mais l'image de � est normale d'apr�es le corollaire 1; par suite, �est un isomorphisme.On trouvera dans [B1] d'autres applications du th�eor�eme ci-dessus; une d�emonstrationplus conceptuelle des corollaires 1 et 2 est donn�ee dans [BI], par les m�ethodes de \Frobeniussplitting".
2.4. Vari�et�es toro��dalesOn introduit une classe de vari�et�es sph�eriques, dont la structure des orbites est celled'une vari�et�e torique.Pour toute vari�et�e sph�erique X, on note �X la r�eunion des diviseurs premiers de Xqui sont stables par B et non par G. On note PX le stabilisateur de �X dans G; c'est unsous-groupe parabolique de G qui contenient B. Soit X0B (resp. X0G) l'orbite ouverte deB (resp. G) dans X. Les composantes irr�eductibles de �X sont les adh�erences dans Xde XG0 n XB0 ; il en r�esulte que PX est le stabilisateur de XB0 . En particulier, PX est uninvariant birationnel de X; on note PX = P .Proposition 1. Pour toute G-vari�et�e sph�erique X, les conditions suivantes sont �equiva-lentes:(i) Tout diviseur premier de X qui est stable par B et qui contient une orbite de G, eststable par G.(ii) Il existe alors un sous-groupe de Levi L de P , ne d�ependant que de X0G, et une sous-vari�et�e S de X n�X ferm�ee et stable par L, tels que l'application

Ru(P )� S ! X n�X
est un isomorphisme. De plus, [L;L] op�ere trivialement dans S, qui est une vari�et�e toriquepour un quotient du tore L=[L;L]. En�n, toute orbite de G rencontre S, suivant uneunique orbite de L.
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D�emonstration. (i))(ii) Comme dans la preuve du th�eor�eme 2.3, on construit un sous-groupe de Levi L de P , ind�ependant de X, et une sous-vari�et�e S de X n �X , ferm�ee etstable par L, tels que l'application Ru(P )� S ! X n�X est un isomorphisme.Par d�e�nition de �X et de P , l'intersection X0G \ (X n �X) est stable par P etne contient aucun diviseur premier stable par B. Mais X0B est a�ne; il en r�esulte queX0G \ (X n�X) = X0B . D'o�u X0G \ S = S0B\L et cette derni�ere est stable par L. Grâce aulemme 2.3, il en r�esulte que [L;L] op�ere trivialement dans X0G \ S et donc dans S. Ainsi,S est une vari�et�e torique pour un quotient de L=[L;L].Soit X 0 l'adh�erence d'une orbite de G dans X. Alors X 0, n'�etant pas contenue dans�X , est l'adh�erence de X 0 n �X , donc aussi de Ru(P )(X 0 \ S). De plus, X 0 \ S estl'adh�erence d'une orbite de L. R�eciproquement, soit S0 l'adh�erence d'une orbite de L dansS. Puisque S est une vari�et�e torique, il existe des diviseurs premiers S1; : : : ; Sr de S,stables par L et tels que S0 = S1 \ � � � \Sr, o�u r est la codimension de S0 dans S. En e�et,ceci r�esulte de la description des adh�erences d'orbites dans une vari�et�e torique, en termesde cônes de son �eventail [O; p.10]. Chaque diviseur
Xj := Ru(P )Sj

est premier, stable par B, et ne rencontre pasX0G (car Sj ne rencontre pas S0B\L = X0G\S);par suite, Xj est stable par G. Posons
X 0 := Ru(P )S0:

Alors X 0 est une sous-vari�et�e de codimension r de X, contenue dans X1 \ � � � \Xr, doncX 0 est une composante irr�eductible de X1 \ � � � \ Xr. Par suite, X 0 est stable par G, etX 0 \ S = S0.(ii))(i) Par hypoth�ese, �X ne contient aucune orbite de G.D�e�nition. Une vari�et�e qui v�eri�e l'une des conditions ci-dessus est appel�ee toro��dale.La structure des orbites de G dans une vari�et�e toro��dale X est la même que celle desorbites de C dans la vari�et�e torique S. En particulier, toute sous-vari�et�e Z de X, ferm�eeet stable par G, est intersection de diviseurs X1; : : : ; Xr premiers et stables par G, o�u rest la codimension de Z dans X. Si de plus X est lisse, alors X1; : : : ; Xr sont les diviseurspremiers et stables par G qui contiennent Z, et ils se coupent transversalement (ceci r�esultede la description des orbites d'une vari�et�e torique en termes des cônes de son �eventail [O;1.3] ou [Fu; 3.1]).Toute G-vari�et�e sph�erique est domin�ee par une G-vari�et�e toro��dale, au sens suivant:Proposition 2. (i) Pour toute G-vari�et�e sph�erique X, il existe une G-vari�et�e toro��dale ~Xet un G-morphisme birationnel projectif � : ~X ! X.(ii) Soient G=H un espace homog�ene sph�erique, B un sous-groupe de Borel de G tel queBH est ouvert dans G, et P le stabilisateur �a gauche de BH dans G. Il existe alors dessous-groupes de Levi L de P , de centre connexe C, qui v�eri�ent les propri�et�es suivantes:a) Le groupe P \H est �egal �a L \H et contient [L;L].b) Pour tout plongement (X;x) de G=H, l'ensemble Ru(P )Cx contient un ouvert detoute orbite de G dans X.
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D�emonstration. (i) Soit D un diviseur e�ectif de X0G, de support X0G n X0B , et tel quele �br�e en droites associ�e sur X0G admet une G-lin�earisation. Soit � 2 �(X0G;OX(D)) lasection canonique de D; soient N le G-module engendr�e par �, et M son dual. On a uneapplication rationnelle �equivariante
' : X� ! P(M):

Soit ~X la normalisation du graphe de ', avec les projections � : ~X ! X et p : ~X ! P(M);soit � l'adh�erence de D dans ~X. Alors � est contenue dans l'image r�eciproque par pde l'hyperplan (� = 0) de P(M). Puisque le G-module N est simple, cet hyperplan necontient aucune orbite de G, donc il en est de même de �: ainsi, ~X est toro��dale.(ii) Soit (X;x) un plongement toro��dal. Soient L et S comme dans la proposition 1ci-dessus. Puisque x 2 X0B , on peut trouver g 2 Ru(P ) tel que x 2 gS. Alors l'applicationRu(P )� gS ! X n�X est un isomorphisme; de plus, gS est stable par le sous-groupe deLevi gLg�1, et �x�ee par son sous-groupe d�eriv�e. Par suite, l'orbite gCg�1x est dense dansgS, et P \H = gLg�1 \H contient g[L;L]g�1. On a donc trouv�e L qui v�eri�e (a), ainsique (b) pour tout plongement toro��dal. D'apr�es (i), il en r�esulte que (b) est v�eri��ee pourtout plongement.D�e�nition. Un sous-groupe de Levi L de P qui v�eri�e les propri�et�es (a) et (b) ci-dessusest dit adapt�e �a G=H.Il r�esulte de (a) que le groupe X (G=H) s'identi�e �a X (L=L\H) = X (C=C \H). Enparticulier, le rang de G=H est la dimension du tore C=C \H.Exemples. 1) Soit T un tore maximal de B; soit B� le sous-groupe de Borel de G telque B \ B� = T , et soit U� la partie unipotente de B�. L'espace homog�ene G=U� estsph�erique, car BU� est ouvert dans G. Montrons que T est adapt�e �a G=U�.D'apr�es [Hu; 28.5], l'application B ! G=U� : g 7! gU� est une immersion ouverte.Soit P le stabilisateur de l'ouvert B de G=U�; c'est le stabilisateur �a gauche de BU� dansG. D'apr�es [Hu; 29.2], le sous-groupe parabolique P est engendr�e par B et par P \N o�uN est le normalisateur de T . Mais si x 2 N v�eri�e xB�U = B�U , alors x 2 B�U \ Net ce dernier est �egal �a T (ceci r�esulte de la d�ecomposition de Bruhat [Hu; 28.3]). Ainsi,P = B; en particulier, P \ U� est trivial.Soit (X;x) un plongement de G=U�; alors la vari�et�e Tx est stable par B�, car elleest form�ee de points �xes de U�. La normalisation S de Tx est une B�-vari�et�e, toriquepour l'action de T . Consid�erons la G-vari�et�e
~X := G�B� S

et le morphisme G-�equivariant � : ~X ! X qui �etend le morphisme de normalisationS ! Tx. Alors ~X est un plongement de G=U�, et
~X n� ~X = UB� �B� S ' U � S

donc ~X v�eri�e la condition (ii) de la proposition 1. En�n, � se factorise par le morphisme�ni G�B S ! G�B Tx suivi du morphisme projectif G�B� Tx! X, donc � est projectif.On conclut grâce aux propositions 1 et 2.
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En fait, on peut montrer que Tx est normale [P1; 5.4] et [P2; 2.1].2) Le groupe G � G op�ere transitivement dans G par (g1; g2)g := g1gg�12 ; le grouped'isotropie de l'�el�ement neutre 1 est la diagonale diag(G). Soient T et B� comme ci-dessus; alors B � B� est un sous-groupe de Borel de G � G, et BB� est ouvert dans G.Ainsi, l'espace homog�ene G = (G�G)=diag(G) est sph�erique.Comme dans l'exemple pr�ec�edent, on montre que le sous-groupe parabolique P d�e�nici-dessus, est �egal �a B � B�. Montrons que le tore maximal T � T de G � G est adapt�e�a (G � G)=diag(G). La condition (a) est �evidemment v�eri��ee; pour (b), on va raisonnercomme dans la preuve du crit�ere de Hilbert-Mumford [Kr; III.2.3] ou [MFK; 2.1].Soit (X;x) un plongement simple de (G � G)=diag(G), d'orbite ferm�ee Y . Il existealors une courbe irr�eductible 
 contenue dans G, telle que 
x rencontre Y . Notons C[[t]]l'anneau des s�eries formelles en la variable t, �a coe�cients complexes, et C((t)) son corpsdes fractions; soit GC((t)) le groupe des points de G �a valeurs dans ce corps. Il existe alorsg(t) 2 GC((t)) tel que limt!0 g(t)x existe et est dans Y . D'apr�es [MFK; 2.1], on peut �ecrire
g(t) = g1(t)�(t)g2(t)

o�u g1(t) et g2(t) sont dans GC[[t]], et o�u � est un sous-groupe �a un param�etre de T . Parsuite, limt!0 �(t)x := y existe et appartient �a Y .Soit G(�) le sous-ensemble de G form�e des g tels que �(t)g�(t)�1 a une limite dansG. C'est un sous-groupe parabolique de G, avec pour radical unipotent l'ensemble des gtels que limt!0 �(t)g�(t)�1 = 1. De plus, le centralisateur de l'image de �, not�e L(�), estun sous-groupe de Levi de G(�). En�n, pour le sous-groupe �a un param�etre �� d�e�nipar (��)(t) = �(t�1), on a G(�) \ G(��) = L(�) [Kr; III.2.5] ou [MFK; 2.1]. On aG(g�g�1) = gG(�)g�1 pour tout g 2 G. Quitte �a conjuguer � par un �el�ement du groupede Weyl de (G;T ), on peut donc supposer que G(�) contient B. Autrement dit, � est dansla chambre de Weyl positive.Montrons alors que (B�B�)y est ouvert dans Y , ce qui terminera la d�emonstration.Soit g 2 RuG(�), alors
�(t)x = ((�(t); 1)(g; g)x = (�(t)g�(t)�1; g)(�(t); 1)x:

En prenant la limite en 0, on obtient y = (1; g)y, d'o�u (G�G)y contient 1�RuG(�). Demême, (G � G)y contient RuG(��) � 1. En�n, tout g 2 L(�) v�eri�e �(t)x = (g; g)�(t)x,donc (G�G)y contient diag(L(�)). Mais le produit
(B �B�)((RuG(��)�RuG(�))diag(L(�))

est ouvert dans G�G, d'o�u l'assertion.
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3. Plongements des espaces homog�enes sph�eriques
3.1. Valuations invariantesOn commence par quelques rappels sur un outil important en g�eom�etrie birationnelle:les valuations des corps de fonctions.Soit X une vari�et�e normale. Une valuation de X est une application

� : C(X)� ! Q
qui v�eri�e les conditions suivantes:(i) �(f1 + f2) � min(�(f1); �(f2)) chaque fois que f1, f2 et f1 + f2 sont dans C(X)�.(ii) �(f1f2) = �(f1) + �(f2) chaque fois que f1 et f2 sont dans C(X)�.(iii) �jC� = 0.On v�eri�e alors que l'image de � est un sous-groupe discret de Q, donc de la formeaZ pour un unique a 2 Q>0; on dit que � est normalis�ee si a = 1. On pose

O� := ff 2 C(X) j �(f) � 0 ou f = 0g; M� := ff 2 C(X) j �(f) > 0 ou f = 0g:
Alors O� est un anneau local d'id�eal maximal M� .Tout diviseur premier D de X d�e�nit une valuation normalis�ee �D, o�u �D(f) estl'ordre du z�ero ou du pôle de f le long de D; on a O�D = OX;D (l'anneau des fonctionsrationnelles sur X, d�e�nies sur D) et M�D =MX;D (l'id�eal maximal de OX;D, form�e desfonctions rationnelles sur X, nulles sur D).Soit Y une sous-vari�et�e ferm�ee de X. Alors Y est le centre de � dans X si on a:OX;Y � O� etMX;Y �M� (il en r�esulte queMX;Y =M�\OX;Y ). De fa�con �equivalente,il existe un ouvert a�ne X0 de X qui rencontre Y , tel que C[X0] est contenu dans O� , etque C[X0] \M� est l'id�eal de X0 \ Y dans C[X0]. Par suite, le centre de � dans X estunique s'il existe.Toute sous-vari�et�e ferm�ee Y de X est le centre d'une valuation de X. En e�et, siY est un diviseur alors Y est le centre de �Y ; dans le cas g�en�eral, la normalisation del'�eclatement de Y dans X nous donne un morphisme birationnel propre � : ~X ! X o�u ~Xest une vari�et�e normale, et o�u l'image r�eciproque de Y dans ~X est un diviseur de Cartier.Soit ~Y une composante irr�eductible de ce diviseur, alors �( ~Y ) = Y et le centre dans X de� ~Y (une valuation du corps C( ~X) = C(X)) est Y .Si de plus X est une G-vari�et�e, une valuation � de X est invariante par G si elle v�eri�e�(gf) = �(f) pour tous g 2 G et f 2 C(X)�. L'ensemble des valuations invariantes parG est not�e V(X); en particulier, V(G) d�esigne l'ensemble des valuations de G qui sontinvariantes par multiplication �a gauche. Si � 2 V(X) a un centre, celui-ci est stable parG; r�eciproquement, toute sous-vari�et�e ferm�ee et stable par G est le centre d'une valuationinvariante.Proposition. (i) Soit � une valuation de G. Il existe un unique � 2 V(G) tel que�(f) = �(gf) pour tout f 2 C(G) et pour tout g dans un ouvert non vide de G (d�ependantde f). On a �(f) = ming2G �(gf) pour toute f 2 C[G].(ii) Soit f 2 C[G] et soit M le sous-G-module de C[G] engendr�e par f . Alors, pour tout� 2 V(G), on a �(f) = minf 02M(B) �(f 0).
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D�emonstration. (i) Soit f 2 C[G]. Montrons qu'il existe un ouvert non vide G0 de G(d�ependant de f) tel que �(gf) est ind�ependante de g 2 G0. On peut supposer quef 2 C[G] et que � est normalis�ee. Soit M le sous-espace vectoriel de C[G] engendr�e parles gf (g 2 G). Puisque M est de dimension �nie, il existe un entier n tel que �(f 0) � npour tout f 0 2 M . Soit n maximal pour cette propri�et�e; soit M 0 l'ensemble des f 0 2 Mtels que �(f 0) > n. Alors M 0 est un sous espace vectoriel propre de M . Par suite,
G0 := fg 2 G j gf =2M 0g

est un ouvert non vide de G, et �(gf) = n pour tout g 2 G0, d'o�u l'assertion.On d�e�nit alors � par �(f) = �(gf) pour tout g 2 G0; il est imm�ediat que � convient.(ii) Puisque M est l'espace vectoriel engendr�e par les gf (g 2 G), on a �(f) � �(f 0)pour tout f 0 2 M , et donc �(f) � minf 02M(B) �(f 0). Pour l'in�egalit�e oppos�ee, on observeque le G-module M est engendr�e par M (B).Corollaire 1. Soit H un sous-groupe de G, et soit � 2 V(G=H). Il existe alors � 2 V(G)telle que � est la restriction de � �a C(G=H).D�emonstration. On peut �etendre � en une valuation de C(G), qu'on peut supposer invari-ante grâce �a la proposition ci-dessus.On consid�ere maintenant un espace homog�ene sph�erique G=H et on note x son pointde base (la classe de l'unit�e de G). Quitte �a remplacerH par un conjugu�e, on peut supposerque BH est ouvert dans G. Alors Bx = BH=H = B=B \H est un ouvert a�ne de G=H(cela r�esulte par exemple de la proposition 2.2). En particulier, C(G=H) est le corps desfractions de C[Bx], et de plus, toute composante irr�eductible du compl�ementaire de Bxdans Gx est de codimension 1. On note D(G=H) l'ensemble de ces composantes; c'estaussi l'ensemble des diviseurs premiers et stables par B de G=H. Les �el�ements de D sontappel�es les couleurs de G=H. D'apr�es le lemme 2.3, l'ensemble D est vide si et seulementsi H contient le sous-groupe d�eriv�e de G, c'est-�a-dire si G=H est un tore.Tout D 2 D(G=H) d�e�nit une valuation B-invariante �D de G=H. Lorsqu'aucuneconfusion n'est �a craindre, on note simplement D = D(G=H), V := V(G=H), etc.Corollaire 2. Soient f0 2 C[Bx] et �0 2 V. Il existe alors f 2 C(G=H)(B) telle que:�0(f) = �0(f0), �(f) � �(f0) pour tout � 2 V et �D(f) � �D(f0) pour tout D 2 D.D�emonstration. Quitte �a remplacer G par un revêtement �ni, on peut supposer quel'alg�ebre C[G] est factorielle [KSS; p.74]. Autrement dit, tout diviseur � de G est lediviseur d'une fonction rationnelle '; si de plus � est stable par l'action de B�H, alors 'est vecteur propre de B�H. Prenons pour � la partie stable par B du diviseur de 1=f0, o�uon consid�ere f0 dans C(G=H); alors on obtient ' 2 C(G)(B�H) telle que �D(') = ��D(f0)pour tout D 2 D. Puisque f0 et ' sont d�e�nies partout sur BH, il en r�esulte quef0' 2 C[G](H). D'apr�es la proposition appliqu�ee �a f0', il existe f 00 2 C[G](B�H) telleque: f 00=' 2 C(G=H), �0(f0) = �0(f 00=') et �(f0) � �(f 00=') pour tout � 2 V. De plus,pour tout D 2 D(G=H), on a: �D(f 00=') � �D(1=') = �D(f0). On peut donc prendref = f 00='.Puisque G=H contient une orbite ouverte de B, on a C(G=H)B = C. Il en r�esulteque toute f 2 C(G=H)(B) est d�etermin�e par son poids �(f) �a une constante multiplicative
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pr�es. Autrement dit, l'application f 7! �(f) d�e�nit une suite exacte
1! C� ! C(G=H)(B) ! X (G=H)! 0:

Toute valuation � de G=H se restreint en un homomorphisme de C(G=H)(B) vers Q quiest nul sur C�, c'est-�a-dire en un �el�ement �(�) de Hom(X (G=H);Q). On pose
V (G=H) := Hom(X (G=H);Q):

C'est un espace vectoriel rationnel de dimension �egale au rang de G=H.Corollaire 3. L'application � : V(G=H)! V (G=H) est injective.D�emonstration. Comme Bx est un ouvert a�ne de G=H, toute valuation de G est unique-ment d�etermin�ee par sa restriction �a C[Bx]. Soient �, �0 2 V. Si � 6= �0 alors il existef0 2 C[Bx] telle que �(f0) 6= �0(f0); on peut supposer �(f0) < �0(f0). D'apr�es le corol-laire 2, il existe alors f 2 C(G=H)(B) telle que �(f) = �(f0) < �0(f0) � �0(f 0), d'o�u�(�) 6= �(�0).Exemples. 1) Soit T un tore, vu comme espace homog�ene sous lui-même; alors D(T ) estvide, et X (T ) est le groupe des caract�eres. Montrons que � est un isomorphisme. D'apr�esla proposition ci-dessus, il su�t de construire, pour tout � 2 Hom(X (T );Z), une valuationinvariante �� telle que �(��) = �.Tout f 2 C[T ] s'�ecrit de fa�con unique
f = X

�2X (T ) a�f�
avec des a� 2 C. Posons alors

��(f) := mina� 6=0h�; �i:
On v�eri�e alors que �� : C[T ] n f0g ! Z s'�etend en une valuation invariante de C(T ), quiconvient. Cette construction sera g�en�eralis�ee en 4.1.2) Reprenons l'exemple de l'espace homog�ene G=U� consid�er�e en 2.4; on peut alorsidenti�er X au groupe des caract�eres de T . Soient R le syst�eme de racines de (G;T ), avecR+ l'ensemble des racines de (B; T ), et S l'ensemble des racines simples. Soit W le groupede Weyl de (G;T ); pour tout � 2 S, notons s� 2 W la r�e
exion correspondante. D'apr�esla d�ecomposition de Bruhat, le compl�ementaire dans G de l'ouvert BU� est r�eunion desdiviseurs premiers Bs�U� o�u � d�ecrit S. Il en r�esulte que D est form�e des

D� := Bs�U�=U�:
Si de plus G est produit direct d'un tore par un groupe semisimple et simplement connexe,alors chaque D� a une �equation dans C[G], vecteur propre de B�B� de poids (!�;�!�)o�u !� est le poids fondamental associ�e �a � [Hu; 31.1]. On en d�eduit que �(�D�) s'identi�e�a la coracine �_. Ceci reste vrai pour G arbitraire, car il existe alors un revêtement�ni � : ~G ! G o�u ~G est produit direct d'un tore par un groupe semisimple simplement
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connexe. D'autre part, on peut montrer que � : V ! V est un isomorphisme, en s'inspirantde l'exemple pr�ec�dent [P1; 1.8]; ce r�esultat sera retrouv�e en 4.3.3) Dans l'exemple de G�G=diag(G) consid�er�e en 2.4, on identi�e aussi X au groupedes caract�eres de T , et on montre comme ci-dessus que les �(�D) sont les coracines simples.On verra en 4.1 que V s'identi�e �a la chambre de Weyl n�egative.
3.2. Plongements simples et valuations invariantes.On utilise les notations de 2.2 et de 3.1. Soit (X;x) un plongement simple de G=H,d'orbite ferm�ee Y . On note VX l'ensemble des diviseurs premiers de X qui sont stablespar G. En identi�ant un tel diviseur �a la valuation normalis�ee de C(X) = C(G=H) quilui est associ�ee, on consid�ere VX comme un sous-ensemble �ni de V.On note DX l'ensemble des diviseurs premiers de G=H qui sont stables par B et dontl'adh�erence dans X contient Y . On identi�e de même le sous-ensemble DX de D �a unensemble �ni de valuations de G=H. Observons que DX est vide si et seulement si X esttoro��dale (au sens de 2.4).Proposition 1. (i) Soit f 2 C(X). Alors f 2 C[XY;B ] si et seulement si: f 2 C[Bx] et�(f) � 0 pour tout � 2 VX [ DX .(ii) Le plongement (X;x) est uniquement d�etermin�e par le couple (VX ;DX).D�emonstration. (i) D'apr�es la proposition 2.2, l'ensemble XY;B n Bx est r�eunion des di-viseurs premiers de VX [ DX . De plus, puisque X est normale, une fonction rationnellesur X est r�eguli�ere sur XY;B si et seulement si elle est r�eguli�ere sur Bx et elle n'a pas depôle sur VX [ DX .(ii) Soit (X 0; x0) un autre plongement simple qui d�e�nit le même couple. D'apr�es (i),les sous-anneaux C[XY;B ] et C[X 0Y 0;B ] de C(G=H) sont �egaux. On a donc une applicationrationnelle ' : X� ! X 0 qui est G-�equivariante, d�e�nie sur XY;B , et qui se restreint en unisomorphisme de XY;B sur X 0Y 0;B . Comme GXY;B = X, il suit que ' est un isomorphisme.Rappelons que toute valuation � de X d�e�nit un �el�ement �(�) de V (G=H) := V . Onnote CX le cône convexe de V engendr�e par VX et �(DX).Proposition 2. (i) Les demi-droites Q�0� o�u � 2 VX , sont les arêtes du cône CX qui nerencontrent pas �(DX).(ii) Le plongement (X;x) est uniquement d�etermin�e par le couple (CX ;DX).D�emonstration. (i) Soit � 2 VX associ�ee au diviseur premier G-stable D de X. On peuttrouver f 2 C[XY;B ] telle que f s'annule sur tous les �el�ements de VX [ DX , sauf sur D.Autrement dit, �(f) = 0 et �0(f) > 0 pour tout �0 2 VX [ DX tel que �0 6= �. D'apr�es lecorollaire 3.1.2, on peut supposer de plus que f 2 C(G=H)(B). Alors CX est contenu dansle demi-espace (f � 0) de V , et CX \ (f = 0) est �egal �a Q�0�, d'o�u l'assertion.(ii) r�esulte aussitôt de (i) et de la proposition 1.Pour tout cône convexe ferm�e C de V , on note C0 son int�erieur relatif, c'est-�a-dire Cpriv�e de ses faces propres. On note aussi C_ le cône dual, c'est-�a-dire l'ensemble des formeslin�eaires f sur V telles que f(�) � 0 pour tout � 2 C. La partie lin�eaire de C_ est alorsl'orthogonal de C, not�e C?.Proposition 3. (i) Soit f 2 C(G=H)(B). Alors f 2 C[XY;B ] si et seulement si �(f) 2 C_X .De plus, f est inversible sur XY;B si et seulement si �(f) 2 C?X .
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(ii) Soit � 2 V. Alors le centre de � dans X existe (resp. est Y ) si et seulement si � 2 CX(resp. � 2 C0X).D�emonstration. (i) r�esulte aussitôt de la proposition 1.(ii) Puisque XY;B est a�ne et rencontre toutes les G-orbites de X, le centre de � existesi et seulement si C[XY;B ] est contenu dans O� . D'apr�es le corollaire 3.1.2, cela signi�eque C[XY;B ](B) est contenu dans O� , ou encore que � 2 CX .Soit donc � 2 V \ CX . Si le centre de � est Y , alors toute f 2 C[XY;B ] telle que�(f) = 0 v�eri�e f jY 6= 0. Par suite, toute f 2 C[XY;B ](B) telle que �(f) = 0 est inversible.D'o�u C_X \ (�(f) = 0) = C?X , c'est �a dire f 2 C0X .Soit �0 2 CX . Si le centre de �0 contient strictement Y , on peut trouver f 2 C[XY;B ]telle que �0(f) = 0 et f jY = 0. Alors �(f) > 0 pour � comme ci-dessus. D'apr�es lecorollaire 3.1.2, on peut suposer que f 2 C[XY;B ](B); alors �(f) =2 C?X et donc �0 =2 C0X .Remarque. Soit S la vari�et�e sph�erique a�ne associ�ee �a X et Y comme en 2.3. L'assertion(i) ci-dessus signi�e que le cône C(S) est dual de CX .
3.3. Classi�cation des plongements simples.D�e�nition. Un cône colori�e est un couple (C;F) o�u C � V et F � D v�eri�ent les conditionssuivantes:C1: C est un cône convexe engendr�e par �(F) et par un nombre �ni d'�el�ements de V.C2: L'int�erieur relatif de C rencontre V.Les couleurs sont les �el�ements de F . Un cône colori�e est saillant s'il v�eri�e:SC: C est saillant, et �(F) ne contient pas l'origine.Th�eor�eme. L'application (X;x) 7! (CX ;DX) d�e�nit une bijection des classes d'isomor-phisme de plongements simples, sur les cônes colori�es saillants.D�emonstration. Soit (X;x) un plongement simple. Alors C1 est v�eri��ee par d�e�nition,et C2 r�esulte de la proposition 3.2.3. On peut trouver f 2 C[XY;B ](B) qui s'annule surXY;B nBx; alors �(f) > 0 pour tout � 2 VX [ DX d'o�u la condition SC.L'application de l'�enonc�e est injective grâce �a la proposition 3.2.2. Pour la surjectivit�e,soit (C;F) un cône colori�e saillant ; en particulier, le cône C est poly�edral. D'apr�es le lemmede Gordan [O; p. 3], le mono��de C_ \ X admet un nombre �ni de g�en�erateurs. On peutdonc trouver g1; : : : ; gn 2 C(G=H)(B) dont les poids engendrent ce mono��de. Soit D0 lar�eunion des D 2 D nF ; alors les pôles dans G=H de g1; : : : ; gn sont contenus dans D0. Onpeut donc trouver f0 2 C[G](B�H) telle que l'ensemble des z�eros de f0 dans G est ��1(D0)et que chaque fj := f0gj est dans C[G]. Soit � le poids de f0 par rapport �a H, soit N lesous-G-module de C[G] engendr�e par f0; f1; : : : ; fn, et soit M le dual de N . Alors N estform�e de vecteurs propres de H de poids � dans C[G], d'o�u un G-morphisme

' : G=H ! P(M):
Posons X0 := '(G=H) \ (f0 6= 0) et X := GX0:
V�eri�ons que (X;x) est un plongement simple de G=H avec CX = C et DX = F . Soit

M := ff 2 C(G=H)(B] j �(f) 2 C_g:
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Montrons que M = C[X0](B). Par construction, M est contenu dans C[X0](B). Soitf 2 C[X0](B) et soit � 2 V engendrant une arête de C. D'apr�es C1, on peut supposer que� 2 �(F) [ V. Si � 2 �(F) alors �(f) � 0 car les pôles de f sont contenus dans D0. Si� 2 V alors � � 0 sur f0; : : : ; fn et donc sur N . Mais N engendre l'alg�ebre C[X0] d'o�ul'assertion.D'apr�es SC, le groupe X est engendr�e par M. Il en r�esulte que X = X (X). Cecientrâ�ne que ' est injective (par exemple grâce au corollaire 2.3). D'apr�es C2, on peuttrouver � 2 C0\V. En particulier, � � 0 sur C[X0](B) et donc sur C[X0] grâce au corollaire3.2.2. Ainsi, � a un centre Y dans X.Montrons que Y est l'unique orbite ferm�ee de G dans X. Sinon, il existe une sous-vari�et�e Z de X, ferm�ee, stable par G et ne contenant pas Y . On peut trouver �0 2 V dontle centre est Z. Puisque �0 � 0 sur C[X0], on a �0 2 C. Puisque Z ne contient pas Y ,il existe f 2 C[X0](B) telle que �(f) = 0 et �0(f) > 0. Alors �(f) 2 C_ n C? ce qui estabsurde car � 2 C0.Montrons que X est normale; il su�t de v�eri�er que X0 l'est. Soit P le stabilisateurde D0 dans G, soit N0 le sous-G-module de N engendr�e par f0, et soit M0 le dual de N0.Alors la projection P(M)� ! P(M0) est d�e�nie sur '(X), et X0 est l'image r�eciproquede P(M0)f0 . En appliquant le th�eor�eme 1.4, on obtient un sous-groupe de Levi L de P etune sous-vari�et�e S de X0 tels que S est stable par L et que l'application Ru(P )�S ! X0est un isomorphisme. Puisque X0 est a�ne, S l'est aussi. De plus, C[S](B\L) s'identi�e�a M; en particulier, c'est l'intersection du cône C_ et du r�eseau X . Si ~S ! S d�esignela normalisation, il suit que C[S](B\L) = C[ ~S](B\L) puis que C[S] = C[ ~S]. Ainsi, S estnormale, et donc X0 ' Ru(P )� S l'est aussi.Ainsi, (X;x) est un plongement simple de G=H avec Y comme orbite ferm�ee de G.On montre comme pr�ec�edemment que Y est contenue dans l'adh�erence de tout D 2 F ,d'o�u F est contenu dans DX . D'autre part, si D 2 D n F alors '(D) est contenu dansl'hyperplan (f0 = 0). Ce dernier ne contient pas Y , d'o�u D =2 DX . On a donc F = DX ;en outre, C_ \ X =M = C_X \ X d'o�u C = CX .Exemple. Lorsque G=H est un tore T comme dans l'exemple 1 en 3.1, les cônes colori�essaillants sont simplement les cônes saillants engendr�es par un nombre �ni d'�el�ements deV . Pour un tel cône C, soient �1; : : : ; �n des caract�eres qui engendrent le mono��de C_ \X .Alors le plongement simple X construit ci-dessus n'est autre que la T -vari�et�e a�ne associ�ee�a la sous-alg�ebre C[�1; : : : ; �n] de C[T ].
3.4. Classi�cation des plongementsD�e�nition. Une face d'un cône colori�e (C;F) est un couple (C0;F 0) o�u C0 est une face ducône C, l'int�erieur relatif de C0 rencontre V, et F 0 = F \ ��1(C0).Soit (X;x) un plongement et Y une orbite de G dans X. On note (CX;Y ;DX;Y ) lecône colori�e associ�e au plongement simple XY;G.Proposition. Avec les notations pr�ec�edentes, l'application Z 7! (CX;Z ;DX;Z) est unebijection de l'ensemble des orbites de G dans X dont l'adh�erence contient Y , sur l'ensembledes faces de (CX;Y ;DX;Y ).D�emonstration. On peut supposer X simple, d'orbite ferm�ee Y . Soit (C0;F 0) une face ducône colori�e de X; soit �0 2 C00 \ V. D'apr�es la proposition 3.2.3, �0 a un centre dans
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X, dont on note Z l'orbite ouverte. Soit D 2 DX [ VX . D'apr�es le corollaire 3.1.2, D necontient pas Z si et seulement s'il existe f 2 C[XY;B ](B) telle que �0(f) = 0 et �D(f) = 0.Il en r�esulte que CX;Z = C0 et DX;Z = D0.R�eciproquement, �etant donn�ee une orbite Z de G dans X, on peut trouver f 2C[XY;B ](B) telle que f jZ 6= 0 mais que �D(f) > 0 pour tout D 2 VX [ VX qui ne contientpas Z. Alors (CX;Z ;DX;Z) est la face de (CX ;DX) d�e�nie par le demi-espace (�(f) � 0).D�e�nition. Un �eventail colori�e est un ensemble �ni F de cônes colori�es qui v�eri�ent lesconditions suivantes:F1: Toute face d'un cône colori�e de F appartient �a F.F2: Pour tout � 2 V, il existe au plus un (C;F) 2 F tel que v 2 C0.Un �eventail colori�e est dit saillant s'il est form�e de cônes colori�es saillants. Cela revient�a dire que (0; ;) 2 F.Associons au plongement (X;x), l'ensemble
F(X) := f(CX;Y ;DX;Y ) j Y orbite de G dans Xg:

D'apr�es le th�eor�eme 3.4 et la proposition ci-dessus, l'application Y 7! (CX;Y ;DX;Y ) estune bijection croissante de l'ensemble des orbites de G dans X, sur F(X) (on ordonne lesorbites par l'inclusion de leurs adh�erences).Th�eor�eme 1. L'application (X;x) 7! F(X) est une bijection de l'ensemble des classesd'isomorphisme des plongements, sur l'ensemble des �eventails colori�es saillants.D�emonstration. Soit (X;x) un plongement. D'apr�es la proposition ci-dessus, la conditionF1 est v�eri��ee. Si Y et Z sont des orbites de G dans X, et si � 2 C0X;Y \ C0X;Z \ V, alors� a pour centres Y et Z d'apr�es la proposition 3.2.3. Il en r�esulte que Y = Z, d'o�u F2.D'apr�es le th�eor�eme 3.3, X est uniquement d�etermin�e par F(X). Soit F un �eventailcolori�e saillant. Pour tout (C;F) 2 F, il existe un plongement simple X(C;F). Recol-lons ces plongements simples suivant les identi�cations d�e�nies par les faces grâce �a laproposition ci-dessus. On obtient une pr�evari�et�e X; montrons que X est s�epar�ee.Soient (C1;F1); (C2;F2) dans F et X1; X2 les plongements simples associ�es. Soit X12 lanormalisation de l'adh�erence de G=H dans X1�X2. Il su�t de montrer que les projectionsp1 : X12 ! X1 et p2 : X12 ! X2 sont des immersions ouvertes. Soit Y une orbite de G dansX12; posons Y1 = p1(Y ) et Y2 = p2(Y ). On peut suppposer que ces orbites sont ferm�ees,quitte �a diminuer X1 et X2. Soit � 2 V de centre Y dans X3; alors � 2 C0X;Y1 \ C0X;Y2 \ V.D'apr�es F2, on a X1 = X2 = X12.Remarques. 1) Le plongement (X;x) est toro��dal (au sens de 2.4) si et seulement si DX;Yest vide pour toute orbite Y de G dans X. Il en r�esulte que les plongements toro��dauxsont d�ecrits par les subdivisions partielles de V en cônes poly�edraux saillants; on verra en4.1 que V est lui-même un cône convexe poly�edral.2) Soit f 2 C[Bx]; alors f est r�eguli�ere sur X si et seulement si �(�)(f) � 0 pour tout� 2 VX [ D. En particulier, l'ensemble des poids des vecteurs propres de B dans C[X]est l'intersection du r�eseau X et d'un cône convexe d�e�ni par un nombre �ni d'in�equationslin�eaires. D'apr�es le lemme de Gordan, cet ensemble est un mono��de de type �ni. Il enr�esulte que l'alg�ebre C[X]U est de type �ni, puis que C[X] l'est aussi.
36



Plus g�en�eralement, pour toute vari�et�e sph�erique X et pour tout �br�e en droites L surX, l'alg�ebre 1M
n=0 �(X;L


n)
est de type �ni. En e�et, c'est l'alg�ebre des fonctions r�eguli�eres sur l'espace total du�br�e dual L_. Soit � : ~G ! G un revêtement �ni tel que L_ est ~G-lin�earisable. Alors~G�C� op�ere dans L_ (o�u C� op�ere par homoth�eties sur chaque �bre), et cette vari�et�e estsph�erique.3) Soit (X;x) un plongement complet de G=H. Puisque toute fonction r�eguli�ere sur X estconstante, il n'existe aucun demi-espace ferm�e de V contenant VX et �(D). En particulier,le cône convexe engendr�e par V et par �(D) est �egal �a V .D�ecrivons maintenant les morphismes de plongements. Soit H 0 un sous-groupe de Gcontenant H; autrement dit, le quotient G! G=H 0 se factorise par

' : G=H ! G=H 0:
On en d�eduit un homomorphisme injectif

'� : X (G=H 0)! X (G=H)
et une application lin�eaire surjective

'� : V (G=H)! V (G=H 0):
D'apr�es le corollaire 3.1.1, l'application '� envoie V(G=H) sur V(G=H 0).Soit D' l'ensemble des D 2 D(G=H) tels que '(D) = G=H 0. Alors '(D) 2 D(G=H 0)pour tout D 2 D n D'.D�e�nitions. 1) Soient (C;F) et (C0;F 0) des cônes colori�es pour G=H et G=H 0 respective-ment. Alors (C;F) domine (C0;F 0) si les conditions suivantes sont v�eri��ees:M1 '�(C) est contenu dans C0.M2 '�(D n D') est contenu dans F 0.2) Soient F et F0 des �eventails colori�es pour G=H et G=H 0 respectivement. Alors Fdomine F0 si tout �el�ement de F domine un �el�ement de F0.3) Le support d'un �eventail colori�e F est l'ensemble SuppF form�e des � 2 V tels qu'ilexiste (C;F) 2 F avec � 2 C.Th�eor�eme 2. Soient (X;x) et (X 0; x0) des plongements de G=H et G=H 0 respectivement.(i) ' : G=H ! G=H 0 s'�etend en un morphisme ' : X ! X 0 si et seulement si F(X) domineF(X 0).(ii) Le morphisme ' : X ! X 0 est propre si et seulement si SuppF(X) = '�1� (SuppF(X 0)).D�emonstration. (i) Supposons que ' : X ! X 0 existe; il est alors G-�equivariant. Onpeut supposer X et X 0 simples, d'orbites ferm�es respectives Y et Y 0. Si D 2 DX alorsl'adh�erence de '(D) contient Y , d'o�u M2. D'autre part, puisque '�(XY;B) est contenudans X 0Y 0;B , la composition avec ' envoie C[X 0Y 0;B ](B) dans C[XY;B ](B), d'o�u M1.
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R�eciproquement, supposons que F domine F0. D'apr�es M2, ' envoie (G=H)Y;B dans(G=H 0)Y 0;B . Puis, d'apr�es M1, '� envoie C[X 0Y 0;B ] dans C[XY;B ]. Grâce au corollaire3.1.2, la composition avec ' envoie C[X 0Y 0;B ] dans C[XY;B ]. Autrement dit, ' s'�etend enun morphisme de XY;B vers X 0Y 0;B . Puisque GXY;B = X et GX 0Y 0;B = X 0, on conclut que' s'�etend en un morphisme de X vers X 0.(ii) On observe que SuppF(X 0) est form�e des valuations invariantes qui ont un centredans X 0. Si ' est propre, une telle valuation �0 se rel�eve en une valuation � qui a un centredans X, d'apr�es le crit�ere valuatif de propret�e. De plus, on peut supposer � invariante,grâce �a 3.1.R�eciproquement, supposons qu'il existe � 2 V telle que � =2 SuppF(X) mais que'�(�) 2 SuppF(X 0). Alors ~F := F [ f(Q�0�; ;)g
est un �eventail colori�e saillant, d'o�u un plongement ~X de G=H, distinct de X. D'apr�es (i),le morphisme ' se factorise par X ! ~X ! X 0 et le premier morphisme est une immersionouverte non triviale. Ainsi, ' ne peut être propre.On va donner une interpr�etation des �eventails colori�es non n�ecessairement saillants.Pour cela, on commence par laD�e�nition. Un sous-espace colori�e est un cône colori�e (C;F) tel que C est un sous-espacevectoriel de V (G=H).Autrement dit, C est un sous-espace de V (G=H) engendr�e (comme cône convexe) par�(F) et par un nombre �ni d'�el�ements de V(G=H).Th�eor�eme 3. (i) Pour tout sous-espace colori�e (C;F), il existe un unique sous-groupeH 0 de G contenant H, tel que H 0=H est connexe et que (C;F) = (C';D') o�u on note' : G=H ! G=H 0 l'application canonique, C' le noyau de '� : V (G=H) ! V (G=H 0) etD' l'ensemble des D 2 D(G=H) telles que '(D) = G=H 0. De plus, V(G=H 0) = '�V(G=H)et D(G=H 0) = D n D'.(ii) L'application (C;F) ! H 0 est une bijection entre sous-espaces colori�es et sous-groupes H 0 � H tels que H 0=H est connnexe.La d�emonstration est analogue �a celle des th�eor�emes 3.3 et 3.4.1, avec pour ingr�edientnouveau leLemme. Soit ' : G=H ! G=H 0 avec H 0=H connexe.(i)

C[Bx0] = ff 2 C[Bx] j vD(f) � 0 8D 2 D' et v(f) � 0 8 � 2 C' \ V(G=H)g:
(ii) Le couple (C';F') est un sous-espace colori�e.D�emonstration du lemme. (i) On peut trouver un plongement (X;x) de G=H tel que 's'�etend en un morphisme propre ' : X ! G=H 0. Soit X0 l'image r�eciproque de Bx0 dansX. Puisque ' est propre et �a �bres connexes, on aC[X0] = C[Bx0]. PosonsX1 := X0\Gx,alors X1 = Gx n [

D2DnD' D
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ce qui entrâ�ne que
C[X1] = ff 2 C[Bx] j �D(f) � 0 8D 2 D n D'g:

En outre, l'adh�erence de X0 n Gx est stable par G. Il en r�esulte que f 2 C[X0] si etseulement si f 2 C[X1] et �(f) � 0 pour toute � 2 V(G=H) dont le centre rencontre X0.Ceci a lieu pr�ecis�ement lorsque � 2 C' \ V.(ii) Soit f un vecteur propre de B dans C(G=H) tel que �(f) � 0 sur C' \ V(G=H)et sur �(F'). D'apr�es (i), f 2 C(G=H 0), d'o�u �(f) = 0 sur C'. Ainsi, C' est engendr�e par�(F') et C' \ V(G=H).Exemple. On a une bijection croissante entre les sous-groupes paraboliques de G quicontiennent H, et les sous-ensembles F de D(G=H) tels que le cône engendr�e par �(F) etpar V est �egal �a V . En e�et, le sous-groupe H 0 est parabolique dans G si et seulement sile rang de G=H 0 est nul, c'est-�a-dire X (G=H 0) = 0. Cela �equivaut �a C' = V (G=H).On obtient de fa�con analogue leTh�eor�eme 4. L'application X ! F(X) est une bijection des classes d'isomorphisme deG-vari�et�es normales X munies d'un morphisme ' : G=H ! X dominant, G-�equivariant,et �a �bre g�en�erique connexe, sur les �eventails colori�es.
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4. Le cône des valuations d'un espace homog�ene sph�erique
4.1. Valuations invariantes, plongements �el�ementaires et sous-groupes �a un param�etreSoit G=H un espace homog�ene sph�erique. Les plongements les plus simples de G=Hsont les plongements �el�ementaires au sens suivant.D�e�nition. Un plongement (X;x) est �el�ementaire si le compl�ementaire dans X de l'orbiteouverte Gx est une unique orbite de G, de codimension 1.Soit alors � la valuation associ�ee au diviseur premier X nGx. On a � 2 V, et (X;x)est le plongement simple dont le cône colori�e est (Q�0�; ;). R�eciproquement, d'apr�es leth�eor�eme 3.3, toute valuation invariante � de G=H d�e�nit un plongement �el�ementaire,qui ne d�epend que de la demi-droite Q�0�. On obtient ainsi une bijection entre classesd'isomorphisme de plongements �el�ementaires, et demi-droites dans V.On va construire des valuations invariantes �a l'aide de sous-groupes �a un param�etrede G, c'est-�a-dire d'homomorphismes de groupes alg�ebriques de C� vers G. Soit � un telsous-groupe �a un param�etre; soit f 2 C[G]. Il existe alors des fn 2 C[G] (o�u n 2 Z) ennombre �ni, tels que f(g�(t)) =Xn2Z fn(g)t

n
pour tous g 2 G et t 2 C�. On pose

��(f) := minfn j fn 6= 0g:
Alors �� s'�etend en une valuation de G, invariante �a gauche; on note �� cette valuation, et�� sa restriction au sous-corps C(G=H) de C(G). Lorsque G=H est un tore, on retrouvela construction de l'exemple 1 en 3.1.Soit L un sous-groupe de Levi adapt�e �a G=H (voir 2.4), et soit C le centre connexede L. On va montrer que toute valuation invariante de G=H provient d'un sous-groupe �aun param�etre � �a valeurs dans C. Grâce �a 2.4, on peut identi�er X (G=H) au groupe descaract�eres de C=C \H; ceci identi�e � �a un point de

V (G=H) = Hom(X (C=C \H);Q) := V:
Proposition. Soit (X;x) un plongement �el�ementaire d'orbite ferm�ee Y = X n Gx. Ilexiste alors un sous-groupe �a un param�etre indivisible � de C tel que limt!0 �(t)x existeet appartient �a l'orbite ouverte de B dans Y . De plus, � est unique �a multiplication pr�espar un sous-groupe �a un param�etre de C \H; la valuation invariante normalis�ee associ�ee�a X est ��, et son image dans V est ��.D�emonstration. Observons que X est toro��dale; en e�et, son orbite ferm�ee de G estun diviseur premier. Avec les notations de 2.4, on peut donc trouver une sous-vari�et�e(localement ferm�ee) S de X telle que S contient x, est stable par L, et que l'applicationRu(P ) � S ! X n �X est un isomorphisme. Alors S est un plongement �el�ementaire dutore C=C \H d'apr�es la proposition 2.4.1. On a donc une unique d�ecomposition

C=C \H �= C 0 �C�
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telle que S �= C 0�C [Fu; p. 29]. Ainsi, le sous-groupe �a un param�etre indivisible t 7! (0; t)convient, et c'est le seul modulo les sous-groupes �a un param�etre de C \H.Soit � la valuation invariante normalis�ee associ�ee �a X. Montrons que � = ��; il su�tde v�eri�er que le centre de �� dans X existe et est Y . Soit y := limt!0 �(t)x, alors By estouvert dans Gy donc BGy est ouvert dans G. Pour tout g 2 BGy et tout f 2 C[XY;B ],l'application t 7! f(g�(t)x) est d�e�nie en 0, car limt!0 g�(t)x = gy 2 XY;B . On peut donc�ecrire f(g�(t)x) = Xn2N fn(g)t
n

pour tous g 2 G et t 2 C�, avec des fn dans C[G]. Il en r�esulte que ��(f) � 0. Si de plusf s'annule sur Y , alors l'application t 7! f(g�(t)x) s'annule en 0, d'o�u ��(f) > 0. Ainsi,O�� contient C[XY;B ], et M�� contient l'id�eal de Y . La valuation �� est non triviale et aun centre dans X, donc ce centre est Y .V�eri�ons en�n que l'image de �� dans V est ��. Soit f 2 O� un vecteur propre deB, et soit � son poids. Alors f 2 C[XY;B ] et
t�h�;�if(x) = f(�(t)x) =Xn�0 fn(1)t

n

et f(x) 6= 0, d'o�u h�; �i � 0. Par suite, �� est non n�egatif sur le demi-espace (� � 0) deV . Puisque �� et � sont indivisibles, ils sont �egaux.Une cons�equence importante de cette interpr�etation de V est le r�esultat suivant, quisera red�emontr�e par une autre m�ethode en 4.2.Th�eor�eme. L'ensemble V est un cône convexe poly�edral.D�emonstration. Soient �1, �2 des valuations invariantes normalis�ees distinctes; soient a1,a2 des entiers positifs. Montrons que a1�1+a2�2 2 V. Soit C le cône convexe engendr�e par�1 et �2. D'apr�es le th�eor�eme 3.3, le cône colori�e (C; ;) provient d'un plongement toro��dalsimple (X;x). Soient X1, X2 les diviseurs premiers, stables par G, de X associ�es �a �1, �2.Soit n un entier positif, et soient OX(�na2X1), OX(�na1X2) les faisceaux d'id�eaux de Xassoci�es aux diviseurs de Weil na2X1, na1X2. Posons
I := OX(�na2X1) +OX(�na1X2):

C'est un faisceau d'id�eaux de X, stable par G, et d�e�nissant l'orbite ferm�ee de G dans X.Notons � : ~X ! X l'�eclatement normalis�e de I. Alors G op�ere dans ~X, qui est donc uneG-vari�et�e toro��dale. V�eri�ons que l'�eventail colori�e de ~X poss�ede exactement deux cônesmaximaux, engendr�es par �1; a1�1 + a2�2 et par a1�1 + a2�2; �2 respectivement.Pour cela, on peut supposer que G = T est un tore, d'apr�es 2.4 et la propositionci-dessus. Il existe alors une d�ecomposition T �= T 0 � T 00 o�u T 00 est un tore de dimension2, telle que X �= T 0 � X 00 o�u X 00 est une T 00-vari�et�e torique avec point �xe [Fu; p. 29].On peut ainsi se ramener au cas o�u T est de dimension 2 et o�u X est une surface a�netorique avec point �xe. Il existe alors un entier n > 0 tel que les diviseurs na2X1, na1X2sont principaux, associ�es �a des fonctions f1, f2 qui sont vecteurs propres de T . De plus
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�1(f1) = na2, �2(f1) = �1(f2) = 0 et �2(f2) = na1. Puisque l'id�eal I est engendr�e par f1et f2, la vari�et�e ~X est la normalisation du graphe de l'application rationnelle
f1=f2 : X� ! P1:

L'ensemble exceptionnel de � : ~X ! X est la droite projective dans laquelle T op�ere viala di��erence des poids de f1, f2. La valuation invariante associ�ee est donc �� o�u � est lesous-groupe �a un param�etre indivisible qui laisse �xe f1=f2. Soient �1, �2 les sous-groupes�a un param�etre indivisibles associ�es �a �1, �2; alors a1�1 + a2�2 �xe f1=f2, c'est donc unmultiple de �.Ainsi, V est un cône convexe; montrons qu'il est poly�edral. D'apr�es la proposition2.4.2, on peut trouver un plongement complet toro��dal (X;x). Soit VX le sous-ensemblede V form�e des valuations associ�ees aux diviseurs premiers de X qui sont stables parG. D'apr�es 3.4, l'�eventail de X a pour support V; il en r�esulte que V est engendr�e parl'ensemble �ni VX .Exemple. Pour l'espace homog�ene G = (G�G)=diag(G) consid�er�e en 2.4 et 3.1, on identi�eX au groupe des caract�eres de T . Tout sous-groupe �a un param�etre � de T d�e�nit alorsune valuation (G�G)-invariante v�. On v�eri�e que vw(�) = v� pour tout w dans le groupede Weyl de (G;T ); on peut donc supposer que � est dans la chambre de Weyl positive.D'apr�es la proposition ci-dessus et l'argument �a la �n de 2.4, il en r�esulte que V est lachambre de Weyl n�egative.En particulier, lorsque G = PGL2, le cône des valuations est une demi-droite, quine contient pas l'image de l'unique couleur (en e�et, on a vu que celle-ci est la coracine).Il en r�esulte que PGL2 admet un unique plongement non trivial; cela peut aussi se voirdirectement, comme dans l'introduction. De même SL2 admet un unique plongement nontrivial: la quadrique d'�equation ad� bc = t2 dans P(M2 �C).
4.2. Le cône des valuations et son cône dualOn conserve les notations de 4.1. On va donner une autre d�emonstration du fait queV est un cône convexe, et on va aussi d�ecrire son cône dual. Pour cela, on commence parproduire des in�equations lin�eaires v�eri��ees par tous les �el�ements de V. Pour � 2 X et� 2 V, on pose h�; �i := �(�)(�);
ce qui a un sens puisque � est injective sur V.SoientM1 etM2 deux sous-G-modules �a gauche deC[G], simples et form�es de vecteurspropres de H op�erant par multiplication �a droite. Consid�erons le produitM1M2 dans C[G]et un sous-G-module simple M de M1M2. Soient f , f1, f2 des vecteurs propres de B dansM , M1, M2 respectivement; alors f1f2f�1 est un vecteur propre de B dans C(G=H). Soit� 2 V, et soit � comme dans la proposition 3.1. Alors �(f) � �(f1) + �(f2) car f estcombinaison lin�eaire de produits de la forme (g1f1)(g2f2) avec g1 et g2 dans G. On a donc�(f1f2f�1) � 0. En notant � le poids de f , on a: � 2 X (G=H) et h�; �i � 0.Proposition. Soit � le sous-ensemble de X (G=H) form�e des poids des f1f2f�1 avec f1,f2, f comme ci-dessus. Alors V est l'ensemble des � 2 V tels que h�; �i � 0 pour tout� 2 �.
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D�emonstration. Soit CV cet ensemble; on vient de voir que V est contenu dans CV.R�eciproquement, soit � 2 CV. On v�eri�e que � 2 V en suivant la preuve du th�eor�eme 3.3,avec C = Q�0� et F = ;. Avec les notations de cette preuve, on a �(fj) � 0 pour 0 � j � nce qui entrâ�ne que � � 0 sur N , car � 2 CV. On a donc C[X0](B) = M 6= C(G=H)(B);par suite, (X;x) est un plongement non trivial de G=H. Soit �0 2 V ayant un centre dansX; alors �0 est non n�egative sur le demi-espace M, donc �0 est multiple positif de �.Avec les notations ci-dessus, le G-module M apparâ�t dans la d�ecomposition du pro-duit tensoriel M1 
M2 en sous-modules simples. Puisque
� = �(f1) + �(f2)� �(f);

il en r�esulte que � est combinaison lin�eaire de racines simples avec des coe�cients entierspositifs. Par suite, � est contenu dans le cône convexe engendr�e par les racines simples,et donc V contient l'image dans V de la chambre de Weyl n�egative; notons cette imageCG=H . On a obtenu ainsi leCorollaire. L'ensemble V est un cône convexe qui contient CG=H , et dont le cône dualest engendr�e par ��. En particulier, V engendre l'espace vectoriel V , et la partie lin�eairede V est �?.Exemple. Consid�erons encore une fois l'espace homog�ene (G � G)=diag(G). Montronsalors que � contient toutes les racines simples, ce qui red�emontrera que V est la chambrede Weyl n�egative.Soient V un G-module simple, et �V son caract�ere, c'est-�a-dire: �V (g) est la trace del'endomorphisme de V d�e�ni par g 2 G. Alors �V 2 C[G] = C[(G � G)=diag(G)] et le(G�G)-sous-module de C[G] engendr�e par �V est simple, isomorphe �a V �
V ; on obtientainsi tous les sous-modules simples M de C[G]. Soient M1 et M2 deux tels sous-modules,associ�es �a V1 et V2. Le produit �V1�V2 est combinaison lin�eaire �a coe�cients entiers positifsdes �V o�u le G-module simple V apparâ�t dans V1
V2. Il en r�esulte que le (G�G)-modulesimple M = V � 
 V apparâ�t dans le produit M1M2. Si de plus les plus grands poids �1,�2 de V1, V2 ne sont pas orthogonaux �a une même racine simple �, alors V1 
 V2 contientun sous-G-module simple de plus grand poids �1 + �2 � � [Bo; VIII.7, exercice 17], d'o�ul'assertion.
4.3. Le normalisateur d'un sous-groupe sph�eriqueOn conserve les notations de 4.1 et 4.2, et on note NG(H) le normalisateur de H dansG. En faisant op�erer NG(H) par multiplication �a droite dans G=H, on identi�e le quotientNG(H)=H au groupe des automorphismes G-�equivariants de G=H.Th�eor�eme. (i) Soit h�i le sous-groupe de X (G=H) engendr�e par �. Alors le groupealg�ebrique NG(H)=H est isomorphe �a Hom(X (G=H)=h�i;C�). En particulier, NG(H)=Hest diagonalisable, et sa dimension est celle de la partie lin�eaire du cône V(G=H). De plus,NG(H) = NG(H0) o�u H0 est la composante neutre de H.(ii) On a une suite exacte

0! �? ! V (G=H)! V (G=NG(H))! 0:
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De plus, le cône V(G=NG(H)) est le quotient de V(G=H) par sa partie lin�eaire.(iii) Pour tout sous-groupe de Borel B de G tel que BH est ouvert dans G, le stabilisateur�a droite de BH est �egal �a NG(H). En particulier, NG(H) est son propre normalisateur.D�emonstration. (i) Soit 
 2 NG(H) et soit f un vecteur propre de B dans C(G=H), depoids �. Alors l'application g 7! f(g
) est invariante par H �a droite, et vecteur propre deB de poids �. Il existe donc un nombre complexe non nul �f (
) tel que
f(g
) = �f (
)f(g)

pour tout g 2 G. L'application
�f : NG(H)! C�

ainsi d�e�nie est un caract�ere, dont la restriction �a H est triviale, et qui ne d�epend que de�; notons-le ��. On obtient ainsi un homomorphisme
� : NG(H)=H ! Hom(X (G=H);C�):

Montrons que �� = 1 pour tout � 2 �. Soient M1, M2, M , f1, f2, f comme en 4.2,tels que f1f2f�1 est de poids �; alors f1f2 et f sont des vecteurs propres de H de mêmepoids �. Quitte �a remplacer f1, f2, f par f1fn�1, f2fn�1, fn o�u n est un entier bienchoisi, on peut supposer que � est invariant par NG(H) (en e�et, ce dernier op�ere dans lescaract�eres de H via un quotient �ni). Par suite, f1f2f�1 est invariant par NG(H), d'o�ul'assertion.Montrons que � est injective. Soit � un caract�ere de H, invariant par NG(H) et telque le �br�e en droites G-lin�earis�e sur G=H associ�e �a � est tr�es ample. Pour tout entiern � 0, notons An le sous-espace de C[G] form�e des vecteurs propres de H de poids n�. Legroupe G�NG(H) op�ere par automorphismes dans l'alg�ebre gradu�ee
A := 1M

n=0 An:
On v�eri�e que la sous-alg�ebre AU est de type �ni, donc il en est de même de A [Kr;III.3.1]; de plus A est normale. Il en r�esulte que Proj(A) est un plongement projectif deG=H, muni d'une op�eration de NG(H)=H. Si 
 2 NG(H) est tel que �(
) = 1, alors 
multiplie tous les �el�ements de A(B)n par un même scalaire, donc 
 op�ere par homoth�etiesdans chaque An. Par suite, 
 op�ere trivialement dans Proj(A) et dans son sous-ensembleG=H, c'est-�a-dire: 
 2 H.Montrons en�n que l'image de � est form�ee des � 2 Hom(X (G=H);C�) dont larestriction �a � est triviale. Choisissons f 2 A(B)1 . Soit ' 2 A(B)n ; alors '=fn est un vecteurpropre de B dans C(G=H). Pour � comme ci-dessus, posons


(') := �('=fn)':
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Alors 
 s'�etend en un unique endomorphisme du G-module An, not�e encore 
. Ceci d�e�nitun endomorphisme 
 de l'espace vectoriel A, qui pr�eserve la graduation et l'action de G.De plus, la condition que � est trivial sur � entrâ�ne que 
 pr�eserve la multiplication deA. Par suite, 
 d�e�nit un automorphisme G-�equivariant de G=H (qui est l'orbite ouvertede G dans Proj(A)), et ce dernier s'envoie sur � par �.Ainsi, le groupe NG(H)=H est diagonalisable, et sa dimension est le rang du quotientX (G=H)=h�i, c'est-�a-dire la dimension du sous-espace �? de l'espace vectoriel V (G=H) =Hom(X (G=H);Q). De plus, on a
H0 � H � NG(H) � NG(H0)

et le quotient NG(H0)=H0 est ab�elien, car G=H0 est aussi sph�erique. Par suite, NG(H0)normalise H, d'o�u NG(H0) = NG(H).(ii) Le sous-espace X (G=NG(H)) de X (G=H) est form�e des invariants �a droite dugroupe NG(H)=H. Il r�esulte de (i) que cet espace est engendr�e par �. En passant au dual,on obtient la suite exacte de l'�enonc�e. La derni�ere assertion r�esulte alors de 3.4.(iii) Notons ~H le stabilisateur �a droite de BH. Soit g 2 NG(H). Alors BgH = BHgest un ouvert non vide de G, donc il rencontre BH. Ainsi g 2 BH et BHg = BH, doncg 2 ~H. Le même argument montre que ~H est contenu dans BH0, d'o�u BH = BH0.Pour montrer que ~H est contenu dans NG(H), on peut donc supposer H connexe (carNG(H) = NG(H0)). Quitte �a remplacer G par un revêtement �ni, on peut aussi supposerque l'alg�ebre C[G] est factorielle. D'autre part, toute composante irr�eductible de G nBHest de codimension 1 (car G n BH est l'image r�eciproque dans G du compl�ementaire deB=B \H dans G=H, et B=B \H est a�ne); la multiplication �a droite par ~H laisse stablel'ensemble de ces composantes. Soit D une telle composante, et soit fD une �equation deD dans C[G]. Alors fD est vecteur propre de B (op�erant �a gauche) et de H (op�erant �adroite). De plus, tout vecteur propre de B �H dans C[G] s'�ecrit
�YD fnDD

o�u � est un caract�ere de G, et o�u les nD sont des entiers non n�egatifs. Il en r�esulte quel'ensemble C[G](B�H) est stable par multiplication �a droite par ~H. Il en est donc de mêmepour l'ensemble C[G](H). Par suite, ~H normalise H.Corollaire. Pour un espace homog�ene sph�erique G=H, les conditions suivantes sont�equivalentes:(i) Le cône V(G=H) est un espace vectoriel.(ii) Le groupe H contient un sous-groupe unipotent maximal de G.D�emonstration. (i))(ii) Il r�esulte du th�eor�eme ci-dessus que le cône des valuations deG=NG(H) est trivial. D'apr�es le th�eor�eme 3.4.3, le rang de G=NG(H) est nul; le corollaire1.4.1 implique alors que NG(H) est un sous-groupe parabolique de G. Puisque NG(H)=Hest diagonalisable, H contient un sous-groupe unipotent maximal de NG(H) et donc de G.(ii))(i) Soit U le radical unipotent de B; alors le sous-groupe U est sph�erique, et sonnormalisateur est B. Puisque rg(G=B) = 0, le cône des valuations V(G=U) est �egal �a sa
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partie lin�eaire; autrement dit, c'est un espace vectoriel. D'apr�es 3.4, il en est de mêmepour V(G=H).
4.4. Le plongement canonique d'un espace homog�ene sph�erique sobreUne cons�equence imm�ediate mais remarquable du th�eor�eme 4.3 est laProposition 1. Pour un espace homog�ene sph�erique G=H, les conditions suivantes sont�equivalentes:(i) Le groupe H est d'indice �ni dans son normalisateur.(ii) Le cône V(G=H) est saillant.Un espace homog�ene sph�eriqueG=H qui v�eri�e l'une de ces conditions est appel�e sobre.D'apr�es la classi�cation des plongements, il existe alors un unique plongement complet,simple et toro��dal X de G=H: c'est le plongement associ�e au cône colori�e (V(G=H); ;).De plus, tout plongement complet simple est domin�e par X, et tout plongement toro��daldomine X. On appelle X le plongement canonique de G=H.On suppose d�esormais que l'espace homog�ene sph�erique G=H est sobre. On va donnerune construction de son plongement canonique �a l'aide de repr�esentations de G.Soit M un G-module simple contenant un vecteur propre v de H. Soit B un sous-groupe de Borel de G tel que BH est ouvert dans G, et soit � un vecteur propre de B dansM�. L'application h�; �vi : g 7! �(gv)
est alors une fonction r�eguli�ere sur G, non nulle, et vecteur propre de B �H. Par suite,cette application ne s'annule pas sur BH. On dit que (M; v) est r�egulier si h�; �vi s'annulepartout sur G n BH. Si par exemple H est un sous-groupe de Borel de G, les couplesr�eguliers (M;v) sont ceux pour lesquels le plus grand poids de M est r�egulier, c'est-�a-diredans l'int�erieur de la chambre positive.Proposition 2. Avec les notations pr�ec�edentes, il existe des couples r�eguliers (M;v).Pour un tel couple, en notant [v] l'image de v dans P(M), on a

H � G[v] � NG(H);
et le plongement canonique de G=H est la normalisation de la vari�et�e G[v] dans le corpsC(G=H) (qui contient C(G=G[v])).D�emonstration. On peut trouver un vecteur propre f de B �H dans C[G], qui s'annulepartout sur G n BH. Puisque le (G � G)-module C[G] est isomorphe �a la somme directedes M�
M o�u M d�ecrit tous les G-modules simples, il existe un tel M avec v 2M (H) et� 2 (M�)(B) qui v�eri�ent f = h�; �vi. Alors (M;v) est r�egulier.Il est clair que G[v] contient H et est contenu dans le stabilisateur �a droite de l'ouvertBH; celui-ci est le normalisateur de H, d'apr�es le th�eor�eme 4.3.Puisque le G-module M est simple, M (B) est une droite, donc G a une unique orbiteferm�ee Y dans P(M) et dans G[v]. De plus, l'hyperplan (� = 0) de P(M) ne contient pasY , et rencontre G[v] suivant G[v]nB[v]. Ainsi, tout diviseur premier de G[v] qui est stablepar B et qui rencontre G[v], ne contient pas Y . Il en r�esulte que la normalisation de G[v]dans C(G=H) est toro��dale, et que la vari�et�e torique associ�ee (comme en 2.4) est a�ne.Par suite, cette normalisation est un plongement complet, simple et toro��dal de G=H.
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5. Fibr�es en droites sur les vari�et�es sph�eriques
5.1. Le groupe de Picard des vari�et�es sph�eriques simples.Soit P un sous-groupe parabolique de G. Le groupe de Picard Pic(G=P ) est engendr�elibrement par les classes des diviseurs premiers de G=P qui sont stables par B. De plus,les diviseurs engendr�es par leurs sections (resp. amples) sur G=P sont les combinaisonslin�eaires �a coe�cients non n�egatifs (resp. positifs) de ces classes. On va g�en�eraliser cer�esultat �a toutes les vari�et�es sph�eriques simples.Th�eor�eme. Soit (X;x) un plongement simple de l'espace homog�ene sph�erique G=H; soit(CX ;DX) son cône colori�e.(i) Les diviseurs de Cartier sur X sont les diviseurs lin�eairement �equivalents �a une combi-naison �a coe�cients entiers X

D2DnDX nDD:
De plus, l'application � 2 C?X 7!PD2DnDX h�(�D); �iD d�e�nit une suite exacte

C?X ! Z(D n DX)! Pic(X)! 0:
(ii) Les diviseurs de Cartier engendr�es par leurs sections (resp. amples) sont les diviseurslin�eairement �equivalents �a une combinaison lin�eaire des D 2 D n DX �a coe�cients nonn�egatifs (resp. positifs).D�emonstration. (i) D'apr�es le th�eor�eme 2.3 et le lemme ci-dessous, le groupe de Picardde XY;B est trivial. Ainsi, tout diviseur de Cartier sur X est lin�eairement �equivalent �a undiviseur �a support dans X nXY;B , c'est-�a-dire �a une combinaison enti�ere des D 2 D nDX .Mais d'apr�es la proposition 2.2, tout D 2 D n DX est un diviseur de Cartier, d'o�u lapremi�ere assertion.Pour la seconde assertion, soit

� = X
D2DnDX nDD

un diviseur lin�eairement �equivalent �a 0. �Ecrivons � = div(f) avec f 2 C(X) = C(G=H).Puisque le support de � est stable par B, la fonction f est vecteur propre de B. En outre,le support de � ne rencontre pas VX [ DX , donc �(f) 2 C?X . R�eciproquement, pour toutf telle que �(f) 2 C?X , le diviseur de f est combinaison lin�eaire des D 2 D n DX .(ii) Soit � = X
D2DnDX nDD

un diviseur de Cartier surX; on peut supposer que le �br�e en droites associ�e estG-lin�earis�e.Si chaque nD est non n�egatif, alors � est engendr�e par ses sections globales d'apr�es laproposition 2.2. Supposons de plus que chaque nD est positif, et montrons que � est ample.Pour cela, il su�t de trouver une famille �nie de sections globales (si) engendrant �, telleque chaque Xsi est a�ne et que C[Xsi ] est la r�eunion de ses sous-espaces �(X;n�)=sni o�u
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n d�ecrit les entiers positifs. Soit � la section canonique de �; alors X� = XY;B car chaquenD est positif. Ainsi, X� est a�ne; de plus, � est engendr�e par un nombre �ni de translat�esde � par G. Il su�t donc de v�eri�er que toute f 2 C[XY;B ] s'�ecrit sous la forme ��n� o�un est un entier positif (d�ependant de f), et o�u � 2 �(X;n�). Mais
div(f) = X

D2DnDX �D(f)D
(car f est r�eguli�ere sur XY;B). Par suite, le diviseur div(f) + n� est e�ectif pour n assezgrand, car chaque nD est positif; alors �nf 2 �(X;n�).R�eciproquement, supposons que � est engendr�e par ses sections globales. Il existe alorss 2 �(X; �) telle que s ne s'annule pas sur Y . On peut trouver un tel s qui est vecteurpropre de B. Autrement dit, il existe f 2 C(X)(B) tel que le diviseur div(f)+� est e�ectifet que son support ne contient pas Y . Par suite, div(f) + � est combinaison lin�eaire desD 2 D n DX , �a coe�cients non n�egatifs.Si de plus � est ample, alors le diviseur

n� � X
D2DnDX D

est engendr�e par ses sections pour n assez grand. Il en r�esulte que div(f)+� est combinaisonlin�eaire des D 2 D n DX , �a coe�cients positifs.
Lemme. Soit X une G-vari�et�e a�ne normale, contenant une unique orbite ferm�ee Y .Alors la restriction Pic(X)! Pic(Y ) est injective.
D�emonstration du lemme. Quitte �a remplacer G par un revêtement �ni, on peut sup-poser que l'alg�ebre C[G] est factorielle; alors tout �br�e en droites sur X admet une G-lin�earisation. Soit L un tel �br�e, dont la restriction �a Y est triviale. Soit s 2 �(Y;LjY )une section qui ne s'annule pas; alors s est vecteur propre de G [KSS; p. 78]. Puisque larestriction �(X;L)! �(Y;LjY ) est surjective et G-�equivariante, on peut �etendre s en unesection � 2 �(X;L), vecteur propre de G. L'ensemble des z�eros de � est stable par G etne contient pas Y , donc cet ensemble est vide, et L est trivial.

Supposons de plus que l'espace homog�ene G=H est sobre, et notons X le plongementcanonique de G=H (voir 4.4). Puisque X est simple avec DX = ; et CX = V, on obtientaussitôt le
Corollaire. Le groupe de Picard de X est engendr�e librement par les classes des diviseurspremiers stables par B et non par G. De plus, un diviseur de Cartier sur X est engendr�epar ses sections (resp. ample) si et seulement s'il est repr�esent�e par une combinaison �acoe�cients non n�egatifs (resp. positifs) de ces classes.
Remarque. Soit Cl(X) le groupe des classes de diviseurs d'une vari�et�e sph�erique X, nonn�ecessairement simple. Puisque Bx est lisse, on a Cl(Bx) = Pic(Bx); mais ce groupe esttrivial, par exemple d'apr�es 2.3. Par suite, le groupe Cl(X) est engendr�e par les classesdes composantes irr�eductibles de X n Bx, c'est-�a-dire des D 2 D ainsi que des diviseurs
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premiers stables par G. Ces derniers sont index�es par l'ensemble VX ; pour � 2 VX , onnote X� le diviseur associ�e. On montre comme ci-dessus que l'application
� 2 X (G=H) 7! X

�2VX h�; �iX� + XD2D h�(�D); �iD
d�e�nit une suite exacte

X (G=H)! Z(VX ;D)! Cl(X)! 0:
Supposons �a nouveau que X est simple. Alors le groupe Cl(X) co��ncide avec Pic(X)si et seulement si, pour tout D 2 DX [ VX , il existe � 2 X (G=H) tel que

h�(�D0); �i = � 1 si D0 = D0 si D0 2 VX [ DX et D0 6= D.
Autrement dit, X est localement factorielle (c'est-�a-dire: tout diviseur de Weil sur X estde Cartier) si et seulement si les �(�) (� 2 VX [ DX) forment une partie d'une base dur�eseau Hom(X (G=H);Z). On obtient ainsi une condition n�ecessaire pour que X soit lisse.Lorsque X est une vari�et�e toro��dale, cette condition signi�e simplement que le cône CXest engendr�e par une partie d'une base de Hom(X (G=H);Z); de plus, elle est �equivalente�a la lissit�e de X. En e�et, ceci r�esulte de [O; 1.10] dans le cas des vari�et�es toriques, et lecas g�en�eral s'y ram�ene grâce �a 2.4.Mais il existe des vari�et�es sph�eriques singuli�eres et localement factorielles. En e�et,soit P un sous-groupe parabolique maximal de G . Le groupe de Picard de G=P estengendr�e par la classe de l'unique diviseur premier et stable par B. Ce diviseur est ample;soient L le �br�e en droite associ�e, suppos�e G-lin�earis�e, et X le cône a�ne sur G=P d�e�nipar L. Alors X est une G-vari�et�e sph�erique a�ne et factorielle; mais X est singuli�ere siG=P n'est pas un espace projectif.On trouvera dans [B3] un crit�ere g�en�eral de lissit�e pour les vari�et�es sph�eriques, quiest di�cile �a appliquer; il serait int�eressant d'avoir des caract�erisations plus maniables desvari�et�es sph�eriques lisses.
5.2. Le groupe de Picard des vari�et�es sph�eriquesSoit (X;x) un plongement de l'espace homog�ene sph�erique G=H. On a vu que toutdiviseur de Weil sur X est lin�eairement �equivalent �a une combinaison �a coe�cients entiers

� = X�2VX n�X� + X
D2D nDD:

Le th�eor�eme 5.1 implique aussitôt leLemme. Avec les notations pr�ec�edentes, le diviseur � est de Cartier si et seulement si,pour toute orbite Y de G dans X, il existe ��;Y 2 X telle que h�; ��;Y i = n� pour tout� 2 VX;Y , et que h�(�D); ��;Y i = nD pour tout D 2 DX;Y .
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Consid�erons ��;Y comme une forme lin�eaire sur V , et notons l�;Y sa restriction au côneCX;Y (engendr�e par VX;Y et �(DX;Y )). Observons que l�;Y est uniquement d�etermin�ee par� et Y ; mais ��;Y n'est d�etermin�ee qu'�a addition pr�es d'un �el�ement de C?X;Y .Notons PL(X) le groupe additif form�e des familles (lY ) index�ees par les orbites Y deG dans X, qui v�eri�ent les conditions suivantes:� Chaque lY est la restriction �a CX;Y d'un �el�ement de X .� lZ jCX;Y = lY chaque fois que Z est contenue dans Y .D'apr�es la classi�cation des plongements, PL(X) ne d�epend que de l'�eventail colori�eF(X); on peut le voir comme le groupe des fonctions lin�eaires par morceaux sur F(X).Soit CarB(X) le groupe additif form�e des diviseurs de Cartier sur X qui sont stables parB. �A tout � 2 CarB(X), on associe un �el�ement l� = (l�;Y ) de PL(X); l'application
CarB(X) ! PL(X)� 7! l�

d�e�nit une suite exacte
0! Z(D n DX)! CarB(X)! PL(X)! 0:

Notons L(X) le sous-groupe de PL(X) form�e des familles (�jY ) o�u � 2 X ; on peutvoir L(X) comme le groupe des fonctions lin�eaires sur F(X). Soit DivB(X) le groupeadditif form�e des diviseurs des vecteurs propres de B dans C(X). On a une suite exacte
C?X ! DivB(X)! L(X)! 0:

On peut maintenant �enoncer la g�en�eralisation suivante du th�eor�eme 5.1.Th�eor�eme. (i) On a une suite exacte
C?X ! Z(D n DX)! Pic(X)! PL(X)=L(X)! 0:

(ii) Le groupe ab�elien Pic(X) est libre de rang �ni.(iii) Pour un diviseur stable par B et de Cartier � =P�2VX h�; l�iX� +PD2D nDD; lesconditions suivantes sont �equivalentes:(a) � est engendr�e par ses sections globales.(b) Pour toute orbite Y de G dans X, il existe �Y 2 X tel que �Y = l� sur CX;Y ,�Y � l� sur CX n CX;Y , et h�(�D); �Y i � nD pour tout D 2 D n DX;Y .D�emonstration. (i) r�esulte aussitôt des deux suites exactes ci-dessus.(ii) Le groupe ab�elien PL(X) est libre de rang �ni (car c'est un sous-groupe d'unproduit de tels groupes), ainsi que L(X) (car c'est un quotient de X ). De plus, si l 2 PL(X)et nl 2 L(X) pour un entier n non nul, alors l 2 L(X). Ainsi, le quotient PL(X)=L(X)est libre de rang �ni; de même pour Z(D n DX)=C?X . On conclut grâce �a (i).(iii) Soit � 2 CarB(X) engendr�e par ses sections globales; soit Y une orbite de Gdans X. Comme dans la preuve du th�eor�eme 5.1, on peut trouver fY 2 C(X)(B) telle quediv(fY ) + � est e�ectif et ne contient pas Y dans son support. En notant �Y l'oppos�e dupoids de fY , on a donc: h�(�); l�i � h�(�); �Y i pour tout � 2 DX [ VX , avec �egalit�e si
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� 2 DX;Y [ VX;Y , et aussi: nD � h�(�D); �Y i pour tout D 2 D n DX . Autrement dit, lacondition (b) est v�eri��ee. La r�eciproque s'obtient en inversant ces arguments.Tout l 2 PL(X) est uniquement d�etermin�e par les lZ o�u Z d�ecrit les orbites ferm�eesde G dans X. Si de plus X est compl�ete, alors chaque CX;Z engendre V , donc le poids �Zest uniquement d�e�ni par l; on peut identi�er �Z avec lZ .D�e�nition. Une fonction l 2 PL(X) est appel�ee convexe si lY � lZ jY pour toute orbiteY et pour toute orbite ferm�ee Z; autrement dit, l � lZ sur CX . Si de plus l > lZ en toutpoint de CX n CX;Z , on dit que l est strictement convexe.Corollaire 1. Soient X une vari�et�e sph�erique compl�ete, et � un diviseur de Cartier stablepar B sur X. Alors � est engendr�e par ses sections globales (resp. ample) si et seulementsi: l� est convexe (resp. strictement convexe), et h�(�D); lZi � nD (resp. < nD) pour tousZ et D 2 D n DX;Z .D�emonstration. La caract�erisation des diviseurs engendr�es par leurs sections globalesr�esulte aussitôt du th�eor�eme ci-dessus. Soit � un tel diviseur, soit Z une orbite ferm�eede G dans X, et soit fZ un vecteur propre de B dans C(X) de poids �lZ . Alors lediviseur div(fZ) + � est e�ectif, stable par B, et son support ne contient pas Z.R�eciproquement, soit �0 un diviseur stable par B, lin�eairement �equivalent �a �, et necontenant pas Z dans son support. Alors on peut �ecrire �0 = div(f) + � o�u f 2 C(X)(B).De plus, le poids � de f v�eri�e:
h�(�); �i+ hlZ ; �i = 0

pour tout � 2 VX;Z [ DX;Z . Il en r�esulte que � = �lZ et que �0 = div(fZ) + �.Si � est ample, alors le syst�eme lin�eaire associ�e �a un multiple positif de � s�epare lesorbites ferm�ees; la discussion ci-dessus entrâ�ne donc que les lZ sont deux �a deux distincts.De plus, la restriction �a XZ;G de div(fZ) + � est ample; ainsi, nD > h�(�D); lZi pour toutD 2 D n DX;Z , d'apr�es le th�eor�eme 5.1. Par suite, l� est strictement convexe.R�eciproquement, si � est strictement convexe, alors le support de div(fZ) + � a pourcompl�ementaire XZ;B . Soit �Z la section correspondante de �; alors on v�eri�e, commedans la preuve du th�eor�eme 5.1, que C[XZ;B ] est r�eunion des sous-espaces �(X;n�)=�nZ .Puisque X est recouverte par un nombre �ni de translat�es par G des XZ;B , on conclut que� est ample.Le corollaire 2 entrâ�ne aussitôt que tout diviseur ample est engendr�e par ses sectionsglobales. On en d�eduit aussi des crit�eres assez simples pour qu'une vari�et�e sph�erique Xsoit projective ou a�ne.Corollaire 2. (i) La vari�et�e sph�erique compl�ete X est projective si et seulement s'il existeune fonction lin�eaire par morceaux sur F(X), et strictement convexe.(ii) La vari�et�e sph�erique X est a�ne si et seulement si: c'est un plongement simple, et ilexiste � 2 C?X tel que � � 0 sur V et que � < 0 sur �(D n DX).(iii) L'espace homog�ene G=H est a�ne si et seulement si: �(D) ne contient pas 0, etengendre un cône convexe qui ne rencontre pas V n f0g.D�emonstration. (i) est cons�equence imm�ediate du corollaire 1. Pour (ii), on observe quetout plongement a�ne est simple [Kr; II.3.3]. De plus, le plongement simple (X;x), d'orbite
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ferm�ee Y , est a�ne si et seulement s'il existe un plongement projectif (X;x) contenant(X;x), et un diviseur ample � sur X, de support X n X. Soit l 2 PL(X) la fonctionassoci�ee; alors l est strictement convexe, positive sur VX n VX , nulle sur VX [ DX , etn�egative sur �(D n DX). En particulier, l est positive ou nulle sur V, et elle est nulle surCX . Notons VX l'espace vectoriel engendr�e par CX ; notons �X le cône convexe engendr�epar �(D n DX) et par VX . Alors l est n�egative ou nulle sur �X , et n�egative sur �X n VX .Par suite, l'intersection de V et de �X est contenue dans VX . Ceci implique l'existence de� 2 C?X tel que � � 0 sur V et � < 0 sur �(D n DX).R�eciproquement, soit � v�eri�ant ces conditions. Soit (X;x) un plongement projectifcontenant (X;x). D'apr�es (i), on peut trouver une fonction strictement convexe l sur CX .Quitte �a ajouter �a l une fonction lin�eaire, on peut supposer que l est identiquement nullesur CX ; alors l > 0 sur VX n VX . Pour tout entier n assez grand, la fonction l + n�est strictement convexe, positive sur VX n VX , nulle sur CX et n�egative sur �(D n DX).Consid�erons alors le diviseur
X

�2VXnVX h�; l + n�iX� + X
D2DnDX nDD

o�u les nD sont des entiers assez grands. D'apr�es le th�eor�eme ci-dessus, ce diviseur estde Cartier, e�ectif et ample; son support est X n X. Ainsi X est a�ne, car c'est lecompl�ementaire d'un diviseur ample dans une vari�et�e projective.(iii) r�esulte aussitôt de (ii): pour le plongement trivial, on a CX = 0 et DX = ;.Remarque. Il r�esulte du corollaire que les vari�et�es sph�eriques de rang 1 sont quasi-projectives, ainsi que les vari�et�es toro��dales de rang 2. Mais il existe des vari�et�es compl�etesnon projectives parmi les vari�et�es toriques de dimension 3 [O; 2.3] ainsi que parmi lesvari�et�es sph�eriques de rang 2 [B1; 3.3].
5.3. Le polytope convexe associ�e �a un �br�e en droites ampleSoit (X;x) un plongement projectif de G=H et soit L un �br�e en droites ample etG-lin�earis�e sur X. Comme en 1.2, on associe �a L l'ensemble P (X;L) form�e des �=n o�u nest un entier positif, et o�u � est un poids de �(X;L
n)(B). On sait que P (X;L) est unpolytope convexe (Proposition 1.2.3). On va retrouver ce r�esultat, en d�ecrivant P (X;L)par des in�equations lin�eaires; puis on va expliciter les liens entre P (X;L), l'�eventail colori�ede X, et la fonction lin�eaire par morceaux associ�ee �a une section globale de L, vecteurpropre de B. La donn�ee du diviseur d'une telle section n'est pas �equivalente �a la donn�eedu �br�e L avec sa G-lin�earisation; c'est pourquoi les r�esultats qui suivent ne se d�eduisentpas aussitôt de ceux de 5.2, même s'ils en sont tr�es proches.Soit � 2 �(X;L)(B). Le diviseur de � s'�ecrit alors

div(�) = X�2VX n�X� + XD2D nDD
o�u les n� et les nD sont des entiers non n�egatifs. Soit �(�) le poids de �; c'est un poidsdominant de B.
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Proposition 1. Avec les notations pr�ec�edentes, P (X;L) est l'ensemble des �(�) + � o�u� 2 XQ v�eri�e: h�; �i+ n� � 0 pour tout � 2 VX et h�(�D); �i+ nD � 0 pour tout D 2 D.
D�emonstration. Puisque �(X;L
n) est form�e des �nf o�u f 2 C(X) et le diviseur ndiv(�)+div(f) est e�ectif, on voit que

P (X;L) = [n�1f�(�) +
�(f)n j f 2 C(G=H)(B); ndiv(�) + div(f) � 0g:

L'�enonc�e en r�esulte aussitôt.�Etudions maintenant les faces de P (X;L), et leurs relations avec les orbites de G dansX. Soit F une face de P (X;L); on lui associe un ouvert XF de X, a�ne et stable par B,de la fa�con suivante.Soit p 2 F 0 (l'int�erieur relatif de F ). Ecrivons p = �=n o�u � est le poids de � 2�(X;L
n)(B). Observons que l'ouvert X� de X ne d�epend que de p. En e�et, si p = �0=�0o�u �0 est le poids de �0 2 �(X;L
n0), alors �n0=�0n est une fonction rationnelle sur X,vecteur propre de B de poids nul. Cette fonction est donc constante, d'o�u X�0 = X�. Onnote cet ouvert Xp ; il est a�ne et stable par B. D'apr�es la proposition ci-dessus, pourtout D 2 VX [ D, l'application p 7! h�(�D); p � �(�)i + nD est soit identiquement nulle,soit identiquement positive sur F 0. Il en r�esulte que l'ouvert Xp (p 2 F 0) ne d�epend quede F ; on le notera XF .Le cône convexe engendr�e par �p+P (X;L) ne d�epend aussi que de F ; son cône dualest appel�e le cône dual de P (X;L) en F . D'apr�es le corollaire 1.4.2, c'est aussi le cônedual de l'ensemble des vecteurs propres de B dans C[XF ].Pour toute orbite Y de G dans X, l'adh�erence Y est une G-vari�et�e sph�erique, et lepolytope P (Y ;L) est contenu dans P (X;L) d'apr�es 2.3. En fait, on a un r�esultat bien pluspr�ecis:
Proposition 2. Soient X une G-vari�et�e sph�erique projective, L un �br�e en droites ampleet G-lin�earis�e sur X, et Y une orbite de G dans X.(i) Pour tout p 2 P (Y ;L)0, on a Xp = XY;B .(ii) Le polytope P (Y ;L) est une face de P (X;L), et le cône dual en cette face est CX;Y .De plus, DX;Y est l'ensemble des D 2 D tels que h�(�D); p � �(�)i + nD = 0 pour toutp 2 P (Y ;L).(iii) L'application Y 7! P (Y ;L) est une bijection de l'ensemble des orbites de G dansX, sur l'ensemble des faces de P (X;L) dont l'int�erieur relatif du cône dual rencontre V.Ainsi, l'�eventail colori�e de X est form�e des cônes duaux de ces faces, leurs couleurs �etantd�etermin�ees grâce �a (ii).
D�emonstration. (i) Soient P , L et S comme au corollaire 1.4.2. D'apr�es ce corollaire, etpuisque p 2 P (Y ;L)0, le groupe [L;L] op�ere trivialement dans S \ Y , et Ly est ferm�eedans S \ Y pour tout y dans un ouvert non vide de S \ Y . Puisque la L-vari�et�e S \ Y estsph�erique, il en r�esulte que S \ Y est une orbite de L, �x�ee par [L;L]. Par suite,

Xp \ Y = Ru(P )(S \ Y )
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est l'orbite ouverte de B dans Y . Puisque Xp est ouvert dans X et stable par B, il contientdonc XY;B . Alors XY;G nXp est le support d'un diviseur ample de XY;G, et est contenudans XY;G nXY;B . D'apr�es le th�eor�eme 5.1, on a XY;G nXY;B = XY;G nXp, autrement dit:
Xp \XY;G = XY;B :

En particulier, XY;B est stable par P , donc S nXY;B est ferm�e dans S, stable par L, et nerencontre pas S \ Y . Mais S \ Y est l'unique orbite ferm�ee de L dans la vari�et�e sph�eriquea�ne S; donc S nXY;B est vide, et Xp = Ru(P )S = XY;B .(ii) Soit � 2 V telle que le centre de � dans X est Y . Choisissons pour � 2 �(X;L)un vecteur propre de B, non identiquement nul sur Y . Soit � un vecteur propre de B dans�(X;L
n); alors �=�n est une fonction rationnelle sur X d�e�nie sur Y , donc �(�=�n) � 0avec �egalit�e si et seulement si � ne s'annule pas identiquement sur Y . Autrement dit, on ah�; q��(�)i � 0 pour tout q 2 P (X;L), avec �egalit�e si et seulement si q 2 P (Y ;L). Ainsi,P (Y ;L) est une face de P (X;L).D'apr�es le corollaire 1.4.2, le cône convexe engendr�e par �p + P (X;L) s'identi�e �aC(S). Ce dernier est le cône dual de CX;Y d'apr�es la remarque �a la �n de 2.3.Soit D 2 D. Alors D 2 DX;Y si et seulement si D rencontre XY;B , c'est-�a-dire: Drencontre Xp pour un p 2 P (Y ;L)0. Soient n et � 2 �(X;L
n) tels que np est le poidsde �; alors X nXp est le support du diviseur div(�) = div(�=�n) + div(�n). Par suite, Drencontre Xp si et seulement si h�(�D); p� �(�)i+ nD = 0.(iii) Soit F une face de P (X;L). Si F = P (Y ;L) pour une orbite Y de G dans X,alors Y est uniquement d�etermin�ee d'apr�es (i). De plus, l'int�erieur relatif du cône dual deF rencontre V d'apr�es (ii) et 3.3. R�eciproquement, soit � 2 V dans l'int�erieur relatif ducône dual de F . Cela signi�e que h�; q � pi � 0 pour tous p 2 F 0 et q 2 P (X;L), avec�egalit�e si et seulement si q 2 F . Soit Y l'orbite de G dans X telle que le centre de � estY . Alors l'argument de la preuve de (ii) montre que F = P (Y ;L).Le diviseur div(�) est e�ectif, de Cartier et stable par B; soit l� la fonction associ�eecomme en 5.2. On va montrer que cette fonction est uniquement d�etermin�ee par le polytopeP (X;L).Proposition 3. Pour toute orbite ferm�ee Z de G dans X, l'ensemble P (Z;L) est r�eduitau point �(�)� l�;Z . De plus, on a pour tout � 2 CX :
h�; l�i = maxp2P (X;L)h�; �(�)� pi = maxZh�; l�;Zi

(maximum sur toutes les orbites ferm�ees Z).D�emonstration. Soit fZ un vecteur propre de B dans C(X) de poids �l�;Z . Alors �fZest une section globale de L, vecteur propre de B de poids �(�)� l�;Z , et dont le supportne contient pas Z. Par suite, �(�) � l�;Z 2 P (Z;L). Mais ce dernier est form�e d'un seulpoint, ce qui d�emontre la premi�ere assertion.Soit p 2 P (X;L). Soit � 2 �(X;L
n) un vecteur propre de B de poids �, tel quep = �=n. Puisque le diviseur
div(�) = ndiv(�) + div(�=�n)
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est e�ectif, on a �(�D); nl� + �� n�(�)i � 0 pour tout D 2 VX [ D. Il en r�esulte que
h�; l�i � h�; �(�)� pi

pour tous � 2 CX et p 2 P (X;L). D'autre part, puisque l� est strictement convexe surCX , on a h�; l�i = maxZh�; l�;Zi = maxZh�; �(�)� pZi
o�u pZ = �(�)� l�;Z . Puisque pZ 2 P (X;L), la deuxi�eme assertion en r�esulte.Exemples. 1) Lorsque G est un tore, on retrouve le dictionnaire entre �br�es en droitesamples sur les vari�et�es toriques et polytopes convexes entiers [O; Chapitre 2], [Fu].2) Reprenons l'exemple 3 en 1.2, o�u G = GLn, X est l'espace projectif des formesquadratiques en n variables, et L = O(1). Rappelons que P (X;L) est le simplexe ayantpour sommets les 2�j=j (1 � j � n). Les adh�erences des orbites de G dans X sont les im-ages des formes quadratiques de rang au plus k, pour 1 � k � n; les faces correspondantesont pour sommets les 2�j=j o�u 1 � j � k. En particulier, chaque orbite contribue �a unsommet de P (X;L).3) Soit (X;x) un plongement toro��dal de l'espace homog�ene (G�G)=diag(G). D'apr�es4.1, l'�eventail associ�e est une subdivision de la chambre de Weyl n�egative; d'apr�es 3.1,les �(�D) (D 2 D) s'identi�ent aux coracines simples. Avec les notations ci-dessus, lesin�equations h�(�D); p� �(�)i+ nD � 0
signi�ent donc que le poids rationnel p est dominant, tandis que les in�equations

h�; p� �(�)i+ n� � 0
signi�ent que p appartient �a tous les cônes �(�)�l�;Z+V_X;Z o�u Z d�ecrit les orbites ferm�eesde G dans X. En posant pZ := �(�)� l�;Z , on en d�eduit que P (X;L) est l'intersection dela chambre de Weyl positive et de l'enveloppe convexe des w(pZ) o�u w d�ecrit le groupe deWeyl, et Z les orbites ferm�ees.Ainsi, les pZ sont les sommets de P (X;L) qui appartiennent �a l'int�erieur de la chambrede Weyl positive. De plus, pZ est l'unique point de P (Z;L), et c'est l'oppos�e du poids deL au point �xe de B (voir l'exemple 2 en 1.2). En particulier, pZ est un poids dominantr�egulier entier, ce qui con�rme le corollaire 1.4.2. Plus g�en�eralement, les faces associ�eesaux adh�erences des orbites sont celles qui rencontrent l'int�erieur de la chambre de Weylpositive.Il en r�esulte que P (X;L) a en g�en�eral des sommets non entiers, sur les faces propres dela chambre de Weyl positive. Consid�erons par exemple G = PSL3. Soit X le plongementcanonique de (G�G)=diag(G); soient �, � les racines simples, et D�, D� les deux �el�ementsde D comme en 3.1. Soit L le �br�e en droites sur X associ�e au diviseur de Cartier D�+D� ;soit � la section canonique de L. Alors le �br�e L admet une unique G-lin�earisation, lepoids de � est � + � =: �, et P (X;L) est l'intersection de la chambre de Weyl positiveavec l'enveloppe convexe de W�. En particulier, les sommets de P (X;L) sont

�; 0; 12�+ �; �+ 12�:
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Ces deux derniers ne sont pas entiers, car X est le r�eseau des racines.
5.4. Les faces du polytope moment

Soit L un �br�e en droites ample et G-lin�earis�e sur une vari�et�e sph�erique projectiveX. Si X 0 est une sous-vari�et�e stricte de X, ferm�ee et stable par G, alors P (X 0;L) est uneface de P (X;L); par suite, toute face de P (X 0;L) est une face de P (X;L). Les faces deP (X;L) qui ne peuvent s'obtenir ainsi seront appel�ees nouvelles.Dans l'exemple 3 ci-dessus, les nouvelles faces sont celles qui contiennent le sommet2�n=n; ce dernier est l'unique nouveau sommet.On va d�ecrire les nouvelles faces en termes de certains ensembles de couleurs; pourcela, on aura besoin de quelques notations. Pour toute face F de P (X;L), soit XF l'ouvertde X d�e�ni en 5.3; on note DF l'ensemble des D 2 D tels que D rencontre XF .Un sous-ensemble D0 de D est appel�e admissible si �(D0) ne contient pas 0, et engendreun cône convexe saillant, qui ne rencontre pas V n f0g.
Th�eor�eme. (i) Pour toute nouvelle face F de P (X;L), l'ensemble DF est admissible etd�etermine uniquement F . Plus pr�ecis�ement, F est l'ensemble des p 2 P (X;L) tels que

h�(�D); p� �(�)i+ nD = 0 (D 2 DF )
o�u on choisit � 2 �(X;L)(B), et on note nD l'ordre d'annulation de � le long de D.(ii) Si de plus X est toro��dale, alors pour tout sous-ensemble admissible D0 de D, il existeun �br�e en droites ample et G-lin�earis�e L0 sur X, et une nouvelle face F de P (X;L0), tellesque DF = D0.
D�emonstration. (i) Soit p 2 F 0. Soient n un entier positif, et � 2 �(X;L
n)(B), tels quele poids de � est np. Le diviseur div(�) est ample, e�ectif et stable par B; son supportest la r�eunion des X� (� 2 VX) et des D 2 D n DF . D'apr�es la proposition 2.4.2, on peuttrouver un G-morphisme birationnel propre � : ~X ! X, o�u ~X est toro��dale. Soit � l'imager�eciproque de div(�) sur ~X; c'est un diviseur de Cartier stable par B, engendr�e par sessections globales, et de support la r�eunion des ~X� (� 2 V ~X) et des D 2 D n DF . D'apr�esle corollaire 5.2.1, la fonction associ�ee l� est convexe, positive sur V ~X , et n�egative ou nullesur �(DF ). Soit C le cône convexe engendr�e par �(DF ); alors l� est n�egative ou nulle surC. Puisque V est le cône convexe engendr�e par V ~X , il en r�esulte que C \ V = f0g.L'ouvert Xp est a�ne, stable par B, et form�e de l'orbite ouverte de B dans X ainsique d'ouverts non vides des diviseurs D 2 DF . Par suite, on peut trouver f 2 C[Xp](B)
qui s'annule partout sur ces diviseurs. Soit � le poids de f ; alors h�(�D); �i > 0 pour toutD 2 DF , donc �(DF ) ne contient pas 0 et C est saillant.Ainsi, DF est admissible; la deuxi�eme assertion r�esulte de la proposition 1.(ii) Puisque D0 est admissible, il existe � 2 X tel que � > 0 sur V n f0g et que � < 0sur �(D0). D'autre part, puisque X est projective, elle admet un diviseur de Cartier stablepar B, ample, e�ectif, et dont le support est le compl�ementaire de l'orbite ouverte de B.Soit l 2 PL(X) la fonction associ�ee; alors l est strictement convexe, et l > 0 sur V nf0g carX est toro��dale. Pour tout entier n assez grand, la fonction l+n� est strictement convexe,positive sur V n f0g et n�egative sur �(D0). Pour chaque D 2 D n D0, choisissons un entier
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nD > 0. Posons � = X�2VX h�; n�+ liX� + X
D2DnD0

nDD;
c'est un diviseur e�ectif, stable parB, et de Cartier carX est toro��dale. D'apr�es le corollaire5.2.1, on peut choisir les nD assez grands pour que � soit ample. Quitte �a remplacer � parun multiple positif, on peut aussi supposer que le �br�e en droites associ�e L0 est G-lin�earis�e.Soit � la section canonique de L0; alors P (X;L0) est d�e�ni par les in�equations

h�(�D); p� �(�)i+ nD � 0 (D 2 Vx [ D)o�u nD = 0 lorsque D 2 D0. Soit F la face de P (X;L0) d�e�nie par les �equations
h�(�D); p� �(�)i = 0 (D 2 D0):

Alors �(�) 2 F 0, d'o�u DF = D0.Remarques. 1) D'apr�es (i), la codimension de F est la dimension du cône convexe engendr�epar �(DF ). En particulier, les nouveaux sommets correspondent aux ensembles admissiblesD0 tels que l'espace vectoriel V est engendr�e par �(D0). Ceci entrâ�ne que toute fonctionr�eguli�ere inversible sur G=H est constante, c'est-�a-dire: G = [G;G]H. Cette condition estdonc n�ecessaire pour l'existence de nouveaux sommets.2) D'apr�es le corollaire 5.2.2, l'ensemble D est admissible si et seulement si: G=Hest a�ne, et G = [G;G]H. Si X est un plongement toro��dal projectif de G=H, il existealors un �br�e en droites L ample et G-lin�earis�e sur X tel que 0 soit un nouveau sommet deP (X;L), avec G=H comme ouvert a�ne associ�e; le cône dual de P (X;L) en 0 est engendr�epar �(D).3) Soit F une face de P (X;L) o�u X est sph�erique, projective et lisse. Si F = P (X 0;L)pour une sous-vari�et�e X 0 de X, ferm�ee et stable par G, alors le cône dual de F est engendr�epar une base du r�eseau dual de X (X). Ceci r�esulte en e�et de la proposition 5.3.2 et de laremarque en 5.1. En particulier, tout sommet de P (X;L) provenant d'une orbite ferm�eede G dans X est contenu dans exactement r arêtes, o�u r est le rang de G=H.Ce r�esultat ne s'�etend pas aux sommets arbitraires de P (X;L). Consid�erons parexemple G = SL2n+1 o�u n est un entier positif. Notons (e1; : : : ; e2n+1) la base canoniquede C2n+1; soit H le sous-groupe de G qui stabilise la droite Ce2n+1 de C2n+1, ainsi quela droite C(e1 ^ e2 + � � � + e2n�1 ^ e2n) de ^2C2n+1. Soit � le caract�ere de H associ�e �acette derni�ere droite propre. On v�eri�e que le groupe H est r�eductif, connexe, �egal �a sonnormalisateur dans G, et que le groupe des caract�eres de H est engendr�e par �. De plus,G=H poss�ede exactement 2n couleurs, et leurs �equations dans G sont des vecteurs propresde B �H de poids
(�1;�n�); (�2; �); : : : ; (�2i; i�); (�2i+1; (�n+ i)�); : : : ; (�2n; n�)o�u �1; : : : ; �2n sont les poids fondamentaux de G. Il en r�esulte que
X (G=H) = f(x1; : : : ; x2n) 2 Z2n j n�1X

i=0 (n� i)x2i+1 = nX
j=1 jx2jg

et que le cône dual de �(D) est l'ensemble des (x1; : : : ; x2n) 2 Q2n�0 qui v�eri�ent l'�equationci-dessus. Ce cône poss�ede 2n facettes et n2 arêtes, alors que le rang de G=H est 2n� 1.
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