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PREFACE

I'introduction, dans les programmes de Mathématiques des Facultés des Sciences,
de notions d’algébre relativement modernes et étendues, a rendu urgente la rédaction,
en lramgais, d’un ouvrage de référence accessible aux débutants; le livre que nous
pidsentons ici est une tentative pour combler cette lacune et nous allons esquisser
lew principales idées qui nous ont guidé en le rédigeant.

Clet ouvrage, tout d’abord, est basé sur le cours enseigné par Pauteur, & Paris,
ilann le cadre du certificat de Mathématiques Générales @ on a donc fait en sorte que
i lecture ne demande pas d'autres connaissances que celles qu’on pourrait acquérir
v I'Bseipnement Secondaire. En méme temps, on a ajouté les quelques complés
ihents nécessiires pour couvrir & peu prés le programme d”Algeébre de la licence (il
Wity dans 'état actuel des choses, du certificat de Mathématiques I), qui ne différe
poan nensiblement de celui de Mathématiques Générales. Cet ouvrage devrait done
pouvorr étre utilisé pendant plusieurs années par les étudiants en Mathématicques,
pures ou appligudées, tout en couvrant approximativement les besoins de ceux qui
dintdresseront A la Physique plus ou moins théorique; aprés en avoir assimilé le
contenu, le lecteur pourra entrer de plain-pied dans les traités spécialisés vraiment
stvienx, mais nous nespérons dvidemment pas que le lecteur normal sera dans cetle
stintion un an apres son entrée dans une Faculté des Seiences !

Len sujets traitds sont eeux que wut le monde s'accorde aujourd™hun & considédrer
voinine anedispensables aux futurs mathématiciens ou physiciens @ ensembles ot
i tions, groupes, anneaux, corps, nombres complexes; espaces vectoriels, applicas
ton lindaires, matrices; espaces vectoriels de dimension linie, systémes d'équations
Widnes, déterminants, formules de Cramer; polyndmes, fractions rationnelles,
dopntions algéhrigques; rédoction des matnces, Le choix de ces sujets refléte évidems
i |'|"l.'n|nliut| lll'.\ f\'l-ll|ll"r||.|lil]|u'1| l].IIIN lew im[ll;llLlf' iles r:i-‘n-n .‘lll.ll!"l"h, PULRLR DRk
ivonn peosd que cetle dvolution deviat auss se tradore pae Pemplon d'on style
Aol Juagu'alors, drait rdaervé aux ouveages destinds aux mathématiclens profess
sunnels,

Benucoup de gens, et notamment la plupart de ceux qui se bornent & whiliier Lo
Mathdmatigues, prdtendent que lomgu'on doeit pour les débutants il ost inutile, ou
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méme nuisible, d’essayer de faire preuve d’une trop grande rigueur, de tout démon-
trer, dlintroduire des notions trop générales, d’utiliser une terminologie stricternent
défimie et dépourvue de discours fleuris. §’ils avaient raison, cela voudrait dire que,
comirairement aux mathématiciens professionnels, et au bon sens, les débutants com-
prennent d’autant plus facilement un texte mathématique qu’il est plus mal rédigé.
Lew lutinistes professionmnels, ¢’est leur métier, comprennent les inscriptions tronquées
qu'on extrait tous les jours du sous-sol de I'Italic, mais il n’est encore venu a l'idée
d'uucun professeur de Latin de les utiliser pour enseigner cette langue aux débutants

on prélere avoir recours 4 des grammaires bien éerites... Il en est de méme en
Mathématiques, ct lorsqu’il s'agit d’interpréter le sens d’une définition obscure,
e compléter une démonstration insuffisante, ou de déceler les véritables raisons d’un
théoréme, on ne peut pas raisonnablement espérer que le débutant fasse preuve
du méme flair que le professionnel.

I faut du reste observer que les progrés réalisés depuis le début du siécle donnent
maintenant & ceux qui désirent le faire la possibilité de renouveler substantiellement
I'enseignement des Mathématiques, soit en apportant de nouvelles notions simples
et générales qui permettent d’élargir considérablement la portée des raisonnements
tradlitionnels, soit en mettant 4 jour des raisonnements qui rendent accessibles aux
débutants des résultats considérés autrefols comme difficiles; et le souci de la rigueur
dont les grands spécialistes de la Théorie des Nombres avaient toujours fait preuve,
aprés 8'ére répandu depuis une trentaine d’années dans toutes les branches des
Mathématiques, gagne maintenant, encore qu'avec des fortunes trés diverses, les
auteurs de manuels scolaires, au point que certains d’entre eux sont nettement en
avance sur V'ensemble des professionnels eux-mémes... Ce renouvellement, ct les
exagérations qui 'accompagnent parfois, ne vont pas sans soulever les protestations
e certning utilisateurs, vexés d'avoir de la peine 4 comprendre les manuels de leurs
enfants; et 'on entend parfois reprocher aux mathématiciens d’exagérer I'impor-
tance de leurs contributions en détournant Pattention des débutants des problémes
plus concrets, Iy a la, sans aucun doute, un fond de vérité; mais alors que devrait-on
ilire des spécialistes de la « recherche spatiale », par exemple, qui trouvent tout
paturel de réclamer des sornmes gigantesques pour aller reconnaitre Venus, alors que,
soun leurs yeux, des centaines de millions d’hommes en sont encore 4 tenter de ne
pin mourir de faim? Les Mathématiques ont du moins l'avantage d’étre bon
tarché

A visque de provoguer, chez certains, les sentiments d’horreur et de conster-
nation que Paolo Ucello a si merveilleusement représentés dans la Profanation de
[* Hostie, il nones Tant bien dire du reste, car la question se pose de plus en plus, notre
ddsnccord aver les nombreuses ]l(']',\mm;llil{"s i:]1|i, actuellement, demandent aux
sclentiliques en général, et aux mathématiciens en particulier, de former les milliers
e techndciens dont nous aurions, parait-il, besoin de toute urgence pour survivre,
Lew choses ¢tant ce gu'elles sont, 1l nous semble que, dans les « grandes » Halions
surddveloppées sclentifiquement et techniquement ofr nous vivony, le premier devoir
dow mathématiciens, et de beaucoup d'autres, serait plutdt de fournir ce quion ne leur
demande pas— & savoir des hommes capables de rélléchiv par eux-mémes, de
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dépister les arguments faux et les phrases ambigués, et aux yeux Eiesqw::;?Is Ia diffjusi::n
de la vérité importerait infiniment plus que, par exemple, la Télévision planctaire
en couleurs ot en relief : des hommes libres, et non pas des robots pour technocrates.
1l est tristement évident que la meillcure fagon de former ces hommes Iqui nous
mmanquent n’est pas de leur enseigner les sciences mathématiques et physiques, ces
branches du savoir ot la bienséance consiste, en premier licu, a faire sermblant
(ignorer jusqu'a Pexistence méme de problémes humains, ct auxquelles nos sociétés
htement civilisées accordent, ce qui devrait paraitre louche, la premitre place.
Mais méme en enseignant des Mathématiques, on peut du mains essayer de c.lonncr
anx gens le gofit de la liberté et de la critique, et les habituer & se voir traités en
étres humnains doués de la faculté de comprendre.

Pour en tevenir aux débutants auxquels ce livre s'adresse, nous avons done
cherché i leur parler le langage des mathématiciens professionnels, en déf‘lni?',Sflﬂl
tons les termes techniques, clairement et une fois pour toutes, en énoncant explicite-
ment tous les théorémes et. & quelques exceptions pres imposées pour rester dans des
linites raisonnables, en les démontrant tous complétement {*).

On s'est également efforcé d’¢tablir des théorémes aussi généraux que posa'thlc
tout en respectant une régle évidente — 4 savoir que, pour les débutants, une génc'rn-
lisation est nuisible si elle oblige 4 compliquer substanticllement la démonstration
("un résultat simple, ou bien si Pon ne s’en sert pas effectivemnent dans la pratique,
(Pest ainsi qu'en Algébre linéaire — question que I’on réduit généra!tment a l’éfut:lc
dles vspaces veetoriels réels de dimension finie — nous avons toujours adopté au
minimum le point de vue des espaces vectoriels sur un corps t:ummutzltlfquelcnnrjur.
o méme non commutatif 13 ot Phypothise de commutativité n'avancerait i rien;
et les notions les plus simples, celles qui n’utilisent que des additions ct des n}uh'tpli-
¢ations, sont méme exposées pour les modules sur un anneau quelconque, qui jouent
dans toutes les branches des Mathématiques autres que I’Analyse un rile au moing
aussi important que les espaces vectoriels puisque la notion de module contient,
entre antres, celle de groupe commutatif. Les simplifications qu’on aurait puapporter
A texte en se limitant aux espaces vectoriels réels seraient beaucoup plus gque
compensées par la perte de généralité qu'impliquerait une telle limitation. Or el
justement la possibilité d’apprendre sans effort supplémentaire des résultats (]l: plus en
plis généranx qui permet aux jeunes de parvenir aussi rapidement au niveau cle
In recherche quiil y a cent ans, malgré la formidable accumulation de découvertes
A laquelle on a assisté depuis lors, .

Lialsenee ' fovercices réduirait o pea de choses Putilité d’on ouvreage destind
wie débutants: on en trouvera done dei plusienrs centaines, les uns trés faciles,

(%) Lo quasi-totalid des édnoneds non démontrés se trouve lll.ln‘l les §§ 0 vy il ent dvidem
et Liors de question, pour des débutants, d'exposer la théorie des ensembles ot Tn logique
farinelle s admetive de nombreus résultats « évidents », Le & o wur le raisonnerment logiogue
i pour bt non sealement de signaler au débutant les raisonnements « peeons » ol couk gl
e I wonl pas (ce que I lecture den copies ('examen rend indispenmable), mais aimal de Jul
paniteer que la o philosophie des Mathdmatigques » ne se réduit pas néd esanirement A un

o bl e pans giruaeiure,
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d'antres plus difficiles (ils sont précédés d'un signe ), d’autres encore destinés
AUX pens vraiment courageux (ils sont précédés du signe €€); certains sont des
exercices de caleul pratique ou méme numérique, d’autres permettent au lecteur
A se familiariser avee les concepts abstraits, d’autres encare apportent au texte des
comipléments importants et laissent deviner au lecteur les théories plus substantielles
e 1'Algihre moderne, comme on disait il v a trente ans, On peut aussi conjecturer
(e certains énoneés sont faux — on n'a encore jamais vu un traité de Mathématiques
¢ehapper totalement A cette regrettable possibilité; les énoncés faux sont du reste
sonvent les plus instructifs,

linfin, et contrairement 2 toutes les traditions en matiére d’ouvrages destinés
aix débntants, on a cru devoir présenter au lecteur une Bibliographie formée de
{itres soiunensement choisis, et dont beaucoup sont dus & des mathématiciens de
premiére grandeur, Il nous paraic utile que le lecteur se procure et utilise quelques-
unw e ces livres, afin de prendre connaissance d’autres points de vue possibles,
et de w'habituer & considter des livres,

Cles ouvrages, pour la plupart étrangers, contribueront peut-étre d’autre part
A faire prendre conscience & beaucoup de jeunes gens, mystifiés dés I'age de vingt
ans par une propagande éerasante, du fait que méme en négligeant les « peuplades
fnfdricures » de nos grands parents, les Francais ne forment qu’un ilot de cinquante
millions d'hommes au miliew d'un océan de 7oo millions de Blancs; or ceux-ci
vont comme nous A école dés Page de six ans, et v restent méme, dans certains pays,
plus longtemps que nous. 11 est facile d'en déduire que les meilleurs ouvrages de
Mathématiques (par exemple) ont environ une chance sur quatorze d’étre écrits
par des gens « bien de chez nous », et c’est justement ce que Uexpérience confirme
en ce qui concerne "Algébre élémentaire. Nous nous en voudrions de ne pas le faire
svolr alors que certains jeunes, qui ne sont pourtant pas, cux, responsables des
quelques centaines de milliers de cadavres qui encombrent les consciences de leurs
peren, we laissent gagner par le nationalisme, le racisme et la xénophobie.

Juillet 1962

Théorie des ensembles

e but des §§ 0 4 5 est d'introduire les notions d’ensemble et de fonction, sans
Jescpuellen on ne peut ren faire en Mathématiques — ct avee lesquelles, au contraire,
on peat fout faire, Ces notions ne se sont pas dégagées avant la fin dusiécle dernier,
{out au moins sous la forme générale qu’on trouvera ici; auparavant, on ne parlait
pis exphicitement ’ensembles, et la notion de fonction recouvrait plusicurs espéces
diflérentes Pobjets soumis 4 des limitations impaosées par le développement histos
pique des Mathématiques algébricité, analyticite, dérivabilité, continuité, €.,
(e tions dhune variable, de deux variables, d’une variable complexe, cte... Toutes
cen notions sont aujourd’hui des cas particuliers d'un schéma unique, plus général
et conceptucllement plus simple que tous les cas particuliers qu'il gouverne. Lin
mitme tenipes, le langage de la théorie des ensembles (dont on modifie encore de temps
A nutre L terminologie, mais non les concepts de base) s'est universellement répancu,
ot o utibisation est devenue une condition sine qua non de clarté et de rigueur,

I etude des 8§ suivants est done & peu prés indispensable pour aborder la suite de
o Livre len 85 1 et 2, le no 1 du § g sont particuliérement importants dans U'immédiat;
1o loctens pourra attendre d'avoir besoin du § 4 avant de Pémdier séricusement; le
b4 et d'une utlité pratique assez faible st 'on admet que le lecteur est déja au
conant des principales propriétés des nombres entiers; mais le n® 7 de ce § est tria
SOV s,

Onant an g o, clest une introduction & la Logique mathématique; on a tenté d'y
doiner une fdée approximative de la fagon dont les mathématiciens concoivent lea
alifets dont il s'oceupent, et d'y rassernbler un certain nombre de modes de raisonnes
ment partiedlidrement importants, Ce §, comme d'ailleurs les §8 1, 2 ou 4, n'n pas
A e ftadié en détail par le débutant, car les notions qu’on y trouvera sant cons:
Cnnent utilisdes, et le lecteur se familiarisera foreément avee elles & la longue, el
e tees rapidement dans la plupart des cas,

O comsetlle enfin an débutant de ne pas s'eflrayer de Paspect abrupt, et quid lul
sorniblern sans donte formidablement abstrait, de ces premiers §§. Le meilleur consedl
o ponieralt lul donner serait donblier wotalement et jusqu'd nouvel ordre les
Mathidmatiques qu'il peat déjh connaitre (et en particulier toute I Géométrie
Pldmentalre qui, mise & part la notion générale de « translormation glomdtrigue w,
W aueun tapport avee lea questions traitées iel), 11 eat édgalement recommanedd
i prendeo les définitions des termes tochniques au Jiedd de La leltre,



