ER g N ek b

11 est parfaitement utopique d'espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires on
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Exercices.

Les Excrcices gquon trouvera dans ce livee sont de trois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numériques des théories expostes dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du caleul sans résoudre une partie apprécinble
des Exercices de ce genre, D'autres apportent au texie des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s'habituera 4 manipuler le langage ct les moles de
rateonmements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas rds faciles sonl
précédés d'un signe @, Enfn, la dernitre catégorie est constituée par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants déja avancés qui s'intéressent yraiment aux Mathématinues; ces Exercices sont
précédds de deux ou méme trois signes @,

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement A se convainere, & U'aide dun « brouillon » fait & la hate, du fait qu'on en a i peu
prés compris la solution si cette méthode est admissible pour les Excrcices de caleul numérique,
il faut par contre s'efforcer de rédiger intdgraloment les Exercices plus théoriques, ot I'on doit
comstruire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cette fagon,
Pétudiant parviendra & acquérir un langage clair et correct, et 4 utiliser les termes techniques
dars leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d'un sujet.



1. Soient R et § deux relations. Montrer que, si R est fausse, la relation (R =2= §) est vraie,
Peut-on déduire de 1 que S est vraie?

2, Soient R et § deux relations. Maontrer que la relation

[R et (non R)] == 8
ost vrale.

3. Montrer 4 'aide d’un exemple que la relation

(¥4) (HIR == () (VOR

n'est généralement pas vraie.

4. Scient R et 8 deux relations équivalentes, et T une relation quelcongue. Montrer que
chacune des relations suivantes est vraie :

949 5. Démontrer les relations suivantes, ol R, § et T désignent des relations quelconques :

R = (§ = R)
(R =3 8} =5~ [(S = T) = (R —> T]
R === [(non R} ==3 8]
(R 0w 8) === [(R==+5) == 8§]
(R <= 5) ==+ | (Ret5) ouf{non R) et (non 8)] |
. (R == 5) === non [(non B} <=p §]
iR =% [5 ou (non 1'}]| === [(T et R) == 5]
[R=-2 (S50uT)] === [50u(R=T)
(R=8)=3 | (R =+ T)=3[R =~ (5 et T)]|
(R T) = } (S =3 T) =2 [[R ou 8) =3~ T} }
(R=3 5= [[RetT) =2 (S et T)]
(R 8) =3 [(R ou T) === (5 ou T}



A Soient el S deux relations et x une lettre ne Agurant pas dans R. Montrer que les relations

(¥x) (R ou S) <= (R ou (¥x)5)
(3x) (R et S <=~ (R et (3x)5)

Bl e,

{0 Soent Koot % s relations, x une lettre, Démontrer les relations

[(WxhiR ou 3] =% [(¥x'R ou (Ix)5]
[+ R ez (3x)5] ==3= [1Tx} (R et 8]

W Lew cannibales d’une tribu se préparent & manger un missionnaire. Diésirant lul prouver
wne devmidre fois leur respect de la dignité et de la liberté humaines, les cannibales proposent
wimaoniare de décider lui-méme de son sorl en faisant une courte déclaration : si celle-ci
eat vinde, e nmissionnaire sera roti, et il sera bouilli dans le cas contraire, Que doit dire le
tisstonnre pour sauver sa vie ! (d'aprés Cervantés).

0 Le Caolonel X traite le Professeur Y d'assassin, Deux semaines plus tard, le Colonel est
Halyet d'une tentative d’assassinat inspirée par le Professeur. Le Colonel avait-il raison?

;i“. Fnoneer des assertions équivalentes aux négations des assertions suivantes (¥) :
) Lot tnangle rectangle posséde un angle droit.
B D towtes les prisons tous les dérenus détestent tous les gardiens.

o0 Pon ot entier v il existe un entier ¥ tel gue pour tout entier 2 la relation 7 <7 y implique
b velutiom R T

L Bosasner Jes relations logigues existant entre les assertions sulvantes :

A Ton les hommes sont mortels.
I Pon les luommes sont immortels,
i Aicun homme n'cst mortel.

IV Avcnn homiome n'est immortel,
I H existe e hommes immortels.
I ewsne des hommes martels,

L Montrer, i Uaide de opération de Hilbert, que si R est une relation et ¥ une letire
Hpieant dhis B La lettre x s fgere plus dans les relations (ViR et (351K, en dépit des nota-
Ui niheees pour désigner ces deux relations,

Cleresuliat Tort simple montre que, dans la notation (VxR la lettre x ne figure que pour
dbopue e wie apdradion a effectuer sur la relation R, opération ayant pour résultat, entre autres,
A hinner v de la relation R.-Un phénaméne analogue se retrouve dans la notation tradi-

LR IETTNT “!

;D'J £,

v b letne 4 ne joue évidemment aucun vale et en particulier, ne figure pas dans le résultat
Tl

(*1 L. Fagon la plus simple ‘el pour cause’ d’éerire la négation d'une relation est de faire
pivccder cellesci d'un signe « non », Ce n'est évidemment pas ce qu'on demande au lecteur

i Bire dlans ect Lyercice. ..

T T

Cet Lxercice explique aussi pourquoi, dans la relation (YR, on peut si on le désire rempla-
cer la lettre » par toute autre lettre ne figurant pas dans R par exemnple, les relations

(Vxi (x v = x — 2z} et Vi ity = t—212)

sont non seulement dquivalentes mais en fait identiques. 11 n'en est par contre pas de méme
des relations

(Vxh iy oy = x — z) er ¥rilywx=y—2)]

13. Sur la planéte Mars, on distingue en premiére approximation deux sortes d'opinions
politiques : celles de droite et celles de gauche. D'autre part, les étudiants martiens se répar-
tissent en deux associations : I'Union Plantuaire des Etudiants Martiens (UPEM] et la Fédé-
ration Flanétaire des Etudiants Martiens (FPEM), Sachant que les étudiants de gauche
adhérent & I'UPEM, démontrer que la FPEM est apolitique.

14, On considére quatre nombres entiers i, 1, p, ¢ sur lesquels on fait les hypothiéses suivantes
a/ les entiers m; p et ¢ sont premiers entre cux; ¢} le reste de la division de m par pg est égal
a12; ¢} le reste de la division de 2n = 3 par nest égal 4 9; d) il n'existe aucun couple d'entiers
x, y vérifiant la relation

w— g = gt gt Lt

Démontrer que n st pair,

15, On considére les deux assertions suivantes :

2} + « En plein accord avee M. Robert Lacoste, ministre résidant en Algérie, nous confions
la responsabilité de ramencr la paix et la sécurité a1 Alger 4 la 1o® division parachutiste, Cette
unité gagnera en trois mois la bataille d'Alger sans tirer sur les immeubles avec des mitrail-
leuses lourdes, et sans qu’un seul avion francais arrose de balles la Casbah, » [(Extrait de la
déclaration faite par le Général Salan 4 son proces),

41 ¢ « The result was that the « battle of Algiers » became, for the paratroopers who fought
1, and for France itself, a pyrrhic victory : it is estimated that out of the Kasbah's total PO
lation of 80 000 between 3o and 46 per cent of its active male population was, at one stage
or another of the « battle », arrested for questioning and questioning came to involve the
use of torture as a basic instrument, as a time-saving device 1o obtain quick results. » (Fdward
Behr. carvespondant de Time & Alger, dans The Algerian Problem, W. WV, Norton, New York,
1gh .

Ces assertions sont-clles logiquement incompatibles? {On ne demande pas de décider s
elles sont vraies ou fausses).

16. Utiliser la régle non inon A <= A pour simplifier la phrase suivante extraite d'up
crompte rendu de match de foochally -

« ... il ne se troavera aucun sportif pour nier que le contraire n'edl ¢1¢ immerité... »,
Méme question avee le texte suivant :

« Je vous envoic encore une nole sur les examens. J'ai tenu a rappeler quelques principes
fandamentaux. Je fais allusion & cerlaines « deécisions » ou certains comporterments qui sont
encare, heurensement, pee nombreux, Mals, méme s'ils restent peu nombreux et s'ils devaient
élre confirmés légalement, il ne manquera pas de gens pour dénier toute valeur a L qualite
du travail que la rés grande majorité des enseionants de la Faculté s'efforce de mener i
hien, »



1y EXERCICES g 0 § 1

17, A ln suite d’une représentation de Pelléas et Mélisande, un journaliste hésite enire les deux
rtddac tions suivantes
AV Janids le role de Mélisande n'’a été si bien chanté.

1) Jaimas sijeune cantatrice, aux si beaux cheveux, n'a si bien chanté Mélisande.
Legpuel de ces compliments est le plus fort ? (Expliciter non A et non B,

gq 1. La définition mathématique compléte de Pensemble vide, utilisant l'opération de
Hilbert, est que @ désigne 'objet mathématique

=[(Vx) (x&X)]:

en déduire la définition de ¢} en langage formalisé (i.e. écrire (3 sous la forme d'un assemblage
ne comportant que des signes fondamentauwx, & 'exclusion de toute abréviation),

gq 2. Construire une démonstration logiquement compléte du Théoréme 5 (cf. Remarque ),
3. Ecrire tous les éléments de 'ensemble
T(E(RLE(EN)).

4. Soient X et Y deux ensembles. Montrer que les relations X c Y et £(X) < £(Y) sont dquls
valentes.

g 5. Montrer qu'il n'existe aucun ensemble X pour lequel la relation

(X)X

soit vraie.

. 8. Soient X I'ensemble des nombres x tels que 0 <7 x << 1/100 000 000, et Y I'ensemble des
nombres y tels que o <7 ¥ - 100 coo ooc; démontrer que XcY.



I, Soient T I'ensemble des nombres réels § tels que 0 =20 <7 25z, et G I'ensemble des rotations
atonr d'un point donné O dans le plan. On considére "application f de I dans G qui, 4
dlingue nombre Gel, associe la rotation d'angle 1 autour du point ) L’application f est-elle
minjective ! injective? bijective? Que se passe-t-il lorsqu’on prend pour I ensemble des
nommbres réels 0 tels que 0.<Z § =2 227

#, Soient X et Y des ensembles ; pour qu’une partic G de X x Y soit le graphe d’une appli-
cation de X dans Y, il faut et il suffit que "application pr; de G dans X soit bijective,

M Soient /1 X > Yetg:Y = Z deux applications, et h = go f l'application compesée. a)
wi hoest injective, [ est injective; si de plus £ est surjective, alors g est injective. ) si b est sur-
jective, g est surjective; si en outre g est injective, alors f est surjective,

A, O considére des ensembles 3, Y, Z et des applications
FX-=7%, &Y =7, h:Z =X
ont forme les applications composées
hogo f, gofeh  fohag g

et o suppose soit que deux d'entre elles sont injectives et la troisiéme surjective, soit que deux
il‘enire elles sont surjectives et la troisitme injective. Montrer qu’alors £ g et i sont bijectives.

B Mowent X, Y, 7 trois ensembles, E P'ensemble de toutes les applications de X = Y dans Z,
ot 1 ensernble de toutes les applications de X dans ensemble

7
ile tomites les applications de Y dans Z, Construire une bijection de E sur F,
i Chappelle correspondance entre deux ensembles X et Y tout triplet
S=1G,X, Y avec GcX x7Y;

oette notion généralise done celle d’application de X dans ¥ [une correspondance entre X
et Y ou, comme on dit aussi, de X 3 Y, est aussi appelée fréquemment une « fonction multi-

forme non partout définie » pour des raisons qui apparaitront plus bas; cette terminologie,
utilisée jusqu’a une date trés récente, présentc inconvénient majeur de laisser supposer que
la notion de correspondance est un cas particulier de eelle de fonction, alors que c’est I'opposd
qui est vrai.] L'ensemble G s'appelle le graphe de /. On dit que f est définie en un élément
= de X si xepr;(G); il existe alors au moins un yeY tel que {x, ) =G, et on dit que x el y
se correspondent par f (il peut naturellemnent arriver que f ne soit pas définie pour tous les
xeX, et que, si fest définie en x, il existe plusieurs &Y qui correspondent & x par f; ce sont
ces doux circonstances qui expliquent la terminologie « fonction multiforme non partout
définie »).

a) Bt dier {pour X = Y = R, ensemble des nombres réels) les correspondances dont les
graphes sont les ensembles définis par les équations suivantes :

=13 axp + by + oy bod =0 B4y =1 x =siny

tdans le second exemple, a, b, ¢, d sont des constantes réelles donnédes). Dans chaque cas on
déterminera les valeurs de x pour lesquelles la correspondance est définie, et les y qui corres
pondent & un tel .

5) Soient I" et I'' deux cercles distincts dans un plan; on prend pour X et Y ensemble des
points de I, et pour G 'ensemble des couples (x, )X ¥ X qui sont situds sur une méme
tangente a ['. Cuels sont les points de I" o f est définie? Combien de points correspondent-ils
4 un point ol f est définie?

7. Socit f = (G, X, Y) une correspondance entre deux ensembles X et Y (of. Exercice )}
pour toute partic A de X, on note f (A) I'ensemble des &Y qui correspondent par f i au
moins un x € A, ¢t pour toute partie B de Y on note

-1
fB
Vensemble des xe X tels qu'il corresponde & & au moins un yeB. Démontrer les relations
-1 . -1
Ac f{f(A),  Ba (B

8. Scient f = (G, X, Y) et ¢ = (H, Y. Z) deux correspondances; on appelle composéo de
¢ et fla correspondance

gﬂf—_— (K,X, Z}=h

définie comme suit : on a (x, 2) =K 51 et seulement 3’il existe un yeY tel que 'on ait (x, y) @ (i
et { ¥, z) e H. Montrer que cette définition généralise celle de composée de deux applications;
étendre le Théoréme a du § 2 aux correspondances. Etant donnée une partie A de X, a-t-on
nécessairement la relation A{A) = g(f(A)?

5i f= (G. X, Y) est une correspondance, on appelle correspondance réeiprogue de f la
correspondance

F=© Y%

ol G'cY x X est 'ensemble des couples ( p, #) tels que (», ¥} e G. La correspondance compn
séc_fl o f est-elle Papplication identique de X dans X ? Montrer que, si fest une application
de X dans Y, pour gue la correspondance récipruyee suit clie-méme une application de Y dans

-1 - Il
X il faut et il suffit que f soit bijective; la correspondance f est alors identique & I"application
réciprogue de £



-

lea propriétés « topologiques b des polytdres de dimension quelconque, et apparait déji
thes LFuler, qui a démontré le résultat suivant : étant donnée dans I'espace usuel une surface
polytidrale, comportant ¢ sommets, b arétes et ¢ faces, le nombre ¢ — b - ¢ ne dépend pasdela
fagon dont on o décomposé cette surface en triangles. A partir d'une surface polyédrale
dldcomposte en triangles, on construit un schéma simplicial comme suit : Pensemble K est

I'enmemble des sommets du polyédre considéré P; toute partie 4 un éément de K est un
simplexe de K une partie {a, b| & deux éléments de K est une aréte s le segment de droite
Juignant le point a au point § est une aréte de P; enfin une partie ja, b, ¢] & trois éléments
tle I est une face s le triangle de sommets a, b, ¢ est une face du polyédre P. La généralisation
A oun nembre quelconque de dimensions est facile.]

al Bolent Xoun ensemble gquelcongue et (U)); g un recouvrement de X. On convient de dire

apuune partie 5 de ensemble d'indices 1 est un simplexe si elle est finie, non vide, et si U'inter-
sl

tes
oit non vide, Montrer que le couple formé par I'ensemble T et les simplexes qu'on vient de
e est un schéma simplicial (appelé le natf du recouvrement donné).

b1 Bt Koun schéma simplicial. On désigne par P(K) U'ensemble des fonctions [ définie
s 'ensermble I, a valeurs réelles, et possédant les troig propriétés suivantes : 'ensemble des
v K tels que f (x) %5 0 est un simplexe de K on a f {x) = 0 pour tout xeK; enfin, la somme

Ef(x]

TER

tlew valrurs de £ awx divers points de K (somme qui ne comporte gu'un nombre fini de termes
nont nule) est égale 4 1. Enfin, pour tout xe K, on note U_ 'ensemble des £ e P(K) telles que
f (%) A 0. Montrer que la famille {U,) e est un recouvrement de I'ensemble P(K), et que
I nerl e ce recouvrement est précisément le schéma simplicial donné K.

|H1 1e schéma simplicial K cst find et comporte r éléments x;, ..., ¥, on peut représenter
chague & P{K) par le point de R dont les coordonndes sont les n nombres f (x,), ..., f(x.);
on ohtient alors une bijection de P{K) sur un polyedre de Pespace R, polytdre dontla « forme»
ildpencd précisément des relations combinatoires existant entre les divers simplexes du schéma
simplicial donné. Clest Fopération fondamentale qui permet de transformer un probléme
e apparence purement « qualitatif », I'étude de la « forme » des polyédres, en un probléme
purement algébrique, Uétude des schémas simpliciaux finis,

1, On appelle partition d'un ensemble X toute famille (A,);ex d’ensembles non vides, deux
a deux disjoints, ayant l'ensemnble X pour réunion. Etant donnde une telle partition, on consi«
dére la relation

lexiste un (=l tel que xe A, et yeA,

entre éléments x, v de 3. Montrer que celle-ci est une relation d*équivalence, dont on conatruira
les classes et Pensemble quotient. Montrer que toute relation d'équivalence sur X peut
s'obtenir de la facon précédente.

2. Soient R et 8 des relations d'équivalence sur des ensembles X et Y. Si (x', ¥') et (", 3")
sont des éléments de X x Y, on désigne par T | (', '), (", ¥") | la conjonction des relations

Rix', «"| et 8§ 3, " | ; montrer que T est une relation d’équivalence sur X » Y. Construire

le graphe de T en fonction des graphes de R et 8. Définir une bijection « canonique » du
quotient de X % Y par T sur Pensemble produit (/R = (Y/8)

Montrer, en utilisant ces résultats, gue le Théoréme 3 du § 4 est un cas particulier du
Théordéme 2.

3. Etant donnds, dans un plan rapporté A deux axes de coordonnées rectangulaires, deux
points P’ et P7 de coordonnées (+', ') et (x”, 37} respectivement, on note R { P/, P"{ la relation
2'p" = x"y". Montrer que c'est une relation d’¢quivalence dans le plan, et en construire lea
classes d’équivalence,

On désigne maintenant par 8} P, P*{ la relation

(#y = x"3" et (&% = 0)

Est-ce encore une relation d’équivalence?

4, Soient A un ensemble et B une partiede A. On note R} X, ¥ larelation XnB = Y lh
Montrer que c'est une relation d'¢quivalence sur 'ensemble $£{A) et construire une bijection
de Pensemble £(A}/R sur Pensemble £{B).

5. Construire les tables d’addition et de multiplication des entiers modulo 17,

8. Soit E 'espace wsuel (considéré comme ensemble de points). On choisit un point £ une
fois pour toutes, et étant donnés des points P/, P¥ on note R{ P/, P! la relation

les points O, P’ et P” sont alignés.



liat-ce une relation d’équivalence sur E? On note E* Pensemble des points PeE autres
que (), de sorte que E* = E— | O} ; montrer que R est une relation d'équivalence sur E*
ot déterminer les classes d'équivalence correspondantes {Pensemble quotient E* /R s'appelle
le plan projectif}.

7. Soit X I'ensemble de toutes les applications de R dans R {fonctions d'une variable réelle &,
iltlinies quel que soit ¢, et & valeurs réelles). Etant donnés deux éléments x, y de X, on désigne
par R} x, v la relation

il existe un nombre ¢ = 0 tel que I'on ait  x{¢) = y(t}) pour |t <.

Muontrer que R est une relation d’équivalence sur X.

B, Soit X P'ensemble de toutes les applications de R dans R; on choeisit dans ce qui suit un
entier n > 0. Etant donndes des fonctions », y& X, on désighe par R |, | la relation

Lm x(t) — x(t} =0
=0 o

(qu'on écrit habituellement sous la forme

28 — »(B) = ot} pour t— 0).

Mantrer que R est une relation d’équivalence sur X,

B, Soient X et Y deux ensembles, R et S des relations d'équivalence sur X et Y, et fune appli-
cation de X dans Y. On considére le diagramme
xL
e e

X/R Y/S

oi1 pr et g désignent les applications canoniques de X et Y sur leurs quotients. Montrer que les
denx propri¢tés suivantes sont équivalentes @ (f) il existe une application
FrX/R Y8
telle que
fep =g
(11) quels que soient &', "X, la relation

¥ = x" (mod R) impliqgue  f{x") = f{&") (mod 8).

Maontrer de plus que, si la condition (i) est vérifide, il existe une seule application f satisfaisant
e,

Lxemple : on prend X = Y = Z, ens=mble des entiers rationnels; on prend pour R la rela-
tion de congruence modulo r et pour S la relation de congruence modulo 5 (ol r et 5 sont des
entiers non nuls donnés); enfin on prend pour f Papplication identique de X dans ¥. Dans
guel cag le résultat précédent s'applique-t-il ?

10, Soit K un schéma simplicial (§ 3, Exercice 5% on suppose gué toute partie & un élément
e K soit un simplexe de K. Etant donnés deux éléments x et ¥ de K, on désigne par R {x, ¥}

la relation suivante : il existe un entier n 2= 0 et des sommets
Zp = Xy Zpy --1,-54=_Jf

de K tels que 'ensemble z;, z;5,] soit un simplexe de K pour tout i tel que 0 < i<a,
Montrer que R est une relation d’équivalence sur I'ensemble K. [Les classes modulo R
s'appellent les composantes connexes du schéma simplicial K; on dit que K est connaexe 8'il
posséde une seule composante connexe. ]



1, Moient X un ensemble et f une application de X dans Uensernble (X)) des parties de
M. On note A 'ensemble des xe X vérihant la relation x& f (). Montrer qu'il-n'existe
pucun ve X tel que A = F(x). En déduire qu'il n'existe aucune application surjeciive de X
I TN, et que par suite on a

X < 27
|
ponir tout nombre cardinal » (G, Cantor).

8, Mol [ f ),en une suite d’applications de 'ensemble N dans lui-méme; on définit une
jpplication [ de N dans N en posant

fin) =f.n) + 1 pour tout neN.

rlnuhn qu'il n'existe aucun entier pe¥N tel que £ = f,. En déduire que 'ensemble de toutes
en appilications de N dans N est non dénombrable (G, Cantor).

N, L rdunion d'une infinité dénombrable d’ensembles dénombrables est un ensemble dénom-
hrable (inspiver de la méthode utilisée dans ' Exemple 1 du no 5},

4, Soit | I'ensermnble des nombres réels compris entre 0 et 1 on représentera chagque xe1°

wr i détveloppement décimal illimité [pouvant se terminer par une infinité de chiffres 0).
Wt (0w une suite d'éléments de I; on forme un nombre k=1 comme suit: 1a n® décimale
o v eal dgale &onsila ee décimele de x| est différente de 1, et est égale & 2 si la n* décimale de
v, oal dgale & 1, Montrer quion a x = x, pour tout #. En conclure que ensemble T (et & fortiord
I'erimernbile B de tous les nombres réels) est non dénombrable (G. Cantor).
Pidciner Manalogie entre ec ralsonnement et celul de ' Exercice 2 ci-dessus.

B, Soient fune bijeclion d'un ensemble X sur une partie Y, d’un ensemble Y, et g une bijection
ilo Y sur une partic X, de X; on se propose de montrer que X et Y sont équipotents {Berns-
tein . Pour cela, on définit des parties A, de X et B, de Y en posant

B, =Sf(A), Ay=g(B), By=7{A,

puibs on définit une application k de X dans Y comme suit : étant donné un =X, on prend

Ag — N X,, Ay = g(By, ...

R(x) = f s} sl x& Q A

qaq

et dans le cas contraire {de sorte gu’alors x= X} on prend
hix) = g7 (x).
Montrer que k est une bijection de X sur Y.

6. Soient E un ensemble fini 4 /i éléments, ct n un entier naturel. On considére les applications
fde E dans N telles que la somme des & nombres £ (x), xeE, soit au plus égale & n. Montrer
que les applications f considérées sont en nombre égal 4

(u + k
L
7. Montrer que, pour entier a, la somme des coefficients du bindme ( ; ) est égale a 2n,

8. Démontrer la relation

() (GG = () ==(5)

{On cherchera d*abord, dans un ensemble X & # éléments, combien il existe de parties & p
éléments qui contiennent un ensemble A k éléments donné d’avance).

9. Soient p et n des entiers tels que 1 7 p < n, et S, le nombre des applications surjectives
de 'ensemble [1,2,...,n} dans Pensemble {1, 2, ..., #|. Montrer qu'on a

" e ) iR b i L e e p .
b= S,..p ! ( 1 )Sn.p—l T ( 2) Sn p—z T + (P l)
En déduire gque

Smpzfr"v—(f)-[ﬁ—"')" + (-:)-(p—nl"—

Simplifier ce résultat pour p = 2, 3.

==, 2 )

10. Solent E et F deux ensembles finis, et £ = A{x) unc application de E dans I'ensemble
des parties de F. Pour qu'il existe une injection f de E dans F vérifiant

FlxleAlx)

Card (L_J A{x)) = Card (H)

FTEH

pour tout xeE,

il faut et il suffit qu'on ait

pout toute partie H de E. (Ce résultat est généralement connu sous le nom de lemme des mariages) .

11. En utilisant le fait que, dans tout ensemble (fini ou infini) d'entiers naturels, il existe
un entier plus petit que tous les autres, démontrer les résultats classiques que veoici :

a) Tout entier # 3> 2 posséde au moins un diviseur premier (on rappelle qu'un nombre premier
est un entier # 3= 2 n'admettant pas d'autres diviseurs positifs que 1 et p).



1. Trouver tous les groupes a 1, 2 ou 3 éléments,

B, On munit un ensemble & quatre éléments (notés ¢, a, &, ¢ dans ce qui suit) de la loi de

voimposition commutative donnée par la table de multiplication suivante ;
i |
e a b c
[ e a b c
a a e c b

Muntrer que I'on obtient ainsi un groupe commutatif. Trouver tous ses automorphismes.
(Cle groupe est connu sous le nom de Vierergruppe de Klein). Interpréter géométriquement
on mll mipe (considérer, dans 'espace, les symétries par rapport aux arétes d'un triddre trirec-
twngle).

I
0, Montrer que le groupe &, des permutations de 'ensemble {1, 2, 3, 4| posséde un sous
fironpe ivariant somorphe au Vierergruppe de Klein,

4. Ohimnunit ensemble R des nombres réels de la loi de composition
3 —
(%, ) = V2 + 5%
montrer qu’on obtient ainsi un groupe, isomorphe au groupe additif R.

B, Molent Gy, ..,

que Iy =< ..

-» G, des groupes, et H,, ..., H, des sous-groupes de G,, ..., G,; montrer

- ¥ H, est un sous-groupe du groupe produit G, x ... x G,.

Y

a4 ' S i T i b o

8, Soit G un groupe noté multiplicativement. Pour tout aeG, on définit une application s,
de G dans G en posant

5 (%} = axr pour tout x=G

{translation & gauche d'amplitude a dans G; le lecteur comprendra l'origine de cette termi-
nologie en examinant le cas oli G est le groupe additif des vecteurs d'origine donnée O de
l'espace usuel). Montrer que P'application a == 5, est un isomorphisme du groupe G sur un
groupe de permutations de 'ensemble G.

7. Bolent G un groupe cyclique & m ¢éléments et x un générateur de G, Pour que x* soit un
générateur de G, il faut et il suffit que les entiers m et k soient premiers entre eux (utiliser le
théortme de Bezout). Dans le cas général, quel est 'ordre du sous-groupe de G engendré
par x*?

8. Scient m et n des entiers rationnels, Pour qu'il existe un entier r tel que 'on ait

r= 0 (mod m) et r =1 (mod n),

il faut et il suffit que m et n solent premiers entre eux.

Déduire de 1a le résultat suivant. Soient G un groupe commutatif, » et y des élémenta
de G d'ordres m et r premiers entre eux; alors z = x y est d’ordre mn, et le sous-groupe engendrd
par z contient ¥ et y. {On appelle ordre d'un élément x d'un groupe l'ordre, i.e. le nombre
d'éléments, du sous-groupe engendré par x; cet ordre est fini si et seulement s'il existe un
entier n 3= 0 tel que

2 = g

dans ce cas, Uordre de x est le plus petit n = 1 vérifiant cette relation, comme le lecteur le
démontrera).

9. Solent G et H des groupes cycliques & m et n éléments. Pour que G x H soit cycligue
il faut et il suffit que m et n soient premiers entre eux. Si x et y sont des générateurs de G et H,
le couple (x,)) est alors un générateur de G x H.

10. Tout groupe fini d’ordre premier est cyclique, et admet pour générateur chacun de sea
élémenis autre que I'élément neutre {utiliser le Théoréme 4 du § 7, ou P Exercice 7).

11. Soit A une partie d'un groupe G, On appelle centralisateur de A dans G |'ensembile
Z(A) des xeG tels que xa = ax pour tout ae A, Montrer que Z(A) est un sous-groupe de G,
Montrer que Z(G) {qu'on appelle le centre de G} est un sous-groupe commutatif et invariant
de G.

12. Deux éléments x et y d’un groupe G sont dits eonjugués ='il existe un s =G tel que

» = szl

Montrer que
x et y sont conjuguds

est une relation d'équivalence sur ensemble G, On prend pour G le groupe des rotationa
autour d'un point donné O dans P'espace, et on choisit une droite D passant par O3 montrar
que tout élément de G est conjugué d'une rotation autour de D,
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i, Fiant donnée une partie A d'un groupe G, on note sAs—! (pour s &G donné) I'ensemble
tles dléments de G de la forme sxs5~1, avee x € A. Montrer que si A est un sous-groupe il en est
e wéme de sAs—! (on dit alors que c’est un sous-groupe conjugué de A dans G). On appelle
normalisateur d'un sous-groupe A de G 'ensemble N{A) des seG tels que sAs! = A, Mon-

irar que le centralisateur de A (Exercice 11) est un sous-groupe invariant du normalisateur
e A.

i4. Soit G un groupe opérant sur un ensemble X,
i) Montrer que la relation

il existe un seG tel que p = sx

esl une relation d'équivalence sur Pensemble X (la classe pour cette relation d'un xeX
w'appelle Uorbite de » par G). Montrer que, pour tout xe X, I'ensemble des s &G tels que
iv — x eat un sous-groupe H, de G (appelé stabilisateur de » dans G), et que les stabilisateurs

dew divers points d'une méme orbite sont deux 4 deux conjugués dans G au sens de
1" Exeriwe 18,

b Omn considére, pour un ¥« X donné, U'application f de G dans X donnée par
Fis) = sx;

montrer qu'elle est composée de 'application canonique de G sur GfH_ et d'une application

e G/ H, dans X ; montrer que celle-cl induit une bijection de G/H_ sur 'orbite M de x par G,
et que Card (G) = CGard (M} .Card (H_) si G est fini.

11 Diderire les orbites et les stabilisateurs lorsqu'on prend pour X l'espace usuel et pour G

le groupe des rotations autour d'un point donné O dans X,

i) On suppose que G est fini, d'ordre une puissance d'un nombre premier g, et que X est
fint, le nombre d’éléments de X n'étant pas multiple de p. Montrer qu’alors G admet au moins
un point Nxe dans X {i.e. qu'il existe un x & X tel que sx = x pour tout s = G).

~ #) Hoit Goun p-groupe i.e. un groupe fini dont I'ordre est une puissance d'un nombre premier
po Vin faisant opérer G sur lui-méme par les automorphismes intérieurs (cf, Exemple 19), mon-

trer que le centre de G {Exercice 11) n'est pas réduit 4 1'élément neutre.

ih. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G; on fait opérer G sur G/H (Exemple 20).
Mantrer que les éléments de G/H dont le stabilisateur contient H sont les images, par 'appli-
cwtion canonique de G dans G/H, des éléments du sous-groupe N{H), normalisateur de H

s G, déting dans U Exercice 13 ci-dessus,

16, Soit 1 un sous-groupe invarignt d'un groupe G. Montrer qu’il existe sur lensemble
i/ une et une seule lol de composition faisant de G/H un groupe et telle que 'application
vanoniique de G dans G/H soit un homomorphisme de groupes (utiliser le Théoréme 3 du
b 4)s le groupe ainsi obtenu s’appelle le groupe quotient de G par H. Que se passe-t-il lors-
iu'on prend pour G le groupe additif Z des entiers rationnels et pour H un sous-groupe
e (47

Solt fr 'application canonigue de G sur G/H; montrer que, pour tout sous-groupe A de G/H,
lewmte un et un seul sous-groupe K de G contenant H tel que A = (K}, et que l'on a du
eate 1K flj[."\.].

On appelle sous-groupe dérivé de G le sous-groupe, noté G’ ou D{G), engendré par les élé-
mienisn de la forme xyx~! y~1 Montrer que D{G) est un sous-groupe invariant de G, et que, si

Il est un sous-groupe invariant de G, pour gue le groupe quotient G/H soit commutatif il
Faut et Al sullit que Ho D{G).

[

gq 17. Etant donnés des sous-groupes A et B d'un groupe G, on note (A, B) le sous-groupe

qq

de G engendré par les éléments xyx~' y~* ol x€ A et yB. On pose
D(G) = (G, G), D¥G)=D(D(G)), DYG)=D(DXG)) etc...

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
a) 1l existe un entier r tel que D*YG) = {ei;
b) On peut construire des sous-groupes

fe} =H,cHic ... cH,=G

de G tels que, pour chaque indice { vérifiant 0 - # <5 —1, le sous-groupe H, soit in_varia.nl.
dans H,,, et le groupe quotient H,,,/H, soit commutatif (la notion de groupe quotient est
définic dans 1'Exercice précédent);

¢} On peut construire des sous-groupes invariants
fel = KecKe - cK, =G

de G tels que tous les groupes quotients K, ,/K; soient commutatifs. '
Un groupe G vérifiant ces conditions est dit résoluble, Mentrer que tout sous-groupe ".], un
groupe résoluble est résoluble. Solent G un groupe et H un sous-groupe invariant de G sl
les groupes H et G/H sont résolubles, il en est de méme de G.

18. Soit G un p-groupe (Exercice 14). Montrer que tout sous-groupe ¢t tout groupe quotient
de G est un p-groupe. En utilisant I Exercice 14, ¢), montrer que G contient des sous-groupien
invariants

fe] = HycHye - cH, =G

tels que les quotients Fi,/H _; soient isomorphes au groupe additif Z/pZ (i.c. soient cycliqued
d'ordre p) pour 1 < i = r. En particulier, un p-groupe est réscluble.

19, Soit G un groupe cyclique d'ordre fini n.
) Montrer que pour tout diviseur d de n, les € G tels x* = ¢ sont en nombre d.

b) Soit d un diviseur de n, Pour qu'un xeG puisse g’écrire sous la forme »? pour un ya G
convenablement choisi, il faut et il suffit que

Ml = g,

20, Soit G un groupe commutatif fini d'ordre 7. On suppose que, pour tout diviseur 4 de n,
les 22 G tels que

¥ =

soient en nombre d au plus; on se propose d'en déduire que G est gyelique (résultat indispensahle
pour 1'étude des corps finis : voir § 33, Exercice 2). Dans ce qui suit, on désigne par

n= P pR

la décomposition de a en facteurs premiers.
a) Prouver que, pour tout i tel que 1 <7i <k, il existe un g, € G vérifiant

" rie1
ali! =¢, afi' Fe




| e AL I ad o -
|

ot que a, est d'ordre

g = pr
e tement.,
b Montrer, en utilisant le fait que les g, sont deux & deux premiers entre eux, que I'élément
@, .. ayestd’ordee g, ... g, = n, et en conclure que G est cyclique comme annonce.

¢1 Montrer qu'on parviendrait 4 la méme conclusion en faisant 'hypothése moins forte que
volch ;s pour 1 -5 1 <2k, les xe G tels que

bl = g

| wont en nombre p; an plus.
|
|

21, Soit f un homomorphisme d’un groupe fini G dans un groupe H, Montrer que
Card(G) = Card{Ker(f}}.Card(Im{f)).

48, Soient G oun groupe commutatif fini et = un entier tel que (*)
= pour wout xeG.

4] O suppose 1 = 15 avec 1 et 5 premiers entre eux; soit M {resp. N} 'ensemble des x=G
Cele e
| x = ¢ (resp. x* = ¢£).

Muntrer que M et N sont des sous-groupes de G, En éerivant I'identité de Bezout pour r et
o INOTIENET qpile l’applicatien

fMxN=G

dinnde par f{x, ) = xy est un isomorphisme de groupes.
l'll Sl

n:pzl...xﬁih.—_ql_“qh ofl q'i==1

Ia décomposition de n en facteurs premiers; pour tout i tel que 1 =i i ky soit M, le sous-
groupe des x e G tels que

X =g

Muontrer que (4 est isomorphe au produit direct des groupes My, ..., My
¢ Molent M un groupe commutatif fini, p un nombre premier et r un entier naturel; on
N e e

’

xF =2

Pt tont e M ; montrer que Card (M) est une puissance de p (observer que, si M 5= je,

i pent trouver dans M oun sous-groupe M’ d'ordre f; I"introduction. du groupe quotient
MM, of, [vercice 16, permet alors de raisonner par récurrence sur le nombre d'éléments
e MY
d1 Démontrer le théoréme suivant : soit G un groupe commutatif fini d"ordre

n=pp.. PR
alors Cr est tvomorphe au produit direct de b groupes d’ordres pfa, .. ., pi» (ce résultat, que Gauss avait

(*) L'noncé de cet Exercice est rédigd en notation multiplicative, mais le lecteur aura
intdrét, pour des généralisations ultérieures, 4 le traduire en notation additive.

-

déja plus ou moins démontré en 1801, sera complété dans les Exercices du § 31 @ un groupe
commutatif dont ordre est une puissance de p est isomorphe & un produit direct de groupes
eycligues dont les ordres sont des puissances de p. Il en résultera que tout groupe commutatif
fini est isomorphe 4 un produit direct de groupes cycliques. L'étude compléte des groupes
commutatifs & un nombre fini de générateurs a été faite par Kronecker en 18705 un tel groupe
est produit direct d’un groupe commutatif fini et d’un groupe zm.

23, On reprend la question ) de ’Exercice précédent. Soit A (resp. B) le sous-groupe de G
formé des x tels que I'on ait
x = y* (resp. x =)
pour au moins un y=G. Monwrer que A = M et B = N {on prouvera qu'on a les relations
Card(G) = Card(M).Card(N) = Card(A}.Card(N} = Card(B). Card (M)}
et on observera que Ac M, BeN),

On suppose que # = Card(G). Montrer gue Card(M) = r, Card(N) = &

24, Soit se Z, une permutation de 'ensemble X = j1,2, ...y 1 b et soit G le sous-groupe de
£, formé par les puissances de 5.
@) Montrer qu’on peut trouver des parties non vides I, .. ., L, de X vérifiant les conditions

suivantes : on a g(I,) = I, pour 1=k < r et tout geG; les ensembles I, sont deux & deux
disjoints et leur réunion est X tout entier; pour que p, geX appartiennent & un méme [, il
faut et il suffit qu'il existe un ge G tel que ¢ = 2(p). Relation avec ’ Exercice 14, a) T

5) Montrer que les conditions précédentes caractérisent les ensembles 1, (& cecl prés qu'on
peut naturellement modifier Pordre dans lequel on les éerit),

¢} Montrer que, pour chaque k, on peut écrire les éléments de T, sous forme d'une suite
igs -y ip de telle sorte que lon ait
slig) = iy SU) = fay  eeny Sl ) = ip s{i) =1

(décomposition d'une permulation en cycles; on appelle cycle pour toute suite dlentiers i, ...y iy

éerits dans Pordre naturel, deux & deux distincts, et vérifiant les relations précédentes).

d) Trouver les cycles des permutations suivantes :

I
6
(123435789)1
2 3 4 5678491
{NB. — On uiilise ici la notation standard pour représenter une pcrmu}:ation 53 celle-ai
consiste A écrire sur la seconde ligne les images par s des éléments de la premiére).
¢) Ftant donnée une permutation s 2, seient mny, ..., n, les nombres de termes d2s divers

cycles de 5. Montrer que I'ordre de 5 {i.e. le plus petit entier g 2> 1 tel que 57 = ¢, ou I'ordre
du groupe cyclique engendré par s) est le ppem des entiers Ay, ...y Mo

f) On considére la permutation
( 1 2 3 45 6 7 B9 10) .
Lo 2
3 5 4 1 7 1o 2 6 g 8
calculer Pordre du sous-groupe de £, engendré par . Calculer la permutation

_510‘3‘
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@B, Dans cet Exercice, on utilise la terminologie suivante, Etant donnée une suite

6t LG v 6, I,

Eh-unﬁr‘ de groupes additifs G; et d’homomorphismes f, : G; — Gy, on dit que cette suite
‘est oxacte si, pour chaque entier i tel que 1 < { <{a, I'image de I'homomorphisme f; est
dgale au noyau de 'homomorphisme suivant £, D'autre part, on dit qu'un diagramme, par
eneimple

s L o tp b

i
(1) lp 'iq lr l.r if
) r i
e oo KE

Mormé 'ensembles et d'applications de ces ensembles les uns dans les autres, est commutatif
i, quels que soient les «sommets » X et Y du diagramme, toutes les applications de X dans Y
:||||'|||| oblicnt en composant, de toutes les fagons pDSSi‘b]ES, les applicatioﬂﬁ ﬁgul'ﬂ!“ dans le
dingramme donné, sont égales. Dans le cas du diagramme (1), la commutativité se traduirait
par la relation f'op = qof et de nombreuses autres relations analogues que le lecteur
derien

On considire un diagramme commutatif (1) dans lequel A, B, ... sont des groupes additifs,

et les applications des homomorphismes de groupes. On supposs que les deux lignes horizon-
talen du diagramme sont des suites exacfes — de sorte qu'on a
Im( f} = Kerig), Imi f*) = Ker(g'),
ele... Fiablir les résultats suivants (connus sous le nom de lemme des eing) :

@) 8 poest surjectif, et siog et 5 sont injectifs, alors r est injectif.
b) Si ¢ et v sont surjectifs, et si ¢ est injectif, alors r est surjectif.
¢) Wi pestsurjectif, si g et s sont bijectifs, et si ¢ est injectif, alors r est bijectif.

aq

1. Soit K un anneau (qu’on ne suppose pas commutatif),
a) Montrer que, si deux éléments x et y de K commutent (i.e.sixy = yx),ona

gt = (k=) (T xRy e d xR

pour tout entler n = 1.
5 On dit quun élément ¥ de K est nilpotent s'il existe un entier » 2> 1 tel que

= = 0.
Montrer qu'alors 1 — x est inversible. |
¢} Si deux éléments nilpotents x et y de K commutent, alors x - » est nilpotent {utiliser la
formule du bindme pour un exposant assez élevé}, ainsi que xp.

d) Soit @ un élément de K; on considére I"application u de K dans K donnée par
u(x) = ar —xz pour tout xeK,

Montrer que, 81 af = 0, on a #*{(x} = 0 pour tout x€K, et que si a® = 0 on a #%(x) = 0 pour
tout xe K. Montrer d’une manitre générale gue, si a cst nilpotent, il existe un entier ¢ tel

e wi{x) = 0 pour tout xe K.

I
Plx) = — 1)k p) #k pak,
WP x) kE( ) (A— a

=a

¢ On dit qu'un flément « de K est unipotent si 1 — u est nilpetent. Montrer que si v, va K
sont unipetents et commutent, alors uy est aussi unipotent. Montrer que tout &lément unipos
tent de K est inverzible, et a pour inverse un élément unipotent.

[Pour des exernples d*éléments unipotents et nilpotents d'un anneau, voir 1'Exercice 10 dea
55 12, 13 et 14 ot I'Exercice 19 du § 19. En Analyse, la théorie des développements limités fournit
aussi des exemples d'éléments nilpotents : considérer 'anncau des fonctions f{f) d"une variable
réelle t, définic au volsinage de ¢ = 0, et, un entier # = 1 étant choisi, passer au quotient
of. Exercice 7, ¢) ci-dessous — par I'idéal des fonctions qui sont o[t7) quand { tend vers 0; I"anneau
quotient a évidemment des éléments nilpotents non nuls — par exemple 'image dans ce quos
tient de la fonction £.

9. Soit K un anneau; on suppose que'le corps @ des nombres rationnels est un sous-anneau
de K (ce qui permet de multiplier tout xe K par tout nombre rationnel, et en particulier dea
diviser tout xe K par tout entier rationnel non nul).

Montrer que P'on a
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d) Boit ¥ un élément nilpotent de K (Exercice 1); on définit {(*)
exply) =1+ 242 LBy
1 a2
Maontrer, i I'aide de la formule du bindme, que si x, ¥ € K sont nilpotents et commutent on a

exp(x + y) = exp(x).exp( ).

b Soit w un élément unipotent de K {Exercice 1) on définit

logle) = — L4 (i—wp = ;

1 2 H
montrer que si v, ve K sont unipotents et commutent on a
log(ue) — log(s) + log(z).
) Hoit ¥ un élément nilpotent de K, Montrer que exp(x) est unipotent et que
log(exp(x)) = .
i) Soit v un ¢ément unipotent de K. Montrer que log(u) est nilpotent et que
exp(log(u)) = .

#) Pour toul élément nilpotent = de K, on définit

2 xt , . &
cos[x}=I_ETTQ_"I-‘HF(_I)lm+...
i —x—X .. — nﬂ. .
sin (x) = x 3!+5|_ + (— 1) 7 1)!+

Dédmontrer que si x, ye K sont nilpotents et commutent on a

cos (% 4 ¥) = cos (x}.cos (9) — sin («).sin ()
sin {# + ¥) = sin (x) .cos [ ) + sin { y}.cos (x).
Maontrer que
cos? (#) = sin® (x} = 1

ponir tout élément nilpotent de K; on pose bien entendu cos? (x} = cos (x).cos {x] et
mn® (x) oo min (x).sin (x).

(*) Ces définitions ont évidemment leur origine dans les développements en série entiére
tlea fonetions

e, log (1 - f), cos tetsint

dtudiden en Analyse. Il o'y a ici aucun probléme de convergence puisque les « séries » sont en
réalitd des sommes finies. L' Exercice consiste & transposer sur un plan purement algébrique la
relation existant entre, par exemple, la propriété bien connue

£ = e

ilo ln fonction exponenticlle usuelle, et la nature du développement en série entiére de celle-ci.
Il arrive souvent que I'on puisse ainsi trouver des analogues purement algébriques de phéno-
iménes falsant intervenir des considérations d’Analyse, 1.e. des passages 4 la limite.

e

3. Soit K un anncau; quels que soient &, y € K, on pose

[%, 0] = 0 —
Démentrer 'identité de Jacobi

(e [0 2]) = [ [z 20) - 2 [5,0]) = 00

4, Dans un anncau K, on considére des éléments x, y, & vérifiant les relations

[h, ] = =2x, (A, v] =—an [x, ¥] = &
a) Etablir les formules
[hox*] = 2a.%, [%, ] — — 2ay
51 Montrer que I'd¢lément
qay — k% — 3h

de K commute & x, y et k.

¢y Montrer que le plus petit sous-anneau de K contenant s, y et £ est 'ensemble des éléments
qui peuvent s'écrire sous la forme d'une somme d'un nombre fini de termes de 1a forme

a.xtyat
o ¢, J, £ sont des entiers naturcls et @ un entier rationnel,

5. Soit p un rombre premier. On désigne par Z, 'ensemble des x& @ qu'on peut derire sous
la farme d'une fraction dont le dénominateur n'est pas divisible par p.

at Montrer que Z, est un sous-anneau de @,
b Pour tout xeQ onasoit xeZ soitx~ el .
! P f
¢} Les seuls sous-anneaux de @ contenant Z, sont Z et Q.

d) Pour tout idéal [ de 'anneau Z, il existe un entier # - 0 et un seul tel que I soit engendré
par p" (Le. formé des pru, ne ).
¢ Pour tout x =@ non nul il existe un ne? et un seul tel que

¥=p"u

oil 4 est un élément inversible de 'anneau ZP.

) Pour tout xe@ non nul on pose v,(x) = # ol # est 'entier de la question precédente; en
outre on définit (¥
v 0] = + =.

{*; On désigne par le symbale + = un objet soumis aux régles de caleul gue voici, el
a celles-ci uniquement (autrement dit, les opérations non définies ci-dessous a'ont aveun sens) |

*p+(+ =)=+ = pourtout reZ; (+ =)+ (+ =}~ + =;
enflin on convient que
+ = = n pourtout nel; — = >+ >

Il s'ensuit par exemple que Max {2, + =) = + =. Bien entendu on pourrait se passer,
pour définir vy, du symbole + o : il suflic de ne pas atribuer de sens a z,(0), et d'énoncer
alors les relations & démontrer de telle sorie gu’on n'ait jamais A écrire c'pﬁﬁ}. Cette méthode
compliquerait beaucoup la situation.



Mauontrer que 'on a

Uplwy) = v,(x) + v,( )
vols + ) 2= Min [v,(x), 2,()]

«quels que soient x, y= @ et que Z, est I'ensemble des x= @ tels que v,(x) = 0.

i) Maontrer que l'intersection des sous-anneaux Z, de @ associés A tous les nombres premiers
freat 'annean Z des entiers rationnels.

B, Soient K un corps commutatif et A un sous-anneau de K., On dit que A est un anneau de
valuntlon de K si A £ K etsillona

xeA ou xleA pour tout xe K non nul,

Mantrer qu'alors les éléments non inversibles de 'anneau A forment un idéal m de A, et
que tout idéal de A, distinet de A tout entier, est contenu dans m [de sorte que m est I'unique
il maximal de A, dans la terminologie de I Exercice 7, d) ci-dessous].

O appelle valuation diseréte de K toute fonction ¢ définie sur K, dont les valeurs sont des
entiens rationnels ou le symbole + =, et possédant les propriétés suivantes :

() = + 2:o; s(x)ed st oxE0;
e(xy) = o{x} + v(¥) quels quesolent z,3eK;
v(x + ) = Min [o(x), ()] quels que soient  x, ye K.

On suppose v non triviale (i.e. que 2{K) ne se réduit pas 4 0 et + <« ). Montrer que l'ensemble
A des xe K tels que o{x) = 0 est un anneau de valuation de K, et gue 'idéal maximal m
do A est Pensemble des xe K tels que (x) = 0. On choisit un élément nem tel que z(=) soit

minimum; moentrer que m-= Ax et que tout idéal de A est de la forme Az", pour un entier
';1““':'-” ijue les seuls anneaux de valuation du corps @ sont les anneaux Z, de ¥ Exercice préce-
dont, ‘I'rouver toutes les valuations discrétes de Q.
7. Boit | unidéal bilatére d’un anneau ¥ ; on note

%= (mod 1)

la relation x — yel (congruence modulo I).

a) Montrer que c'est une relation d'équivalence sur Pensemble K. Que se passe-t-ilsi K = Z
ot 1w pl?

b} Montrer que les relations
¥ =y (mod I} et %" = 5" (mod I}
binpligpuent les relations
X b=y 4 " (mod 1) et 5" =y (mod 1),

i) On note KJI 'ensemble guotient de K par la relation d'équivalence considérée, et 0

Pappheation canonique de K sur K/T; montrer qu'il existe sur Pensemble K/(I une et une
wrule structure d'anneau telle que 'application 4 soit un homomorphisme (imiter la construc-
thon donnde pour les anneaux Z/pZ), On dit que K/ est 'anneau quotient de K par 'idéal
bilatdre 1,

i) On suppose K commutatif. On dit quun idéal I de K est maximal si I # K et si les seuls
lildmux de K contenant [ sont T et K. Montrer que, pour que I soit maximal, il faut et il suffit

que I'anneau quotient K/1 soit un corps {on notera qu'un corps ne posséde aucun idéal autre
que lui-méme et |0}, et réciproquement). Quels sont les idéaux maximaux de I'anneau Z?
¢) Unidéal I d'un anneau commutatif K est dit premisrsi I = K et si, pour x, yK, la rela-
tion

el implique zel ou yel.

Montrer que cette condition signifie que Ianncau quotient K/I est inidgre. Quels sont les
idéaux premiers de 'anneau Z?

f) Montrer que tout idéal maximal est premier. [NB — La réciproque n'est vraie que pour
des catégories d'anneaux trés particuliéres.]

£) Soient K un corps commutatif et A un sous-anneau de K ; on suppose que tout € K puisse
se mettre sous la forme ufv avec 1, ve A et # 7 0 (ceci signifie que K est le corps des fractions
de A, cf. § 2g). Soit (*) p» un idéal premier de A; on note Ay (anneau local da v) 'ensemble
des éléments de K qui peuvent se mettre sous la forme

ufv avec u, veA et wvep,

Montrer que Ay est un sous-anneau de K possédant un seul idéal maximal, et que si I'on
associe & chaque idéal 1 £ Ay de I'anneau Ay son intersection InA avec A, on définit une
bijection de I'ensemble des idéaux 1+ Ay de Ay sur 'ensemble des idéaux de A contenus dans v,

8. Soient A et B deux anneaux. Montrer gu’on obtient un anneau (composé direet de A ct B)
¢n munissant I'ensemble A % B des lois de compasitions données par les formules

FLyY+ N =+ -LH"), (<, ') (=7 7)) = (&7, 5 ).
Le composé direct A % B peut-il &tre un anneau d'intégrité?

9. Soient m et n des entiers rationnels premiers entre eux.
a) Montrer que, quels que soient a, be Z, il existe s & Z tel que

¥ = a (mod m) et x = b {mod n)

et que la classe de ¥ modulo mn est entitrement déterminée par la classe de @ modulo m et
celle de b modulo n. Exemple : trouver toutes les solutions du systéme de congruences

x=4(mod 7), x=g9 (mod 1)

&) On comsidére les anneaux A = ZfmZ, B = Z/aZ et C = ZjmnZ. A Paide de la question
précédente, construire un isomorphisme du compose direct A % B (Exercice B) sur 'anneau G,
{On pourra utiliser le Théorgéme 3 du § 4).

¢} Solent g, ..., g, des entiers deux & deux premiers entre eux. Montrer par récurrence sur h
que, quels que soient 4y, .. ., a,&Z, 1l existe un xe T qui vérifie les h relations

»

s=a (modg) (1Si<h).

(Ce résultat est connu sous le nom de théordme chinois, attendu que les Chinois en utilisaient
des cas particuliers pour choisir les dates d’événements liés aux périodes de certains phéno-
ménes astronomiques ou autres.)

(*) La tradition pour désigner des idéaux est d'utiliser des lettres gothiques; on ne o'y ot
pas conformé dans Ig texte du § 8 pour &viter de troubler les débutants.
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) Mot
no=pi. .. pih
la dédcomposition d'un entier r en facteurs premiers. Montrer que I'anneau Z/rZ est isomorphe
nu composd direct des k anneaux Z/g,Z, oii 'on pose
=0 (Vi h)
#) Soient iy, ..., gy des entiers rationnels quelconcgues; pour qu’on puisse résoudre le systéme
i Li' cungruiences

#=a (mod gq) 1=lizlh
il Taut et il salfit gu’on ait
a; = a; (mod d; } pour A Ry .

ol d, | désigne le pged de g, et g,

10, Soient 1 et | des idéaux d'un annean commutatif K. On note T 4 J (somme des idéaux

I et |} Mensemble des éléments de K qui pruvent se metire sous la forme x + y avec xsl
el ye], et ] (produit des deux idéaux I et J} Pensemble des z= K possédant la propriété
mulvante ¢ il existc un entier r = 1, des éléments %, ..., x, de I, et des éléments y,, ..., ¥,
o Jy el que 2 = s, 9 + -+ + x, ¥,

i) Montrer que 1+ J est le plus petit idéal de K contenant I et J. Montrer que 1T est aussi
un biléal de K, contenu dans In J. Etablir les relations

|
| I41=J-+1 I+ +IN=(I+1+17
VIR S 0 GL Y 1) AR (R TR LRSS § (D | &

ol 1, 1Y, ete... désignent des idéaux de K. Interprétation de I 4 J et de IJ lorsque T et J sont

! Principiux !

) Oncdit que deux idéaux Tet J de K sont éfrangers lorsque I+ J = K. Quelle est la signi-
Mication de cette propri¢té lorsque K = Z? Montrer que, si [ et ] sont étrangers,onaln] =1J.

o) o que deox idéaux T et | de K solent étrangers, il faut et il suffit que, quels que soient
o, be K 1 existe xe K tel que 'on ait

| #=a (mod I) et x=b(mod]).

L dédnire que Panneau quotient KJIJ (Exercice 7) est isomorphe au composé direct
Bvercice 1) dles anneaux KT et K(T.

) Molent 1, ]y, .., ], des idéaux de K; on suppose T et J, étrangers pour 1 < & =< r. Montrer
e |eatl dtranger au produit J, ... J.
¢ Mokt J, .. ], des idéaux deux A deux étrangers. Montrer que
3, oo Jo=Jin-n,
f) Solent Ty, ..., ], des idéaux deux i deux étrangers. Montrer cue, quels que soient

iy, o0 @ K on peut trouver un ¥ K tel que l'on ait
x=ua, (mod J,) pour1=_ksn

4) Do idéaux maximaux (Exersice 7, (d)) de K sont étrangers dés qu'ils sont distincts.

q 11. Solent I,, ..., I, des idéaux d'un anneau commutatif K. Si un idéal premier (Exercice "

(¢)) de K contient le produit I, ... L, il contient I'un au moins des idéaux T,, ..., 1.

Soit I un idéal non premier de K. Montrer qu'il existe des idéaux J' et J* de K possédant
les propriétés suivantes : J' et J* contiennent I et sont distincts de 1, et T contient Pidéal
produit J'J".

12, Etant donné un idéal I d’un anneau commutatif K, on appelle radical de I ensemble
des x e K tels que U'on ait
el
pour un entier r 2z 1 au maoins. Dans cet Exercice, on désigne le radical d’un idéal I par la
natation
Vi
(laquelle est aussi mauvaise que possible comme le montreront les formules qui vont suivre...).

) Montrer que le radical d'un idéal I est encore un idéal. Que se passe-t-il si I = j0|?
Quel est le radical d'un idéal premier (Exercice 7, {¢)) de K7

5) Démontrer les formules suivantes, o [ et J désignent deux idéaux gquelconques de
lanneau K ¢

VL] = VIn] = vIny]
VIE] =VVI+ (T
VVI= L

¢) Déterminer complétement le radical d'n idéal de Panneau Z des entiers rationnels.

13. On dit qu’un idéal T d'un anneau commutatif K est primaire si [ == K et si, quels que
solent les éléments x, v de K tels que 'on ait

xyel, z&l,
il existe un entier # = 1 tel que
»el.

Montrer que le radical d'un idéal primaire est un idéal premier.

q Pour gue I (supposé distinet de K) soit primaire, il faut et il suffit que, dans I'anneau
quotient K/I, tout diviseur de zéro soit nilpotent.
Quels sont les idéaux primaires de 'anneau Z7?

14, Soit m un idéal maximal d'un anncau commutatif K, Montrer que les puissances
mt = ... m (nfacteurs)
de m sont des idéaux primaires, avant n pour radical.
15. Soient m un idéal maximal d'un anneau commutatif K, et « un idéal de K contenu

dans m. On suppose que chaque élément de m posséde une puissance dans a. Montrer que a
est primaire et que son radical est m.

18. Pour qu'un élément d'un anneau commutatif K soit inversible, il faut et il suflit qu'il
n'appartienne 4 aucun autre idéal de K que K lui-méme.
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On admet le théoréme de Krull que voici @ étant donné un anneau commutatif (*) K, tout
iiléal de K, distinct de K, est contenu dans au moins un idéal maximal de K [on rappelle,
Fivercice 3, d), quun idéal I de K est dit maximal si T %= K ct si les seuls idéaux de K contenant
I wont Tet K],

Muntrer que, pour qu'un élément de K soit inversible, il faut et il suffit qu'il n’appartienne
h aucun idéal maximal de K.

17. Soit T intersection de tous les idéaux maximaux d’un anneau commutatif K. Montrer
qu'un élément a de K appartient a I si et seulement si 1 + ax est inversible pour tout sxeK
{utiliser 1" Exercice précédent).

[Ce résultat (Jacobson) s'étend aux anneaux non commutatifs : dans un tel anneau, l'inter-
section des idéaux 3 gauche maximaux est identique & lintersection des idéaux & droite
maximaux; et les éléments a de cette intersection sont caractérisés par le fait que 1 + xay
et inversible quels que soient z, =K. Les démonstrations de ces résultats sont parfaitement
¢lémentaires.]

I8, On désigne par F, le corps ZfpZ pour p premier. On munit 'ensemble F;, x F;; des
deuix lois de composition données par les formules suivantes :

(e, 0) + (%, 5) = {4+ x 0+ )
(u, ¥) . (2, 3) = (ux + o0, wp + vx)

(o 7 désigne naturellerment la classe modulo 11 de l'entier naturel 7). Montrer gu'on obtient
de cette fagon un corps commutatif & 121 éléments.

10, Montrer que, si p est un nombre premier, le coefficient du bindme (" ) est multiple
ile p pour 1 < n =2 p — 1. En déduire que, si p est un nombre premier impairf'on a

(1 4+ p)# =1 + p* (mod p*+?)
pour tout entier £ 2= 0 (raisonner par récurrence).

{*) Le théortme de Krull s’étend en fait & tout anneau K, comrautatif ou non, de la
fagon wuivante. Dans un tel anncau, un idéal & gauche (resp. 4 droite, bilatére) I est dit
maximal si 1 =2 K et si les seuls idéaux & gauche (resp. a droite, bilatére) de K contenant 1
wont 1 et K. Ceci dit, tout idéal 3 gauche {resp. 2 droite, bilatére) de K, autre que K lui-méme,
pat contenu dans au moins un idéal 4 gauche (resp. 4 droite, bilattre) rna.ximgl de K.

Lorsque K = Z, le théoréme de Krull signifie que tout entier n 2= 2 posséde au moins
un diviseur premier. Le théoréme de Krull peut done étre considéré comme une extension
de ce résultat & fous les anneaus sans exceplion] & ce titre, et en dépit de la sirnplicité de son
dnoncéd, c'est 1'un des résultats les plus utiles de toute "Algébre, et on’a méme utilisé (Gelfand)
depuis une vingtaine d’années pour démontrer des théorémes difficiles d’Analyse, en I’appli-
quant i des anneaux dont les éléments sont des fonctions d*une ou plusieurs variables rée les
vériliant certaines conditions.

L.a démonstration générale du théoréme de Krull est facile pourvu qu’on connaisse suffi-
snmment la théorie des Ensembles et des nombres transfinis (c’est méme ['un des points préeis
ot I'on voit la « grande » théotie des nombres transfinis servir & démontrer des résultats
« concrets » trés peu évidents), On verra au § 18 une démonstration élémentaire du théoréme
o Krull pour les anneaux ncethériens (mais ceux qu'on étudic en Analyse-le sont rarement).
I lddée de la démonstration générale est que, si I*anneau K ne contenait aucun idéal maximal,
on pourrait construire dans K une chaine croissante infinie, et méme « transfinie », d'idéaux
{nutrement dit, attacher & chaque cardinal « un idéal T. de telle sorte que, pour « < @, lidéal
l. w0l sirictement contenu dans Is — la construction est évidemment facile pour les o finis,
ot toute la difficulté est de prolonger la récurrence au dela des entiers naturels), ce qui serait
en contradiction avee le fait qu'il n’existe pas d’injection de l'ensemble (sic) de tous les cardi-
paux dans un ensemble donné (en espéce, l'ensemble des idéaux de K), pour la raison que
les cardinaux ne forment pas un ensemble...

-

20. Onposer = %_ Montrer que 'ensemble des nombres de la forme

a -+ br 4 o

oit a, b, ¢ sont des norabres rationnels arbitraires, ¢st un sous-corps du corps R des nombres
réels.

(Cet Exercice sera aussi, pour le lecteur débutant, une occasion de démontrer que 2 n'est pas lo
cube d’un nombre rationnel).

e L




I o) Montrer que tout nombre complexe d 7= 0 posséde exactement deux racines carrées
il le corps © (on cherchera leur module et leur argument en fonction de ceux de d).
by En déduire que toute équation du second degre

a4+ bzde=0
b cocllicients 2, b, ¢ complexes, posséde au moins une racine dans G, et en possdde deux si
Bt — gqac <& 0.
i) Wésowdre dans € les équations
24 (5—pilz+5—5i=10

24 (1 —eilz—2=10
Z—3gozt 4 ag = 0

9, ‘Trouver les parties réelle et imaginaire des nombres complexes suivants :
. L St e —
(2P — (=i (i) Ji.p.}-_s) . Va—iyis;
(7 - 20)3 — (2 4 @)° {1 —1)° 2 z
{azt + bz} (b2 +az) ol z=—

L+iV3
2 a2

1 Caleuler le module et Pargument des nombres complexes suivants :

_ = 0
—14d —r—iY3 a2 VB 4 (Ilﬁ";—%) 5
{1 = cos§ + f.sin 0]~

4. ‘I'rouver toutes les solutions complexes des équations suivantes (on utilisera la formule de
Muivre) :
{4

B2 =10; 2B =13 20 4 27=10; 2=
V3 —i

- oS
5. a) Caleculer
cos §l, cos 81, sin 6t, sin g?, tg 6t

en fonction des lignes trigonométriques de l'angle 1.
&) Calculer

sindf, sindf, cosbe, cos®t
3 Vaide des lignes trigonométriques des multiples entiers de 'angle &
8. Soient u et r deux nombres complexes. Montrer qu'on a la relation
la + of* + Ju—u? = 2(uf + #fF);
interprétation géométrique?

7. Démontrer les relations suivantes :

olr ppg?f — 2 cos 2nt -+ 2(2”) cos {gn—a)t 4+ - + 2( an )cos 2t + (an)'
I n n

i

2% ot = cos (2n + 1)+ (2’*;;— !) cos {2n— 1}t + -+ + (2" + l) cos !,
1 n

k=n—1
2% sinfY = 2 Z (— 1}"—?’-( ¢ ) cos 2{n — k)t — ( " ),
Dh 2n
k=0
k=n
23 sintv i = 2 (— 1}"+"f( " ) sin (2n — 2& 4 1)},
an 4+ 1
k=0
(RS S T IS - T N S (I WO P
(n) 3(n)'9(n) 2?(}?)+~ ="
3 2
cosi+cos£+cos5—’:+cosﬁ+cosg—n=L.
11 11 I1 11 11 2

8. Scit U Pensemble des nombres complexes z tels que |z| = 1; montrer que c’est un sous-
groupe du groupe multiplicatif C* des nombres complexes non nuls. Construire un isomors
phisme entre les groupes U x R¥ et C*. Montrer que U est somorphe au groupe des rotas
tions autour d'un point dans le plan.

9, On appelle demi-plan de Poinearé 'ensemble P des nombres complexes z tels que
Im(z) = 0,
et disque unité Pensemble Db des nombres complexes z tels que

[zl =T 1.
Montrer que

PR Sl

z+i

st une application bijective de P sur I} {on désignera par A et B les points d’affixes { et — I,




g Sl Ty T T
K10

par M le point d*affixe z, et on interprétera le module et 'argument de z —ifz + i 4 l'aide
ilen ¢1éments du triangle MAB).

10, On désigne par a, b, ¢, d des nombres réels tels que ad — be = 1.
i) Montrer que, pour tout nombre complexe z nonréel, on a

m(az+b)m Im (z)

ez +d lez 4 df?
b} Hoit I' le demi-plan de Poincaré (Exercice 9). Montrer qu'il existe une permutation s de P
telle que
. az + b
sl = ——
( cz + d
penir Lout z & P, et que les permutations de P obtenues de cette fagon {en faisant varier a, b, ¢, )
forment un groupe de transformations de 'ensemble P.
) Muontrer que Fapplication s de P dans P définie dans la question #) peut se décomposer
on un produit de transformations appartenant a 'un des trois types sulvants ;
e -u {uréell; zt+wvz (v réel strictement positif’); 2 —= 1z
bnterpréter géométriquement ces applications.
i) Quelle firure déerit s{z) lorsgue le point d'affixe z déerit soit un cercle contenu dans P,
woil uin demi-cerele contenu dans P et centré sur Paxe réel, soit une demi-droite contenue
il 1", limitée 4 Paxe réel, et orthogonale & celui-ci?

11, Soit U l'ensemble des permutations du demi-plan de Poincaré P données par

ol a, b, ¢, d sont des entiers rationnels tels que ad — be = 1 (cf. Exercice 10).

a) Montrer que G est un groupe de permutations de P {on P'appelle le groupe modulaire
arithmétique) qui contient les applications u ct v données par

wz) =2z + 1, viz) = — 1z
Cdin we propose dans ce qui suit de démontrer que G est engendré par u et v. On note G, le sous-
pronpe de G engendré par o et o,
h) Pour tout zeP, soit I, 'ensemble des nombres y = 0 possédant la propriété suivante :
il ewinte un s &G, tel que ¥ = Im(s{z)). En utilisant la question ¢) deo 1'Exercice 10, montrer

fue pour tout m = 0 les éléments de I, tels que y = m sont en nombre find.
) Muontrer que pour tout z& P il existe un s e Gy tel que le nombre 2, = 3(z) vérifie

| Im (z)) < Im {z;)  pour tout teG,.

- Muontrer qu'on a les relations
|

< Re(z) < + %

| 2o/ 21, —

l

L
2

d) Soit D la partie de P définie par les inégalités précédentes {de sorte que Porbite par G,

: - [ —— R A - -
de tout élément de P rencontre D), Soit z un point « intérieur » 4 D, i.e. tel que~
|z < 1, —%<RC{z]<:+%;

montrer que le seul s &G tel que 5{z) €D est I'élément neutre, Pour tout t € G, montrer qu'il
existe un ' € G, tel que ¢'(t(z)) €D. En déduire que t=G,, et done que G = G, comme
annoncé.

&) Montrer que, pour tout s&G, ensemble s{DD) est un triangle (sic) limité par des demi-
cercles orthogonaux 4 P"axe réel (certains de ces demi-cercles pouvant dégénérer en demi«
droites), que le demi-plan P est réunion de s(DD), seG, et que deux domaines (D}, (D)
distincts {i.c. pour lesquels s %= £} ne peuvent avoir en commun qu'un de leurs cotés, Tracer
4 la régle ot au compas, avec la plus grande exaclitude possible, 1a figure formée par ce « pavage »
du demi-plan P — on partira de D, puis on construira les ensembles #7{DD}, puis les ensemblea
vu*(D), puis les ensembles yrou(DY, ete... [La figure obtenue, excessivement compliquée pi
on en poursuit la construction suffisamment loin, a servi de point de départ aux travaux de
F. Klein et de H. Poincaré sur la théorie des « fonctions automorphes ».]

12. Soit K le sous-anneau de C formé des nombres de la forme x + iy avec x, yeZ {on lea
appelle des entiers de Gauss).

a) Soient u, ve K avec v 3£ 0} on pose
ufv = x + iy

avec x, ¥ rationnels, puis on détermine des entiers rationnels m et n tels que

Lot
|z —m| < —, Iy—nlf;-;—s
enfin, on pose

g =m -+ in, r=u—qn

Montrer qu'on a N{r) << N{o} ou, si lon préfere, [r] <7 |o|.
5 Déduire de la que tout idéal de I'anneau K est principal (imiter les raisonnements utilisds
dans I’"Exemple 8 du § 7).

13. Pour tout nombre premier f#, on désigne par F, le corps Z/pZ. Trouver les de F, tels que
I'anneau F,[y/d] soit un corps pour

ﬁ=2}335=7:1[-

Voyez-vous un rapport avec I Exercice 11 du § 87

14. Soient K un corps commutatif, # et v des éléments de K qui ne sont pas des carrés dans K.,
Pour qu'il'existe un isomorphisme fdu corps K[Vu] sur le corps K[/5] tel que 'on ait f (x) = &
pour tout x = K, il faut et i1 suffit que u/v soit le carré d’un élément de K.

Application ; en considérant les corps construits dans ’Exercice 13, montrer que deux quel-
congues de ces corps sont isomorphes dés qu'ils ont le méme nombre d*éléments,

{Cle résultat est un cas particulier du fait que deux corps finis ayant le méme nombre d'dléd-
ments sont toujours isomorphes),

15. Soient K un corps commutatif et 4 un élément de K, qui n’est pas un carré dans K,
On suppose que I'élément 2 = 1 4 1 de K n'est pas nul {ce qui exclut par exemple le corpa
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#/uZ). Montrer que, pour qu'un élément x du corps K[y/d], n’appartenant pas 4 K, soit un
carré dans K[/d], il faut et il suffit que N(x) soit un carré dans K. '
Application : on prend K = Z/11Z et d = 7. Trouver tous les éléments u + qu {u, reK)
gpui sont des carrés dans K[l/’ﬂ (on pourra rassembler dans un tableau a double entrée les
valeurs de u — 708 lorsque # et v déerivent K. Déduire de 1a des exemples de corps finis
b 14 641 éléments... et vérifiez que tous les corps que vous aurez obtenus sont deux & deux
onnorphes,

I8, Soit K un corps commutatif dans lequel — 1-est un carré. Soit d un élément de K qui

i'est pas un carré dans K. Montrer que \/’3 n'est pas un carré dans K[v4].
Application : construire un corps & 17* éléments.

17, Soit K un corps commutatif fini & g éléments; on suppose ¢ impair.
4} Montrer que les éléments 1 et — 1 de K sont distincts (observer que dans le cas contraire
o1 Aurail 2x — gx = 0 pour tout x& K, et noter que 2 et g sont premiers entre eux).

b} Montrer que x — #% est un homomorphisme du groupe multiplicatif K* des éléments
won mls de K dans lui-méme, dont le noyau se compose de 1 et — 1. En déduire que les
carrds non nuls dans K forment un sous-groupe Ha

g1
2
(ldments de K* (utiliser I Exercice 21 du § 7), et que le groupe quotient K*/Ha deux £léments.
) Montrer que, pour tout xeK¥, ona

x? — 1 si x est un carré
— 1 six n'est pas un carré,

d] Soit p un nombre premier impair. On dit qu’un entier # non divisible par  est un reste
quadratlque modulo p 5°il existe un x = Z tel que

= a (mod p).

Muntrer que les restes quadratiques se répartissent en? " classes modulo g, et que pour tout
entier n non divisible par p on a 2

"P:;I — (4 1 (mod p) sinestreste quadratique mod

— 1 (mod ) sinn’est pas reste quadratique mod p.
{trittre d'Euler). Montrer que — 1 est reste quadratique mod p si et seulement si
=1 [mod 4).

[1'¢tude, au xvime® sidcle et au début du xme, de la théorie des restes quadratiques a €té
I'un des points de départ de toute 1"Arithmétique et de toute I'Algibre « modernes », Le
résultat I plus célébre dans cette voie est la loi de réeiprocité quadratique conjecturée par
Luler, et démontrée par Gauss 4 'ige de 19 ans — un beau début. Pour "énoncer, on doit
il'abord introduire le symbole de Legandre

nY _ {4 1 sinestreste quadratique mod p
P — 1 sinon.

La loi de réciprocité est alors que, si p et g sont des nombres premiers impairs et distincts,

ona
(B1G) =™

Four une démonstration de ce résultat, ct plus généralement pour tout ce qui concerne
PArithmétique Elémentaire, voir par exemple G. H. Hardy and E. M. Wright, An Introduction
to the Theary of Numbers {Oxford, 1938).

Aprds Causs, les mathématiciens se sont efforcés d’étendre la loi de réciprocité quadratique
aux anneaux d'entiers algébriques (§ 24, Exerciee 48), co qui est incomparablement plus
difficile que le cas des entiers rationnels traité par Gauss. Les résultats complets, qui constituent
la « théorie du corps de classe », aprés avoir é1é conjecturés par Hilbert, ont été ohtenus
vers 1920-1925 par Takagi, Artin et Hasse; la théorie a été grandement améliorée une dizaine
d’années plus tard par Chevalley, et est encore actuellement "objet de recherches trés actives, |
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1. Monirer que, dans R®, le vecteur x = (6, 2, — 7) est combinaison linéaire des vecteurs

a:{g, 13""3}' b—ff‘:‘uﬂ:“s): ‘5‘:19_]!1);

lew vectenrs a, b, ¢ forment-ils une base de RE?
Mépnes questions dans RS pour les vecteurs x = (7, 14, — 1, 2) et

0o (1,2, — 1, —2) b=1(230—1} e= (1,2, 1, 3), d= (1,3 —1,0).
Montrer que les vecteurs a, b, ¢ forment une base de RS, et trouver les coordonndes du vecteur
v par rapport A cette base, dans chacun des cas sulvants :

a (111, b= (1, 1,2) e=(1,2,3), x = (6,0, 14},

a {2, 1, — 3} b= (3 2 —5h e= {1, — I, 1), x= (6,2, —17)

Méme question dans R* pour les vecteurs

ao (1,2, — 1, —2), b= {2,3 0, —1), ¢ = (1,2, 1, 4), d= (1,3 —1,0)
il
= (7 14— 1, 2)
B Pour que deux vecteurs (a, b) et (¢, ) de R?* forment une base de R¥ il faut et il suffit
I'"'I ﬂd — bt: = 0-

#, Soit M l'expace vectoriel réel formé des vecteurs d’origine donnée O dans Pespace usuel

' Molt M’ e M Pensemble des vecteurs d’origine O dont Pextrémité est située sur un plan donné

i Vespace, M’ est-il un sous-espace vectoricl de M?

4 Mon K un anneau. On considére dans K- I'ensemble M des vecteurs (xy, .. ., x,) vérifiant
||.| relation

x1+'---+-}!“='ﬂ',

est-ce un sous-module de K+? Méme question en remplagant la relation précédente par

X+ T x, =L

5. On considére dans C* des vecteurs

%=l o b (L KELT)

dont les composantes vérifient les inégalités
>
Bl > £d 5| (1<Ck<n);
1<
J#k

montrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants sur C.

6. Quel est le sous-espace vectoriel de RY engendré par les vecteurs

a=(1,—1,1,0) b= {(1,1,0,1), ¢=1{2,0,1,1)7

7. Traduire les notions de module de type fini, de module libre de type fini, et de base d'un
tel module, dans le langage des groupes commutatifs écrits multiplicativement {un tel groupe
é&tant regardé comme un Z-module conformément & 1'Exemple 5 du § 10).

8. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur le corps @ des nombres rationnels. On dit
qu'une partie M de V est un réseau dans V si M est un sous-groupe de type fini du groupe
additif V, et si M contient un systtme de générateurs de V.

a) Scit M un sous-groupe de type fiui de V. Pour que M soit un réseau de V, il faut et il
suffit que, pour tout x& 'V, il existe un entier rationnel r = 0 tel que rx M. Montrer qu'alor
I’ensemble des r & Z tels que rx & M est un idéal (non nul) de l'anneau Z.

b) Soient p un nombre premier et M un réseau de V. On note M, I'ensemble des xe 'V véris
fiant la condition suivante : il existe un entier r non multiple de p tel que rx < M. Montrer que
M, est un sous-module de V regardé comme module sur 'anneau Z, du § 8, Exercice 5.

&) Montrer que, st M est un réseaude V, on a

- ) M,,
£

premler
d) Soient M et N deux réscaux de V. Montrer que les nombres premiers p tels que
M, <N,

sont en nembre fini,
{On trouvera des propriétés supplémentaires des réscaux dans V"Exerciee 1 du § 18.)

9. Soit A un sous-anneau d'un corps commutatif K ; on suppose que tout élément de K puise
se mettre sous la forme zv-! avec u, veA, v 5= 0, et que K soit un A-module de type fini,
Montrer qu'alors A = K.

*

10. Scient K un anneau, M un K-module & gauche et M’ un sous-module de M.
a) Montrer que
x—yeb
est une relation d'équivalence sur 'ensemble M [on I'appelle la congruence modulo M' at
on I'écrit souvent sous la forme
s = {mod M");
voir § 7, n® 6].
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1) On note MM’ Pensemble quotient de M par cette relation d’équivalence, et » I'applica-

ton canonigque de M sur M/M'. Montrer qu'il existe sur M/M' une et une seule structure de

K anodule & gauche telle que Pon ait
plx+3) = plx) + 20 p0x) = 2plx)

quels que soient x, y= M et Le K (utiliser le § 4, n° 35 voir aussi § 7, Exercice 16 ¢t § 8, Exercice 7
pour des constructions analogues). On dit que M/M', muni de cette structure de module, est le
module quotient de M par le sous-module M.

¢ A chague sous-module de MM’ on associe son image réciproque par Vapplication f;
montrer qu'on obtient ainsi une bijection de PPensemble des sous-modules de M/M’' sur
I'ensemble des sous-modules de M contenant M.

d) Montrer que si M est de type fini il en est de méme de M/M' quel que soit M'. Si M est
libre de type fini, en est-it de méme de M/M'?

{1, Soit M un module & gauche sur un anneau K.

41 Pour tout ¥ e M, on appelle annulateur de x U'ensemble des % e K tels que dx = 0. Montrer
ijue c'est un idéal & gauche de K.

b On suppose K intégre. Montrer que les xeM dont 'annulateur ne se réduit pas & 0
forment un sous-module T de M (on dit que T est le sous-module de torsion de M, et que M
eat wung torsionsi T = {01).

¢} Montrer que le module quotient M/T (Exercice 10) est sans torsion.

1 Calewler T lorsque K = Z et M = Z3/L, o L est le sous-groupe de Z? engendré par le
viecleur (4,6).

1%, On dit qu'un module & gauche M sur un anneau K est de torslon si, pour tout reM,
il existe un scalaire ron nul i e K tel que hx = 0.

a) Soient M un K-module & gauche et M’ un sous-module de K. On suppose que M’ et M,:'M‘
sont des modules de torsion, Montrer que, si K est intégre, M est alors un module de torsion.

b On suppose K = Z, Montrer gue, pour quun K-module de type fini soit de torsion, il
fuut et il suflit qu'il seit fini.

{8, Soit M un module sur un anneau K. Une partie B de M (finie ou non) est appelée un
onsomble e générateurs de M si le seul sous-module de M contenant B est M tout entier ou,
oo qui revient au méme, si chaque ¢lément de M est combinaizon linéaire d’¢léments de B en
nombre find.

On suppose M de type fini. Montrer que I'on peut alors extraire de B un ensemble fini de
gnérateurs de M (choisir dans M un systéme fini de générateurs x;, et cxprimer chaque x,
b 'adde d'éléments de B).

{4, Soient K un corps commutatif et A un sous-anneau de K on suppose que K est le corps
dea lractions de A ie. que, pour tout & K, il existe des éléments 4 et v de A tels que v 5= 0 €t
=L

Phans ce qui suit on regarde K comme un A-module, et on dit qu'une partie I de K est un
Idéal fenottonnalre de Pannean A si elle ne se réduit pas & 0, si c’est un sous-module de K,
ot nl, enlin, il existe un élément d 55 0 de K tel que I'on ait

dlcA
(oly d 1 désigne l'ensemble des produits dx avec xe ).

g) Pour qu'une partic ] de K soit un idéal fractionnaire il faut et il suffit qu’il existe un idéal
non nul J de 'anneau A et un d = A non nul tels que

I=d1].

by Soient T et J des idéaux fractionnaires, et soit (I: ]J) Pensemble des xe K tels que xJ e 1
montrer que ¢’est un idéal fractionnaire (souvent appelé le transporteur de J dans T).

¢) Soient I et ] deux idéaux fractionnaires; on note 1 4 ] l'ensemble des sommes x - ¥
avee xel et ye J, et 1] ensemble des éléments de K qui peuvent s'éerire comme sOMIMe
{finie) de produits xy avec xelet ye J (cf. § 8, Exercice 10 pour le cason I, J € A). Montrer que
14 J, 1] et InJ sont des idéaux fractionnaires de Panneau A. Etendre les formules du § 8,
Exercice 10, (a).

d) On dit qu'un idéal fractionnaire T est inversible s'il existe un id¢al fractionnaire ] tel que
I.J=As

montrer qu’alars ] est unique, et donné par la relation
J=(A: D)

{on dit alors que J est 'inverse de 1, et on le note 1), Autrement dit, pour que T soit invers
sible, il faut et il suffit que

(A:I).I = A,

¢) Pour qu'un idéal 1 soit inversible il faut et il suffit qu'il existe des éléments x, =l et y, & (A 1)
en nombre fini, tels que

1= XX

les x, forment alors unsystéme de générateurs du A-module I {un idéal fractionnaire inversible
est done de type fini — on convient de dire qu'un idéal fractionnaire est de type finl 'il est de
type fini comme A-module).

£) On dit que A est un anneaun de Dedekind si tout idéal fractionnaire de A est inversible,
Montrer que l'ensemble des idéaux fractionnaires de A, muni de la loi de componis
tion (I, J} — 1.J, est alots un groupe.

g) Si A est un anneau de Dedekind, tout idéal premier non nul de A est maximal.

[Les anneaux de Dedekind se sont introduits d'abord dans Ja théorie des nombres algébriques
— cf. § 34, Exercice — et on n'en a donné une définition générale et abstraitc que beaucoup
plus tard. La principale propriété de ces anncaux, est que dans un anngau de Dedekind tout iddal
Sécrit, d’une fagon unique ddes permutations prés, sous la_forme d*un produit d’idéaux premiers; cf. § 18,
Exercice 7. Lnversement, cette propriété caractérise les anneaux de Dedekind. Une troisiéme
caractérisation, beaucoup plus maniable dans la pratique, sera donnée au § 54, Exercice 50,
Notons enfin que les anneaux de Dedekind interviennent non seulement dans la théorie
des nombres algébriques, mais aussi dans 'étude des courbes algébriques et en beaucoup
d’autres questions de Géométrie algébrique; cest ce qui justifie I'introduction et I'étude des
anneaux de Dedekind « abstraits ».

Comme exemple aussi élémentaire que possible d'un anneau de Dedekind, mis & part bien

entendu "annean 7, citons les anneaux Z[\/d] o

=2 ou 5 (mod 4)]

g 15. Soient K un anneau et X un ensemble. On désigne par

KX
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I'ensemble de toutes les applications

ni X =K
ielles que les xe X vérifiant u(x) = 0 soient en nombre fini. Montrer que K™ est un sous-
module du K-module 4 gauche KX (formé de toutes les applications de K dans X). Pour
chaque xe X, on considére 'élément ¢, de Ki® défini par

Lo (1 sy =x

montrer que la famille (g} ey est une base du K-module & gauche K'*}, et que les compo-
wantes par rapport A cette base de tout ue K™ sont les scalaires u(x), autrement dit qu'on a

u= Z ulx) .e,

TEX
P tout ne KX,
Hoit f une application de X dans un K-module & gauche M; montrer qu'il existe un et un seul
lignnomorphisme
fiE® M
tel que 'on ait

f-{e,) = f(x) pour tout xeX.

(108 éléments du module KX sont généralement appelés les combinaisons linéaires formelles
A'dléments de X 4 coefficients dans K, et on identifie le plus souvent I'élément de base ¢,
tle ce module i 'élément XEX CDHCSPDHdH.I'It).

I 16, Soient K et L dewx anneaux commutatifs, et fy, .. ., j, des homomeorphismes deux 4 deux
distincts de K dans L. Montrer que jy, ..., f, sont linéairement indépendants dans le L-
module de toutes les applications de K dans L (théoréme de Dedekind) (écrire une relation

lindaire entre jy, ..., 3, et utiliser identité j,(x y) = ji(x) j(») pour se ramener au cas de
n 1 homomorphismes).
il 17, Soient G un groupe commutatif, K un anneau commutatif, etz,, ..., ¢, des homomor-
 phismes deux A deux distinets de G dans le groupe multiplicatif K*. Montrer quepy, ..., ¢n
sont lindairement indépendants sur K, L.e. que si 2, ..., 5, €K vérifient

aypls) + ..+ ae,{s) =0 pour tout seG,

alivw ay ~ ... — &, = 0 (raisonner par réCUTTCnCE sur 1),
Iixemple ¢ soient ¢, ..., ¢, des nombres complexes deux & deux distincts; on considére les
Lo ioma
e, ..., et
powr te R; montrer qu'elles sont linéairement indépendantes sur C.

he ;)
0 N

I, = \,

! (0 0)

(L, ;] = 21,

Etablir les quinze relations suivantes :

1, On considére les matrices (4 coefficients"dans C)

(o %)

ED{}
L (: 0)'

[y 1] = 21,

[Is L) = 21,

[1;: 1] = — 214, (I I] = —aly, o L] =—2l4
[Ty 1] = I, (13, 15] = 1y, [T L] =1,
[I, 1] = — 21, [15 1] = 21, I L]=—1
1 L] =0, I L]=0, [(Tes L] = 0,
oli Pon pose d'une fagon générale
[X Y] = XY —YX
Trouver toutes les matrices carrées d’ordre 2 qui commutent aux six matrices Iy, ..., Iy
1 .
9, Etablir les formules de I"Exercies précédent pour les matrices
000 o 0 1 0 00 —1 1
! oo o0 o0 o f—1 0 0 oo 00\,
=2y 00 f =215 oo00) B=\io oo
0O 0 0 0 o 0 1 0 o 0
/0 o0 0 0 F0 0 1ot 0 000
I, — O 01— ) 1 = o 00 oy 1 = 0 o 1 1|,
! 6 —1 0 0 § —1 0 0 0 ¢ 0 —t 00
0 —1 0 0, 1 0 0 0, 0 0 0

10 0
0 1 0
7 1 2

3. Trouver toutes les matrices carrées d’ordre 3 commutant & la matrice

J_—_




Hab EALRLLLO 5 Wy Sy =TT

(on prendra comme anneau de base soit 1e corps ©, soit un corps commutatif quelconque,
solt un anneau arbitraire — au choix...).

4. Soit K un anneau commutatif. Montrer que I'application de M,(K) dans M,(K) qui

transforme chaque matrice (a z) en la matrice
¢

on oR

oo RS
[T W =
B, O O

est un isomorphisme de anneau M,(K) sur un sous-anneau de M(K}). Interprétation en
termes ce modules? '

B, Caleuler le produit des trois matrices

0 2 —1 T 20 34 — 107 27 —18 10
—2 —1I 2 s gz 26 — 68 h — 46 31 — 17 |-
3 —2 —I 101 50 — 140 . 3 2 I,

Effectuer le méme calcul en prenant pour anneau de base I'anncau Z7Z des entiers modulo 7.

0, Caleuler le cube de la matrice carrée d'ordre n

‘1 SRR {
0 1 1 ... I
0o 0 0 ... I

T, Soit A = (“ g) une matrice carrée d'ordre 2 4 coefficients dans un anneau commutatif
I

quelcongue, Montrer qu'on a la relation

A — (a + DA + (ad — be)ly = O

B, Ftant donnée une martrice carrée
A= {::‘j:'l-".‘éi.,rén
b coellicients dans un anneau cammutatif K, on appelle trace de A le scalaire
TriA) = ay + dga + -0 F Fw
somme des ¢léments diagonaux de A, Montrér gu'on a
Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B),  Tr{AB) = Tr(BA)

guelles que soient les matrices A et B, '
On suppose K €, Déduire de ce qui préetde qu'il est impossible de trouver des matrices

carrtes X et Y 'ordre n telles que
XY —YX =1,.

B, Solent K un anneau commutatif et & un élément de K. Montrer que les matrices

(%)

- v

(ol ¥ et y sont des éléments arbitraires de K) forment un sous-anneau L de M,{K), et que
L est isomorphe & 'anneau K[yd] du§g. Casou K= R,d = — ¢?

10. On dit qu'une matrice carrée X d’ordre n & coefficients dans un anneau K est nilpotente
ghil existe un entier # > 1 tel que Xr = 0, et unipotente si la matrice 1, — X est nilpotente,
On suppose K = € dans ce qui suit. Etant données une matrice carrée nilpotente N, et une
matrice carrée unipotente U, on pose (cf. § 8, Exercice 2)

N I N¥

eop@) = 1+ X4 By B
. — U — T . ]
Ec-g(L:J;_I_.,]._.E"_.(L.;E:'__.,___il__rw__“”

On prend

0 a ¢ | -
N:(U [ B U=(0 1 y);
o0 0 o0 1

vérifier que N est nilpotente, que U est unipotente, et qu'on a les relations
expllog(U)) = U,  log(exp(N)) = N

[on calculera effectivernent les matrices exp({log(U}) et loglexp(IN)}, sans utiliser le résultat
général de ' Exercice 2 du § 8].

11. Pour tout nombre complexe f, on pose

(1 ¢ o2t 4ot 3:+L;s=+4:=

Uiy =1t 0 1 4t sf - 128 + a3 |
| 0 01 6t /
00 0 1 £

montrer gu'on a
U U =U+ 8

quels que soient s, t & € et que U{t) = exp(tN] ofi N est une matrice nilpotente qu'on calculera,

12, Seit z un nombre algébrique, i.e. (§ 11, Exemple 11) un nombre complexe racine d'une
équation algébrique & coefficients rationnels non tous nuls.

a) Montrer qu'il existe un entier 7 = 1 et des nombres rationnels ay, ..., a,_, tels que l'on
alt une relation de la forme
=gy ez o b a2

b} Soit K le sous-anneau de C engendré par @ et z; montrer que K, considéré comme
espace vectoriel sur @, est enzendré par les éléments 1, 2, ..., 2L

¢) On suppose n minimum dans ce qui précéde, Montrer qu'alors 1, z, ..., £*! forment une
base de K regardé comme espace vectoriel sur @,

d) Soit f Papplication de K dans K dennée par
Flu) = zu pour tout #e K.

Montrer que c’est un endomorphisme de K regardé comme espace vectoriel sur @. Calculer la
matrice de fpar rapport 4 la base de K définie dans la question ¢).
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§ 18, SoientL et M deux modules & gauche sur un anneau K ; onsuppose donnés un ous-module
L' de L et un homomorphisme f de L dans M. Prouver que les deux conditions suivantes sont
équivalentes : a) L' est contenu dans le noyau de f, i.e. on a f(x) = 0 pour tout xel’; b)
f est composé de Papplication canonique de L sur le module quotient L/L' (§ 10, Exercice 10)
et d'un homomorphisme de L/L' dans M.

14, Soient K un anneau, L, M et N trois K-modules & gauche, f un homomorphisme de L
dans M, et p un homomorphisme de L dans N; on suppose p surjectif. Montrer que les deux
conditions suivantes sont équivalentes : a) on a Ker( /) 2 Ker(p); #) fest composé de pet d’un
homomorphisme de N dans M.

{h. Soient L lespace vectoriel réel formé des vecteurs d'origine donnée O dans I'espace
usuel, et L' le sous-espace vectoriel de L formé des vecteurs portés par une droite donnée
(resp. un plan donné) passant par O. Pour tout x=L, on note f (x) le vecteur projection ortho-
gonale de x sur L'. Montrer que I'application f de L dans L' est linéaire. Quel est son noyau?

g4 16, Soit K un anncau. On dit qu'un K-module & gauche M est simple ou irréductible s'il
n'enl pas réduit & 0 et si les seuls sous-modules de M sont |0 | et M tout entier.

a) Pour que M, supposé non nul, soit simple, il faut et il suffit que, quels que solent a, be M
avee a £ 0, il existe un ke K tel que b = ha. En déduire que, si K est un corgs, tout K-module
simple est isomorphe 2 K.

by Soit M un K-module simple. On choisit dans M un élément a = 0, ct on note I I'ensemble
des b e K tels que 3a = 0. Montrer que I est un idéal & gauche maximal de K (§ 8, Exercies 7).
Mantrer que Papplication % = ha de K dans M est composée de 'application canenique de
K wur K/I, et d’un isomorphisme du K-module & gauche K/T sur M.,

Maontrer inversement que, pour tout idéal & gauche maximal I de K, le K-module 2 gauche
K /1 est simple.

¢) Soient L et M deux K-modules & gauche simples, et f un homomorphisme de L dans M.
Montrer que, si f n'est pas nul, c’est un isomorphisme de L sur M (lemme de Schur). (On
examinera le noyau et 'image de 1)

d) Soit L un K-module 4 gauche simple. Montrer que I'anncau des endomorphismes de L
esl un corps (en général non commutatif).

1. L’anneau de base étant R, trouver les inverses des matrices suivantes (*) :

2 5 7 1 o2 =3 2 z 3
(; :)" (E 3 4)3 (9 1 2); ( 1 —1 n).
5 —2 —35 0 0 1 —1 2 I

2. Calculer l'inverse de la matrice

I a at . ar
0 1 a . a-l
00 0 I

3. Boit N une matrice carrée nilpotente (i.e. dont une puissance est nulle} 3 coefficients
dans un anneau. Montrer que la matrice 1 — IN est inversible, et que

[i—N)_1=I+N+N2+

“Application ! calculer Pinverse de la matrice

I 2 3 4 5
0 1 2 3 4
00 1 2 3
Do o0 1 2
N W00 0 0
4, Calculer inverse de la matrice
14+ 4, 1 1
1 I+d; 1 I
i : SRR g . + .a .

a (*} Le lecteur plus avancé pourra aussi résoudre cet Exercice en utilisant les formules do
ramer.
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4 b, Soit w = cos (2x/n) + i.sin (2xfn). Montrer que l'inverse de la matrice

I 1 - I
0 wh oL w1
w? wh L. wheD

ks

s'abtient en remplagant w par w=* dans cette matrice, et en divisant par » la matrice ains
obitenue.,

@, ‘I'rouver une matrice carrée X d’ordre § telle que (*)

2 —3 1 g 7 6 ra2 0 —2
(4 —5 2>X(1 1 2)=(|B 12 g).
5 —7 3 SR ¥ 23 15 LI

7. Montrer que les vecteurs
(,2,1), (233, (371
forment une base de R?, ainsi que les vecteurs
(3. 1,4, (523, (1,—6),

et ealeuler la matrice de passage de la premiére base 4 la seconde.
M#me probléme, dans R4, pour les vecteurs

(Ix I, I, 1), (1,2, 1, 1} (1, 1, 2, I): (1,3, 2 3)
ol

(v, 0,3, 3), (—2,—3—5 —4) {2, 2, 5.3 40 {—-2:_31'_4:_‘4)'

H. les ll'tﬂ.ll'i.ceﬂ
( )
— x—y

il x et y sont des nombres rationnels arbitraires, forment un sous-corps de l'anneau M,(@).
%, Lew matrices
fx Yz
2z X y)
2y 2z X
wit %, ¥, z sont des nombres rationnels, forment un sous-corps de M, (Q).

§ 10, Soient K un anneau commutatif, p et g deux éléments donnés de K. On considére "anneau

L =Kly¢]

el I'ensemble M e M,(L) des matrices de la forme

z-_--(x r}_}') avec x, yeL.
¥y ¥

(pour les notations, voir le § g}

(*) Voir note page précédente,

a) Montrer que M est un sous-anneau de M, (L},
4} Pour toute matrice

() = (5 )
de M on pose
(5

montrer qu'on a [£;2,)* = z,*z,* quels que soient z;, z;, e M.

¢) Pour la matrice (1), calculer le produit 2%z, et montrer que z est un élément inversible de
I'anneau M si et sculement si
Niz) =% —qfy

est un élément inversible de "anneau L.

d) On suppose que K soit un corps commutatif et que # ne soit pas un carré dans K. Montrer
que les assertions suivantes sont équivalentes : (i) Panncau M est un corps (i) il n'existe aucun
couple d’éléments x, ¥ de K tels que

g =x"—py
¢) Onsuppose K = R. Montrer que M est un corps si et seulement si lon a

p0, <0

Montrer que le corps M ainsi obtenu est isomorphe & celui qu’on obtiendrait en prenant

p =g =—1 (et quon appelle le corps des quaternions, premier exemple, historiquement,
d’un corps non commutatif).
£) Onsuppose K = @ et p et g entiers, Montrer que, pour que M soit un corps, il faut et il
suffit que I'équation

pxt 4 gt =2t

re posstde aucune solution (x, 3, z) entizre autre que (0, 0, 0). Montrer que cette condition eat
satisfaite dans les cas suivants par exemple :

p=5 g=2mods); p=35 ¢=3(mods)
b =11, g=2,6, 7, 8 ou 1o (mod 11).

4 11, Montrer que les matrices de la forme

r —y —zr —1
¥ x — ¢ z
z ¢ ¥y —y
t —=z ¥ x/

ot #, 3,°z, t sont des nombres réels arbitraires, forment un sous-corps de M,(R), et que co
sous-corps est isomorphe au corps des quaternions défini dans I’Exercicz précédent. Montrer
que, considéré comme espace vectoriel réel, ce corps admet une base formée de quatre élé-
ments ¢, §, j, k vérifiant les formules suivantes :

f=g = ki=—
=1 =1, ¢ =Je =1, ek = ke =k,
= —jimk; k= -—kf—=i; ki= —ik=].
Obtiendrait-on encore un corps si l'on autorisait les variables x, 5, z, { & prendre des valours
complexes queleonques?




04 19. Soit K un corps fini & ¢ élémen

oA et e s Pl o el el -
(R Ed

{4, I’anneau de base étant €, calculer 'inverse de la matrice
A o141 —i
0 i I —2i |,
\_[ 1 i /

18, On considére la matrice U{f) de UExercice 11 des §§ 12, 13, 14. Calculer son inverse en
ellectiant le moins possible de caleuls.

14, Soit K un anneau commutatil. Montrer que les matrices de la forme

‘1 x T
[ S
0 0 1,

(v, v, ze K} forment un sous-groupe de GL(3, K). Déterminer le centre de ce sous-groupe.

i i i d’ordre
4] 1B, Soient K un anneau commutatif et n un entier. Montrer que les matrices carrées

n, i coelficients dans K, et de la forme

] ¢ ¥, %
oo ¥ ... ¥
00 1 ... *

.............. *

g o o0 ...t

(0i1 les signes * désignent des éléments arbitraires de K) forment un sous-groupe de GL{n, K},
dont on déterminera le centre.

168.” Soit K un corps, On désigne par H le sous-groupe de GL(n, K) formé des m]a:a;triccs diago-
males de GL{n, K). Trouver le normalisateur (§ 7, Exercice 13) de H dans GL(n, K).

i) 17, Pour que des éléments (a, 8) et (¢, d) de Z? forment une base de 74 il faut et il suffit que
ail be — 4 1 ow—1I.

{H., Soient K un anneau commutatif et 1 un iddal de K. Soit H 'ensemble des matrices
{ " 'i}) , 4 coefficients dans K, qui vérifient
i i
ad —be = 1, a=d=1 (mod I}, b == 0 (mod I).
Montrer que H est un sous-groupe invariant de GL(z, KJ.

s5. Calculer le nombre d'éléments du groupe GL(n, K).

| . a b
3 - =4
§ 20, Vour tout entier # = 1, on note G, 'ensemble des matrices (c d) a

a b,c,del, ad — be = n,
et on pose Gy = G. . ,
@) Montrer que G est un sous-groupe de GL{2,Z). En est-il de Tmu:"imc.: de G, pourn 2?7
#) Montrer que si XeG, ona UKV eG, quelles que sotent U, vVeG. o
¢) Montrer que, pour toute X e G,, il existe U, Ve telles que UXV soit diagonale.

- = 1] S RS TR TR LA L")

17, Seit u = {a, b) un élément du Z-module 7.

a) Montrer que 8i] existe une base de Z* qui contient u, alors il existe une forme linéaire f

sur le module considéré telle que f («) = 1. En déduire qu’alors les entiers a et b sont premiers
entre eux.

&} On suppose inversement a et § premiers entre eux. Montrer qu'il existe une forme lindalre
JSsur ZF telle que f{u) = 1. Montrer qu'il existe un vecteur » tel que Ker({ f) soit I'ensemble des
multiples entiers de o. Prouver que les vecteurs u et ¢ forment une base de Z2,

¢) Onprend u = (6, 35); trouver un vecteur » tel que u et v forment une base de 22,

18. Soient L et M deux modules 4 gauche sur un anneau quelconque K, et
FiM oL

un homomorphisme surjeetif. On suppose L libre de tvpe fini. Montrer qu'il existe un homos
morphisme

g:L—-M

fag=id

tel que

19. Soient L et M deux modules & gauche sur un anneau. L' et M des scus-modules de Let M,
¢t u un homomorphisme de L dans M tel que #{L") « M'. On note g et ¢ les applications cano.
nigues de L sur L{L" et de M sur MM’ (88 10, 11, Exereice 10). Montrer qu'il existe un et un
scul homornorphisme
71 LiL — MM’
tel que 'on ait
gou—= 7] up

{en dit gue 7 est 'homomorphisme déduit de u par passage aux quatients), A quelles conditions
@ est-il injectif, ou surjectif, ou bijectif?

) . . . A
20. Soit & un corps commutatif. Dans le groupe SLiz2, & des matrices I\' ; } i cocthicientis
dans £ et telles que ad — b = [, on considére les matrices o

[ Lo
S . A
(0 |_.|I ¥ [\: Lj

o fek. Désignant par = 'un des deux symboles - on — et par — a3 le symbole opposd
on définit pour { £ o les matrices

wolt = w1 — a0 Fo = wolie, vl

T w
a Calculer ces matrices, et montrer que les matrices x (81 et x_ 8 engendrent 12, &

b Erablir les relations suivantes

R Ayl b o = a (b xdu P uek:

Rz w, (w0t = 5 1 wiF pour Luek ! # oo

IR g bt = A b in pour Luwek I # 0,8 # o

. " RN ; , - '
o Monirer que toule matrice 2 - (‘ i )E.‘n!_. 2, & peut seomettre diune Tagon el
£

senle soit sous la forme ¢ — & (x, (u), soit sous la forme g — Ao x v mowg oo, ol Von o
wo— w, () (distinguer deux cas, suivant que ¢ — 0 ou que © # 0,

& On appelle groupe dérizé d'un groupe G le sous-groupe G de G engendred par les « commm



oy EXERGICES § 15

fatennn o i, v = xyey~t de ses éléments. Montrer que SL{2, £} est égal & son groupe dérivé
penirvi ue & conticnne au moins 4 éléments.

91, (i considére dans SL{z, & = G le sous-groupe U formé des x, (1), et le sous-groepe H
frnd des k(i on a done G = HUuHUwU d'aprés la question ¢) de Vexercice pricédent.
()i we propose de montrer que si k posside au moins 4 éléments le groupe G contient un seul sous-
grope viariant M autre gue (e} et G, & saveir le sous-groupe Z. formd des mairices 1 &t — 1 {qui se
it dailleurs A I'élément neutre en caractéristigue 23 noter que, dans tous les cas, ce sOus-
gronpe est le centre de G, comme on le vérifiera facilement), On pose B = HU.

41 Montrer que BawBe-! = H, et en deduire que si M =B alors on a McH.

b On suppose M H. Supposons b = k.(teM. En calculant le commutateur de b oet de
v (u) montrer que M contient x_{u — /1Y), et en déduire que McZ.

{1 O suppose M nan contenu dans B. Montrer, % I'aide de la question ¢) de Pexercice précédent,
que i MB, et en déduire (§ 7, excreice 167 que le groupe quoetient G/M est isomorphe &
NI

di O suppose Card (8] 2 4, ot done G = G d'aprés Vexercice précédent. Montrer que le
gronpe GAT est égal & son groupe dérive, Diéduire de 14 et de la question précédente que
M (5 s M n'est pas contenu dans B (remarquer que B elU et que U’ = {e}. et nbserve_r
e e seul sous-groupe invariant L de B tel que B'L soit son propre groupe dérivé est B lui-

e .

98 1hans un eroupe G, on considére deux familles d’éléments que Uon notera #.(t) et _E_l’_!}
et iun dependent d'un paramétre fqui varic dans un corps commutatil & denné. A partir des
dénents @000 de G on définit des éléments G (1 et b i¢) de G par les formules de Vexercice 20,
Loen 1-l|~'.1r|l

@ it = R I0R_(— nnE i, Bt =@ nd
el on suppose virifiees les relations
(R R w = B0E (), Rz Rl Tt = R wl
e Vevercpee 2o
a1 Diépponteer les formules suivantes @
T F o T : 1pa -
Wi e b Y B (— utE, w0 = A= wit b= 1%
T oron STy o R ¥ .
LN, (0T = R k0% h’“; 1= F (],
‘] - . . 5 T fon R =1 — fe, Fpdy el
}l_‘IE'.'ru:IJI?i‘-‘E -1 = gt hyitin, i :_. nn-:r i ﬁﬁ_tz .
: . WELLE oAy
ﬁ'u'; — 1 = :?—r.\' T “':'\E.' b= L b

Rk (= 1o = k-1
)t =k (— 1

"
hot— it =k,
A~ - N
|T'“I: .l]_:f -'?G{l' -1 = ’ii'[ th,
b St UL sousegroupe de G formé par les 360, €t H le sous-groupe engendré par les fL{Eh
Chi g @ et N Hu AH. Montrer que N est un sous-groupe de G et que H est
evariant dans N. Monteer que Fon a @UEe UNU (ensemble des produits w'ay’ avec o',

Wl et we N et gue Pensemble UH U UHE U ost le sous-groupe de G engendré par les

vt

o) Onvveprend Je gronpe Shia, Lde Peerctee 2o et Les éléments x 00, a1 o1 hyitt dece groupe.
Montrer, enoutilivant [ question ¢ de Veaercce 20, qu'il existe une application = de SLiz, k'
darw O, et une seule, telle que

b, (8w, (i) j|||.',|'i.'_|u \ wih (W e 1] Rk WIHER,

qq

Lo ol iiolivlio wf ulad

Montrer que. pour gue = soit un homomorphisme, il faut et il suffit que la relation
(R 1q ﬁgf_m) = ?zaftlf;“(ufl

soit vérifide. Autrement dit, pour construire un homomorphisme de SLiz, k) dans un groupe quelconque
G, il suffit de se donner des Héments 201 &8 £.(0 de G vériflant les relations R, iRz e Ry
[« définition de SLi2, &) par générateurs et relations »),

23. On considére le groupe G = GL{n, k) sur un corps commutatif £, le sous-groupe 1" de G
formé des matrices diagonales, le sous-groupe B des matrices dont les termes situés en dessous
de la diagonale sont tous nuls, et le sous-groupe U de B formé des matrices de B dont tous les
termes dingonaux sont égaux & 1. Enfin on note N 'ensemble des ne G tels que wTn t o7l
{normalisateur de T dans G1. On identific les éléments de G aux automorphismes de Pespace

vectariel &%, dont la base canonique sera notée e, ..., €
@ Montrer que g= N si et seulement ¢l existe une permutation we 2, et des scalaires
t,# o tels gue Pon ait gle,) = te o, pour 1 = ¢ € 4 En déduire que le groupe quotient

N/T = W est isomorphe au groupe symétrique £, Pour 1 = {=n— 1. soit w el la
matrice qui permute les vecteurs de base e et ¢, et laisse fixe e, pour wut j # &t 1
Montrer que N ost engendré par T et les g, ’

b Pour i # j et tek on note x, {61 'élément de G défini par les formules suivantes |

X e =8, ey, xitle, =& s k2]
Quelle est la matrice de ¥ ,(t1? Montrer que U'on & x, ¢ = w0 = x [t u quels que soient
touek, et que les x ({1, pour i et j donnés et { variable, forment un sous-groupe U, de G
En posant d'une maniére générale {a, b1 = eba™ 7! montrer qu'on a
[l Wil = xidu si i, 7. & sont deux A deux distinets.

r
':I-"i-..:.f W Ky

N o= 1 Si_lil-#rf:('.tl'-?fil.
Montrer que U est engendré par les marrices x, ot (1 € T € 0 —

= 1 tek . Caleuleray [t !
pour ne N,

¢ Soit B' le sous-groupe de G formé des matrices dont les termes situés au-dessus de la diago-
nale sant tous nuls. Montrer gu'il existe un e N tel que B’ = nBa~' et que B’ est engendré pa
T et les x., /¢h. Soit g un élément guelcongue de G montrer qu'il existe un belh et un
b e tels qulen posant ¢ — bb'g, la marrice g, soit de la forme

1 4] [
__' o * = v
&= i
"o * . "

L deduire que G est engendre par B et B ou. ce qui revient au méme, par B et N iratsvonnes
]J;ll' FeCLUITenee sur N o

Moritrer, en uiilisant les formules de Uexercice 20, que le sous-groupe de G engendre par les
v g0 etlesy o rest SLoa b ensemble des ge GLin A tels que det g0 = [ (celle guestion
suppose be lecieur au courant de la théorie des déterminants, et ne sera pas atilisée par la suite

A O considine le sous-groupe B = BnoriBe,. Montrer que B, est invariant dans By et
que ot he i s'eerit, de fagon unigue, comme produit d'un élément de U, 4, et de B,
Fo deédmre gque la donble classe Bo B, enserble des 5w avee & b2 B, est réunion des
classes By, U, ted
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Vo posant 1 U, n - U montrer que Pensembile Bea BrB (pour me Noest réunion drs
e ey By nil £ varie. Fndéduire que I'an

B BB - Busl sig < el Bea BB BiBuBesld i = 4

o il Le fait, quil suffit de vérifier dans GLO2, &L que s 8 B Bsi 02 00

{0 sei G la réunion des doubles classes BuB (lesquelles sont en nombre fini puisggue N1
vt e b utilisant le fait que N est engendrd par T et les ea montrer o I'aide de la guestion
prccedene que iy e Gy pour tout re N, Montrer que (i st un sous-oroupe de Goetoen

il el e
U= I I BnB

il oncine e Bruhat pour le groupe linéaire!.

Wh Sent oun eorps fing 4 g éléments, cusoit Voun espace vectoriel de dimension linie e b
Gl e nn enlier compris entre o e

o S X, Vensemble des Familles ey, o2 ox, diéléments de A linéairement independants,
Monteer e o a s

Card'X, - — L g g gt

1 i [RE1s FECULETEIICE S0y 9.1

b Aontrer qne Vordre du groupe GLIV des automorphismies de Y oest donnd par la formule

[=h
Card GLY gt g gt ! -:4,?='-"§;I_I|f1 —J
i1k N
Sont G, Pensemble des sous-espaces veeloriels de V de dimension m o grassmannienne 2.
Mlivinnen e o e

Card G - g™ II. [ I 1'.1' )
L=me 1Y I

Bh, Son A un espace vectorie] de dimension 2 sur le corps & 2 éléments: soient v, v, & les trois
At non nuls de VL

o Montrergque Ponax - 8 v+ ¥ 1 - =0y -y =Ly =N o8-

b Eaddéduine que le groupe GLIV) des antomorphismes de Y est isormorphe au groupe des

preribations «leox, s

G, Sont A un espace vectoriel de dimension 2 sur le carps & 3 éléments.

O M onteer gque Vocontient g sons-espaces de dimension 1, sofent 12y, D, Dy, Dy,

B Font clement dieroupe dantomorphismes GLIV de V' permute les D, entre eux. On

dedhiot e Laan homwmaosphisme i
o GLIV =5

e Sy dhésigiie b prongee den perpmrtaions de Deoeoa, b Montrer gue le novau de e est {4+ 0
i 1 | 1 1 A [}

.
e dediire que e et et Ceamparer les ordies des dens gronpes |,
il SO (L8N e som prone dle Gy Torme des |'|.r’-r|||'|||\ e détermminant o Montrer Cur g
délinht wn bsomorphisme de SLOVT sur le groupe alternd Ay, formé des permutations paires:
de M, | Cette question suppose e lectear wn conrant de la theéorie des déterminants, |

1. On considére les trois formes linéaires

ax—y 43z, W—5y+z 4 —7)F2
sur R?, Forment-elles une base du dua! de R2?
2. Montrer que les formes linéaires

x+a2y+z 2+ 3r+3n ATy

forment une base du dual de R, et trouver la base de R? duale de celle-ci.

3. Soient K un anneau et f, - - ., f, des formes linéaires sur le K-module a droite K» Pour
que celles-ci forment une base du dual de Kn, il faut et il suffit qu'il existe des vecteurs
Xp oo p %, € K" tels que 'on ait
ey b1 osii=]
S =00 s
4. Soient K un anneau commutatif et U une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans K.
a) Monirer que les relations

.U =1, .U =1,

sont équivalentes.

) Montrer que les matrices UM, (K] vérifiant les conditions précédentes forment un sous
groupe de GL(n, K) (groupe orthogonal & n variables sur I'anneau K.

¢) On dit qu'une matrice S M (K) est symétrique si 'S = 5. Soient X et Y deux matrices
symétriques; pour que XY soit symétrique, i1 faut et il suffit que XY = Y,

d} Montrer {en prenant K = Q ou un surcorps quelconque de @) que la matrice

1 1 1 1‘\
2 2 2 ]
1 r 1 1
2 2 2 2
v 11
z 2 2 2
o1 X
N2 ] 2 2

est b ln fois orthogonale et symétrigue.
¢) Trouver toutes les matrices orthogonales d'ordre 9 & coefficients entiers rationnels,
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b, Soit M, (K) I'anneau des matrices carrées d’ordre # sur un anneau quelconque Kj on
regarde M,(K) comme un K-module & droite. Montrer que, pour toute forme linéaire f
sir M, (K), il existe une et une seule matrice A=M (K) telle que

F(X) = Tr(AX) pour tout XeM,(K)
{volr |' Exereice 8 du § 12 pour une définition du symbole Tr). Pour que Pon ait
FXY) =f(¥YX)

quelles que soient X, Y& M, (K), il faut et il suffit, lorsque P’anneau K est commutatif, que la
matrice A soit proportionnelle & 1,

o s

1. Solent K un anneau, L un K-module et
L=M@g - &M,

une décomposition de L en somme directe de sous-modules.
&) Pour tout endemorphisme u de L, montrer gu'il existe un ¢t un sewl systéme d’homomaors
phismes
wy;t M, = M, (1<Ci.f<<m)
tels que 'on ait
u(x) = uyl) + - + u,;(¥) pour tout xeM;

et tout j tel que 1 < < n. Montrer inversement gu'étant donnes de tels homomorphismes
u,}, il existe un et un seul endomorphisme u de L vérifiant les conditions précédentes.

&) A tout endomorphisme u de L on associe la « matrice »

(“11 e u,“‘)
g +-c Han
formée avee les homomorphismes définis dans la question a). Etant donnés deux endomors

phismes u et v de L, comment calcule-t-on la « matrice » de v o u en fonction de celles de u
eto?

2. Soient r un entier == 1 donné et ry, ..., r, des entlers 7 1 tels que
» r=r 4+ - + 7

Etant donnée une mateice carrée

A coefficients dans un anneau quelcongue K, on désigne par U,y (1 i, j <7 a) la matrice
{3 r, colonnes et r; lignes) formde avec ceux des termes a,. de la matrice U pour lesquels on n
i In fois

I TR R RPI E ol
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oe qui permet, avec des conventions évidentes, d"écrire U sous la form

Uy, ... Uy
U= ( ............ Y
Lln L Uﬂ.’l
S0l V une autre matrice carrée d’ordre n & coefficients dans K, et soit W = VU la matrice
produit. Montrer que les « blocs » W, qui composent W sont donnés par la formule

“’TU = v1_.iU.'1 + -+ vnjUin

wnalogue i la régle de caleul usuelle des matrices (formuls de multiplieation par blocs des
matrices). Peut-on étendre ce résultat & des produits de matrices rectangulaires?

. Montrer qu'avee les notations de 'Exercice précédent, la transposée d'une matrice U
ol dlonnée par

Uy . Uy

‘Ur:l i fUnu

4, Hoit K un corps commutatif, On considére la matrice carrée

— 0 - !n

1 (’l.‘ 0 )
{061 0 eat 1o matrice nulle 4 n lignes et # colonnes), et on cherche les matrices carrées
A B
U =
(c »)

d'ordre 2an, A coeflicients dans K, telles que

UJju=7

{oft A, I, !, D sont des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans K). Ferire les relations
que doivent vérifier A, B, G, D, Trouver les matrices U pour lesquelles C = 0.

B, Hoit s
K On pose

1S une matrice symétrique carrée d'ordre n 4 coefficients dans un corps commutatif

000 1,
J=(o S 0
\1.0 0 0 /

(e norte que | est une matrice carrée d’ordre 5 -+ 2p). A quelles conditions la matrice
U X 2
M= (0 VY
00 W,
(0t la décomposition en blocs de M est de méme nature que celle de ]} vérifie-t-elle la relation

M.J.M = J?

8.

8. Soient K un anneau et r;, ..., 7, desentiers 2= 1. Onposer=r, + ... + r, et on conais
dére les matrices
) Uy - Un
‘Li: BT E 4B 4 s k4w
Uln e Unn

{avec U,; & r, colonnes et r; lignes) qui vérifient les conditions suivantes : on a
Uy=0 pouri<j

et de plus les matrices U, sont inversibles. Montrer que les matrices U forment un sous-
groupe du groupe linéaire GL{r, K). Méme question pour les matrices telles que

U;=0sii<j, U,=1.

Montrer que le second sous-groupe est invariant dans le premier, et formé de matrices unipo
tentes.

7. Soit L = M,@...&M, une décomposition en somme directe de sous-modules d’un module
a gauche L sur un anneau K. Dans le module 4 droite L*, dual de L, on considére pour chaque
itel que 1 <7 i < p l'ensemble M/ des formes linéaires fsur L telles que

J(M;) =0 pour tout j 1.
Montrer que les M] sont des sous-modules de L* et que L* = M{® ... &M

Soient M un module & gauche sur un anneau K et M’ un sous-module M. On suppose que ln
module quotient M/M’ (§§ 1o, 11, Exercice 10) est libre de type fini. Montrer qu'alors M
est facteur direct dans M (considérer le sous-module de M engendré par des éléments dont
les images dans M/M' forment une base de M/M'}. Pour une application importante de ce
résultat, voir § 2q, Exercice 11, g).

9, Soient M un meodule 4 gauche sur un anneau K et a un élément de M tel que da = 0
implique = 0; pour que le sous-module K engendré par a soit facteur direct dans M, il
faut et il suffit qu'il existe sur M une forme linéaire f telle que f (2) = 1; on a alors

M= KapKer(S).
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1. Montrer que tout sous-groupe de ype fini du groupe additif Q" posséde une base d'au plus
n Héments (imiter la démonstration du Théoréme 1),

%, Pour qu'il existe une base de Z* contenant un élément donné (g, ..., a,) de Z~, il faut
ot 1L wullit que les entiers g, solent premiers entre eux {choisir des u,eZ tels que Tua, = 1 et
comabdérer le sous-groupe de Zr défini par Péguation Fux, = 0).

Mue généralement, soit K un anneau; pour qu’il existe une base de K» contenant un as K~
ilonndé, il est nécessaire qu'il existe une forme lintaire f sur K telle que § (a) = 1, et cette
condition est suffisante si K est principal (cf § 17, Exerefee g).

A, P'our qu'il existe une matrice U & GL({n, Z) ayvant une premiére ligne donnée

G113 B3 v Bp

il faut et il suffit que les entiers a,y, a4y, .. ., 4., soient premiers entre eux.

4, Solent L et M deux modules de type fini sur un anneau commutatif noethérien K. Montrer
gue le Kemodule Homg (L, M) est de type finl (construire un homomorphisme injectif de
vo module dans une puissance convenable de M).

B, Hoit M un module de type fini sur un anneau noethérien K. Montrer que toute suite
ciommante de sous-modules de M est stationnaire, et que tout ensemble de sous-modules de M
pumadile au moins un élément maximal.

i, Moit o un idéal d'un anneau commutatif neethérien K. Montrer qu'il existe une suite finie
'lldaux premiers Py, .., B, (pas nécessairement deux 4 deux distinets) de K telle que 'on

wit

|
(raisomner par alwurde, considérer un éément maximal de 'ensemble des idéaux ne possé=
dant pas cette propeiété, et lai appliquer 1" Fxereice 11 du § 8).

T, Solent K un corps commutatil et A un sous-anneau de K admettant K pour corps des
Trnetions (Lo, tel gue tout ve K soit quotient de deux éléments de A), On wilise dans ce qui
wilt loa débimitions et résuliats de I Exercice 14 des §§ 10, 11,

a) B A est un anneau de Dedelind, A est noethérien,

qq

qq
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&) On suppose A noethérien, et que tout idéal maximal de 'anneau A est inversible; montrer
que tout idéal de A est produit d'in nombre fini d’idéaux maximaux (méthode analogue &
celle de ' Exercice précédent). En déduire que A est un anneau de Dedekind,

¢} Scit A un anneau de Dedekind. Montrer que tout idéal fractionnaire de A s’écrit sous la
forme d’un produit fini de puissances (positives ou négatives) d*idéaux premiers de A, et que
cette décomposition est unique & "ordre prés des facteurs,

d) Soit p un idéal premier de I'anneau de Dedekind A. Pour tout &K non nul, on désigne
par tp{x) I'exposant (qui peut &tre nul) de P dans la décomposition de Iidéal fractionnaire Ax
de A en produit de facteurs premiers; et on définit vp{o) = + «. Montrer que 1a fonction vy
est une valuation discréte (§ 8, Exercice 6) du corps K.

8, Boient K un anneau commutatif noethérien, M un K-medule de type fini, et v I"homothétie
de rapport ae K dans M, donnée par

u(x) = 7x  pour tout xe M,
a) Montrer qu'il existe un entier p 2> o tel que l'on ait Ker(u") — Ker{u*+1) pour tout n = P
(utiliser 1'Exercice 5), B
b) Montrer qu'on a Im(v"inKer{s) = jo! pour tout n = p,
) On dit que le module M est primaire si, dans M, toute homothétie est soit injective moit

nilpotente. Montrer qu'il en est ainsi lorsque le module M posséde la propriété suivante §
Uintersection de deux sous-modules non nuls de M n’est jamais nulle.

d) Soit g un idéal de 'anncau K. Pour que 1 soit primaire (§ 8, Exercice 13) il faut et il suffit
que le quatient Ky, regardé comme K-module, soit primaire.

e) Un idéal q d'un anneau K est dit irréduectible si q = K et si, quels que soient les idéaux
aetbde K, la relation
anb = g implique ¢ = g ou b = q.

Montrer gquz tout idéal irréductible d*un anneau noethérien est primaire.
NB, — La réciproque est fausse,

9, Seit K un anneau commutatif noethérien.
a) Montrer que tout idéal o % K est intersection finie d'idéaux irréductibles (méthode dn
I’ Exercice 6).

8) En déduire que tout idéal d'un annean commutatif nosthirien est intersection finie d'idéaux primaires
(Emmy Noether).

10. Soit M un module de type fini sur un anneau commutatif noethérien K, On dit qu'un
ldéa_l premier § de K est assoeié & M s'il existe un xe M tel que P soit Pannulateur de x dans
M (i.e. tel que la relation a &} soit équivalente 4 la relation ax = o).

a) 51 M = {0/, il existe au moins un idéal premier associé & M (considérer les annulnleurs
des éléments non nuls de M et en prendre un maximal).

b1 11 existe une suite croissante
bh=McMec.-.eM, =M

de sous-modules de M et des idéaux premiers ¥y, ..., P de K tels que M /M, | soit momorphe
au module quotient K/P, pour tout ¢ tel que 177« r [observer que si Pannulateur d'un
élément x d'un module est un idéal o de K, alors le sous-module Kx engendré par x ost 5o
morphe & Kju].

¢) Avee les notations de la question précédente, tonl idéal premier associd & M et 1'un des b
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i) Soit u(x) = as{se K} une homothétie dans M. Pour que « soit injective, il faut et il suffit
que a n'appattienne & aucun des idéaux premiers associés 2 M. Pour que u soit nilpotente,
il faut et il suffit que ¢ appartienne & tous les idéaux premiers associés 4 M.

#) On prend dans ce qui précéde M = K et on note Pps ..., P, les idéaux premiers associés
A M., Montrer que

Pru-- VP,
eat I'ensemble des diviseurs de zéro dans K, et que
p'.l n-.-n lpr

eat 'ensemble des éléments nilpotents de K.

Maontrer que tout idéal premier de K contient 'un des p,. En déduire que, dans un anneau
noethérien, Vintersection de tous les idéaux premiers est Iensemble des éléments nilpotents
{ee pésultat s'étend en fait & tous les anneaux commutatifs : §§ 27, 28, Exercice-g).

{1. Soit a un idéal d'un anneau commutatif noethérien K; on suppose 1 # K. On appelle
1déal premier minimal de a tout idéal premier P de K qui contient a, et gui n¢ contient aucun
iléal premicr contenant a autre que lui-méme.

Montrer que les idéaux premicrs minimaux de ¢ sont en nombre fini, et que leur intersection
eat Je radical (§ 8, Exercice 12) de a (appliquer a K /s la question &) de I'Exercice précédent).
{les anncaux noethériens ont £té inventds vers 1920 par Emmy Noether ct ont été I'un des
principaux points de départ de ' Algtbre « abstraite » moderne. Leur théorie, aujourd’hui
extraordinairement développée, est & la base de la Géométric Algébrique; mais on les utilise
wissi ailleurs, en particulicr dans la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables
complexes; en fait, Vinvention de ces anmeaux est certainement 'une des découvertes mathé-
matiques les plus utiles des temps modernes. Avant Pintroduction des anneaux nocthériens,
on se bornait & en démeontrer certaines propriétds sur les anneaux de polyndmes — ce qui
conduisait fréquemment a des démonstrations beaucoup plus compliquées que celles qu'on
connait aujourd’hui puisqu'on n'avait pas encore isolé lidée fondamentale qui permet de
les mimplifier, & savoir les Théorémes § et 4 de ce §.)

1. On considére dans R les vecteurs

{t, 0,0, — 1), {2;1,1,0) {1, 1, 1,1}, (1,2, 3, 4, {0, 1, 2, )3

extraire de ces cing vecteurs une base du sous-espace qu'ils engendrent.

3, On considére dans R le sous-espace L engendré par les vecteurs

{r, 1, 1, 1), (1,—=1,1,— 1), (1,3, 1,3

et le sous-espace M engendré par

l:l, 2, 0, g)’ (ls 2, 1, 2}, (3 1y 3 I];

calculer les'dimensions de L M et L + M.

3. Soient V un espace vectoriel de dimension a sur un corps et L un sous-espace de dimension
r de V. Pour qu’un sous-espace M de V soit un supplémentaire de L dans V, il faut et il suffit
qu’on ait

LaM = {0}, dimM) =n—r
4, Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps, (4,); <, une base de V, ol
YRR des dléments de V en nombre r = . Pour que les x,soient linéairement indépendanta
il faut et il suffit qu’il existe un automorphisme « de V tel que I'on ait

ula) = x;, pour 1 £ =T,
>
5. _Soicnt L et M des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K, et un homomor-
phisme de L dans M, de rang r. Montrer qu’il existe une base (g}, <<, de L et une base
()14 ;2, de M telles que l'on ait les relations

fla) =14 pouris<iisr
Fla) =0 pourrt1=i<p

En déduire le résultat suivant : soit A une matrice 4 g lignes et p colonmes & coefficients dans
K, de rang r; alors il existe des matrices

UeGLig, K) et VeGL(p, K)
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telles que

UAV = (L U)
o 0

{les 0 figurant au second membre désignent des matrices nulles ayant les nombres de lignes
¢l de rolonnes requis pour que le second membre soit une matrice 4 ¢ lignes et f colonnes).
Hotent A et B deux matrices A ¢ lignes et p colonnes & coefficients dans K; pour qu'il existe
tles matrices UeGL{g, K) et Ve GL(p, K) telles que B = UAV, il faut et il suffit que Aet B

wenl méme rang.

#, Soient E et F deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V de dimension finie;
pour qu'il existe un automorphisme u de V tel que F = u(E), il faut et il suffit que

dim(1) = dim{F).
7. Soientx,, ..., 5, des éléments d'un espace vectoricl; on suppose que #, .. ., ¥, sont linéai-
rement indépendants, et quion a des relations

®p=pax 4 oo ok (P 1)
Boit 1, Pespace des relations linéaires entre xy, ..., %, .. des systémes de scalaires
(hye o0 b,y K tels que

My e+ g, = 0.

Maontrer que les 1 — r éléments
(zgr err B 0 oy By — 1,05 oy 0},
ot — 1 se trouve A la j* place, forment une base de L.
#, Soient fy, ..., f, des formes lintaires sur un espace vectoriel; pour que le systdme .d'équa-

FlR) =6 (rgisn
powstde au meins une solution, il faut et il suffit qu'on ait
ll;l‘l‘ e >‘:lgn:‘ 0

pour toute relation lindaire (L, ..., &) entre i, «oon f o

i, Soit K un corps commutatif.
a) Pour qu'une forme linéaire £ sur M, (K), regardé comme espace vectoriel de dimension

W aur K, vérifie
S XN} = F(¥YX),
il Twut et il suffit qu'il existe un scalaire 2 e K tel que
FIX) = 3. Tr(X) pour tout XeM,(K)

(on rappelle — § 12, Exercice 8 — que Tr(X) désigne la somme des coefficients diagonaux
de X,

b) Déduire de 14 et du Théoréme 3 du § 19 1e résultat suivant : pour qu'une matrice Ae M, (K)
prilsie ¥'écrire comme somme de matrices de la forme XY —YX, il faut et il suffit que
I'r(A) = 0.

- - e Bl B A ATA AT RN

10, Scient V un espace vectoriel de dimemnsion finie sur un corps K et (a,), <, <, une base
de V.

a) Soit x un élément non nul de V. Montrer (sans utiliser les résultats du § 1g) qu'il existe
un indice i tel que les vecteurs &y, .. ., 4,_y, ¥, &4y, - - ., &, forment encore une base de V.

b) Soient xy, ..., x, des vecteurs linéairement indépendants dans V. A 'aide de la question a),
et en raisonnant par récurrence sur fi, montrer qu'il existe une base de V formée des p vecteurs
%, et de n — p des vecteurs a;. En déduire une nouvelle démaonstration des Théorémes 6 et }

du § 149.

11. Démontrer directement le Corollaire du Théoréme 7 en raisonnant par récurrence sur
# (on utilisera 'une des équations pour exprimer une inconnue & l'aide des p— 1 autres, et
on se rameénera a un systéme de n — 1 équations a4 f — 1 inconnues).

12. Sotent L et M deux espaces vectoriels de dimension finfe sur un corps, f une application

linéaire de L dans M, et
LMY - L*

I’application transposée (§ 16). Montrer que Im{* /) est le sous-espace de L* orthogonal
4 Ker( f), et que Ker{*f'} est le sous-espace de M* orthogonal & Im( f) (utiliser le ‘Théoréme
3} Déduire de la que f et sa transposée ont le méme rang, et appliquer ce résultat pour
obtenir une autre démonstration du Corollaire du Théoréme 16, Montrer que si fest un endo-
morphisme de L, les noyaux de fet ! f ont méme dimension.

13. Soit K un corps. Pour qu'une matrice A & M, (K) soit inversible, il faut et il suffit que A
ne soit pas diviseur de zéro dans 'anneau M, (K).

14, Secit X une matrice i coefficients dans un corps. Montrer que le rang de X n’est pas
modifi¢ lorsqu’on ajoute A une ligne (resp. colonne) de X une combinaison linéaire quelconque
des autres lignes (resp. colonnes) de X, ou lorsqu’on fait subir une permutation quelconque
aux lignes (resp. colonnes) de X.

15. Soient V un espace vectoriel complexe de dimension finic et (g,}, <, <, une base de V, On
regarde V comme un espace vectoriel réel; montrer que les 2n vecteurs

forment une base de V sur R. En conclure que

dimy (V) = 2. dimg{V).

16. Soient L un corps et K un sous-corps de L; on dit que L est une extension de degré finl do
K si L, regardé comme espace vectoriel sur K, est de dimension finie; la dimension en ques-
tion s’appelle alors le degré de L sur K, et se note [L 1 K.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur L. On regarde V comme un espace vectoriol
sur K; montrer que, si L est extension finicde K, on a

dimy (V) = [L: K].dim, (V)

(imiter le raisonmement de I’ Exercice précédent).
Soient K un corps, L un corps extension finie de K, et M un corps extension finie de L, Mons
trer que M est extension finie de K &t que

TM:K]=[M:L].[L:K]
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17. Soit
Lho, Lo,

une suite formée d'espaces vectoriels de dimension finie sur un corps, et ld’hu::—mnmorphismcs
de chaque espace dans le suivant. On suppose que f; est injectif, f, surjectif, et que

Im(f) = Ker(f) pour1=i<nm
Montrer qu'on a alors

dim (L) — dim (Ly) + dim (Ly) — -+ + (— 1)~ dim (L,;) = 0.

{H, Soit # un nombre premier. Quelles conditions doivent vérifier les entiers u et v pour qu'on
puilsie résoudre les congruences

x+2y+ 3z2=u (mod )
42 + 55 + z=uv(modp)?

19, Soit V un espace vectoriel de dimension finie # sur un-corps.
. ., L, des sous-espaces vectoriels de V tels que

Liel,e...cL =V;

a) Hoient Ly, .

on pose dim (L) = d;; montrer qu'il existe une base de V telle que, pour chaque i, les 4,
promiers éléments de cette base forment une base de L. .

1) Soit u un endomorphisme nilpotent de V, i.e. tel que u¥ = 0 pour un entier £ au moins.
Solt r le plus petit entier non nul tel que

w o= 0;
wn l]rnﬂf'

L, = Ker(u),

Maontrer que ces sous-espaces de V vérifient les hypothéses de la question a). En déduire qu’il
existe une base de V par rapport & laquelle la matrice de # est de la forme (¥)

L, = Ker{s®, ..., L, = Ker(v).

D * % * . L]
0D o0 % * .om
0o 0 0 * »
o0 0 0 ]

Wéoiprooque !

i1 %oit NeM, (K) une matrice nilpotente, Montrer qu'il existe une matrice UsGL{n, K)
telle que

0 % = ¥
uNun = |0 07 )
0 0 0 0,

Wdciprogue !

20, Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur Q, et soit M un sous-groupe de type
fi e VL

@) Montrer qu'il existe une base de V par rapport i laquelle les coordonnées de tout xeM
Bl entidres,

(*} On trouvera un résultal plus précis au § 95,
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b} Monwer qu'il existe un entier r <2 n tel que M soit le sous-groupe de V engendré par r
dléments linfairement indépendants convenablement choisis de V {autrement dit que le
groupe M est isomorphe 4 Z7 pour un entier r = n). {Utiliser le Théoréme 3 du § 18.)

¢) Soit {a);.2,«, unc base de V, Montrer qu'il existe une base (8.}, <<, de Vtelleque (i) M
30it cngcndrn‘_; par by, ..., b, (#) la matrice de passage de la base (g)) & la base (&) soit trian-
gulaire {imiter la démonstration du Théoréme 3 du § 18),

d) En déduire que loute matrice X e M, (Q) est produit d'une matrice U GL(n, Z) et d'une mairice
triangulaire.

21. Scient A et B deux matrices carrées d'ordre n 4 coefficients dans un corps. Montrer
qu'on a
18 (A) + rg (B) — n < 7 (AB) -~ Min (rg (A), g (B))

(inégalités de Sylvester).
22. Soit y un endomorphisme d"un espace vectoriel V de dimension finie sur un corps commu-

fetif K; montrer que, si A ct B sont les matrices de u par rapport 4 deux bases quelcongues
deV,ona

Tr (A) = Tr (B)

(§ 12, Exercice B). La valeur commune des traces des matrices de « par rapport aux diverses
bases de V s’appelle la trace de 1'endomorphisime u, et se note

Tr(u).
Montrer qu'on a

Tr{u + v) = Tr(u) + Triv),

Tr(a) = wTr{u) pour ek,
Tr{uov) = Trizou),

Tr(jy) = dim(V),
et que ces propriétés caractérisent entitrement I'application

Tr: (V) - K.
Montrer qu'on a aussi

Tr{u) = Tr{w)

pour tout endomorphisme u de V.,

23. Pour qu'un systéme d’équations lintaires

A coefficients dans un corps, posséde au moins une solution, il faut et il suflit que lea deus

matrices
Gy - g, ey, by
............ (a4 (.
a oo a a b

ml " +ml e mn m

posstdent le méme rang.

24, Soient Loun corps commutatif et A un sous-anneau de L} on suppose que, comme A-moduls,
L est cle type fini; on se propose d'en déduire que A est un souw-corps e L,

a) Soit K 'ensemble des v e Lo qui peavent s'derire soms la forme ufe avee u, s A ot o o 0,
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e c’est un sous-corps de L, et que Lestde dimension finie en tant qu’espace vectoriel

Montrer qu
war K. B
by Soit (uy, ..., #,) un systéme de générateurs du A-module L; on choisit une base
(Ugr Pyy +« -5 ¥,) de Lregardé comme espace vectoriel sur K, telle que v, = 1, ¢t on pose
I Y
a=jar

avec des x, e K. Montrer que le A-module K est engendré par les éléments .
¢} ‘Terminer la démonstration 4 Paide de |'Exercice g des §§ 10, IL.

Résoudre les systémes d’équations lindaires suivants (*) par la méthode des éliminations
successives (celle-ci consiste & utiliser une équation pour ealeuler une inconnue en fonction
des autres, puis 4 reporter le résultat ainsi obtenu dans les autres équations, de fagon i se
ramener A un systime comportant une inconnue et une équation de moins que le systéme
imitial),

1. 2x— Y+ 32=29
w—5)+ £=—4
g—7r+ z2=35
2 2x 4 3y + 5z = 10
7+ 4r=3
a2yt 2=3
3. g+ 2y43z2=—2
gx—z2y+ 52 =10
3% + 49+ 22 =—10
4, 4bex + acy —zabz =10
sbex + 3acy — 4abz = — abe
gbcx - 2acy — abz = 4abe {on suppose abe 7 0}
5 x4 ¥ z=aua
o wy 4 wlz=
R x +wiy 4 wz=r¢ (obw cstune racine cubique de l'unité)
6 ax— 3y + 52 =4
g—ay+ 3z =2
gx — 9y + 8az = 0 (discuter suivant les valeurs de a)

{*) Dans les Exercices 1 & 17 [extraits du recucil de Proskurjakov, ott 'on en trouvera
beaucoup d'autres) le corps de base est €. Toutefois, le lecteur désireux d'introduire plus de
variété dans les ealeuls pourra se placer sur un corps commutatif K quelcongue et tenir compta
de la caractéristique de K, ou bien chercher les solutions dans Panneau Z des entiers rationnels
lorsque la question a un sens. Il va de soi d’autre part qu'aprés avoir étudié la théorie des
déterminants, le lecteur devra Iappliguer & la résolution de ces Exercices.
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.

10,

18,

14,

4.

B & Rl N TS R ST

ax 4+ gz =2
LBy 2y=1
x—z2y+4 bz=23 (discuter suivant les valeurs de a et b)
2x +2y— 2+ =4
4x+3y— z+2t=56
Br+5y—3z T+ 4t =12
3x+3jwaz+2t=6
2x— y—0z+4+ git=—1
78— 4y + 22— 15t = —32
x—a2y—4r-+ 9i=35
x— y42z— 6l=—8
ax—sy L3z + =35
F— 7+ 33— I=—1
sx—gy+ 6z +2E=7
4x—by+3c+4+ t=18
6+ By 524 1B+ 20u= 14
x4+ gy -+ 77+ 24t 4+ 30u= 18
12x + 12y 4 132 4 27t + 35u = 32
8¢ + B34 624 15+ 208 =16

42+ 55+ 42+ 13+ 158 =11

3
3
L
12

2x + 55— Bz
4+ 3y—02
ax 4+ 3¥— 5%
x+8y—7z

b
i === ]

-]

6x + 3y + 22+ 31+ 4u
45 +2y+ z+2t+ 38
gx+ey+3ctaet4+ u
ax + ¥+ 7o+ 3t 4 2u

- O

([

(on déterminera en outre toutes les solutions entifres de ce dernier systéme).

b,

28+ 3y+ z+=2g=3

4x+ by + 32+ 4=5

bx + gy+ 52+ 6t=7 .

B¢ + 12y + 72 + 4 =g (discuter suivant les valeurs de 3}

% % B
+++
-1
T M et
PRI
Ran
|

(discuter suivant les valeurs de a)

qq

17. fa+1)x4+y+z=2a"+ 32
x+la+1)y+z=2a + 3a*
x+ 3+ (a4 1)z=a*+ 34° (discuter suivant les valeurs de a).

18. Soit K un corps. On considére d'une part le systéme

i Ay 4 oagr, = by
(i) e iaaa s

ay + oot ax = b,
de n équations linéaires & n inconnues, a coefficients dans K, et d’autre part le systéme

(i) (ann + 0t an i — b Yy =0

de n équations linéaires et homogénes 4 » 4 1 inconnues,
&) Montrer que si une solution de {1t} vérifie y_;; 75 0, alors les

= JI.J’;'J:I

forment une solution de {i), et que réciproquement toute solution de (i) permet de construire
une solution de (if) telle que y, ., 7% 0.

by Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes : le systéme homogene associé
a (i} ne posséde aucune solution non triviale; toute solution non triviale de (if) vérifie y, 4, % 0.

¢) En utilisant le Corollaire du Théoréme 7 du § 1g, déduire de 14 une démonstration du fait
que les conditions 1) et ¢} du Théoréme 2 du § 20 sont équivalentes.

19. Si un systtme d’équations lindaires a coefficients réels admet au moins une solution com-
plexe, il admet une solution réelle.

20, Soient L un corps et K un sous-corps de L.

4) On considére un systéme de n équations linéaires et homogénes 4 r inconnues, a cocfficients
dans K. Montrer que si le systtme admet une solution non triviale dans L, il admet une solu-
tion non triviale dans K (raisonner par récurrence sur n en utilisant par exemple la méthode
des éliminations successives).

b) Montrer que si une matrice Ae M, [K) est inversible dans l'anneau M, (L), elle est inver-
sible dans I'anneau M _ (K},

¢) Si des éléments de K~ (resp. des formes linéaires sur Kr) sont linéairement indépendania
sur K, ils sont aussi lindairement indépendants sur L, et réciprogquement,

d) Pour quun systéme d’équations linéaires, & coefficients et seconds membres dans K,
admette une solution dans K, il faut et il suffit qu’il admette une solution dans L.

¢} Les solutions dans L d’un systtme d’équations linéaires et homogenes a coefficients dans K,
sont les combinaisons lindaires, 4 coefficients dans L, des solutions dans K du systéme considéré,
£ Si un systéme d'équations linéaires et homogénes & coefficients dans Z admet une solution
non triviale dans €, il admet une solution nen triviale dans Z.
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