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1. Définition des anneanx, exemples

On appelle anneau un iriplet formé Lun ensemble K et de deux lois de composition sur K,
natées (%, y) = x Ly (« addition » dans K) et (x, ») > ay (« multiplication »
dans K), ces données devant vérifier les condilions suivantes ;

(A1) le couple formé de Pensemble K et de la loi de composition (x, y) — x y sur K
est un groupe commuiaitf;

(A 2): la loi de composition [ ) — %y est associative et admel un dlément neutre (M)}
(A g) : quels que solent X, 3, Z€ K, on a les relations (dites de « distributivité de la
multiplication par rappert 4 P’addition »)

Ky +2z)=xy+ x5 (x + 3}z = %2 + ¥z
L'axiome (A 1) des anneaux s'explicite comme suit : on a les identités

st (y+a=F+3+2
xt+y=3y+5

il existe d°autre part dans K un élément noté 0, tel que ’on ait
r+0=x

pour tout xe K| enfin, quel que soit xe K, il existe un élément de K, noté — x, tel
e 'on ait
i+ (—x =0
I ensuit que, quels que soient a, e K, I'équation
at+x==¢t
(*) Certains auteurs omettent, dans la définition d'un anneau, d'exiger P'existence d'un
Alément neutre pour la multiplication; on obtient ainsi une notion d’znneau plus générale

que celle du texte; mais la pratique montre, et la théorie le confirme, qu'on peut toujours
we limiter, comme nous le ferons dans cet oUVTage, 3 des anneaux azec Clément unité,
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posséde une et une seule solution dans K, & savoir & + (— a); on 1écrit
x=b—aua.
I'axiome (A 2) des anneavx signifie que, dans un anneau, on a I'identité
#(y2) = (@)%
et qu'il existe un élément de K, noté 1, tel que I'on ait
Xl = Ix =%

pour tout x € K, On dit que 1 est I'élément unité de K.,
On dit qu'un anneau K est commutatif si lona

xy = yx quels que soient x, ye K;

on rencontrera dans la théorie des matrices d'importants exemples d’anneaux non
commutatifs, On dit que deux éléments #, y d’un anneau quelconque K commutent
wi 'on a xy = yx.

Dans un anneau, on a les relations

(—1x=—x Ox =10
pour tout x; pour établir la premitre, il suffit de prouver que (—1}x +x=0;o0r
(—e+a=(—1x+ Ix= (—1 4 1)x = Ox,

de sorte qu’on est ramené a prouver la seconde relation Ox = 0. Pour cela on
calcule

0x+x=0x+1x=(0—;—1}x=1x=x,

ce qui montre que Ox = x — & = 0 comme dans tout groupe additif.
Donnons maintenant des exemples d’anneaux,

Foxemple 1. 5i 'on munit Pensemble Z des entiers rationnels des deux lois
de composition usuelles (addition et ‘multiplication) on obtient évidermment
un anneau commutatif; on appelle 1'anneau des entiers rationnels. Les en-
sembles @ (nombres rationnels) et R (nombres réels), munis de I'addition et
de Tn multiplication usuelles, sont aussi des anneaux commutatifs.

Livemple 2. Soit K Iensemble des nombres réels x qui possédent la propriété
suivante : il existe des entiers rationnels a, b, ¢ tels que I’'on ait

x = a | br - e, ol r =2

On vérifie immédiatement que, si ¥, ya K, alors x + y et x y sont encore dans
K, ce qui permet de muanir Pensemble K de deux lois de com sition, A
savoln Imll'ni.nn et In multiplication usuelles, Cela dit, I'ensemble K, avec
ces deux lois de composition, est un anneau comimutatil,
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Exemple 3. Soient X un ensemble quelconque, K un anneau quelconque, et
désignons par A l'ensemble de toutes les applications de X dans K. Pour
f, g=A, définissons comme suit des éléments f+ g et fg de A I’élément
f + g sera lapplication

x> f(x) + alx)
de X dans K, et f g sera I'application

x = f(0)glx)

de X dans K. Cela dit, 'ensemble A, muni des deux lois de composition

(fo>f+e e (fa—=Sg

qu’on vient de définir, est un anneau (commutatif si et seulement si K est
commutatif), Vérifions par exemple la formule de distributivité

flet+h=rfe+fh

il suffit de montrer que les deux membres (qui sont des applications de X
dans K) ont la méme valeur en chaque v X; la valeur du premier membre est
Fix) (g(x) + hlx)), celle du second membre est f(x)g(x) +.f (x)A(x); on voit
donc 13:113 I'axiome de distributivité est vérifie dans A parce quil Test déjd
dans K.

Le lecteur débutant fera bien de traiter cet Exemple en détail, et de
g’assurer du fait que, pour montrer que A est un anneau, on a effectivement
besoin de se servir du fait que K vérifie fous les axiomes des anneaux, On
comprendra facilement pourquoi en examinant le cas ot X est un ensemble &
un élément,..

L’anneau A qu’on vient de définir s'appelle I’anneau des applications do
I'ensemble X dans 'anneau K.

Exemple 4. On prend X = K = R dans I' Exemple 3, mais au lieu de considérer
toutes les applications de X dans K on se borne & considérer celles qui vérifient
certaines conditions de « régularité » données d’avance, par ¢xem le : ftre
continue en un point donné; étre continue partout; avoir une dérivée troi-
sitme continue partout; etc... Dans chaque cas, on obtient un anneau COMITUs
tatif,

Jixemple 5. On verra plus loin (§ 15) que les matrices carrées & n lignes ot
n colonnes, 4 coefficients dans un anneau donné K, forment un nouvel anneau
(non commutatif si » > 2, méme si K est commutatif) pourvu qu'on définisme
Paddition et la multiplication des matrices & ’aide des formules des §§ 14
el LR,

Soit K un anneau; on appelle sous-anneau de K toute partie A de K qui vérific lea
conditions suivantes : A est un sous-groupe du groupe additif K; les relations xa A o
y o A impliguent la relation x ye Ajona 1€ A. %l en est ainsi, il est clair que les applis
(R LATE L]

[:xl y) b + et {xs J") = xy
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de K % K dans K appliquent A X A dans A, donc définissent deux lois de compo-
sition sur I'ensemble A. Cela dit, Pensemble A, muni de ces deux lois de composition, est
Wn anneau.

Iin effet, Pensemble A muni de 'addition est un groupe commutatif en verft du
§ 7, n® 3; d’autre part, la multiplication est associative dans K, donc & fortiori dans
A, et A admet un élément neutre pour la multiplication puisqu'il contient I'élément
i de K: enfin, les identités de distributivité, étant vérifices dans K, le sont & plus
lorte raison dans A,

[1 est clair que, dans "Exemple 1 ci-dessus, Z est un sous-anneau de Q, lui-méme
sous-anneau de R, D'autre part, les anneaux de I'Exemple 4 ci-dessus sont des sous-
anneanx de 'anneau de toutes les applications de ’ensemble X = R dans I'anneau
K R,

On notera que, pour vérifier qu'une partie A d'un anneau K est un sous-anneau
de K, il suffit de vérifier les conditions suivantes : si A contient deux éléments x ef y
de 1, il contient aussi leur somme x - y et leur produit xy; en outre, A conlient — 1.

Iin effet, supposons remplies ces conditions; pour xe A, on a alors —xeA vu
que —x = (— 1 «); mais alors, si A contient x et y, donc aussi x et —j, il contient
également ¥ + (— ) = ¥ —, ce qui prouve que A est un sous-groupe du groupe
additif K, autrement dit vérifie la premiére condition figurant dans la définition
d'un sous-anncau. D’autre part, comme A contient — 1, il contient —(— 1) = 1,
done vérifie la troisitme condition figurant dans la définition d’un sous-anneau. La
weconde, enfin, est vérifide par hypothese.

2, Anneawx d'intégrité et corps
Considérons dans un anneau K 'équaticn
(1) ax = b,

oit a, b sont des éléments donnés, et x un élément « inconnu » de K.

Un premier cas simple est celui ot a = 0; comme Ox = 0 pour tout xeK, ilest
clair qu’alors deux cas seulement sont possibles : ou bien & = 0, et alors tout #eK
vérifie équation (r); ou bien b 5 0, et alors I’équation (1) n’a aucune solution.

Un second cas trés simple est celui ot  admet un inverse relativement & la multi-
plication, i.e. olt il existe un (et un seul) élément de K, noté -1, vérifiant

ala=a0"'=1;

lory le Théoréme 4 du § 6 s'applique : 'équation (1) posséde, quel que soit 4, une et
aeule solution
x = a b

Dans ce cas, on dit que a est un élément inversible de K (on dit aussi souvent que ¢
ent un élément unitaire ou une unité de K, mais nous n’utiliserons pas cette termino-
logie dangercuse).

Reste & examiner, dans la mesure ot c’est possible, le cas ol a n'est ni nul ni

inversible. Tout d’abord ce cas peut fort bien ne pas se produire — autrement dit,
il peut arriver que tout élément non nul de K soit inversible; on dit alors que K est un
corps (*). Les anneaux @ et R sont des corps (corps des nombres rationnels et eorps des
nombres réels), par contre l’anneau Z n’est pas un corps (pour quun x & Z soit inver-
sible dans I’anneau Z, il faut et il suffit qu’il existe un y e Z tel que xy = 1; ce n’est
évidemment possible quesix = + 1 oux = —1).

Revenant au cas général, on peut se demander s'il est possible que Iéquation (1)
admette plusieurs solutions, Si x et y sont deux telles solutions, on aura évidemment
ax = ay, donc

alx—y) =0;

ceci conduit & introduire la notion suivante : on dit qu'un anneau K est intégre ou est
un anneaun d’intégrité, lorsque, pour ke K et ve K, la relation

wp=0 implique ¥ =0 ou »=0

(autrement dit lorsqu'un produit d’éléments de K ne peut étre nul sans qu'un au
moins des facteurs du produit le soit). L’anneau Z est évidemment un anneau d’inté-
grité. Un corps est nécessairement un anneau d’intégrité, car de la relation = 0
résulte, si w =2 0, que v = ¢~10 =0,

Dans un anneau d’intégrité, ’équation (1), pour a = 0, posséde au plus une solu=
tion comme le montre le raisonnement ci-cdessus. Mais il peut naturellement arriver
qu’elle n’en posséde aucune — c’est le cas par exemple de Péquation 2x = 3 dans
I’anneau Z — et on ne peut rien dire de général sur les conditions de résolubilité de
I"équation (1) dans un anneau d’intégrité qui n’est pas un corps.

Il existe des anneaux qui ne sont pas intégres. Prenons par exemple 'anneau de
toutes les applications de l'ensemble R dans 'anneau R (Exemple 3 ci-dessus) et
considérons les deux éléments f et g de cet anneau définis comme suit :

(0 pourx =0,

_tx pourx =0, .
Fl = R M

{0 pour x <0,
il est clair que
fixig(x) =0 pourtout xeR,

et par suite que f g = 0 dans I'anneau considéré; néanmoinson a f 5 Oet g +# 0 (car
P'élément O de anneau des applications d’un ensemble X dans un anneau K est la
fonction qui, en chaque x € X sans exception, prend la valeur 0 — ce qui, ici, n'est le cas
ni de £ ni de g).

Remarque 1. Soit K un anneau; on désigne habituellement Pensemble des élé-
ments inversibles de K par la notation

K*
(cf. le passage de @ 4 Q% ou de R & R*). D'aprés le Théortme 3 du 56,8 K*

{*) En fait, dans un corps, on exige aussi que 1 7 0, de sorte qu'un corps posséde toujours
au moins deux éléments.



e AR liEifma® AR e T L3

contient deux éléments x et y il contient aussi xy; on peut donc munir Pen-
semble K* de la loi de composition (x, y) > xy. Cela dit, I'ensemble K*,
muni de cette loi de composition, est un groupe. Il est clair en effet que la
loi de composition considérée sur K* est associative (car elle 'est déja dans
K); d’autre part, on a évidemment 1& K*, de sorte que la loi de composition
considérée sur U'ensemble K* admet un élément neutre; enfin, si xeK?*,
on a aussi x~1e K* d’aprés le Théoréme 3 du § 6, et comme on a

ly=xxl=1,

élément neutre de K*, on voit que tout élément de K* est inversible (dans K*,
et pas seulement dans K !} pour la loi de composition considérée.

L'ensemble K*, muni gc 1z loi de composition (x, y) — xy, s'appelle le
groupe multiplicatif de ’anneau K (ou, parfois, le groupe des unités de K). Si
K est un corps, on a

K*=K—{0].
Par contre, on a
E* = |1,— 114,

avee la table de multiplication suivante :
1.1 =1; — 1. =1.—1=—1; —I.—I=1IL

Remarque 2. Soit K un corps. On appelle sous-corps de K toute partic A de K
vérifiant les conditions suivantes : A est un sous-anneau de K, el pour x # 0
la relation xe A implique x~1e A. 1] est clair %’alom I'ensemble A, muni des
lois de composition « induites » par celles de K, est non seulement un anneau
mais un corps.

Ainsi, Q est un sous-corps de R.

Iixemple 6. Soit K < R Pensemble des nombres réels x possédant la propriété
suivante : il existe des nombres rationnels a et b tels que 'on ait

x=a-+ br, oll r=1/5.

Le lecteur vérifiera facilement que K est un sous-corps de R.

1. L'anncau des entiers modulo p

Au § 4, Exemple g, nous avons défini, pour tout entier rationnel p, Vensemble TpZ
des entiers modulo p, et, dans I'Exemple 14 du méme §, nous avons défini sur cet
ensemble deux lois de composition appelées addition et multiplication; celles-ci sont
liten aux lois de composition sur les entiers ordinaires par le fait suivant : si 6 désigne
I'application canenique de Z sur LipZ, on a

0(x +) = 8(x) + 8(»),  6(w) = 0(x)8())

quels que soient x, y & L.
On va déduire de 1a que Pensemble Z|pZ des entiers modulo p, muni de l'addition et
de la multiplication définies au § 4, est un anneau commutatif.

Montrons d’abord que 'addition dans Z/pZ est associative; soient §, 4, { trois
éléments de cet ensemble; il existe x, 3, ze Ztels quet = 6(x), n = 4( ¥),§ = #{2);
on a alors

P =6(x) +0() =0(x 4+, wF+L=0(y) +6(z) =6(y+2),

donc
(58 4+ ) + ¢ =n0(x+» + 6(z) =6((x +13) + 2)
E4(n+ 0 =6x) +6(y+2) =08x+(»+2))

et I'associativité de I'addition dans Z/pZ résulte donc de l'associativité de P'addi-
tion dans 2.

On prouverait de méme associativité de la multiplication, la commutativité de
I’addition et de la multiplication, et la distributivité de la multiplication par rapport
4 Paddition dans Z/pZ.

I1 est clair, vu la relation

6(1)6(x) = 6(1x) = o(x,

que (1) est élément neutre pour la multiplication dans Z[pZ, et de méme que 6(0)
est élément neutre pour 'addition.

Pour établir que Z/pZ est un anneau cornmutatif, il reste donc 4 montrer que tout
¢lément £ de Z[pZ admet un opposé; pour cela, on écrit § = §(x) pour un x & Z conve-
nablement choisi, et il est alors clair, vu la relation

8(—=x) + 0(x) = 8(—x + %) = 8(0),

que i admet effectivement un opposé, 4 savoir 6(— x).

Les résultats quon vient d’établir permettent de parler de I'anneau Z[pZ dos
entiers modulo p; cet anneau posséde un nombre fini seulement d’élémentssip # 0,
A savoir p (on suppose p positif, ce qui ne restreint pas la généralité).

Pour certaines valeurs de p, Panneau Z/pZ est méme un corps (ce qui prouvera
I'existence de corps fnls, i.e, de corps & un nombre fini d'éléments) :

THEOREME 1. Suit p 2= 2 un entier. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) lanneaw ZjpL est intégre;
by Panneau Z[pZ est un corps;

¢) “le nombre p est premier.
Soient £ et v deux éléments non muls de Z/pZ; on a donc § = 6(x), 7 = 0(y) avec

#30 (mod p),  y3=0 (mod p);
pour en déduire que Ev, qui est égal & 6(xp), est aussi non nul, il faut montrer qu'on
a aussi
#9520 (mod );
autrement dit, pour que ZpZ soit intégre, il faut et il suffit que la relation

xy=0 (mod g} implique x=0(modp) ou y=0 (modp),
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ou encore que si p divise un produit xy, il divise soit ¥ soit y : d’ol I’équivalence
tles propriétés a) et ¢).

1l est d’autre part clair que &) implique a). Pour achever la démonstration, il
suffit done de montrer que @) implique b), ce qui résultera visiblement du Théoréme
plus général que voici :

I'ntoriME 2, Tout anneau d’intégrité fini est un corps.

Soit K un anneau d’intégrité fini; pour un élément a £ 0 de K, considérons
I'application x — ax de K dans K; comme ax = gy implique a{x —y) = 0, donc
x —y=0si K est intégre, on voit que I'application considérée est injective; mais
comme Pensemble K est fini, cette application est forcément surjectize (§ 5, Théoréme 4),
¢t en particulier on peut résoudre ax = 1, ce qui montre que tout élément non nul
de K posséde un inverse & droite. On montrerait de méme, 4 l'aide de application
x » xa, que tout élément non nul de K posséde un inverse 4 gauche, ce qui achéve la
démonstration,

Remargue 3. On peut démontrer que tout corps fint est commutatif, mais les tech-
niques nécessaires pour y parvenir dépassent de fort loin le niveau du présent
OUVIAge.

On peut d’autre part démontrer que le nombre d’éléments d'un corps fini
est nécessairement une puissance d’un nombre premier, et ue pour tout nembre
premier p et tout entier a2 2= 1, il existe essentiellement un seul corps & g
¢léments (ce qui veut dire qu'on sait construire explicitement tous les corps
finis). La premiére étude détaillée des corps finis a été faite par Galois.

4. Formule du bindme

Les « identités remarquables » qu'on démontre dans l'enseignement secondaire
lorsqu'il s'agit de nombres réels, sont pour la plupart encore valables dans tout
anncau (en suppesant parfois que les éléments &, -+ - figurant dans ces identités
commutent deux i deux). Par exemple, soient x, » deux éléments d’un anneau K,
el caleulons

(43 = (= +2)x + ) =& + o +ox +4

on voit que, si x et y commutent, on retrouve Pidentité {x + »)* = #® + 21y + 5
On a alors

(x -+ 903 = (2@ + 20y + %) (v + ) = + 3% + 30* +5°

comme le montre un ealcul trivial.
Plus généralement :

Trfonise 3. Soient K un anneau, x et y dews éléments de K, et supposons que x el y commutent.

On a alors, pour tout entier n > 1, la relation

p=n

(x + )" = 2 (Dx"‘Pﬁ

p=1

o L'on pose

Cpr—1)...(n—pt+ 1) nl
(;)_M )1.9...p "Pl{n__ﬂgtﬁéﬂéﬂl-

Remarque 4. Rappelons (§ 5, Théoréme 10) que les nombres (n) somt des entiers
et pas seulement des nombres rationnels. p

Le résultat & établir est trivial pour = 1; il suffit donc de prouver que la
formule

p=n—1

A R s

=0

implique la formule analogue pour Pexposant n. Or, en multipliant par x +y
la relation précédente, il vient

IR RS a—1y
(x +}’:‘"= ;_Z;) ( 5 )x"—i‘_yﬁ—!— ; ( P ./lxh—l—FJ:H‘l;

si r est un entier tel que o < r << n, il y a au second membre de la relation précédente
deux termes contenant le mondme
xn-l-}'r;
le premier s’obtient en prenant f =7 dans la premitre somme, ce qui introduit
un facteur égal &
7"
L
r

et le second s’obtient en prenant p = r— 1 dans la seconde somme, ce qui intro-
duit un facteur égal &

n—1Y

r—1)’

pour achever la démonstration il reste donc & vérifier la relation

n\ _ fn—1 n—1Y\,
B=(70+C=0
Or le second membre est égal &

(n — 1) (h—2)...in—r)  {n—1) (n—2)...(n—r=+1)
1.2, ' 1.2...(r—1)
=(n—[)...{ﬂ—r-§— ia—n+—1).. (n—r+ 1)r
r!
#[{n—r) +f]{n—1]...(n—-r—|—1)=u{n—-1}...En—f—|i}m(n).

rl r

ce qui achéve la démonstration.
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La relation
‘ny _ fn—1 =1
C=CZ0+ )
- . d . i3 -
permet de caleuler facilement les nombres ( ), qu'on appelle pour des raisons évi-
r

dentes les coetficients du bindme d’indices et r. Ils sont donnés par le tableau suivant,
appelé triangle de Pascal ;

I o1

12 I

1 3 3 I

1 4 6 4 1

1 5 10 10 §5 I

1 6 15 zo0 15 6 1
1 % 20 35 35 21 7 1

la méthode, pour calculer le g terme de la n* ligne, consiste 4 additionner le p*
et le (p — 1)° termes de la ligne précédente.
I’examen du tableau précédent suggére la formule

(N =(2.)

In vérification de celle-ci est immédiate puisque

M= (o) —aa

rmads la véritable raison de la formule en question réside dans le fait que Pexpres-
aion
p=n

S5y

p=o M

ne doit pas changer — vu sa signification — si 'on permute x et y; il est donc naturel
que les  coefficients dans cette expression des « mondmes» "), )T
wolent égaux, puisque ces mondmes se déduisent 'un de P’autre par échange de x et ).

On peut aussi observer que, X désignant un ensernble & n éléments, (ﬂ) est le
r

nombre de parties & r éléments de X; en associant 4 une telle partie Y son complé-
mentaire X — Y, on obtient une bijection de I'ensemble des parties 4 r éléments

de X sur 'ensemble des parties  n — r éléments de X; d'otla relation (n) =( " )
r

R—r

5. Développement d’un produit de sommes

La formule du binéme est un cas particulier d’une formule plus générale que nous
allons exposer maintenant,

Soient K un anneau commutatif, I un ensemble fini, et (#)ier €t (Vilier deux
familles d’éléments de K indexées par I. On se propose de « développer » le
produit

‘.I;If (% 4 33

Pour énoncer le résultat, introduisons d’abord la notation suivante : étant donnée une

partie F de I, on posera
Xp = H"‘h Y = HJ"I
= iET

(étant entendu que x, =y = I 81 F est vide), Ceci dit , la formule cherchée
s'derit

L[(v"-’:‘ + ) = Z[-"’p.yx—r;

Fo

lasomme figurant au second membre étant étendue & toutes les parties de
I'ensemble I.

En effet, pour multiplier des sommes les unes par les autres, on choisit, de toutes
les fagons possibles, un terme dans chacune de ces sommes, on effectue le produit
s termes ainsi choisis, et on additionne les résultats ainsi obtenus pour tous les
choix pdssibles.

Le produit des sommes ¥; + i Sera done une somme de termes obtenus en multi-
pliant les x; figurant dans un certain nombre des sommes données par les y; figurant
dians les autres. Pour un tel produit, notons F I’ensemble des valeurs de i pour
lesquelles on décide de choisir x, de sorte que I-— F-est Pensemble des valeurs
de i pour lesquelles on décide de choisir y; il est clair que le produit des termes
ainsi choisis est %py._p; en ajoutant les résultats ainsi obtenus on trouve donc la
{formule annencée.

La formule du binéne résulte comme suit de la relation qu’on vient d’établir : on
prend pour 1 un ensemble a n dléments, et on choisit x; = x, y, =y pour tout ial,
l.e premier membre de la formule générale est done (x — )" Au second membre, il
est clair que

Ap Y-y = x
it r est le nombre d’éléments de F. Il reste done, pour obtenir la formule du bindme,

A tenir compte du fait que, dans un ensemble & n éléments, il y a (:) parties & r
éléments.
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6, Homomorphismes d’anneaux

{tant donnés deux anneaux K et L, on appelle homomorphisme de K dans L toute
application f de K dans L telle que 'on ait

fls 1) = F() + 7o) Flo) =) F(3) quels quesoient x,yek, flj=t.

Jixemple 7. 1’application canonique de Z sur Z/pZ est un homomorphisme
d’anneaux (et du reste la structure d’anneau de Z/pZ a été choisic de telle
sorte qu’il en soit ainsi),

Iixemple 8. Solent X un ensemble, K un anneau, et L 'anneau des applications
de X dans K (Exemple 3); alors, pour tout x e X, Papplication

St x)

de L dans K est un homomorphisme.

es propriétés des homomorphismes d’anneaux sont analogues a celles des homo-
morphisines de groupes (§ 7. n° 8 et g). Etant donnés deux homomor-
plismes d’anneaux

F K==L, g:L =M,

PPapplication composée g o f est encore un homomorphisme.

51 un homomorphisme f: K — L est bijectif, I'application réciprogue est encore
un homomorphisme; on dit alors que f est un isomorphisme, et on dit que deux
anneaux I et L sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de K sur L; la relation

K et L sont isomorphes

est une relation d’équivalence entre anneaux.
Soit /: K - L un homomorphisme d’anneaux. On appelle noyau de f 'ensemble,
note
Ker(f),

des x @ K tels que f (x) = 0 (c’est donc le noyau de f quand on regarde f comme un
homomorphisme du groupe additif K dans le groupe additif L). L’homomorphisme
f est injectif si et seulement si Ker( f} = {0{.

Les relations

Flx—y) =S ) —S ), Slaxb) =f(a)f (D) f(B)
wmontrent immédiatement que le noyau I d'un homomorphisme d'un anncau K
dans un autre vérifie les deux conditions sulvantes
(1) 1 1 est un sous-groupe du groupe addityf K ;

(1§} : on a la relation axb @ [ quels que sotent a, heKetxel.
Une partie I d'un anneau K s'appelie un idéal bilatére lorsqu'elle vérifie les conditions
(1) et (i1) ci-dessus,

n" O

o IR B L L e ke

Remargue 4. Une partie I d’un anneau K est appelée un idéal 3 gauche de I
si c’est un sous-groupe de K et si 'on a are] quels que solent 2 K et xel
{autrement dit si les multiples 3 gauche de tout » I sont tous dans Il) ; 1l revient
au méme de dire que I est une partie de K, non vide, qui posstde la propriété
suivanie : on a

ux 4 el quclsqucsoientu,vEKetx,yeI.

On définirait de méme les idéaux a droite de K comme étant les parties non
vides I de K telles que l'on ait

xu+ ypel quelsquesoientu,peKetx, ye L.

Les idéaux bilatéres sont évidemnment les parties de K qui sont & la fois des
idéaux 4 gauche ct des idéaux & droite.

Lorsque K est commutatif, les notions d'idéal & gauche, d’idéal a droite
et d’idéal bilatire sont évidemment identiques; on dit alors simplement
{déal au lien d’idéal a gauche, ou & droite, ou bilatére.

Exemple 9. Si K est un corps, les seuls idéaux a gauche de K sont 10} et K
lui-méme. Si en effet un 1déal & gauche I contient un ¢lément ¢ non nul,
donc inversible, il contiendra ¢~*a = 1, donc aussi 4.1 = u pour tout ue K,
doul =K.

Le lecteur démontrera, & titre d’exercice, que lorsque 1 # O cette propriété
caractérise les anncaux qui sont des corps.

Exemple 10. Soit K un anneau commutatif; pour tout ¥ € K, notons xK 'en-
cemble des multiples de x dans K, i.e. des éléments de la forme ux, ne K, Get
ensemnble est alors un idéal de K (les idéaux de ce type sont appelés les idéaux
principaux de XK.

On appelle anneau principal tout anneau d'intégrité commutatif dont tous
les idéaux sont principaux. L'anneau Z est principal (un idéal de Z est un
sous-groupe de Z, donc est de la forme nZ d’apres le § 7, Exemple 8). On verra
au § g1 &uc le lecteur peut, s'il le désire, étudier des maintenant) que les
propriétés de divisibilité des entiers rationnels s'étendent aux éléments d’un
anneau principal.

11 existe des anneaux non principaux — I'exemple le plus simple est le
sous-anneau de R formé des nombres de la forme

x—l[-_ym avec xvel

I’¢tude de cet anneau et d’anneaux analogues mais plus compliqués (les
anneaux d’entiers algébriques) a conduit les mathématiciens du sitcle dernier

- en premier lieu Dedekind — 2 inventer la notion d‘idéal qui, par la suite,
Jest révélée indispensable dans de nombreuses autres branches des Mathé-
Imaligues.
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11 est parfaitement wopique d'espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures soicnt-elles, sans résoudre des Exercices.

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du caleul sans résoudre une partie appréciable
des Lxercices de ce genre, D'autres apportent au texte des compléments théariques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s'habituera 4 manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas trés faciles sont
précédés d'un signe . Enfin, la dernitre catégorie est constitude par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants ct difficiles; ils sont destinés uniquement
awx étudiants déja avancés qui s'intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sont
précedés de deux ou méme trois signes @.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Txercice ne consiste pas
seulement A se convaincre, & U'aide d’un <« brouillon » fait a la hite, du fait qu'on en a & peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de calcul numérique,
il faut par contre s'efforcer de rédiger intdgralement les Exercices plus théoriques, oa 'on dait
construire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cette fagon,
'étudiant parviendra & acquérir un langage clair et correet, et a utiliser les termes techniques
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
cl'un sujet,
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1, Soit K un anneau (qu’on ne suppose pas commutatif),
a) Montrer que, si deux éléments x et y de K commutent (Le.sixy =x),ona

w—yr = (e —) (7t F Aty b a4 )

pour tout entier # = 1.
8) On dit qu'un élément x de K est nilpotent s'il existe un entier n 2 1 tel que

i xt = 0.
Montrer gu'alors 1 — x est inversible.
£} i deux ¢léments nilpotents x et y de K commutent, alors x - y est nilpotent {utiliser |
formule du bindme pour un exposant assez élevé), ainsi que xy.

4) Soit 2 un élément de X ; on considére 'application u de K dans K donnée par
u(x) = ax —xa pour tout xe K,

Montrer que, si 4* = 0, on a ¥¥(x}) = 0 pour tout xe K, et que sia® = 0 onaut{x) = 0 pn
tout ve 1. Montrer d'une maniére générale que, si @ est nilpotent, il existe un entier ¢ 1

e
4 wx) = 0 pour tout xeK.

Montrer que l'on 2 o
uP(xi = E [— 1% ( ‘i)aﬂ—"' xa®,
k=n

¢) On dit qu'un élément v de K est unipotent si 1 — u est nilpotent. Montrer que si ¥, v @
sont unipotents et commutent, alors ue est aussi unipetent. Montrer que tout élément unip
tent de K est inversible, et a pour inverse un élément unipotent.

[Pour des exemples d’¢lémenis unipotents et nilpotents d'un anneau, voir Exercice 10 d
£S 12, 13 ¢t 14 et I'Exercice 19 du § 19. En Analyse, la théorie des développements limités fouri
aussi des exemples d'éléments nilpotents : considérer 'anncau des fonctions F{) d'une varial
réelle ¢, définie au voisinage de ¢ = 0, et, un entier n > t étant choisi, passer au guotien|
of. Exercice 7, ¢) ci-dessous —par 'idéal des fonctions qui sent e{t") quand ¢ tend vers 0; I'anne
quotient a évidemment des éiéments nilpotents non nuls — par exemple I'image dans ce qu
tient de la fonetion {].

2. Seit K un anneau; on suppose que'le corps @ des nombres rationnels £st un sOUS-ATINE
de K (ce qui permet de multiplier tout &K par tout nombre rationnel, et en particulier
diviser tout xe K par tout entier rationnel non nul’.

-
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a) Soit x un élément nilpotent de K {Exercice 1); on définit (*}
32 4
expls) = 1 -[-x_r|_x_l+ +ﬁ.+
1 2! n!
Montrer, & I'aide de la formule du bindme, que si x, ye K sont nilpotents et commutent on a

explx 4+ ¥) = exp(x).exp{y).

b} Soit u un élément unipotent de K (Exercics 1); on définit

fl

| 2
montrer que si ve K sont unipotents et commutent on a
log{uw) = log(y) + log{¥).
¢ Soit x un élément nilpotent de K. Montrer gue exp(x) est unipotent et que
log{exp(x)} = =
i) Soit #un élément unipatent de K. Montrer que log (i} est nilpotent et que
exp(logiu)) = u.

¢) Pour tout élément nilpotent x de K, on définit

SERNT. TR DR U PO
cos (%) = 1 Q|_+4|_ L (—1) i
. x¥ x5 a Ant+1
sin() = x5 G D

Démontrer que si x, p= K sont nilpotents et commutent on a

cos {x + ¥} = cos {(x) . cos [ y) —sin (x} .sin ( »)
sin (¢ + 7) = sin (¥).cos { ¥) + sin { ).cos (%)
Montrer gue
cos® (#) + sin® (¢) =1

pour tout élément nilpotent de K; on pose bien entendu cos? (¥) = cos (x).cos (&) et
aint (&) == sin () .sin (x).

{(*) Ces définitions ont évidemment leur arigine dans les développements en série entitre
des lonetions

¢, log (1 + &), cos ¢ etsin ¢

fincli¢es en Analyse. Il 0’y a ici aucun probléme de convergence puisque les « séries » sont en
réalité des sommes finies. L’ Exercice consiste 4 transposér sur un plan purement algébrique la
relation existant enire, par exemple, la propriété bien connue

aTY = pTer

de 1a fonction exponentielle usuelle, et la nature du développement en série entiére de celle-ch
11 arrive souvent que 'on puisse ainsi trouver des analogues purement algébriques de phéno-
ménes [asant intervenir des considérations d'Analyse, 1.e. des passages a la limite.

4

s
3. Soit K un anneau; quels que soicnt x, y € K, on pose

[x, 0] = v — %

Démontrer 1'identité de Jacobi
oo [y} [ [z x]) - (2 (5 0)) = 0
4, Dans un anneau K, on considére des éléments x, v, & vérifiant les relations

[f, x] = 2x, [ 3] = — 20, [x.v] = h.

2} Lrablir les formules
[R, *"] = 2n.%% [h, ] = —any
By Montrer que Pélément
gup — h* — 2h
de K commute A x, y et h.

¢} Montrer que le plus petit sous-anneau de K contenant x, ¥ et £ est Pensemble des éléments
qui peuvent s'écrire sous la forme d'une somme d'un nombre fini de termes de la forme

a.xl yht

oi i, j, k sont des entiers naturels et a un entier rationnel.

5. Seit p un rombre premier. On désigne par 2, Pensemble des xe @ gu'on peut écrire sous
la forme d’une fraction dont le dénominateur n'est pas divisible par p.

) Montrer que Zp est un sous-anneau de Q.
#] Pour tout x=Q on a soit x =&, soit el
¢) Les seuls sous-anneaux de @ contenant Z  sant Z,e1Q.

d Pour tout idéal I de anneau Z_ il existe un entier n > 0 et un scul 1el que 1 soit engendré
par p* (i formé des pru, nely).
¢) Pour tout x€ @ non nul il existe un e et un seul tel gue

X =p'.u

o1 1 est un élément inversible de 'anneau Z .
f) Pour tout x=@ non nul on pose v {x] = 1 ol rest I’'entier de la question précédentey en
outre an définit (*)

B 0) = + =,

{*} On designe par le symbole — = un objet soumis aux régles de caleul que voici, €l
& celles-ci uniquement (autremnent dit, les opérations non définies ci-dessous wont avewi sens)

AL (4 =)= - = pourtout nel; (+ =l 4+ [+ =) = — =;
enfin on convient gue
+ » =n pourtout nek; + = x o=
Il s’ensuit par excmple que Max (2, — =) = + . Birn entendu on pourralt se passer

pour définir ¢, du symbole + = ! il suffic de ne pas ateribuer desens & v,(0), €t d'énonce
alors les relations 3 démontrer de telle sorte qu’on n'ait jamalis & derire z-F(rf}. Cette méthod:
rompliquerait beaucoup la situation.
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Montrer que l'on a

v{m) = vplx) + ep(2)
vylx + ) 2 Min [t nlx)s 20200

quels que soient x, y=@Q; et que T, est P’enserble des x & @ tels que z,(x) 2= 0.

¢) Montrer que I"intersection des sous-anneaux Z, de Q associés A tous les nombres premiers
f eat Panneau Z des entiers rationnels.

0, Soient K un corps commutatif et A un sous-anneau de K. On dit que A est un anneau de
valuption de Ksi A == Ketsil'ona

reh ou xleA pour tout xe K non nul.

Montrer qu'alors les éléments non inversibles de I'anneau A forment un idéal m de A, et
que tout idéal de A, distinet de A tout entier, st contenu dans w [de sorte que m est I'unique
iléal maximal de A, dans la terminologie de I Exercice 7, 4) ci-dessous].

{1n uppelle valuation discréte de K toute fonction v définie sur K, dont les valeurs sont des
entiers rationnels ou le symbole + 0, et possédant les propriftés suivantes :

z(0) = + =; sixjeZ si x=£0;
p(xy) = v(x) + () quels que soient x, yeK;
p{x + ) = Min [(x), #(¥)] quels que solent %, yeK.

On suppose v non triviale (i.e. que #{K) ne se réduit pas & 0 et + o). Montrer que V'ensemble
A des xe K tels que z{x) = 0 est un anncau de valuation de K, et que I'idéal maximal m
de A est Pensemble des x= K tels que 2(x) = 0. On choisit un élément mem tel que s{m) soit
minimum; montrer que m°= Ax et que tout idéal de A est de la forme Ar", pour un entier
no

Montrer que les seuls anneaux de valuation du corps Q sont les anneaux Z, de 1’ Exercice précé-
dent, Trouver toutes les valuations discrétes de Q.

7. Soit | un idéal bilatére d'un anneau K on note
x =y (mod I}

Ia relation # — ye 1 {congruence modulo Il.

4} Montrer que c'est une relation d’équivalence sur Uensemble K. Que se passe-t-il si K = Z
et 1o p?

b} Montrer que les relations

x' =y (mod I} et x" =y (modI)

impliquent les relations

P

(¥ 4 ¥ (mod 1) et X% =y (mod 1},

¢) On note K(1 Fensemble quotient de K par la relation d’¢quivalence considérée, et @
Papplication canonique de K sur K/1; montrer qu'il existe sur Pensemble K/I une et une
seule structure d'anneau telle que I'application § seit un homomorphisme (imiter la construc-
tion donnée pour les anneanx Z{pZ). On dit que K/I est I'anneau quotlent de K par idéal
bllatére 1,

d) On suppose K commutatif, On dit quiun idéal L de K ent maximal si 1 » K et si les seuls
(dénax de K contenant Lsont 1 et K. Montrer que, pour que | poit maximal, il faut et il suffi

§ 3 e R R et

que Panneau quotient K/fI soit un corps (on notera quin COrps ne posstde aucun idéal autre
que lui-méme et |0 |, et réciproquement}. Quels sont les idéaux maximaux de I'anneau z?
£) Unidéal I d'un anneau commutatif K est dit premier si 1 7= K et si, pour & y€ K, la rela-
tion

xyel implique  xel ou yel
Montrer que cette condition signifie que I'anneau quotient K/T est intigre. Quels sont les
idéaux premiers de I'anneau Z?
) Montrer que tout idéal maximal est premier. [NB — La réciproque n'est vraie que pour
des catégories d'anneaux trés particuligres.]
¢) Soient K un corps comumutatif et A un sous-anneau de K; on suppose que tout xe K puisse
<& mettre sous la forme ufv avec u, vefh et v 7= 0 (ceci signifie que K est lc corps des fractions
de A, cf. § 2g). Soit (*) v un idéal premier de A; on note Ay {anneau local de 1) I'ensemble
des éléments de K qui peuvent sc mettre sous la forme

ufv avec u,veA et veEpR

Montrer que Ay £5t uUn 50US-3NNEAU de K possédant un seyl idéal maximal, et que si I'on
associc 4 chaque idéal [ 7= Ay de I'anneau Ay son intersection in A avec A, on définit une
bijection de 'cnsemble des idéaux I 5= Ay de Ay sur I'ensemble des idéaux de A contenus dans p.

8. Soient A et B deux anneaux. Montrer gu’on obtient un anneau {composé direct de A et B)
en munissant U'ensemble A % B des lois de compositions données par les formules

{xir,yﬁ} + {_x”s)’") = (-‘-’r + x‘i,v! +JF}: (x':j“) ' ("‘E! J”} = (xJ""”}}'J j')'

Le composé direct A x B peut-il &tre un anneau d'intégrité?

g. Soient m et n des entiers rationnels premiers entre eux.

a) Montrer que, quels que soient 4, bel, il existe xe I tel que
2 = a {mod m) et x = b (mod #)

et que la classe de ¥ modulo mn est entiérement déterminée par la classe de ¢ modulo m et

celle de & modulo n. Exemple : trouver toutes les solutions du systéme de congruences

x= 4 (mod 7), x =g (mod 11).

b) On considére les anmeaux A = TjmE, B = ZfnZ et O = ZjmnZ. A l'aide de la question

précédente, construire un isomorphisme du compost direct A % B (Exercice 8) sur 'anneau .
(On pourra utiliser le Théoréme 3 du § 4).

£) Soient gy, .. .5 g des entiers deux 4 deux premiiers entre eux. Montrer par rECUrrence sur h
que, quels que solent g, -« -, a,eZ, il existe un xre qui vérific les b relations

s=a (mod ¢) (1 Ea it ) B
(Ce résultat est connu sous le nom de théoréme chinois, attendu que les Chinois en utilisaient
des cas particuliers pour choisir les dates d’événements liés aux périodes de certains phéne-

ménes astronomiques ol autres.)

(*) La tradition pour désigner des idéaux est d’utiliscr des lettres gothiques; on ne 8’y et
pas conformé dans le texte du § 8 pour éviter de troubler les débutants.
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] Suit
n= P P

la (écomposition d’un entier n en facteurs premiers. Montrer que anneau Z/nZ est isomorphe
wi cotnpose direct des b anneaux Zfq.Z, ol 'on pose

g =pr (Lmih)

#) Soient gy, ..., g, des entiers rationnels quelcongues; pour qu’on puisse résoudre le systéme
tle rongruences

x=a; (mod q) 1<L{R

=

il faut etil suffit qu'on ait
a, = a; (mod d;) pour 1l ilfulhy

oli d, | désigne le pged de g, et g,

10, Soient [ et J des idéaux d’un anneau commutatif K. On note I + J (somme des idéaux
I ¢t |) l'ensemble des éléments de K qui peuvent se metire sous la forme x 4+ y avec xel
et ye |, et 1] (produit des deux idéaux I et J) I'ensemble des ze K possédant la propriété
silvante : il existe un entier n 3= 1, des éléments %y, ..., ¥, de L, et des ¢léments 3y, .. ¥y
de Jotels que z = x 3+ o K e

0y Montrer que T+ J est le plus petit idéal de K contenant I et J. Montrer que IJ est aussi
un siléal de K, contenu dans I nJ. Etablir les relations

I4J=J+1, I4+@+I=0C+T1+T,
1 =Ji, 101717 =amr,  LJ+I=U+1

o0 1, 1, ete... désignent des idéaux de K. Interprétation de I -+ J et de 1] lorsque I et J sont
primcipaux?

1) On dit que deux idéanx I et J de K sont étrangers lorsque I 4 J = K. Quelle est la signi-
lieation de cette propriété lorsque K = Z7 Montrer que, siIet ] sont étrangers,onaln] = LJ.

) Ponr que deux idéaux Tet J de K soient étrangers, il faut et il suffit que, quels que soient
a, be K, il existe ve K tel que 'on ait

x = a (mod I) et x =1 (mod ]).

I déduire que 'anneau quotient KJ/IJ {Exercice ) est isomorphe au composé direct
{ fixercice 1) des anneaux KT et Kf].

dy Sotent 1, ]y, oy, des idéaux de K on suppose I et J, étrangers pour 1 <J k = r. Montrer
qque best Sranger au produit [, ... Je

¢ Soient |y, ..., ), des idéaux deux & deux étrangers. Montrer que

Ji oo Je=Taneo 0l

£ Hoient Ty, o], des idéaux deux i deux érangers. Montrer que, guels gue soient
il i @ K on peul trouver un xd K el que 'on ait

€ omy (med ) pourt koo

¥ Deux kddaun maximaux (Fxercice 7, () de 1K sont étranger déa qu'ils sont distincts.

5 ¢ T T R

11. Soient I, ..., I, des idéaux d'un anneau commutatif K. Si un idéal premier (Exereice 7,
{¢)) de K contient le produit I, ... L il contient I'un au moins des idéaux 1, ..., L.

Soit 1 un idéal non premier de K. Montrer qu'il existe des idéaux J' et J” de K possédant
les propriétés suivantes : J' et J” contiennent I et sont distinets de 1, et I contient l'idéal
produit J7J".

12, Etant donné un idéal I d’un anneau commutatil’ K, on appelle radical de I 'ensemble
des x=K tels que Pon ait

xrel

pour un entier n ;= 1 au moins. Dans cet Exercice, on désigne le radical d'un idéal T par la

notation
VI

{laquelle est aussi mauvaise que possible comme le montreront les formules qui vont suivre...).

a) Montrer que le radical d’un idéal 1 est encore un idéal. Que se passe-t-il si T = {0}?
Quel est le radical d’un idéal premier (Exercice 7, (e)) de K2

&) Démontrer les formules suivantes, ol I et J désignent deux idéaux quelconques de
l'anneau K :

VI = VIRI = V0V
VI =VVI+ V]
VVI= VL

¢} Déterminer complétement le radical d’un idéal de I'anneau Z des entiers rationnels.

i8. On dit qu'un idéal I d’un anneau commutatif K est primaire st I # K et si, quels que
soient les éléments x, ¥ de K tels que 'on ait

zyel, xel,
il existe un entier # = 1 tel que

yel

Mentrer que le radical d'un idéal primaire est un idéal premier.

Pour que | (supposé distinct de K) soit primaire, il faut et il suffic que, dans l'anneau
quotient K/1, tout diviseur de zéro soit nilpotent.

Quels sont les idéaux primaires de 'anneau Z?

14, Soit m un idéal maximal d’un anneau commutatif K. Montrer que les pu.i.ssa.nces
WM =1m...Mm l(:I'J. facteursj

de w1 sont des idéaux primaires, ayant 11 pour radical.

15. Soient m un idéal maximal d’un anncau commutatif K, et 1 un idéal de K contenu
dans m. On suppose que chaque élément de posséde une puissance dans a. Montrer que 3
est primaire et que son radical est m.

16. Pour qu'un élément d’un anneau commutatif K soit inversible, il faut et il saffic qu'il
n’appartienne a aucun autre idéal de K que K lui-méme.
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On admet le théoréme de Krull que voici : étant donné un anneau commutatif (*) K, tout
idéal de K, distinet de K, est contenu dans au moins un idéal maximal de K [on rappelle,
Exercice 7,d), qu'un idéal T de K est dit maximal si [ 2= K et si les seuls idéaux de K contenant
[sont I et K].

Montrer que, pour qu'un élément de K soit inversible, il faut et il suffit qu'il n'appartienne
& aveun idéal maximal de K.

7. Soit I Pintersection de tous les idéaux maximaux d'un anneau commutatif K. Montrer
qu'un élément a de K appartient & 1 si et seulement si 1 4 ax est inversible pour tout xeK
{utiliser I’ Exercice précédent).

|Ce résultat (Jacobson) s'étend aux anneaux non commutatifs : dans un tel anneau, linter-
scction des idéaux 3 gauche maximaux est identique a lintersection des idéaux & droite
maximaux; et les éléments a de cette intersection sont caractérisés par le fait que 1 + xay
est inversible quels que solent x, ye K. Les démonstrations de 25 résultats sont parfaitement
¢lémentaires.]

18. On désigne par F, le corps Z/pZ pour p premier, On munit l'ensemble Fy, x Fy; des
deux lois de composition données par les formules suivantes :

[n! o) + {x!.y} = (u+ x U+J"j
(u} v)‘("’:)’) = (ux + o0, wy + I"x)

{oti 7 désigne naturellement la classe modulo 11 de l'entier naturel 7). Montrer qu'on obtient
de cette fagon un corps commutatif & 121 éléments.

19, Montrer que, si p est un nombre premier, le coefficient du bindme ( n ) est multiple
de p pour 1 < n <2 p — 1. En déduire que, si p est un nombre premier impair, on a

(1 + 5P =1+ p+ (mod pi+3)
pour tout entier & = 0 (raisonner par récurrence).

(*) Le théoréme de Krull s’étend en fait & tout anneau K, commutatif ou non, de la
fagon suivante. Dans ur, tel anneau, un idéal & gauche (resp. a droite, bilatére) I est dit
maximal si [ = K et si les seuls idéaux & gauche (resp. & droite, bilatére) de K contenant I
sont 1 et K. Ceci dit, tout idéal & gauche (resp. & droite, bilatére) de K, autre que K lui-méme,
est contenu dans au moins un idéal 2 gauche (resp.  droite, bilatére} maximal de K.

Lorsque K = Z, le théoréme de Krull signific que tout entier n > 2 posséde au moins
un diviseur premier. Le théoréme de Krull peut donc étre considéré comme une extension
de ce résultat 3 tous les anneaus sans exception; & ce titre, et en dépit de la simplicité de son
énoneé, c’est 1'un des résultats les plus utiles de toute PAlgebre, et on I’a méme utilisé (Gelfand)
tlepuis une vingtaine d’années pour démontrer des théorémes difficiles d’Analyse, en 'appli-
quant & des anneaux dont les éléments sont des fonctions d’une ou plusieurs variables réelles
vérifiant certaines conditions.

La démonstration générale du théoréme de Krull est facile pourvu won connaisse suffi-
samment la théorie des Ensembles et des nombres transfinis (¢’est méme 'un des points précis
ol 'on voit la « grande » théorie des nombres transfinis servir 4 démontrer Ees résultats
« concrets » trés peu évidents), On verra au § 18 une démonstration élémentaire du théoréme
de Krull pour les anneaux noethériens (mais ceux qu’en étudie en Analyse le sont rarement}.
1.'idée de la démonstration générale est que, si l'anneau K ne contenait aucun idéal maximal,
on pourrait construire dans K une chaine croissante jnfinic, et méme « transfinie », d’idéaux
('.'u:l:r'r'mrnt dit, attacher 4 chaque cardinal z un idéal 1. de telle sorte que, pour « < 3, l'idéal

o s0it striclement contenu dans Iy — la construction est évidemment facile pour les finis,
et toute la difficulté est de prolonger la récurrence au deli des entiers naturels), ce qui serait
en contradiction avec le fait qu'il n’existe pas d’injection de I'ensemble (sic] de tous les cardi-
nanx dans un ensemble donné (en espéee, 'ensemble des idéaux de K), pour la raison que
les cardinaux ne forment pas un ensemble...

b T

20, On pose r = /2. Montrer que Pensemble des nombres de la forme
a + br + er®,

ot a, &, ¢ sont des nombres rationnels arbitraires, est un sous-corps du corps R des nombred
réels.

{Cet Exercice sera aussi, pour le lecteur débutant, une occasion de démonirer que 2 n'est pas In
cube d'un nombre rationnel),



