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1. Définition des groupes; exemples

On appelle groupe un couple formé d'un ensemble G et d’une lof de composition (x, ¥) =2y
sur Pensemble G, ces données devant vérifier les trois conditions suivantes : :

d) ona x(yz) = (xy)z quels que soient x, 3, z = G (associativit€) ;
b) il existe un élément e de G tel que xe = ex = « pour loul x € G (cxistence d’un élément
neutre);

¢} pour tout x< G, il exisle un élément +1eG tel gue x~1x = xx~' = ¢ (existence d’un
inverse pour tout élément de G).

Pour définir un groupe, il ne suffit pas de se donner un ensemble G; il faut
aussi se donner une loi de composition sur 'ensemble G, vérifiant les conditions a},
b), ¢} ci-dessus} néanmoins, on désigne toujours un groupe par la méme lettre, G
par exemple, que I’ensemble qui en constitue 'une des données.

Le débutant aura soin de ne pus dire qu'un groupe « est un ensemble G sur
lequel il existe une loi de composition vérifiant les conditions a), &), ¢) ci-dessus »,
car on peut facilement démontrer que, sur tout ensemble, il existe une telle loi de
composition, et mérme qu’on peut en construire une infinité pour peu que 'ensemble
donné soit lui-méme infini; en disant qu'un groupe est « un ensemble sur lequel
1 existe » une loi de composition, on ne dit donc rien d’autre que cecl @ « un groupe
est un ensemble » — définition dont la stupidité est particuliérement claire...

En fait, en théorie des groupes, on ne s'interesse pas du tout 4 ’existence (i.e
4 la possibilité de construction) sur un ensemble donné G d’une loi de composition
vérifiant les conditions @), &), ¢); au contraire, On suppose qu'une telle loi est
donnée d'avance une fois pour toutes, et on se propose de Putiliser pour démontrer des
théorémes.

Dans la définition donnée plus haut, nous avons utilisé 1'écriture multiplicative,
ce qu'on fait en effet le plus souvent (sighalons en passant que I'élément neutre se
note parfois 1 au lieu de ¢ et sappelle fréquemment I’élément units de G); mais
lorsqu’on a un groupe ecommutatif {ou abélien}, i.e. un groupe dont la loi de composi=
tion est commutative, on utilise parfois I'écriture additive (x, ) — x + y; dans ce
cas, les conditions a), b), ¢} se traduisent comme suit :

@) onax+ (»+2) =+ + z quels que sotent x, 3, 2€ G;
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b') il existe un élément O de G tel que x - 0 = x pour tout x= G
') pour tout xe G, il exisle dans G un élément, noté — x, tel que x + (—x) =0,
11 faut bien entendu, dans ce cas, ajouter la condition

d') onax -y =y + x quels que soient x, ye G.

Fvemple 1. L'ensemble Z des entiers rationnels ct la loi de composition
(%, ) — x - y constituent évidemment un groupe commutatif; on 'appelle le
groupe additlf des entiers rationnels. En remplagant Z par @ ou par R, on
définirait de méme le groupe additif des nombres rationnels et le groupe additif des
nombres réels.

Exemple 2. Le couple formé par Penscmble @* des nombres rationnels non
nuls et par la loi de compesition {x, )? ++ x y sur cct ensemble est un groupe
(dont Pélément neutre est le nombre 1); on Iappelle le groupe multiplicatif des
nombres rationnels nen nuls, On définirait de méme le groupe multiplicatil des
nombres réels non nols, noté R*,

swemple 5. On note @} le groupe obtenu en considérant PPensemble de -tous
les nombres rationnels siricfement positifs, la loi de composition sur cet ensemble
é¢tant la multiplication usuelle. On note de méme R; le groupe multiplicatif
des nombres réels strictement positifs,

On notera par contre que lfc couple formé par l'ensemble I des nombres
réels x tels que 0 < x < 1, et par la loi de composition (x, )+ xy sur cet
ensemble, n'est pas un groupe : la condition ¢) de la définition des groupes
w'est pas vérifide.

Fxemple 4. Soit X un ensemble quelconque; rappelons (§ 2, n” 8) gu'on appelle
permutation de X toute application bijective de X dans X. Soit &(X) I'ensemble
de ces permutations; si £, g sont des permutations de X, il en est de méme de
I"application composée f o g (§ 2, Théoréme GE; la formule (f, gl=fog
définit done une loi de composition sur ’ensemble &(X); cette loi de composi-
tion est associative (§ 2, Théoréme 2) ; elle admet un élément neutre, & savoir
I'application identique jy {appelée souvent la permutation unité de l'ensemble
X): enfin, si f est une permutation de X, il en est de méme de Papplication
-1

réciproque fen vertu du § 2, Théoréme 5, et celle-ci est évidemment inverse
de f pour la loi de composition considérce.

Ainsi, le couple formé par I'ensemble €(X} et par la loi de composition
( f, 2) — f o g sur cet ensemble est un groupe; on Pappelle le groupe des permu-
tations de I'ensemble X. Clest I'étude (%e ces groupes par Galois (lorsque X
est un ensemble fini) qui a conduit, historiquement, a la notion générale et
« abstraite » de groupe,

Prenons par exemple pour X I'ensemble constitué par les entiers 1, 2, 3;
alors 3(X) comporte six éléments, 4 savoir les permutations

'5'1: I, 2} 35_*13 2:
fpi I, 2, 32,0,
-fs: I 2: 35_:"35 I:
Sgr I, 2, 31, 3,
S5 I, 2, 32, 1,
§gr I, 2, 33, I,
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et la loi de composition est donnée par la « table de multiplication » suivante :
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{on a adopté la convention suivante : pour calculer un produit xy a l'aide
de cette table, on porte x en ligne et y en colonne. Exemple : 5,5, = 55, 8485 = Sg)
Cet exemple prouve Pexistence de groupes finis, i.e. de groupes & un nombre
fini d’éléments; 1l est clair d’ailleurs que &(X) est fini dés que (et seulement
s1) Pensemble X est fini.
Lorsque X est I'ensemble formé des entiers 1, 2,---, n {on a vu ci-dessus
ce qui se passe pour n = 3), on utilise, au lieu de la notation &(X), la notation

—

L5

et on appelle &, le groupe des permutations de n objefs ou encore le groupe symétrl-
que & n variables On a vu au § 5 (Corollaire du Théoréme g9) que le nombre

d’éléments de &, est 'entier

al=1.2...n
produits des # premiers entiers strictement positifs. Etant donné qu'on a
6! =720, 7!=5040, 8!=g40320, 9l=362880, 10 ! = g 6284800,

il serait tout A fait utopique d’espérer déduire les propriftés des groupes S
d'un examen de leurs tables de multiplication...

Exemple 5. On obtient un groupe commutatif (note additivernent) en consi-
dérant Pensemble G des vecteurs d’origine donnée O dans 'espace usuel,
et, sur cet ensemble, la loi de compesition (x, y) — x + y donnée par la clas-
sique régle du parallélogramme.
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2, Produit direct de groupes

Soient Gy,. .., G, des groupes notés multiplicativement; sur ’ensemble produit
G=G; % xG,

(& 2, n® 2), considérons la lei de composition donnée par la formule

(a1, « vy #0) {1, vos B = {3y o0 X ¥n)s

le couple formé par I'ensemble G et cette loi de composition est un groufe.
Pour établir I'associativité, considérons trois éléments

X = [:xla . -:xn}s ¥y = {J"l: . ':,}'ﬂ}! L= (zlj L | zn}

ile G5; on a par définition

Xy = (X Py XaFn)s 22 = (21 - - s Fada)
el par suite
(92 = ((702)2n o (Baga)z),  2(32) = (0 20)s - -, Fe( Da2a))s
de sorte que Passociativité dans G résulte de Passociativité des lois de composition
données sur Gy, ..., G,.
Pour montrer que G posséde un élément neutre, il suffit de considérer I’élément

= (e, ..., €

ofr e, désigne I'élément neutre de G, pour 1 < i <{ n; un calcul trivial montre aussi-
16t que e est élément neutre pour la loi de composition considérée sur G. Enfin, si

x o= (x5, ..., %)
est un ¢lément de G, on voit immédiatement que x admet un inverse, donné par la
formule

~1 — (p—1 —1
el = (a7 .., 1T

On obtient done bien un groupe en munissant ensemble produit G, X -++ x G,
de la loi de composition définie plus haut; le groupe ainsi obtenu s’appelle le produit
diroot des groupes G,, ..., G..

Lorsque les groupes Gy, ..., G, sont commutatifs et notés additivement, on uti-
lise aumsi Péeriture additive sur leur produit direct {ce qui est légitime, un produit
dircct de groupes commutatifs étant commutatif). La loi de compesition sur le
produit direct est done alors donnée par la relation

':-1'11 A -5-\'.-} + (}'1; . -:)’n} = ':xl ol ST 1) +_J’n):
et I'élément neutre du produit direct n’est autre que

0, ..., 0
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(ot on désigne par le méme symbole 0 les éléments neutres des divers groupes
G, . G
Enfin, étant donné un groupe G, on définit, pour tout entier a 2= 1, le groupe

GII
comme étant le produit direct de » groupes identiques & G :

G =G x .- ®x G [nfacteurs).

Exemple 6. Le groupe additif Z* est défini comme suit: ses éléments sont les
suites (¥, ..., %.) de n entiers rationnels, et la loi de compesition est donnée
par la formule

[:xls . -1:':.':)' + {J"l: pr 'J_J'-":' = ':xl _E_.yli sy A +)I“)'

On définirait de méme le groupe additif @* (ol Q est le groupe additif des
nombres rationnels, défini dans I'Exemple 1), et le groupe additif R® (o1 R est
le groupe additif des nombres réels).

Choisissons, dans un plan, un systéme d’axes de coordonnées Ox, Oy eta

—
tout élément (x, ) de R? associons le vecteur OP d’origine O ayant pour
composantes, relativement au systtéme de coordonnées choisi, les nombres
x et 3. On obtient ainsi une bijection de I'ensemble R? sur 'ensemble des vecs
teurs d'origine O dans le plan, Cette bijection transforme la somme (dans le
groupe additif R?) de deux éléments (x, ) et (27, 3"} de R® en la somme des

—_—
vecteurs OP' et OP" qui leur correspondent ; en effet, il est bien connu que
pour additionner des vecteurs, on doit additionner leurs composantes.
On peut done considérer I'addition dans R? comme une traduction algé-
brique de la notion « géométrique » de somme de deux vecteurs dans le
plan.

3. Sous-groupes d’un groupe

On dit qu'une partie H d’un groupe G est un sous-groupe de G si H est non vide ef si les rela-
tions

reH &« yeH impliguent x»~'eH,

UIn groupe G possdde toujours au moins deux sous-groupes : G tout entier, e
I'ensemble Ye! réduit 2 I'élément neutre de G. Il est clair d’autre part que les groupes
additifs Z et Q sont des sous-groupes du groupe additif R (Exemple 1).

Soit H un sous-groupe d’un groupe G; comme H est non vide, il contient au

inoins un élément a; des relations e € H et a & H résulte alors que H contient
ag~l = ¢

ainsi, un sous-groupe H de G contient toujours Délément neutre de ‘G, D'autre part, si T
contient un élément x, comme il contient ¢ et x il contient aussi

el = g1
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winsi, la relation = € Y impligue la relation x~1 & H. Solent alors x, » des éléments de H;
comme H contient, d’aprés ce qui précéde, x et y7%, il devra contenir

A1) =

done, les relations x e H et y e H impliguent la relation xy< H.

R éciproquement, considérons une partie H de G qui posséde les trois propriétés

mvantes :

a) les relations x e H et y = H impliquent xy = H;

by 11 contient Uélément neutre e de G

o} Aa relation x e H impligue la relation x~te H.

Alors 1 est un sous-groupe de G. En effet, H est non vide d'aprés la condition &) ;
soient d’autre part x et » deux éléments de H; d’aprés ¢), H contient x et p~1; d'aprés
a1, il contient done xy~%, et notre assertion ost étahlie.

Ainsi, les conditions a), &) et ¢) ci-dessus caractérisent les sous-groupes; dans la
pratique, on les utilise trés souvent a la place de la définition initiale.

On notera par contre qu’une partie H de G vérifiant seulement a), ou seulement
a) et b}, n’est pas nécessairement un sous-groupe de G si par exemple G est le groupe
additil Z des entiers rationnels, Pensemble N des entiers n 2= 0 vérifie a) et b) mais
n'est pas un sous-groupe de G.

Soit H un sous-groupe d'un groupe G; la condition a) ci-dessus montre que
Papplication (¥, 7) — xyde G < G dans G applique H X H dans H, donc « induit»
une loi de compesition sur Hj cela dit, Pensemble H, muni de cette loi de composition,
et un groupe. En effet, la loi de compesition donnée sur G étant associative Dest
a fortiori sur H; puisque H contient I'élément neutre de G, il est clair d’autre part
que la loi de composition considérée sur I admet bien un élément neutre (& savoir
celui de G); enfin, tout xe H est inversible dans H en vertu de la condition ¢]
cletlessus,

Dorénavant, quand nous considérerons un sous-groupe H d'an groupe G, nous
reparderons toujours H comme étant ui-méme un groupe en le munissant, comme
cicddessus, de la loi de composition induite par celle du groupe donné G,

Fyemple 7. Btant donné un ensemble X quelcongue, on ap clle groupe de trans-
formations de I'ensemble X tout sous-groupe du groupe E(X) des permutations
de X. Un groupe de transformations de X est done un ensemble G d’applica-
lions de X dans X, possédant les propriétes suivantes : toute se G axl bijective;
(1 contient U application identique jy; et si G contient dewsx applicalions s et ¢, il contient
aussi 5o =1, On peut alors regarder I’ensemble G comme un groupe ¢n le
munissant de la loi de composition

{5, t}ll—h-suf*

.4 Géométrie élémentaire fournit de nombreux exemples de groupes de
(ransformations : le groupe des translations sur la droite, ou dans le plan,
on dans Pespace; le groupe des rotations autour d'un peint dans le plan,
ou dans Pespace; le groupe des déplacements dans le plan, ou dans Pespave;
le groupe des homothéties de centre donné et de rapport non ny! dans le plan
ou dans Uespace; ete, cte..

Exemple 8. Prenons pour G le groupe additif Z des entiers; un sous-groupe
de Z est donc un ensemble T d'entiers vérifiant les conditions suivantes
ona0el, et si I contient deux entiers x et y il contient aussi x — y. Pour tout
entier n, notons nZ I'ecnsemble des multiples de n (i.e. Penscmble des entiers
nx ot x parcourt Zj; il est clair que c’est un sous-groupe de Z. Inversement,
ponr tout sous-groupe 1 de Z, il existe un el un seul entier n = 0 fel gue I = aZ. Notons
d’abord que cette assertion est triviale si I = {01z il suffit alors de prendre
n = 0. Supposons done 1 0] ; il existe dans I des entiers non nuls, et méme
striciement posififs (car si nel on a aussi — ne l); soit alors n le plus pelil entier
strictement positif appartenant & 1 [rappelons que, dans tout ensemble dentiers
positifs, il existe un ¢lément plus petit que tous les aulres d’apres le § 5,
Remarque 2) ; nous allons montrer que 1 = #Z. Eneffet, comme I conticntnetn il
contient # + n = 2n, donc n + 2 = 3n, cle,.., donc nx pour tout x =
d’autre part I contient 20 = 0; enfin, si x est un entier négatif, [ contient
n{— x} = —nx d’aprés ce qu'on a déja vu, donc aussi — (—nx) = nx; ainsi,
on a déja Vinclusion nZe L. Il reste & établic inclusion opposce. Pour cela
considérons un élément xe I, et derivons {division euclidienne)

x=ng+r (0=r<In);

e sous-groupe [ contient n, done ng. et comme il contient x il contient aussi

x — ng = r; or r cst positif ou nul, et strictement inférieur & n; si 'on avait
r = 0, n ne serait pas le plus petit enticr strictement positif contenu dans I
c’est donc que r = 0, et ceci démontre que tout élément de 1 est un multiple
de n, autrement dit que I c#Z; on a donc bien en définitive T = nZ.

Pour établir 'unicité de n, il estsuffisant de montrer que si 'on a pZ = g%
avec p, g = 0, alors p = g; mais comme ¢Z contient g, Phypothese faite
montre que ¢ est multiple de g — ct aussi que p est multiple de ¢ — d'oli
évidemment p = 4.

Le fait que tout sous-groupe de Z soit de la forme nZ joue un role tris
important en Arithmétique et ailleurs et, dans bien des cas, remplace avanta
geusement les démonstrations fondées sur la théorie de la «division euclidiennen
{ou « division avec reste ») des entiers,

Montrons par exemple comment ce résultat conduit aux principales pros
priétés des pged. Soient &y, ..., x, des entiers non nuls; désignons par I P'en-
semble des x e Z tels qu'il existe ty, ., . € Z vérifiant

x=H1x1+ PR T U

il est évident que I est un sous-groupe de Z, et par suite I = dZ ol 4 est un
entier positf bien déterminé. Tout élément de I est un multiple de d; en
pa.rti«:ullgicr, Xy, ..., ¥, sont des multiples de d, qui est donc un diviseur commun
aux nombres donnés; mais d'autre part, tout diviseur commun d’ 4 Xy, .., ¥a

divise évidemment ¥, -+ « -+ — wx, quels que soient les entiers uy, ... Wy
donc divise tout élément de I, et en particulier divise d. Autrement dit,
d est le plus grand commun diviseur de %y, ..., X5 £ 00 VOit €n méme temp

que celui-ci posside la propriété de pouvoir s’écrire sous la forme
d: ﬂ]_x]_"*" e +“1xn
pour des entiers #; (1 << { < n) convenablement choisis.
Notons, comme conséquence, le théoréme de Bezoul: fpour que Xy, ... %
sotent premiers entre eux, il faut et il suffit qu'il exisle des entiers uy, ..., ta tels que

X + o0 T ek = L
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En effet, avec les notations ci-dessus, cette condition exprime que le sous-
groupe I contient le nombre 1; or pour exprimer que les x; sont premiers entre
cux, i.e. que d = 1, il suffit évidemment d’exprimer que I est un miultiple
de 4, i.e. que 1], d’oit le résultat annoncé.

On obtiendrait de méme la théorie du ppem en considérant le sous-groupe

©ZN - Nk

de Z; si 'on note m son ﬁénérateur positif; il est immédiat de vérifier que m
est le ppem des entiers x; donneés.

Ces questions seront étudiés d'une facon plus détaillée et plus générale
au g g1,

Lixemple g. La construction des sous-groupes nZ de T sec généralise comme
suit. Soient G un groupe (gue nous notons maintenant multiplicativement,
car il serait inutile de supposer G commutatif pour ce qui va suivre) et x

un élément de G; pour tout entier rationnel p, définissons x7 comme sut :

% .., x (pflacteurs) sip =1
x# = <¢ (élément neutre] sip =0
((x-1)-r sip < 0,

A I'nide de Iassociativité de la multiplication dans G, on vérifie facilement
les régles de calcul suivantes :

Xyt = xrtr; |':,y:F"'r_1 = x=F; {,\'PJ‘!‘ = P,

Il s'ensuit que I'ensemble des ## (pour x donné, et p variable dans Z), est un
sous-groupe de G 1 en effet, il n’est évidemment pas vide, et ¢'il contient des
Eléments u — ¥, v = x7, la formule yp=1 = xP~7 montre qu'il contient aussi yo~1.

(e sous-groupe s'appelle le sous-groupe de G engendré par x (de sorte que,
dans le groupe additif Z, »Z n’est autre que le sous-groupe engendré par n),
el nes éléments s’appellent les pulssances de .

Lorsque G est éerit additivement, on utilise, au lieu de la notation x#,
LII notation px, et on dit que les px sont les multiples entiers de . On a donc par
dléfinition

¥ - 4 x(pfacteurs) sip =1

px == ¢ O (¢lément neutre sip=0
(—p) (=) sip <20,
avee les formules
prboge o (pbx () = (0w plax) = (P

Remargue 1. Dang un groupe additif on a aussi la relation
py o py o ple )

quels que soient les éléments ¥ ety du groupe considéréd, Dans un groupe
quelcongque G (done noté multiplicativement), la formule analogue

xF oyl s [:A' !-)J'

n® 4 GENERATEURS D'UN GROUPE L R

est fausse sauf si x et y commutent (ou permutent, comme on dit encore), Le. si
l'ona

By = s
Tout d'abord, si xy = yx,ona

(xy)? = xpxy = X9 = X2t

et ainsi de suite. Inversement, si la relation (x )P = x%)F est vrale pour p = 2,
il vient xpxy = xxyy; en multipliant les deux membres & gauche par x~ et a
droite par y~3, il vient x~lypy! = 2~ lxgyyl, ce qui s'écrit xy = yx comme
prévu.

Remarque 2. On appelle groupe cyclique tout groupe G pour lequel il existe
un xe G tel que tout élément de G soit une puissance de ¥; on dit alors que
x est un générateur de G, Le groupe additit Z est cyclique, et admet pour
énérateur soit I, soit — I. I% existe des groupes cycliques qui sont finis
%considércr un groupe fini G et le sous-groupe de G engendré par un ¢élément
quelconque de G); on verra plus loin qu’on peut décrire entitrement leur
structure,

4, Intersection de sous-groupes; générateurs

On a le résultat suivant :

Trtorime 1. Soit (Hi)ier une famille de sous-groupes d’un groupe G. Alors Uintersection
des H, est encore un sous-groupe de G. Pour que la réunion des Hi S0t ausst un sous-groupe
de G, il suffit que, quels que soient les indices 1, j &L, il existe un indice ke 1 tel que l'on ail

H!, H_i e H:;.

Soit M Vintersection des H,; elle n’est pas vide (puisque I'élément neutre de
{; appartient & tous les H,, donc aussi & Mj; si M contient deux éléments x et y,
ceux-ci appartiennent & H, pour tout 1, de sorte qu’il en est de méme de »~*, qui
appartient donc aussi 3 M; donc M est un sous-groupe de G.

Soit maintenant U la réunion des H; clle est évidemment non vide; soient &, ¥
deux éléments de U il existe des indices £, jeI tels que I'on ait rel;, yally
il"apres Phypothése faite dans Pénoncé, il existe done un indice & tel que Hy
contienne & la fois x et 3, done aussi xy~1; il s'ensuit que &= appartient & la réunion
(1, ce qui acheve la démonstration.

Soil B une partie d'un groupe G il existe des sous-groupes de G qui contiennent
I (par exemple, G lui-méme) ; Pintersection de tous ces sous-groupes €st encore ui
s groupe d'aprds le Théoréme 1, et contient encore B3, tout en étant contenue, pas
Constrietion méme, dans tout sous-groupe de G contenant B, Ce sous-groupe inters
wection eat done le « plus petit » de tous les sous-groupes de G contenant B; on dit que
¢ onl le sous-groupe de G ongondré par B,

Supposons par exemple B réduit & un seul élément x; un sous-groupe contenant x
cantlent évidemment toutes les puissances de x (définies dans 'Exemple g ci-dessus) §
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or celles-ci forment un sous-groupe de G contenant x et donc aussi B. On voit

done qu'ici le plus petit sous-groupe de G contenant B est le sous-groupe formé
par les puissances de #, i.e. le sous-groupe de G engendré par » au sens de I’ Exemple g
ci-tlessus,

Dans le cas d'une partie quelconque B de G, on peut construire le sous-groupe
engendré par B par une méthode analogue 4 celle de I'Exemple g

I'iforime 2. Soit B une partie d'un groupe G. Pour qu'un xe G appartienne au sous-
proupe de G engendré par B, il faut et il suffit qu'il exisle un entier p = 0 el des éléments
Vi Xpe G possédant les propriétés sutvantes
a) on a la relation

X = 0 Xa

b) pour chaque i (1 < 1 < p) on a soit x; B, soit x,7 = B.

Remargue 3. Pour p = 0 on doit par convention interpréter la relation figu-
rant dans I’assertion a) de I'¢noncé comme signifiant x = ¢ (d’une maniére
générale dans un groupe on convient d’attribuer un sens 4 la notion de produit
vide ou produit de zéro facteur en déclarant qu’un tel produit n’est autre
que P’élément neutre du groupe. Cette convention est nécessaire pour assurer
Ia validité de certains énoncés}.

Pour démontrer le Théoréme 2, considérons Pensemble H des x € G qui satisfont
aux conditions de ’énoncé : tout revient a prouver que H est un sous-groupe,
contient B, et est contenu dans tout sous-groupe contenant B,

I.a dernitre de ces trois assertions est évidente : si un sous-groupe contient
I3, il contient évidemment les »; de Passertion §), done 1'élément x figurant dans
I'amsertion a) de 'énoncé.

Le fait que H contienne B est non moins clair : un élément » de B vérifie en effet
les conditions a) et &), comme on le voit en prenant # = 1 etx;, = x.

Il reste & prouver que H est un sous-groupe, Tout d'abord, H contient I'élément
neutre d'aprés la Remargue 3 ci-dessus. Soient maintenant x et y deux éléments de H;
on peut done éerire

N s B
aver
xeBouxleB pour touti
yieBouyiteB pour tout j;
o a alors

_\:_‘p"l = {1'1 ‘s xp)_l:}:l ...J;g}—l =Xy xp)'q_l ...J,lrl
d'aprésle § G, Théordme g, et on a ainsi décomposé I'élément x y~1 de G en un produit
X -1 = .
Y 4 Lpto

avec
zeBouzi'eB pour tout

ce qui prouve que x y~1e H. Par suite, H est un sous-groupe de G, et le Théoréme
est démontré,

Lorsque le sous-groupe de G engendré par une partie B de & est G tout entier, on
dit que B est un ensemble de générateurs de G. Si G admet un cnsemble fini de généra-
teurs (i.e. s'il existe une partic finie B de G qui engendre G), on dit que G est un

groupe 4 engendrement fini, ou un groupe de type fini — il est clair par exemple que
tout groupe cyclique est de type fini.
Soient G un groupe commutatif de type fini, et B = jay, -+, aul un ensemble fini

de générateurs de G. Appliquons le Théortme 2 : tout x& G admet alors une décom=
position
x=x, - % avec xmeB ou x'eB pourtouti

chacun des facteurs de cette décomposition est donc soit 'un des a;, soit 'un des
¢léments g5, Mais comme G est commutatif, on peut grouper ensemble tous ceux
des x; qui, pour un indice j donné, sont égaux soit a g; soit &4 a71; le produit de ces
x; est évidemment une puissance de a;, et finalement on a une décomposition de ¥
de la forme

X = aj! ann
avec des entiers rationnels 7, ..., ..
Il est clair inversement que si tout x = G peut s'écrire sous la forme précédente,
alors G est de type fini et engendré par les éléments 2,, .. ., @a

Exemple 10. Le groupe additif T" est de type fini, et admet pour ensemble de géné-
rateurs les éléments

6= (1,0, ...,0) g =1{0,1,0, ..., 0} e =1[0,...,0, 1}

de ce groupe. En eflet, siry, -0, 72 s00L des entiers quelconques, on a immé-
diatement les formules

i€y = (?’1: 0, .. 0)
ryey = (0, 7g, .00, 0Q)

et par suite

Fi€y = ey ko g = {roy Tas « NEAR
ce qui montre bien que tout élément de Z" est un produit (i.e. une sommae)
de puissances (i,e. de multiples) des éléments e, .. ., 8-

Par contre, le groupe additif Q des nombres rationnels n'est pas de type fini. Suppos
sons-le en effet engendré par des nombres rationnels

By = /g1y v @ = PafGa

en nombre fini; cela voudrait dire que, pour fouf nombre rationnel #, il existg
des entiers ¥4, . . ., 72 tels que

¥ =8 - - b radas
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mais il est clair qu'alors on pouwrrait écrire x sous forme d’une fraction ayant
pour dénominateur gy ... ¢, {ou plus généralement n'importe quel dénomi.
nateur commun & &, ..., @, ; autrement dit, il serait possible de « réduire

i méme dénominateur » fous les nombres rationnels & la fois, ce qui est visi-
blement (*) absurde !

8. Permutations et transpositions

Considérons le groupe &, des permutations de ensemble

[o= 1,2, ..., n};
on it qu'une perrmutation =&, est une transposition s'il existe un entier 7, vérifiant
1« 1t n-—1,tel qu'on ait les relations suivantes :

i) =1+ 1, i+ 1) =1 k) =k pour k£, i+ 1.

Tutowriive g. Le groupe &, est engendré par les Iranspositions qu'il contient,

O va en fait montrer que toute permutation s &, est un produit de transposi-
tions, en raisonnant par récurrence sur n (le cas # = 1 est trivial puisque le groupe
@, ne réduit alors 4 son élément neutre),

Clonsidérons done une permutation se@,, ¢t posons s(n) = {. Désignant par
la transposition qui échange j et j - 1, 1l est clair que la permutation

H=1Af_,0 «-: uwfog
vérilic u(n) = n, et que 'on a
s=1fYe oo witiou=14eo - of,_yonu
tivertn du fait que
-l = ¢
pour toute transposition. Pour montrer que s est un produit de transpositions, il

sullit done de 'établir pour #, i.e, pour une permutation vérifiant u/r) = ».

Muais cette relation montre que » permute les éléments 1, 2, ..., n—1 de I,
autrement dit que # « induit » dans I,_; une permutation &' e &,_;; celle-ci, d’aprés
'hypothése de récurrence, peut s'éerire

f ar ]
o=y cbq

oy, .. b sont des transpositions dans le groupe &,_,. Définissons alors des permu-
tations wry, ..., w,de I, en posant

Vorle) sioxel,

wix) = .
/ n sl ox=n;

(*) On conseille néanmoeins au lecteur de démontrer cette assertion.

comme u et ' coincident sur I,_,, et comme u(#) = n, il est clair que
U=ityoe - - oy

mais comme les 7; sont des transpositions de I._;, les w; sont évidemment des trans-
positions de I,. Done, dans le groupe &,, la permutation # est un produit de trans-
positions, ce qui achéve la démonstration,

6. Classes modulo un sous-groupe
Soient G un groupe et H un sous-groupe de G; alors la relation
Rijx vl : x'yeH

est une relation &’équivalence sur Pensemble G au sens du § 4, n° 1. Il est clair, tout d’abord,
que la relation R |, x| est toujours vraie, puisqu’elle signific que H contient I'¢lé-
ment neutre de G; d’autre part, pour montrer que R {x, y{ implique R} », x{, on
observe que, par définition d'un sous-groupe, la relation

x~1yeH implique (x1p)~'eH, ie yxeH;
enfin, des relations R {x, | et R} 3, z|, i.e. des relations
#lyeH et el
résulte par définition d’un sous-groupe la relation
(x1y) (yiz)eH ie x'zeH,

i.e. la relation Rix, z}.

La relation considérée est donc bien une relation d’équivalence sur I'ensemble G.
Nous allons construire les classes d’équivalence F, correspondantes (§ 4, n° 2). Pour
xeG, ensemble F, est par définition formé des ye G tels que la relation R_]x,l 7}
soit vraie, autrement dit des y tels que I'on ait x~! ye H; posant &1y =z il vient

y = xz, et dire que R{x, | est vraie signifie que z& H. Ainsi, F, est lensemble des

Héments de G de la_forme xz avec zeH; pour cette raison, on utilise au licu de Fy In

notation
«H

et on dit que Pensemble <H est une classe & droite modulo H fon définit de mérm? les
classos & gauche modulo H : ce sont les parties de G de la forme Hzx, ot Hx désigne
I'ensemble des éléments de la forme zx, avec z€ H). L’enscmb%e des cla:sscs xH
(resp. Hx) modulo H, i.e. le quotient de I’ensemble G par la relation d'équivalence
v*1 ye H (resp. yx~1 e H), se note G/H (resp. HAG).

Evemple 11. Prenons pour G le groupe additif Z des entiers rationnels et pour
H lcgous-gmupc $Z formé des multiples d’un entier p donné; alors la relation
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R, »!| s’écrit (on est maintenant en notation additive)
p—zxepd le x=y {mod p),

et on retrouve D'Exemple 4 du § 4, les classes modulo le sous-groupe pHZ
¢lant ici par conséquent les classes de congruence modulo g défines au§ 4,

Exemple . o
On notera & ce su{ct qu'au § 4 on a défini une « addition » sur 'ensemble

7(pZ, laquelle vérifie la relation
o(x + ) = 0(x) + 6()

quels que soient x, yeZ (on note § P'application canonique de Z sur Z{pZ).
On peut facilement montrer (cf. § 8, n° 3} que P’ensemble Z[pZ, muni de cette
loi de composition, est un groupe (groupe additif des entiers modulo ). Voir une
construction plus générale dans I Exercice 16 de ce §.

On remarquera que, pour toute classe xH modulo H, il existe une bijection de H
sur «l1, A savoir application zr> xz (cette application est surjective par défi-
nition des classes, et injective parce ¢ue tout x€ G est inversible, de sorte que le
‘Théaréme 4 du § 6 s'applique). Sien particulier G est un groupe fini, auquel cas
il en est de méme de H, on voit donc que chagque classe aH comporte autant d’élé-
ments que H. Or les elasses xH forment une partition de 'ensemble G; done (§ 5.
Théoréme 7) le nombre d’éléments de G est égal au nombre d’¢léments de H multi-
pli¢ par le nombre de classes xH distinctes. Par suite :

Tutorise 4. Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. On a alors
la relation

Card (G} = Card (G/H).Card (H).

Remarque 4. Le nombre Card (G) Qdéléments d'un groupe fini G s'appelle
traditionnellement Vordre de G (donc un « groupe fini d'ordre c[, » m'est
are guiun groupe sassédant 5 éléments), Dautre part, le nombre Card
(GHY, notd aussi p;u']l'nis (G H), et qui figure dans I'énoncé du Théoréme 4
sappelle Vindiee de H dans G; on peut montrer facilement quil est aussi
¢gal an nombre de classes Hx distinctes dans G,

Le ‘Théoréme 4 montre, en particulier, que Pordre de H est un diviseur de
Pordre de G On va donner une importante application de ce résultat.

Tatowime 5, Soit G un groupe fini dordre n. On a alors

A =g
pour tout x @ G.
Sait en effet e sous-groupe de G oengendré par x, et soit ¢ — Card (H); comme
w et un multiple deor il suthe pour ctabliv le Théoréme de prouver que x° = €.
Autrement dit, il sutlit de prouver le Théoréme 5 dans le cas ot G est engendré par x,
0 (UE NOUS SUPPOSETons done dans ee qui suit,

LL AN B e e

Clonsidérons alors ’application f: Z — G domnée par
flg) =%

elle est surjeciive par hypothise. Les régles de calcul sur les puissances (Exemple )
montrent qu’on a les relations

fl)y=e [l —a) =S )™

de ces relations résulte aussitdt que les geZ tels que f(g) = ¢ forment un sous-
groupe de Z, donc de la forme sZ ol1 5 est un entier positif bien déterminé.
De plus, la relation £ (¢') = f (7"}, qui équivaut évidemment a

Sl =e
s’écrit aussi d’aprés ce qui précéde sous la forme f (¢ — g") = e, et équivaut donc &
¢ —gq"esZ, ie i ¢ =g" (mods).

Comme f est surjective, G posséde donc autant d’éléments qu'il v a de classes modulo
s dans Z; autrement dit, 5 n’est autre que le nombre d'éléments de G, et comme on
a x* = ¢ le Théoréme est démontré.

7. Nombre de permutations de n objets

On a établi, au § 5 (Corollaire du Théoréme g), le résultat suivant :

THEorEME. Soit X un ensemble fini & n éléments. Alors le groupe &(X) des permutations
de X est dordre
nl=1.2...n

Nous allons donner ici de ce résultat une démonstration qui, sans différer essentielle-
ment de celle du § 5, fait plus systématiquement usage de la structure de groupe
rxistant sur I"ensemble &(2{).

e Théoréme est clair si n = 1, et on va le ‘démontrer par récurrence sur f
antrement dit prouver que s'il est vrai pour Pentier n — 1 il I’est aussi pour 'entier
]

Choisissons pour cela une fois pour toutes un élément a de X, et soit

Y =X— {a}

I'v e ble obtenu en 6tant de X Pélément a; Y est un ensemble a n— 1 éléments,
vl le Théoréme 6 est done applicable (hypothése de récurrence).

[)*autre part, on peut considérer le groupe &(Y) comme un sous-groupe de@(X)}
(| suflit pour cela d’associer & toute permutation s de Pensemble ¥ la permutation
i ile X donnée par
Hx) si oxe¥
a si &= a,

s(x) =
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de cette facon, &(Y) sidentific au sous-groupe de &(X) formé des permulations de X
qui admetlent @ pour point fixe.
1»aprés Phypothése de récurrence, le groupe &(Y) posséde (n — 1) ! éléments;
pour en déduire que &(X) en possede n |, Le. n fois plus, il suffit donc (Théoréme 4)
de prouver que, dans &(X), les classes modulo &(Y) sontaunombreden exactement,
Pour cela, introduisons ’application S &(X) > X donnée par

f(s) = s({g) pour tout seS(X).
ftant données des permutations 5 et £ de X, la relation £ (s) = f () s*écrit
s(a) = t(a), ie. a=s7" a),

et par suite signifie que
st ed(Y),

i.e. que s et { appartiennent 4 la méme classe & droite modulo le sous-groupe &(Y).
Utilisant le Théoréme 2 du § 4 on voit donc que le nombre de classes modulo & (¥) est
égal au nombre d’éléments de I'image de &(X) par f, i.e. au nombre d*élémentsx e X
pour lesquels il existe une permutation s de X telle que x = #(a); mais il est clair
que tout x e X peut s’écrire x = s{a) pour une permutation convenable s; par suite,
les classes modulo &(Y) dans €(X) sont au nombre de n, et ceci termine la dé-
monstration du Théoréme.

8. Homomorphismes de groupes

fiant donnés des groupes G et H,on appelle homomorphisme de G dans H toute appli-
cation fde G dans H telle que I’on ait

Flxy) =S quels que soient xyeG.

Faisant y = e dans la relation précédente, on trouve flx) = fF(x)f(e) et par suite

flo =

Enfin, en prenant y = x~%, et en tenant compte du résultat qu'on vient d’obtenir,
on trouve évidemment que

f{x-1) = f(x)7' pour tout xeG.

Remarque 5. La définition donnée plus haut suppose les groupes G et H écrits

multiplicativement, ct doit étre modifiée en conséquence s GouHouGetH

sont notés additivement. Par exemple, si G est noté additivermnent et H multi-
}:Iir;uli\-rmeul, un homomorphisme est une application f de G dans H wvéri-
1t

flx 42 S () () quelsque solent 2,36,

Tixemple 12, Prenons pour G le groupe additif Z des entiers rationnels et pour
H un groupe (multiplicatif) arbitraire, Pour toutaeH, I'application f donnée

par
f(n) =a" pour tout nel

est un homomorphisme : ccla résulte des formules de I’Exemple g. En outre,
tout homomorphisme f de Z dans H s'obtient par la méthode en question,
En effet, pour un tel homomorphisme, posons

S} =a

Sla)=f(14 1) =f()f(x) =a =d,
f(3) =fl2+1) =f(2)f(1) =dfa=2a

ete, d’olt £ (n) = & pour n positif, puis, pour n négatif,

fla)y =fl=nt= (e =d,

de sorte que la relation f (r) = a" est valable pour tout n= Z.

on a alors

Exemple 13. Pour tout entier p, Papplication canonique de Z sur Z[pZ est
un homomorphisme du groupe additif Z sur le groupe additif Z/pZ.

Exemple 14. La formule
log () = log (x) + log ()

montre que la fonction logarithmique, définie en Analyse, est un homomor-
phisme du groupe multiplicatif R} dans le groupe additif R.

TuforkMmE 6. Soient f: M >N et g: N> P de homomorphismes de groupes; alors
Vapplication composée g o f: M — P est encore un homomorphisme. Si un homomorphisme
de groupes f: M — N est bijectif, Papplication réciprogue f=1 1 N — M est encore un
homarmorphisme.

Pour établir la premitre assertion, il suffit d’observer que, pour x, yM, on a

g0 flxy) = eLf (x)] = glf )./ ()] = glf (x)].8Lf (]
Pour établir la seconde, autrement dit que
FHw) =7 @S

pour u, ve N, on remarque qu’il suffit (puisque f est bijectif, et en particulier injecs
tif) d’¢tablir que les images par f des deux membres de cette relation sont égales,
Autrement dir, tout revient a prouver que

SLF T @o)] =fLF () f 0]

or le premier membre est égal & uv par définition de f ~1; le second membre, puisque

f est un homomorphisme, est égal &

SLA @) SIS ()] =

ce qui termine la démonstration.
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Soient G et H deux groupes; on appelle isomorphisme de G sur H tout homomor-
phisme bijectif de G sur H, et on dit que G et H sont isomorphes lorsqu'’il existe an
isomorphisme de G sur H.

Exemple 15, En utilisant comme dans "Exemple 14 la fonction logarithmique,'

on voit que les groupes R¥ et R sont isomorphes,

La relation
G et H sont isomorphes

est une relation d’équivalence; en effet, G et G sont isomorphes quel que soit G, car
I'application identique est évidemment un isomorphisme de G sur G; d'autre part,
#il existe un isomorphisme f d’un groupe G sur un groupe H, alors il existe aussi
un isomorphisme de H sur G, & savoir £ ~1; enfin ,s'il existe un isomorphisme f d’un
groupe M sur un groupe N, et un isomorphisme g de N sur un troisiéme groupe P,
il existe aussi un isomorphisme de M sur P— asavoirg o f, qui est un homomorphisme
d'aprés le Théoréme 6, et est bijectif puisque fet g le sont. :
On appelle automorphisme d*un groupe G tout isomorphisme de G sur G.

Exemple 16. Soit G un groupe noté multiplicativement; alors, pour tout
ae G, 'application f de G dans G donnée par

Filx) = axa™?

est un automorphisme de G. On a en effet

Sx) £(5) = (ava™?) (aya?) = (ax) (aa™) (ya~?)
= (ax)e( ya~?) = (ax) (ya~?) = a(xy)a™t = f(x7),

de sorte que f est un nomomorphisme; de plus, pour tout yeG, I'équation
axa~! — y admet une et une seule solution ¥ = a~* ya, ce qui montre que f est
]ﬂit:n‘lll‘.

Les automorphismes de G obtenus ‘par la méthode qu’on vient de décrire
v'appellent les automorphismes intérieurs du groupe G. Cette notion n’a évi-
demment d’intérét que pour les groupes non commutatifs.

Fxemple 17. Considérons le groupe multiplicatif RT des nombres réels stric-
tement positifs; alors, pour tout nombre réel « non nul la fonction

Flx) =,
délinie en Analyse, est un automorphisme du groupe RY; 'automorphisme
réciprogue est
FE) =,

Remarque 6. Dans la pratique, on considére souvent deux groupes isomorphes
Goet I% comme identiques; plus exacternent, et dans la mesure o1 l'on se place
an point de vue de la pure théorie des groupes, G et H possédent exactement
lew mémes propriftés; par exemple, si G est commutatif, il en est de méme de

H; si G est engendré par n éléments, il en est de méme de H; et d’'une maniére
générale, une fois qu'on a choisi un isamnﬁhisme S de G sur H, on peut
« traduire » toute relation entre éléments de G en une relation analogue entre
les éléments de H obtenus en appliquant faux éléments considérés de G.

On notera que la fonction i:garithmlque, 1somorphisme du groupe multi=
plicatif R} sur (ilﬁ groupe additif R, a justement été inventée pour transformer
toute relation multiplicative entre nombres positifs en une relation additive
entre nombres de signe quelconque... ’

9. Noyau et image d’un homomorphisme

Etablissons d’abord le résultat suivant :

THEOREME 4. Soif f un homomorphisme d’un groupe G dans un groupe H. L'image par f de
tout sous-groupe de G est un sous-groupe de H. L'image réciproque par f de tout sous-groupe
de H est un sous-groupe de G, '

Soient G’ un sous-groupe de G et H' = f({G') son image; si 4, ve H', il existe
x,yeG telsqueu = f(x), v = f{y); onaalors

wt = f(2) f(3)T =0 F(5Y) =F ),

ct comme x y~le G’ il s'ensuit que wp—'eH'; ceci établit la premiére assertion de
I'énoncé. La seconde se démontre par des raisonnements analogues, qu’on laisse au
lecteur le soin de détailler.

Il résulte du Théoréme 7 que, si f est un homomorphisme de G dans H, alors

S {G) est un sous-groupe de H; on "appelle l'image de /, et on le note

Im (f);
de méme, Pensemble £-1 (| g}), formé des xe G tels que
flx) =e
est un sous-groupe de G; on 'appelle le noyau de f; et on le désigne par la notation

Ker (f)

(le mot « noyau » se traduit par « kernel » en anglais, et par « Kern » en allemand),

Exemple 18. Soient G un groupe multiplicatif, a un élément de G, et consi
dérons "homomorphisme f: Z — G donné par f(n) = e". Alors I'image de
S est le sous-groupe de (¢ engendré par z; et le noyau de festle scus-groupe
de Z formé des entiers » tels que g* = ¢ (le fait que ces entiers forment un
sous-groupe & déja été établi et utilisé dans la démonstration du Théoréme 5).

Remargue 7. Soit N le noyau d’un homomeorphisme f: G — H; pour xa N
ctacsGona

Slaza=) = f(a) f(x) fla) 7 = fla)ef(a)7 =S (a) f(a)™} = ¢;
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par suite, on a

axa-e N quels que soient ae G et xeN;

un sous-groupe d’un groupe G est dit invarlant (ou normal, ou distingué)
lorsqu’il possede la propriété précédente; cela signifie évidemment qu'on a

s(N)eN

pour tout automorphisme intérieur s de G.

On voit donc que le ngyau d’un homomarphisme est un sous-groupe invariant
Réciproquement, on peut démontrer que, s1 IN est un sous-groupe invariant
d'un groupe G, 1l existe un grc:?c H et un homomorphisme f de G dans H
tel que N soit le noyau de f; cf. wercice 16, ~

orsque G est commutatif, il va de soi que tout sous-groupe de G est
invariant. :

Tidorie 8, Soient G et H deux groupes et f un homomorphisme de G dans H. Pour que f
soil injectif, il faut et il suffit que son noyau soil réduit & I élément neutre,

Comme f{e) = & la relation f (¥} = e signifie que f (%) =f(e); si fest injectif
elle implique donc % = ¢, autrement dit Ker { f) = {ef. Supposons inversement le
noyau de fréduit a ¢; la relation £ (x) = f () s"écrit encorc

fl:x}f(_y}_l = &

ou, puisque fest un homomorphisme, f (x 37%) = ¢, et par suite signifie que
xy-leKer (f);

comme Ker(f) = jel, il vient donc x y~1 = g, autrement dit # = y, et f est injectif,
ce qui nchéve la démonstration.

Trfonime g. Soient G, H et M trois groupes, p: G —H et f: G — M des homomor-
phismes; on suppose p surjectif. Les conditions suivanies sont alors équivalentes !

a) il existe un homomorphisme f' : H — M el qua_}' =f"eop;

by on ala relation Ker(p) c Ker(f).
i ces conditions sont réalisées, I homomorphisme f ' est unique; il est injectif si et seulement
s Ker (p) — Ker(f), et surjectif si et seulement st [ est surjectif.

Cherchons d’abord A quelle condition il existe une application f' de H dans M
telle que f 1o la réponse est donnée par le Théoréme 1 du § 2 : tout revient
A vérifier que la relation plx) - - p(y) implique la relation f (x) = f {»). Or, comme
pest un homomorphisme, la premiére s'derit

¢ pAP(N T = plxy )

putrement dit x ¥ La Ker( p); et pour la méme raison la seconde relation s'écrit
xy-twKer(f); prenanty = ¢ on voit que Ja relation ye Ker(p) doit impliquer la
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relation xe Ker(f), ce qui exige Ker( ) € Ker( f), et cette condition est ¢videm-
ment suffisante.

Ainsi, la condition §) équivaut a 'existence d'une application f' telle que
f=f"op. Cette application est nécessairemnent un homomorphisme; soient en effet
u, ve H; puisque # est surjectif, on peut écrire u = p(x), v = p(y) avec x, 2eG;
alors

[y = F(p(p(3) = et ) = Flep) =FRS0)
— LUp0) £ plo)) =) S (@)
ce qui établit notre assertion.
L’¢quivalence des conditions a) et b) est donc établie.
L'unicité de /' est évidente; car, p étant surjectif, la relation

fiep=/fiep implique fi=rs
11 est non moins clair que
fFIE) =5(p(G)) =S(G),

et par suite que /' est surjective si et seulement si f ’est. Enfin, cherchons le noyau
de /'3 il est formé des ue H tels que f'(u) = e; posant u = p(x), cela sécrit encore
f{x) = e, autrement dit x& Ker( f); par suite, on a

Rer(f7) = plKer(f)].

Pour que f' soit injective, il est done nécessaire et suffisant (Théoréme 8) que
plKer(f)] = ijef, autrement dit que Ker(f) « Ker(p], autrement dit que

“Ker(f) = Ker(p)

puinque la relation Ker(p) c Ker(f) est déja vérifiée, Ceci termine la démonstra-
T,

10, Application aux groupes cycliques

Boient (6 un groupe cyclique et x un générateur de G: tout élément de G ost
done une puissance de x, Autrement dit I’homomeorphisme

fiEZ=G
dhoanint g
fim) ==
vt e if
|)aipnons son noyau par [ c’est un sous-groupe de Z, par suite il existe un et
wocweal entier fr () tel que
I =p2

(ol Kaemple B), Distinguons deux cas.
Pont dfabord, il peut arriver que p = 0] alors (Théoréme 8) f est injecitf, dono
filfee i, ot par suite est un isomorphisme du groupe additif T sur G.
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Supposons maintenant p = 0; considérons le groupe additif Z/pZ (Exemple 11)
et 'application canonique g de Z sur Z/pZ; c’est un homomorphisme surjectif, ayant
pour noyau pZ, de sorte que Ker(g) = Ker({ /). D’aprés le Théoréme g, il existe
donc un et un seul homomorphisme

F A Ep2 -G

tel que /= f* o g [ce qui signifie que, pour tout entier 2, x* est 'image par f' de
Ia classe de » modulo p; existence de f* provient du fait que la relation

m=n{mod p) implique 2™ = 2",

en rorte que x" dépend, non pas de Pentier n, mais seulement de sa classe modulo p;
bien entendu, ce raisonnernent n’est autre qu'une traduction, dans le cas particulier
((ui nous intéresse, du raisonnement général utilisé dans la démonstration du Théo-
réme g]; comme f est surjectif, f* est surjectif; comme Ker(f) = Ker{g), f* est
injectif; par suite, £ est bijectif, et G est isomorphe au groupe additif T{pZ des entiers
modulo p. En particulier, G a le méme nombre d’éléments que celui-ci, i.c. a p élé-
iments, ce qui caractérise Pentier ¢ : ¢’est le nombre d'éléments de G, Donc :

‘Tnfonime 10. Tout growpe cyclique infini est isomorphe au groupe additif Z. Toul groupe
cyclique fini G est isomorphe au groupe additif TIPZ, ot p est le nombre d’éléments de G.

On déduit évidemment de 14 que deux groupes cycliques sont isomorphes si et
seulerment s'ils ont le méme nombre (fini ou non) d’éléments.

Soit ¥ un élément d'un groupe G quelconque; on appelle ordre dz % 1'ordre (ou
cardinal) du sous-groupe H de G engendré par x. Comme celui-ci est l'image de Z
par I'homomorphisme 7 — " on voit qu'une condition nécessaire et suffisante pour
que x soit d’ordre fini est qu’il existe un entier p non nul tel que

af =g

I'ordre de x est alors le plus petit entier p > 1 vérifiant la relation précédente.

Il. Groupes opérant sur un enserrthle

Solent G un groupe et X un ensemble; on dit que G opére sur X sil'on s'est donné
une application de G x X dans X, notée

(5, ) 5.5,
et vérifiant les deux conditions que voici : on a la relation d’associativite
s.(t.x) = (st).x quels quesoient s, teG et xeX,

et d'antre part
e.x = x quel que soit reX,

oir ¢ désigne bien entendu 'élément neutre de G.

Lixemple 19. On peut faire opérer le groupe G sur lui-méme de plusieurs

facons, soit 4 1'aide de I'application
(£, x) — 5x,
(« translations & gauche »}, soit & "aide de 'application
(s, x) —> a5~
(« translations & droite »), soit & 'aide de 'application
{5, x) = sxs~2

{« automorphismes intérieurs »).

Exemple 20. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G et prenons
X =G/H,

ensemble des classes xH dans G (n® 6); pourseGet Ae X, Pensemble sAc G
des sz ol ae A est encore une classe modulo H (en effet, si I'on choisit un
xeA, alors A est ensemble des xk, ol e H, et par suite sA est I’ensemble
des sxh; autrement dit, si A = xH, on a sA = (sx]H, ce qui montre bien que
sAeX); ceci permet donc de définir une agplication %e G x X dans X,
A savoir (s, A)r»sA; on vérifie alors immédiatement que, gréce a cette
construction, G opere sur X = G/H.

Exemple 21. Soient E un ensemble et p un entier; prenons
X =E»,
ensemble des systémes (xy, .. ., ¥5) de p éléments de E, et
G =g,
groupe des permutations de l'ensemble j1, 3, ..., £1; pour

seG, x =[xy, ..., %) € X,
définissons
f.48 = l:x,—.m_. PR x.—u.;p;.);

application de G X _X dans X ainsi définie permet de faire opérer G sur X,
En effet, solent 5, = G et x e X, et posons

tx=p="_(Jn 0 M)}

QI &8
.;.l:f..x) =4.y= (j.—-q;_j, o -,_}’;-r(p)};

mais on a d’autre part
3= By s Hup)
et done
P =A@ pour 1 <Ep;
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par suite on a
so{tx) = (2 -o0 )
avee
L = Yo = Koy = Fenoun

ce qui établit la relation s, (¢.x) = (st) .%; la relation e.x = x est évidente.

Jixemple 22. Soient X un ensemble et G un groupe de transformations de X
(Fxemple 7), alors Papplication (s, x) — s(x) de G x X dans X permet de
faire opérer G sur X ’
On notera que, si un groupe G opére sur un ensemble X, alors pour

tout s = G Papplication

F: X=X
donnée par

Fla)y=3.%

est bijective en vertu du fait que s71.(s.%) = [s=15) % = ¢.% = % Ceci dit,
on peut encore interpréter les conditions énoncées au début de ce n® en
disant que Papplication §+>75 est un homomorphisme du groupe G sur un groupe
e frrmy%rmariam de Pensemble X,

Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Pour chaque xe X, les se G tels
que s.x —= & forment évidemment un sous-groupe de G; on L'appelle le stabilisateur
do x dans G; d'autre part, on appelle orbite de x par G Pensemble (qu'on note
(réquemment G x) des éléments de X de la forme 5.%, s G.

On trouvera des compléments sur ces notions dans les Exercices du présent §.




EXERCICES

11 est parfaitement utopique d'espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures soicnt-clles, sans rézoudre des Exercices,

Les Lxercices quon trouvera dans ce fivre sont de (rois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numérigues des théorics exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir Ja technique du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Excreices de ce genre, D'autres apportent au texic des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s'habituera & manipuler le langage ct les modes de
ralsonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas trés faciles sont
précédés d'un signe €. Enfm, la dernitre catégorie est constituée par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinds uniguement
aux étudiants déja avancés qui s'intéressent vralment aux Mathématiques; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes @.

Nous ne saurions trop insister cnfin sur le fait que résoudre un Fxercice ne consiste pas
seulement & se convainere, & Vaide d’un « brouillon » fait & la hate, du fait qu'en en a i peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de caleul numérique,
il faut par contre sefforcer de ridiger intégralement les Exercices plus théoriques, ol I'on dolt
construire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cette fagon,
I'étudiant parviendra & acquérir un langage clatr et carrect, et A utiliser les termes techniques
dans leur sens propre, ce qui, en nlarhématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.
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8. Soit G un groupe noté multiplicativement. Pour tout 4G, on définit une application &,
de G dans G cn posant
5,(x) = ax pour tout ¥ eG

|

|

i {translation & gauche d’amplitude 4 dans G; le lecteur comprendra l'origine de cette termis
nologie en examinant le cas oil G cst le groupe additif des vecteurs d'origine donnée O de
I'espace usuel). Montrer que ’application a — 5, est un isomorphisme du groupe G sur un

| groupe de permutations de U'ensemble G.

7. Soient G un groupe cyclique & m ¢léments et x un générateur de G. Pour que ¥* soit un
générateur de G, il faut et il suffit que les entiers m et k soient premiers entre eux (utiliser le
théoréme de Bezout). Dans le cas général, quel est Uordre du sous-groupe de G engendréd
par =7

8, Soient m et a des entiers rationnels. Pour qu'il existe un entier 7 tel que I'on ait
q q

{. ‘Trouver tous les groupes 4 1, 2 ou 3 ¢léments,
' r=0 (mod m) et r= 1 (mod n},

9. On munit un ensemble & quatre ¢léments (notés ¢, a, b, ¢ dans ce qui suit) de la loi de . o . ,
composition commutative donnée par la table de multiplication suivante : il faut et il suffit que m et n soient premicrs entre eux.

. g Déduire de la le résultat suivant. Soient G un groupe commutatif, x et y des éléments
' | de G d'ordres m et 1 premiers entre eux; alors z = x y est d’ordre mn, ot le sous-groupe engendrd

£ | a ‘ b < par z contient x ¢t 3. {On appelle ordre d'un élément x d'un groupe l'ordre, i.e. le nombre
d’éléments, du sous-groupe engendré par x; cet ordre est fini si et seulement §'il existe un
‘ entier 1 7= 0 tel que
e e a b C |
l | At = ¢!
a a | e e b | dans ce cas, l'ordre de x est le plus petit n 2 1 vérifiant cette relation, comme le lecteur lo
démeontreral.
b b c e a q 9. Soient G et H des groupes cycliques & m et n éléments. Pour que G x H soit cyclique
il faut et il suffit que m et nsoient premiers entre eux. Si x et y sont des générateurs de G et H,
- | | Je couple (%, y) est alors un générateur de G x H.
¢ c | b a e
| q 10, Tout groupe fini d’ordre premier est cyclique, et admet pour générateur chacun de ses

¢t &léments autre que I'élément neutre (utiliser le Théoréme 4 du § 7, ou I*Exercice 7)-

" s A . N - I
Montrer que I'on obtient ainsi un groupe commutatif, Trouver tous ses automorphismes. ‘

{Cle groupe st connu sous le nom de Vierergruppe de Klein). Interpréter géométriquemnent 11, Soit A une partie d’un groupe G. On appelle centralisateur de A dans G V'ensemble

ce groupe (considérer, dans 'espace, les symétries par rapport aux arétes d'un tritdre trirec- Z.(A) des xe G tels que xa = ax pour tout ae A, Montrer que Z(A) est un sous-groupe de G,
tangle). 1 Montrer que Z(G) (qu’on appelie le centre de G est un sous-groupe commutatif et invariant
' de G.
8, Montrer que le groupe £, des permutations de Iensemble |1, 2, §, 4| posséde un sous z
groupe invariant isomorphe au Vierergruppe de Klein. ' | 19, Deux éléments x et y d'un groupe G sont dits conjugués s'il existeunseG tel que
|
4. On munit 'ensemble R des nombres réels de ]a loi de composition = sash

Montrer que

3" 4.
(x,0) =Va* + 7% x et y sont conjugués

- et ainsi . he SR _ . , .
montrer qu'on obtient ainsi un groupe, BOMOTY 1e au groupe additil B est une relation d'équivalence sur Pensemble G. On prend pour G Ie groupe des rotatiat
. y " autour d'un point donné O dans l'espace, et on choisit une droite D passant par O3 montrer
B, Solent Gy, ..., G, des groupes, et My, oo H, des sons-groupes de Gy, ..., G,; montrer que tout élément de G est conjugué d'une rotation autour de D,

que 11, % « o+ % H, st un sous-groupe du groupe produit G, x o+ X Gy
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18, Etant donnée une partie A d'un groupe G, on note sAs—! (pour s & G donné) l'ensemble
des éléments de G de la forme sxs=1, avee x= A. Montrer que si A est un sous-groupe il en est
de méme de sAs—1 (on dit alors que c’est un sous-groupe conjugué de A dans G). On appelle
normalisateur d'un sous-groupe A de G l'ensemble N(A) des s e G tels que sAsr—! = A, Mon-

trer que le centralisateur de A (Exercice 11) est un sous-groupe invariant du normalisateur
de A.

14, Soit G un groupe opérant sur un ensemble X,
a} Montrer que la relation

il existe un s G tel que y = sx

est une relation d'équivalence sur Pensemble X (la classe pour cette relation d'un seX
s'appelle Porbite de x par G). Montrer que, pour tout xe X, 'ensemble des s&G tels que
sx = x est un sous-groupe H_ de G (appelé stabilisateur de x dans G}, et que les stabilisateurs
des divers points d'une méme orbite sont deux 2 deux conjugués dans G au sens de
1" Exercice 13,

b)) On considére, pour un x= X donné, I'application fde G dans X donnée par
Fls) = sx;

montrer qu'elle est composée de 'application canonique de G sur G/H_ et d’une application
de GH, dans X; montrer que celle-ci induit une bijection de G/H_ sur 'erbite M de x par G,
et que Card (G} = Card (M}.Card (H,) si G est fini.

¢) Déerire les orbites et Ies stabilisateurs lorsqu’on prend pour X l'espace usuel et pour G
le groupe des rotations autour d'un peint donné O dans X,

d) On suppose que G est fini, d'ordre une puissance d'un nombre premier p, et que X est
fini, le nombre d'éléments de X n'étant pas multiple de p, Montrer qu’alors G admet au moins
un point flxe dans X {i.e. qu'il existe un & X tel que sx = x pour tout s G).

¢) Scit G un fi-groupe i.e. un groupe fini dont l"ordre est une puissance d’un nombre premier
f. Iin faisant opérer G sur lui-méme par les automorphismes intérieurs (cf. Exemple 19), mon-
trer que le centre de G (Exercice 11) n'est pas réduit 4 "élément neutre,

1B, Soient G un groupe et H un sous-groupe de G; on fait opérer G sur G/H (Exemple 20).
Maontrer que les éléments de G/H dont le stabilisateur contient H sont les images, par "appli-
cation canonique de G dans G/H, des ¢léments du sous-groupe N(H), normalisateur de H
dlans G, défini dans 1" Exercice 18 ci-dessus.

16, Soit H un sous-groupe invariant d'un groupe G. Montrer qu'il existe sur l'ensemble
G/ une et une seule loi de composition faisant de G/H un groupe et telle que I"application

canonique de G odans GfH soit un homomorphisme de groupes {utiliser le Théortme 3 du
& )3 le groupe ainsi obtenu s’appelle e groupe quotient de G par H. Que se passe-t-il lors-
quion prend pour G le groupe additil Z des entiers rationnels et pour H un sous-groupe
e (57

Soit p Papplication canonique de G sur G/H; montrer que, pour tout sous-groupe A de G/H,

il exiate un et un senl sous-groupe K de G contenant H tel que A = #{K), et que 'on a du
i

reste Koo piA). )

On appelle sous-groupe dérivd de G le sous-groupe, noté G' ou D(G), engendré par les élé-

ments de la forme xpx-1 y-1 Montrer que IX(0) est un sous-groupe invariant de G, et que, si

H est un soussgroupe invariant de G, pour que le groupe guotient GfH soit commutatif il
faut ot il sulln gue Ho D{G),

EXERCICES o

qq 17, Ltant donnés des sous-groupes A et B d’un groupe G, on note (A, B) le sous-group

9q

de G engendré par les éléments xyx~1 y=1 ol xe A et ye B. On posc

D(G) = (G, G), D¥G)=D(D(G)), DG} =D(DXG)), etc...

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Tl existe un entier r tel que D™+HG) = el ;

b) On peut construire des sous-groupes

jel = HycH;c .-

de G tels que, pour chaque indice { vérifiant 0 <7 ¢ <7 s — 1, le sous-groupe H, soit in_'nrl‘.ll
dans H,,, et le sroupe quotient H,,/H; soit commutatif {la notion de groupe quotient ¥
définie dans I'Exercice précédent) ;

¢) On peut construire des sous-groupes invariants

cH,=0G

le] =KyeKe - c K, =G

de G tels que tous les groupes quotients K, /K soient commutatifs. '

Un groupe G vérifiant ces conditions est dit résoluble. Montrer que tout sous-groupe '.’"
groupe résoluble est résoluble. Soient G un groupe et H un sous-groupe invariant de ¢}

les groupes H et G/H sont résolubles, il en cst de méme de G,

18, Soit G un p-groupe (Exercice 14). Montrer que tout sous-groupe et tout groupe quiahing
de G est un p-groupe. En utilisant I Exercice 14, ¢), montrer que G contient des sous-grouj
invariants

jel = HycH;c -

tels que les quotients H,/H,; soient isomorphes au groupe additif Z/pZ (i.e. soient cyuligw
d’ordre p) pour 1 < i = r. En particulier, un p-groupe est résoluble.

cH, =G

19, Soit G un groupe cyclique d'ordre fini .
@) Montrer que pour tout diviseur d de n, les xe G tels x* = ¢ sont en nombre d.

b) Soit 4 un diviseur de n. Pour qu'un xeG puisse s’écrire sous la forme y' pour win y#&
convenablement choisi, il faut et il suffit que

= = o,

20, Soit G un groupe commutatif fini d’ordre 2. On suppose que, pour tout diviseur il ¥le
les x= G tels que

¥l =g

soient en nombre 4 au plus; on se propose d'en déduire que G est geligue (n‘:lualmt indl gl
pour étude des corps finis : voir § 33, Exercice 2). Dans ce qui suit, on désigne par

n=pit...pLh

la décomposition de n en facteurs premiers,

a) Prouver que, pour tout i tel que 1 i fi, il existe un ¢, & G vérifiant

.
aft' — 4, al Aod
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el fue g; est dordre

g =
rxactement.
#) Montrer, en utilisant le fait que les g, sont deux & deux premiers entre eux, que I"élément
a, ...a estd'ordre gy ... g, = n, et en conclure que G est cyclique comme annonce.

() Montrer qu’on parviendrait 4 la méme conclusion en faisant ’hypoth#se moins forte que
voici 1 pour 1 < § < A, les x e G tels que

P o= ¢
sunt en nombre g, au plus.
21, Soit /un homomorphisme d’un groupe fini G dans un groupe H, Monirer que
Card(G) = Card(Ker(f}).Card(Im(f}).

22. Soient G un groupe comumutatif fini et # un entier tel que *)
& =g pour tout x=G.

@) O suppose a = r§ avec r et 5 premiers entre eux; soit M (resp. N) I'ensemble des x=G
el opue
X" = e (resp. x* = ¢).

Montrer que M et N sont des sous-groupes de G. En éerivant I'identité de Bezout pour r et
i, montrer que l'application
fSiMxXxN—=-G
donnée par f (%, ¥) = xy est un isomorphisme de groupes.
by Soit
n=p .. =t - 4 oll g =1 _
ln décomposition de n en facteurs premiers; pour tout i tel que 1 =10k, soit M, le sous-

proupe des xe G tels que
2= g

Montrer que G est isomorphe au produit direct des groupes M, ..., M,

¢} Solent M un groupe commutatif fini, # un nombre premier et r un entier naturel; on
R fue
xP =g

pour tout xe M; montrer que Card (M) est une puissance de p {observer que, si M<£ jeis
o peut trouver dans M un sous-groupe M d’ordre p; lintroduction du groupe quotient
MM, of. fixercice 16, permet alors de raisonner par récurrence sur le nombre d’éléments
de M),

41 Démontrer le théeréme suivant : seit G un groupe commutelif fini Aordre
n= pit... Bt
alors Cb et tsomorphe aw produtl direct de it groupes d'ordres pT, .. ., i {ce résultat, que Gauss avait

(*) L'énoncé de cet Exercice est rédigé en notation multiplicative, mais le lecteur aura
intérdt, pour des géndralisations ultérieures, & le traduire en notation additive.

-

déia plus ou moins démontré en 1801, sera complété dans les Exercices du § 31 : un groupe
commutatif dont Pordre est une puissance de p est isomorphe & un produit direct de groupes
eyeliques dont les ordres sont des puissances de p. 11 en résultera que tout groupe commutatif
fini est isomorphe & un produit direct de groupes cycliques. L’étude compléte des groupes
commutatifs & un nombre fini de générateurs a été faite par Kronecker en 1870; un tel groupe
est produit direct d’un groupe commutatif fini et d’un groupe .

28, On reprend la question a) de |'Exercice précédent. Soit A (resp. B) le sous-groupe de G
formé des x tels que 'on ait

x = y* (resp. x = J°)
pour au moins un y€ G. Montrer que A = M et B = N (on prouvera gu'on a les relations
Card(G) = Card(M).GCard{N) = Card(A).Card(N) = Card(B).Card (M)
et on observera que Ac M, B&N).

On suppose que n = Card(G). Montrer que Card(M) = 7, Card(N) = s.

24, Scitse Z, une permutation de 'ensemble X = lr,2,...,n) etsoitGle sous-groupe de
Z, formé par les puissances de 5.

4) Montrer qu'on peut trouver des partics non vides I, .. ., 1, de X vérifiant les conditions
suivantes : on a g(I,) = I, pour 1 < k< r et tout g&G; les ensembles I, sont deux & deux
disjoints et leur réunion est X tout entier; pour que £, geX appartiennent 4 un méme I, il
faut et il suffit qu'il existe un ge G tel que g = g(f)- Relation avec " Exercice 14, a)?

B} Montrer que les conditions précédentes caractérisent les ensembles 1, (A ceci prés qu'on
peut naturellement modifier Pordre dans lequel on les écrit).

¢) Montrer que, pour chague %, on peut éerire les éléments de 1, sous forme d'une suite
igs « .-, ip de telle sorte que Pon ait

slig) = iy s{i) = i sy 5(‘}._.1) =i (i = iy

(décomposition d'une permulation en cycles; on appelle gyele pour s toute suite d'entiers iy, ..« iy
éerits dans Pordre naturel, deux & deux distinets, et vérifiant les relations précédentes).

d} Trouver les cycles des permutations suivantes :

(NB. — On utilise ici la notation standard pour représenter une permutation s; celle-ci
consiste & écrire sur la seconde ligne les images par s des éléments de la premiere},

¢} Etant donnéc une permutation se £, soient 1y, ..o fy les nombres de termes d=s ::liv:rl
cyeles de 5. Montrer que Uordre de s (i.e. le plus petit entier ¢ 2> 1 tel que 57 = ¢, ou l'ordre
du groupe cyclique engendré par ) est le ppem des entiers ny, - .., A

£ On considére la permutation

.'123455?8910).
3'(35_41710269 8/’
caleuler I'ordre du sous-groupe de 2 ,, engendré par . Calculer 1a permutation

e,
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504 EXERCICES
25. Dans cct Exercice, on utilise la terminologie suivante. Etant donnée une suite

e, o, fog, . ..g fa,,

formée de groupes additifs G, et d’homomorphismes f, : G, = G, on dit que cette suite
est axacte si, pour chaque entier { tel que 1 <4 < n, I'image de I’homomorphisme f; est
¢gale au noyau de Phomomorphisme suivant f,,,. D'autre part, on dit qu'un diagramme, par
exemple

adls £c hp b

. bl b b
T r o) r

adip Lo o FE
formé d’ensembles et d’applications de ces ensembles les uns dans les autres, est commutatif
si, quels que soient les «sommets » X et Y du diagramme, toutes les applications de X dans ¥
gu'on obtient en composant, de toutes les fagons possibles, les applications figurant dans le
dizgramme donné, sont égales. Dans le cas du diagramme (1), la commutativité se traduirait
par la relation "o p = gof et de nombreuses autres relations analogues que le lecteur
écrira.
On considére un diagramme commufatyf (1} dans lequel A, B, ... sont des groupes additifs,
et les applications des homomorphismes de groupes. On suppose que les deux lignes horizon-
tales du diagramme sont des suites exactes — de sorte qu'on a

Im(f) = Ker(g),  Im{f') = Ker(g'),

etc... Etablir les résultats suivants {connus sous le nom de lemme des clng)
a) 5i p est surjectif, ct si ¢ et 5 sont injectifs, alors » est injectif.
by 5i g et 5 sont surjectifs, et si ¢ est injeetif, alors r est surjectif.
¢) Sipest surjectif, si ¢ et 5 sont bijectifs, et si ¢ est injectif, alors r est bijectif,



