§ 5. Ensembles finis et nombres entiers

I est évidemment impossible de faire quoi que ce soit en Mathématiques sans
Utiliser la théorie des nombres entiers, et avant I'invention de la théorie des ensembles
on li considérait comme le point de départ des Mathématigues : « Dieu nous a donné
les nombres entiers, tout le reste est Poeuvre de Phomme », disait Kranecker.

On peut en fait aujourd’hu, 4 T'aide de la théarie des ensembles, construire les
nombres entiers sans invoguer ancune divinité; idée de base, qu'an a de toute fagon
tonjotirs enseignée aux enfants, est que les nombres entiers servent & « compter » les
Hlérnents des ensembles « finis », et que deux tels ensembles ont le méme nombre
A'éléments lorsqu'il existe une bijection du premier sur le second, et dans ce cas
senlement (dans Penseignement élémentaire on ne parle pas de « bijection » — on
alipne les pommes au dessous des poires de fagon i associer unc pomme & chaque
poire et vice-versa, ce qui est une méthode concréte simple pour construire une
application bijective}. Autrement dit, la notion d’entier est ce qui subsiste de la
notion Pensemble fini lorsque on considére comme identiques deux ensembles
dquipotents au sens du § 4, Exemple 3.

Lorsqu'il a commencé 4 édifier la théorie des ensembles, Cantor s’est aussitdt et
principalement intéressé a cette question, mais sous un angle beaucoup plus général
et diflicile, & savoir celui qui consiste & « compter » les éléments d'un ensemble
arhittaive, fini on non, ce qui I'a conduit aux nemébres trangfinis qui permettent de
distinguer les différentes espices d'ensembles infinis. Ces « nombres » sont rarement
utilises dans L pratigue Slémentaire, mais il est difficile d’exposer raisonnablement
L thiéorie des entiers ordinaires sans parler en méme temps des autres.

La plupart des résultats énonces dans ce § le seront sans démonstration, afin de
peduire L loneueur do texte (of parce gque les démonstrations de certains théorémes
aux Enonces fort simples sont malheureusement difficiles, méme dans le cadre « ¢lé-
mentaire » de Ly théorie des entiers ordinaires). Ce § n'est done quiun cadre dans
Teepuel one pourradt, of on le désirait, insérer une dude compléte et rigourcuse des
nombres entiers,

Notons enfin que les entiers dont il s"agit ict sont des olfels mathématiques an
sens du & 0 (leur défnition complite ferait intervenir les sipnes © et | du n® g du
&) i servent i inodeles abstrants anx nombres « conerels » avee lesquels on ne

elobt o Tes omlondre,
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1. Ensembles équipotents

Ra.ppeluns (§ 4, Exemple 3) qu'un ensemble X est dguipotent & un ensemble Y s'il
existe une bijection de X sur Y. La relation

X est équipotenta Y,
qu’on note parfois
Eq (X, Y),

est une relation d équivalence.

Cette relation posséde un certain nombre de propriétés simples vis-a-vis des
opérations de la théorie des ensembles.

Soient X, Y, X', Y' quatre ensembles, et supposons X équipotent & Y et X/
équipotent 4 Y'. Alors I'ensemble X X X' est équipotent & 'ensemble ¥ X Y’

(car si fet ' sont des bijections de X sur Y et de X' sur Y, il est clair que f X f'
est une bijection de X x X'sur Y x ¥'); de méme I'ensemble

o

des applications de X' dans X (§ 2, Remarqus 3] est équipotent & l'ensemble Y* des
applications de Y’ dans Y; enfin, XUX/' est équipotent & YUY’ ponvu que Xet X
soient disjoints, ainsi que Y et ¥’ : si f est une bijection de X sur Y, et f' une bijecs
tion de X’ sur Y', on définit une bijection g de XUuX sur YUY’ en posant

(O flx) st xeX
g(x)_gf’(x} sioxeX.

A cHté de ces propriéiés d’énoncé simple et de démonstration iminédiate, il
exinte d'antres résultats, d’énoncé également fort simple mais de démonstration
incomparablement plus difficile; le plus frappant est le suivant, qui exprime intuiti-
vement qu'étant donnés deux ensembles quelconques X et Y, on peut toujours
« comparer » le « nombre » (sic) d’éléments de X au « nombre » d’éléments de Y

Uiifonive 1. Soient X el Y deux ensembles. L'une au mains des deux gsser{ions suivantts
el e J

X est équipotent & une partie de Y
Y est équipotent & une partie de X.

[ ontre, si ces dew assertions soni vrates simultanément, X el Y sont équipotents,

Wen que Cantor ait comjecturé cet énoncé deés ses premitres recherches, la
v onele partie de celui-ci n'a été démontrée qu'en 18g7, par Bernstein, et la premitre,
b o plus difficile, qu’en 1904, par Zermelo. On trouvera le raisonnement de
e yatein dans U Exercice 5 de ce §. Ajoutons quele Théoréme 1 est non trivial (hien
uintuitivement évident) méme lorsque X et Y sont des ensembles finis; on conseille
Civement au lecteur d’y réfléchir pour s’en convaincre (étant entendu qu'il s'agit
e démentrer le résultat en question et non pas seulement de le rendre plausible).
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2, Le cardinal d’un ensemnble

Pour étendre au cas général la notion « de nombre » d’éléments d’un ensemble
« fini », on a été amené avec Georg Cantor 4 attacher 4 chaque ensemble X un
nouvel ohjet mathématique qu’on note

Card (X},

i|u'm.1 appelle le cardinal ou la puissance de X, et qui est défini de telle sorte que la
condition suivante soit vérifiée : pour que deux ensembles X et Y sotent équipotents, il faut
el il suffit que Card (X) = Card (Y.

( Remarque 1. ¥l existait un ensemble Q dont les €léments soient tous les
ensembles, il suffirait de prendre pour Card (X) la classe de X pour la rela-
tion d’équivalence Eq(X, Y). Mais on sait (§ 1, Remarque 5) qu'un tel ensemble
Q.n’existe pas, ¢n sorte qu'on ne peut utiliser ici les constructions du § 4.
En fait, le cardinal d’un ensemble )E est défini par la relation

Card (X) = = (Bq (X, Y))
qui utilise les considérations du § o, n° 9.

On dit qu'un objet mathématique x est un nombre cardinal s'il existe un ensemble
X tel que v = Card (3.

Parmi les nombres cardinaux figurent les suivants, qu’on désigne par les symboles
o, 1, 2,,.. mais qui ne sont naturellement pas les nombres 0, 1, 2. € usuels » ou
« naifs » (en ce sens que les entiers « usuels » sont des idées métaphysiques déduites
de P'expérience concréte, tandis que les entiers « mathématiques » sont des objets
théoriquement définissables & 'aide des procédés du § o)

(1) 0 = Card (@),
vardinal de Pensemble vide,

(2) 1 = Card (101,
cardinal de Pensemble §@1 réduit au seul ¢lément @,
(1) 2 = Card ({0, 101 b,

cardinal de Pensemble dont les seuls éléments sont |*ensemble vide @ et 'ensemble
j¢3] dont le seul élément est PPensemble vide (3, ete... fitant donné un ensernble X,
dive que Card {X] 0 signific que X est vide; dire que Card (X) = 1 signifie que
X ext un ensemble & un élément (ie. que % est non vide et que les relations reX
ol ym X impliquent x = y); dire que Card (X) = 2 signifie que X est un ensemble
A deux éléments (i.e. qu'il existe xa X et ya X tels que 'on ait x # y et tels que la
relation z& X signilie £« x ou £ = 3), ete,., On reviendra plus loin (N9 4) sur ces
nombres cardinaux particuliers,
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Soient ¥ et y deux nombres cardinaux; on éerit

x LY

lorsqu’il existe des ensembles X et Y tels que x = Card (X), y = Card (¥Y), et tels
que X soit équipotent a une partie de Y — s’il en est ainsi pour un choix particulier
de X et Y il en sera évidemment de méme pour tout autre choix. Le Théoréme I
exprime alors que quels que soient x et y, on a toujours

(4) Y ou y < X

et qu’en outre

(5] x el y el 3« x implique x =
11 est clair d’autre part que si x, y, 2 sont trois cardinaux, alors
(6) XLy et P implique  x <2 Z;

car §'il existe une injection fd'un ensemble X dans un ensemble Y, et une injection
g de Y dans un ensemble Z, il existe une injection de X dans 7, & savoir g o F

La principale propriété de la relation x <y entre cardinaux est exprimée par
I'énoncé suivant (gue nous admettrons) :

TnforEME 2. Soit B ur ensemble de cardinawx. I existe un el un seul cardinal a possédant
les propridtés sutvantes:

(i) onax <5 a lresp. x 2 a) pour tout x = E;

(i) s un cardinal b est tel que Pon ait x = b (reip. 2 = by pour tout xeE, on a b s
(resp. b < a).

(‘¢ Théareme exprime gue lorsquion a ui cnsemble B de cardinaux, il existe
des cardinaux supérieurs (resp. inférieurs) A tous les éléments de E, et de plus que,
prrmi tous les cardinaux qui sont supéricurs (resp. inférieurs) & tous les élémenis
de I il en existe un qui est inféricur (resp. supéricur] & tous les autres. C’est donc
le plus petit (vesp. plus grand) cardinal a vérifiant a 3 x (resp. a = x) pour toul
ve 15, On Pappelle la borne supérieurs (resp. la borne inférieure) de Pensemble B, et
om e désipne généralement par la natation

sup (E) ‘resp. inf (E)

cune notation analogue.

femarque 2. Le fait que dans I'énoncé précédant la lettre E désigne un ensemble
Jdr cardinaux est d’autant plus essentiel qu'il n'existe pas d’ensemble contes
want tous les cardinaux | pas plus quiil nexiste d’ensemble contenant tous les
ensembles), Du reste, s'il existait un tel ensemble, le Théoréme 2 nllmiiqnﬁ i
et ensemble montrerait qu’il existe un cardinal a supérieur a fous les cardis
LY or c'est imPossible, car on peut démontrer que pour tout cardinal
q on a I'inégalité stricte

a = 2%
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On voit done, ici encore, gue si 'on attribue au mot « ensemble » sa signi-
fication intuitive, on s’expose 4 des contradictions logigues.

Notons d’autre part que si E est un ensemble de cardinaux, les cardinaux
sup (E) et inf(E} n’appartiennent pas nécessairement a E. Si par exemple
on prend pour E Pensemble N de tous les cardinaux finis (voir plus loin),
sup (B) n’est autre que la puissance du dénombrable (n° 5) et par suite n'est
s dans E.

Cependant, lorsque E est un ensemble de cardinaux finis i.e. d’entiers
naturels (cette notion sera définie au n° 4), oh a toujours inf (E) € E. En effet
comme inf (E) est inférieur 4 tout € B il est clair que inf (E) est fini; si inf (E)
n'appartenait pas a E; on aurait inf (E) <Z » et donc

inf(E) + 1< x
Jour tout x € E, de sorte que d’aprés la propriété (i) du Théoréme 2 on aurait
|.1 relation
inf (E) 4+ 1 < inf (E),
o ||Iui est impossible puisque inf (E) est fini.
in d'autres termes, s E est un ensemble dlentiers naturels il existe un #lément

de U gut est plus petit que lous fes autres, résultat quon utilise constamment dans
la pratique.

3. Opérations sur les eardinaux

Soient ¥ et y deux nombres cardinaux, et posons x = Card (X), » = Card (Y);
on appelle produit de x par y le nombre cardinal

(n xy = Card (X X Y);

il ent clair qu'il ne change pas si Pon remplace X (resp. Y par un ensemble équipo-
tent b X (resp. Y).
Cette opération vérifie les identités que voici

{m E e x( yz) = (x9)2; Ox = 0; X = X

Pour démontrer la seconde par exemple, il suffit d’observer que, si X, Y et Z sont
trois ensembles, alors X x (Y % Z) est équipotent & (X xY) x Z, cc qui est
lair xi 'on associe A chaque élément (a, (&, ¢)) du premier I'élement ((a, b), ¢) du
second,

0] Remarque 3. Malgré ce quindique I'intuition, #f est faux que
wz o pz ampligue x =y

mbine #i 2 # 0. Pour obtenir un cantre-exemple, admettons {voir plus loin)
PPexistence d'an ensemble N dont les éléments sont les entiers 0, 1, 2, prenons
£ o= Clard {Nl), X o 1, ¥ @, en sorle que x et le cardinal d'un ensemble X
réduit & un élément a, ot y le cardinal d'un ensemble Y réduit h deux ¢léments
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b et c. Tout revient & construire une bijection f de X X N sur Y x N; pour
cela, on pose

_ L 2) si n = 2p est pair
flom) = { (e, p) sin=ap -+ 1est impair,

Bien entenduy, le fait que
xz = yz implique x =y si 250

est cependant vrai si x, y, 2 sont des entiers « naturels » {voir plus loin).
Soient maintenant x et y deux cardinaux, et choisissons deux ensembles disjoints
X etY tels que x = Card (X), 3 = Card (Y); on appelle somme de x ¢t y le cardinal

{a) x +y = Card (XUY)] (pour XNY = @);

on vérifie aussitét qu'il ne dépend pas du choix de X et Y. On a les identités sui-
vantes ;

o) xdy=rixn it +A=G+Ntu OtE=s

La derniére par exemple exprime que, pour tout ensemble X, ensemble X est
¢quipotent & X U O, ce qui est d’autant moins surprenant qu'on a méme

XK=Xug...

Remarque 4. La définition de » =5 donnée ci-dessus suppose établi qu’on
peut toujours trouver des ensembles X et Y digioints tels que x = Card (X),
y = Card (Y). Pour cela, posons x = Card (X'), p = Card (Y'), et prenons

X=X %tal, Y=Y x|l
avec a # b} alors X et Y sont ¢quipotents & X' et Y, et disjoints car la relation
(x, &) = {3 by exigea = b
q Remargue 5. Ici encore, il est faux que la relation
x4z=r+=z implicque x =¥,
par exemple, on peut fort bien avoir a la fois

x+x=x_ et =0,
pour cela, prenons x = Card (N} olt N est I'ensemble (voir plus loin) des
enticts 0, 1, 2,..; alors ¥ —x = Card (Y) ol Y est P’ensemble des couples
(n, u) avec ne N et u = 0 ou ¢ = I; on obtiént une bijection f de Y sur N en
posant

2n si w=20
gnLt 1 si w=1,

fimu) =

ce qui montre qu'on a bien ¥ +x =% dans ce cas,..
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Omn a d’autre part entre I'addition et la multiplication la relation de « distribu-
Hvite »

(1) sy 4+ &) =xy T X5

elle signific qu'étant donnés trois ensembles X, Y, Z, alors X X (YUZ) est équi-
potent & (X x Y)U (X x Z), ce qui est ¢évident « géornétriquement ».

Considérons enfin deux cardinaux x et y, €t posons £ = Card (X),» = Card (Y
on pose alors

(14) #r = Card (X7,

cardinal de Vensemble de toutes les applications de Y dans X. Cette opération,

appelée exponentiation des cardinaux, satisfait aux identités que voici :

(1) xrF = alx (ay)F = *%F, (xr) = a¥] ¥ =1, Kt = x.

Pour établir par exemple la premiére, posons X = Card (X}, ¥ = Card (¥,
. Card (Z) et supposons Y et Z dispoints, de sorte que ) — : = Card (YUZ).

Alors tont revient & montrer que les ensembles
NruE et X¥ o X

sont équipotents, i.e. & construire une bijection f du premier sur le second ; pour cela
it u un élément du premier ensemble, i.e. une application de Y u Z dans X;
yolent u, et u, ses restrictions 4 Y et Z; on pose alors f (1) = {1y, Ug)y €T le
lectenr vérifiera facilement (en utilisant Phypothése que ¥ et 7 sont disjoints)
que fest hi.jt't'[i\'t'.
Remarque 6. Considérons un ensernble A 4 deux éléments, par exemple
A - 1, 1!, etsoit fune application d'un ensemble X dans A; pour déterminer
£, il suffit ¢videmment de connaitre Uensemble

f0eX

des a ot f(x) = 03 on vérifie aussitdt que ['application f-xfYH0) de AT
dans £(X] ainsi définie est bijective. 11 s’ensuit que

Card (£(X)) =2 @ =,
Remargue 7. On peat montrer que, pour tout cardinal x, on i
x -t

&:.t'. Nooaret x4 o271 Enoparti ulier, si X est un ensemble, LX) wlest fias
quipotent i N, Voir xercice 1.

€] Remarque 8. On peul définiy non seulement la somme ou le produit de deux
[] L | ]
nombres cardinaux, mals plus généralement la somme ou le produit d'une
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famille quelconque (méme « infinie ») de tels nombres. On procéde comme
sult.

Tout d’abord soit {X)ier une famille d’ensemnbles; on appelle produit carté=
sien des X, 'ensemble, noté
l.] X;,
il

dont les éléments sont toutes les familles (#:);e1 pour lesquelles on a we X
?nur tout i e I; cette notion généralise évidemment celle du § 2, n® g, car si
= }1, 2} et si I'on identifie une famille (x;);er au couple (x;, X} on voit
qu’on peut identifier le produit des X, ie I, 4 'ensemble X; % Xy
Cela dit, si (%) est une famille quelconque de cardinaux, ct si l'on

choisit pour chaque el un ensemble X, tel que x = Card (X}, on pose

par définition
11 = card ('_[_[x.-).
el

i€l

:{L-c}cardinal ainsi obtenu s'appelle le produit de la famille de nombres cardinaux
Xliel-

On définit de méme la somme de la famille de nombres eardinaux (x/ie1
comme étant le cardinal noté

.
sk i
iet
et défini par la relation
- _
z.rx.- = (Card (L JX.)
ie , Tel

4 condition que les ensembles X, choisis soient dews: & deux disjoints bien entendu.
Supposons par exem le x = 1 pour tout iel; on peut alors prendre
X, = 13! pour tout {e1, et la réunion de ces ensembles est 15 on a done

i14) Card (I} = E:;i avec ¥ == [ pour tout iel;
igl
intuitivement, cela signifie que tout nombre cardinal est une somme (générales

memi « infinie » ...) de termes tous égaux & 1, propriété bien connue des entiers
Lisuels,

4. Ensembles finis et entiers naturels
[.e résultat suivant est fondamental
TntorkME 3. Soit X un ensemble. Les propriétés sutvantes sont édquivalentes:

a) Le seul ensemble contenu dans X el dauipotent & N est ¥ lui-méme.
b) Ona Card (&) = Card (X} + 1.
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Supposons Card (X) = Card (X} + 15 en désignant par @ un objet n’apparte-
nant pas & X, il existe donc une bijection f de Pensemble X u {a} sur ensemble X,
I'image de X par f est évidemment équipotente 2 X et strictement contenue dans
X .

Supposons inversement X équipotent a une ensemble X' strictement contenu
dany X, On a alors, puisque X = X'U (X — X'},

Card (X) = Card (X) + Card (X —X');
mads Card (X — X" = 1 puisque X — X' est non vide; il vient donc
Card (X) = Card (X) + 1 = Card (X)

et par suite Card (X) = Card (X) + 1 d’aprés le Théoréme 1, ce qui achéve la
tédmonstriation du Theéoréme 3.

On dit qu'un ensemble X est fini ’il possede les propriétés a) et &) de I"énoncé
chlessus, et inflni dans le cas contraire. De méme, un cardinal xest finisiz =2+ 1,
el InMnl i x — x + 1. Un cardinal fini s'appelle aussi un entier naturel, et un cardi-
fial inlini un nombre transfini. '

Les entiers naturels possédent des propriétés fort simples (et que tout le monde
connait...). Tout d’abord, si x et y sont des entiers naturels, il en est de mime des cardinauy
x| 3, &y et &7 plus généralement, si (x)igq €St une famille finie d’entiers naturels
(on it qu'une famille (x);e1 est finie lorsque Pensemble d’indices I est fini), alors

lew curdinaux {Remargue 8)
. \
l Ix! et il K
el el
sont encore finis,

§i x et un entier naturel, tout cardinal y tel que y < x est cncare fini (autrement
dit, toute partie d’un ensemble fini est un ensemble fini); et il existe alors un cardinal 2
el un weul tel que

x=3 -+ Zi

< ext fini, s'appelle la différence entre x et y, ¢t se note
Z=x—3

Wv o Card (X) ety = Card (Y) avee Y € X, on a dvidemment £ = Card (X — Y.

Enfin, quand il s'agit de eardinaux finis, les circonstances pathologiques exa-
mindes dans les Remargues 4 et 5 ne peuvent pas sc produire; de fagon précise, la
relnton

bz oyt 2z implique x -y si oz est find,

ot de mdme T relation

xz oyr implique x -3 si g oest fini et non nul,

11 va de noi que les cardinanx o, 1,2, .. éfinis plus hinut sont firis.
O o (réquemment besoin de la propriété suivante
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THEOREME 4. Soient X un ensemble et [ une application de X dans X. Les propriélés
suivantes sont équivalentes

a) fest infective.

) f est surjective.

¢) fest bijective, .

1l suffit évidemment de montrer Péquivalence de a) et b). Si f est injective, f
est une bijection de X sur une partie de X, a savoir f (X), qui est donc équipotente &
X si X est fini on a donc f(X] = X, en sorte que a) implique ).

Supposons f surjective; il existe alors {§ 2, Théoréme 4) une application & de X
dans X telle que f ok = jy, application identique; évidemment A est injective,
donc surjective puisqu’on a déja établi que a) implique &), donc bijective, et par
suite f est Iapplication réciproque de A, et est donc injective, d’oti le Théoréme.

5. L’ensemble N des entiers naturels -

Les considérations précédentes rendent évidente 'existence d'ensembles finis,
puisque les ensembles

@, 1ol ig 1ol {9 10l (G 18l e

sont finis — c’est du reste & ce moment précis quon voit les Mathématiques acquérir
de la substance, en dépit du fait que tout repose sur la notion d’ensemble vide..,
Par contre, Pexistence d’ensembles infinis n'est pas claire, et Pest méme si peu qu’en
fait c’est I'un des axiomes des Mathématiques. Le lecteur qui trouverait ce point de
vue étrange et contraire & 'intuition fera bien de se rappeler du fait qu'en Mathé-
matiques on se propose de démontrer logiquement des assertions, et qu’en particulier le

mot « existence » 'y a pas du tout le méme sens qu'en Physique ou en Théologie,

THEOREME 5. Soit XX un ensemble infint. Tout ensemble fini est équipotent & une partie de X,

Tout revient & montrer qu’on a » < ¥ pour tout cardinal fini y et tout cardinal
‘nfini x. Mais $il n’en était pas ainsi on aurait y 2 &, et ¥ serait fini comme on '
vu au no précédent.

TitoREME 6. Il existe un ensemble N et un seul tel que {a relation

xeN
soit fquivalents & la relation

s est un entier naturel.

I ensemble N est infini.

['unicité de N est évidente d’aprés le Théortme 2 du § 1. L'existence de N
provient du fait que, si 'on choisit un cardinal infini a (ce qui est possible en vertu
(e existence d’ensembles infinis), alors tout entier naturel x vérifie la relation
v < a comme on vient de le voir; il suffit donc de monirer que, pour tout cardinal a,
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les cardinaux x tels que x < a sont les éléments d'un ensemble, ce que nous admet-
trons (%),

Supposons enfin N fini, et pour chague n& N choisissons un ensemble X, tel
que Card (X,) = n; puisque N et chaque X, sont finis, il ¢n est de méme de

x=UJx.

RN

¢l comme chaque X, st contenu dans X on voit done gue, si N était fini, il existerait
un entier naturel ¥ = Card (X) tel que I'on ait n < x pour tout # fini; mais alors,
puisque x est fini, il en est de méme de x + 1, on a donc x + 1 = ¥, mais aussi
v« x + 1,donc x = x + 1, ce qui contredit le fait que x est fini. On aboutit donc
A une contradiction en supposant N fini, ce qui achéve la démonstration (sic).

On voit en résumé que les deux assertions suivantes .

il existe un ensemble infini
_il existe un ensemble dont les éléments sont les entiers naturels

nont dquivalentes.

1. cardinal

Card (N}

w'appelle la puissance du dénombrable et on dit qu'un ensemble X est dénombrable 51l
ent équipotent a N, autrement dit §'il existe une bijection

= A

(e I'ensemble des entiers naturels sur Pensemble des éléments de X.

Jixemple 1. L’ensemble des nombres fractionnaires {on suppose cette notion
déji acquise) est dénombrable. 11 suffit pour le voir de montrer qu'on pelt
&crire les nombres fractionnaires (qui & priort dépendent de deux entiers) sous
forme d'une suite illimitée contenant chacun de ces nombres une fois et une
seule. On procede comme suit :

o, L. P o2, 1 o3, v.o=2 3 4. L 3. ..
1 T 2" 3 1 43 2 1 5 1

on derit dabord les nombres pig tels quep g =1, puis ceux pour lesquels
p| q—=2 et qui n'ont pas déja été écrits, puis ceux pour lesquels
# | q — 3 et quin'ont pas deja &ré écrits, ete...

1Vidée qu'il nexiste « pas plus » de nombres {ractionnaires que de nombres
entiers est 4 premitre vue contraire au bon sens; mais c’est r?:cisément I'une
des plus grandes réussites de Cantor que d'avoir pu disquaﬁiﬁer P'emploi du

« bon sens » en Mathématiques.

Remarque B, Le cardinal
'..2“""'”“

(*) Posant a0~ Card (A}, les x - @ sont en & correspondance biunivoque » avee les
clanses d'dquivalence dans £ (A) pour la relation Bq (X, Y) dun® 1; c’est ce qui explique (sic)
pourquol ces x restont dlans un ensemble,

LI btk

de Tensemble £(N) est strictement plus grand que Card (N) d'aprés la
Remargue 7; on I'appelle la puissance du eontinu, On peut démantrer que
Quard m Gard I:R)

ot R est Pensemble des nombres réels (ou des points d'une droite).

Depuis le début du siecle, on a cherché en vain a établir Iiypothése du
continu, A savoir que toute partie infinie de R est équipotente & N ou a R.
On a pu démontrer ¢n 1939 (K. Godel} que I'hypothése du continu, comme
Paxiome du choix (voir p. 64), était compatible avec lcs autres axiomes de
la théorie des ensernbles. Plus récemment (P. Cohen, ighz), on a en outre
¢tabli que I'hypothése du continu et Paxiome du choix sont des assertions
indépendantes 'une de P'autre (autrement dit - les axiomes de la théorie des

ensembles, axiome du choix inclus, n'impliquent pas l’hyfothése du continu
qui, de son coté, n’implique pas non plus Paxiome du choix/. On trouvera
un excellent exposé de ces questions dans P. Cohen, Set Theory and the Conti-
nutim Hypothesis (Benjamin, New York, 1966). Noter qu’en dépit de ces résultats
impressionnants la guestion de la non-contradiction ﬂe la théorie des ensembles
reste Loujours ouUverte.

6. Le raisonnemnent par récurrence

e raisonnerment par récurrence est fondé sur I’assertion que voici :

Tukorime 6. Soit R yn{ une relation conlenant une variable ne N. Supposons que la relation
RO sail vrate, el que la relation

Rin! implique Rin -+ 11

sott vraie pour tout ne N. Alors la relation R n! est vraie pour fout ne N,

Soit en effet E lensemble des ne N tels que Rjn! soit vraie ; on doit montrer que
. N ou, ce qui revient au méme, que F — N — E est vide. Mais supposons F
non vide; alors (Remargue 2) 1l existe un a2 & F tel que I'on ait g < r pour tout nel;
comme R0 est vraie par hypothese, on a e E et par conséquent @ > 13 done
4 n -t pour un neN, et comme n <"d On ne peut avoir neF, de sorte que
It1n est vraje; mais comme R in! implique Rin + 11 par hypothése, il s’ensuit
gue Ryvm 14, ie. Ria!, est vraie, ce qui contredit le fait que aeF. Dot le
[ héarme.

Dans la pratique on utilise fréquemment des variantes du Théaréme 6, et en
pirticnlier celle qui consiste a remplacer Phypothése que R jn! implique Rin + 11
puor Lo suivante .

la conjonction des relations Ry1i, .. Rin! implique Rin + 1!

il pent en effet arriver que, pour établir Ryn + 1}, on ait ase servir non seulement
v 18 a ) mais de dortes les assertions précédant Rin 4+ 1l

Fvemple 2, Pour tout entier u, notons E, Pensemble des entiers x tels que
v n: nous allons démontrer, en raisonnant par récurrence sur n, que 'on a

Card (E,) =n + 1

pour tout n, En effet, pour n = 0 on a Ex = 10} et par suite Card (E,) 1.
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Il reste donc & établir que I'assertion relative a Ientier n implique I'assertion
relative & entier a 4 1. Or soit x<Cn 15002 soit x < n, et alors x& E,,

soit
n<"x<n+1,
ot alors ¥ = n -4 1 (voir ci-dessous}, Done Enn = E.U {n + 1}, en sorte que
Card (E,j1) = Card (E.) 4+ 15

cela montre évidemment que la relation Card (E,) = = + 1 implique, comme
annoncé, la relation Card {Enp) = n + 2. On a done bien Card (E.) =n + 1
pour tout .
On a fait usage ci-dessus du fait que la relation
n<x<n-+1 implique x= n - 1.
On Iétablit par exemple comme suit. Soit A un ensemble tel que
Card (A) =n + 1;
comme ¥ < 1 + 1, il existe un ensemble X tel que x = Card (X) et KcA;
comme 1 < %, il existe un ensemble B tel que
n = Card (B), BecX, B =X
Ona

n 4 1 = Card (A) = Card (B) + Card (A—B) =n + Card {A—B)

¢t done Card (A — B) = I, en sorte que le complément de B dans A se réduit &
un élément. Comme X contient B et est distinet de B, on a done X = A, et
par suite ¥ = n + 1 comme annonce,

7. Analyse combinatoire

Dans ce qui suit, étant donné un entier naturel n, on appelle ensemble & n ¢léments
tout ensemble X tel que Card (X) = n.

Tuiorkme 7 (Principe des bergers). Ssit f une application d’un ensemble X dans un

ensemble Y. On suppose que Y est un ensemble & g éléments, que pour tout ye¥ Pensemble

[V (v} e X estapéléments, el que fest surjective, Alors X est un ensemble & pq eléments,
Désignons par F un ensemble a p éléments choisi une fois pour toutes, &t, pour

chague y e Y, choisissons une bijection 1, de 'ensemble F sur lensemble f~1(J).
Définissons une application
w: Y x F—->X
an posant
u( y, z) = w(z) pour yeY et zeF;
on vérifie aussitét (en tenant compte du fait que [ est surjective) que u est bijective.
Done

Card (X) = Card (Y x F) = Card (¥).Card (F) = ¢p,

o g Litve ln démonstration,

LL

TutorEMmE 8. Soient X un ensemble a p éléments et Y un ensemnble & g éléments. Alors Pen-
semble des applications de Y dans X est a pv dléments.

Ce Théoréme est en fait (n® 3) la définition de p?. Bien entendu, pour lui donner
tout son intérét, il faut vérifier que, lorsqw’il s’agit d’entiers naturels, exponentiation
des cardinaux se réduit & Popération que tout le monde connait. Or les formules
(1) du n® g montrent entre autres que

nl =, n =1, RPHT = nfnv;
on a donc

nt = pit! = nlp! = n.n; 3 = gttt = p2pl = n.n.n, efc..

Remargue g. Prenons pour Y Tensemble des entiers i tels que 1 <01 <g; une
application de Y dans X est encore unc famille (x);ey d'éléments de X3
une telle famille s'écrit souvent sous la forme

(3ihrzigm

et s'appelait autrefois un arrangement des éléments de X pris ¢ a g. Le Théo-
reme 8 affirme done que, si Xestap ¢léments, le nombre de ces arrangements

est pi

TrEOREME g. Seient X un ensemble & p déments el Y un ensemble & g éléments. Supposons
p = g. Alors le nombre des injections de X dans Y est

_
(g—p"

ott, pour tout entier naturel n, on fose .
nl=r1.2.3...1 sing 0 ot nl=1 sin=:-g.

Sip = 0, Pensemble X est vide, et il y a une seule injection de ¥ dans Y, de sorte
que le Théortme est vrai dans ce cas. 1l reste done (Théoréme 6) & montrer que
J'il est vrai pour un entier p il est aussi vrai pour p + I.

Supposons done Card (X) =p — 1 & Card (Y) = ¢ = p + 1. Choisissons une
fois pour toutes un aeX et posons X' = X — jal, de sorte que X' posséde p
cléments. Soit T Pensemnble des injections de X dans Y. On peut définir une appli-

cation

u: I =Y
u( ) = f(a) pourtoute Ffel,

7

et il est clair que cette application de [ dans ¥ est surjective (autrement dit, pour
tout be Y il existe une application injective f de X dans Y telle que f (a) = &). Pour
o heY donné, considérons les f el telles que f(a) = b; posant Y’ = Y — 181,
une telle f induit évidemment une injection /' de X' dans Y/, et réciproguement
e injection £ de X' dans Y’ peut étre complétée en une injection f de X dans
Y telle que f (@) = & On voit donc, en utilisant Phypothése de récurrence, que le
nombre de £ el telles que  (f] soit donné est

11 pus:ml

1

o lg=1 _fg=nt
[g—1)—(p—m! —pY
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comme u applique I sur Pensemble Y & ¢ ¢léments, le principe des bergers montre
done que
card I} = g. g'q'__—lj’ !'r
=1 —p
el comme

gl=q.(g—1)!

la démonstration est achevée.
CoOROLLAIRE. Le nombre des permutations d'un ensemble X d n diéments est n |

Une permutation est une bijection de X dans X (§ 2, n° 8), mais comme X est
fini les permutations de X sont aussi les injections de X dans X (Théortme 4). 1l
reste alors 3 appliquer le Théoréme en prenant Y = X, et p = g = n, et i observer

lill['

(n—a)y!=01=1.
Le nombre n ! se lit factorielle n. Omn a les relations

0! i, 1!'=1, 2l=z2 gl=6, 4!=24 5! =120, ...

TutoriMe 10, Soient X un ensemble d n éléments el p un entier inférieur ou dgal @ n. Le
nombre d'ensembles & p éléments contenus dans X est

aln—1).. (n—pt1)__nl
p! plin—p)!

Soit E un ensemble a p éléments choisi une fois pour toutes. Diésignons par I
I'ensemble des injections de E dans X, et par P I’ensemble des parties & p ¢léments
||(' x.

Pour toute f & 1, il est clair que f (E) est une partie 4 p éléments de X. On peut
done définir une application

u: I =P
(§}] puﬁ;mt

w(f) =7 (B).

Clette application est surjective, car toute partie Y & p éléments de X est équipotente
i E. done est limage de E par une application injective de E dans X.

Nous allons maintenant compter les f el telles que f(E) = Y soit une partie
donnée de X. Si £, est une telle application, on obtient les autres en composant
o avec une permutation arbitraire de 'ensemble E : si f(E} = f,(E)}, alors pour
tout v 15 il existe un et un seul s(x) e E tel que f (x) = fo(s(x)), ct s est évidernment
une permutation de . Ainsi, en associant 4 chaque permutation s de E Papplication
o foe s de Eodans X, on obtient une bijection de ensemble des permutations de
E sur Pensernble des /e T telles que f(L) = Y.

Les f @ relles que /(1) Y soit donné sont done an nombre de p ! (Corollaire
du Théortme o). D'apres le principe des bergers, on a done

Card (1) = p | Card (P};

LL

donc
Card (I) _ n!

p! pt(n—p)!

d’aprés le Théoréme g, et ceci achéve la démonstration.
On pose habituellement

Card (P) =

L S (n)
p{n—p)! p
et on appelle ces entiers les coefficients du binéne pour des raisons qui apparaitront
plus loin (§ 8, n° 4).

Remarqgue 10. Une partie a p ¢léments d'un ensemble X est aussi ce qu’on appe-
lait autrefois une combinaison des éléments de X pris p & p. Les ouvrages tradi-
tionnels définissent une telle combinaison comme gtant une « suite »
X0t Fp

d'éléments de X, deux a deux distincts, et en convenant qu’on regarde comme
identiques deux telles suites lorsqu’elles ne différent que par I'ordre des
facteurs. Il est naturellement beaucoup plus clair d'utiliser le langage de la
théorie des ensembles,

8. Entiers rationnels (*)

lin plus des entiers naturels, on 2 besoin en Mathématiques des entiers « de signe
quelconque » ou entiers rationnels. Nous allons indiquer sommairement ¢omment
on peut les définir.

{*) Ge n? a pour but de justifier des résultals avec lesquels le lecteur est déja familier;
il peut done étre négligé en premidre lecture.

Indiquons en passant que les entiers de signe quelconque (que nous appelons, comme
le font tous les mathématiciens, des entiers rationnels) sont généralement appeles, dans I'ensei-
pnement secondaire francais, des « entiers algébriques » (de méme qu'on vy appelle « nombres
alpgébriques » les nombres de signe queleonque, entiers ou non, que nous appelons, a nouveau
comme tous les mathématiciens, des nombres réels). Ces divergences de terminclogie n'auraient
aueune imporiance si les mathématiciens n’utilisalent déja dans un tout autre Sens les express
sions « entier algébrique » et « nombre algébrique » que l'on définira plus loin (§ 11, Exemple 11
winmi qque les Exercives du § 26).

les relations d'inclusion entre les diverses notions de nombre qu’on rencontre le plus
sovent sont schématisées par le diagramme suivant

pombres complexes (€}

nombtes réels (R) nombres algébriques
Y
nembres rationnels (@) entiers algébrigques

entiers rationnels (2)
iin « haque Qéche indique que Pemsemble de départ est contenu dans I'ensemble d'arrivée.
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|'idée fondamentale est que, si x et y sont deux entiers naturels, il existe un
entier rationnel z tel que
x+ L=

c'est précisément pour rendre la soustraction possible dans tous les cas qu’on a
inventé les entiers négatifs, 8i donc on suppose déja construit 'ensemble Z des
entiers rationnels on peut définir une application

D: NxXxN—=+Z,

d'nilleurs surjective, par
D{x, ) =x—n

I est clair de plus que la relation
Dix,y) = Di«",»') équivauta &+ = PSS

Cles remarques expliquent la construction qui suit (et dans laquelle nous ne suppose-
vons plus, évidemment, le probléme résolu...}.

Pour construire Pensemble Z des entiers rationnels, on part de l'ensemble
N = N des couples d’entiers naturels; et, sur cet ensemble, on définit une relaiion
d'équivalence R en déclarant que deux couples (x, y) et {x’, y) d’entiers naturels sont
équivalents mod R si et seulement sil'on a

x4y =x 40

la vérification du fait que R est une relation d’équivalence est triviale, et laissce au
lecteur. Cleci fait, on pose, par définition,

7 = (N x N)/R,

et on appelle entier rationnel tout ¢lément de I'ensemble Z,

Il faut encore, bien entendu, définir les opérations algébriques sur les entiers
rationnels, et montrer comment on peut considérer les entiers naturels comme des
enticrs rationnels particuliers. Notons pour cela D I'application canonique (§ 4,
no 2) de N x N sur Z; pour définir la somme et le produit de deux entiers rationnels
¢ ot £, on choisit des couples (x, 3}, (x', ") e N X N tels que

z = D(x, »), z = D(', "),
et on pose (%)
z 2 = Dix x4+
2t = Dixx' 4+ ', xR K )s
on peut aussi, 5 'on préfre, appliquer le Théoréme 3 du § 4 en prenant, dans les

(*) Cette construgtion vexplique par le fait qu'on désire parvenir finalement aux relations

(e y) (=) o (b N} Ly k),
(x — ph (" ') = (' b ') (v &'y

no 8 ENTIERS RATIONNELS - 1l

notations du Théoréme 3 en question,
X=Y=Z=KxN R=5=T,
et pour application f: X x Y — Z soit celle qui est donnée par

Flls), &30 =&+ 2+

soit celle qui est donnée par

Flln ), (6,00 = (s + 20 »" + 2 3).

1l faut vérifier la condition a) du Théoréme 3: cela veut dire gqu'on doit prouver
que les relations

(x, ¥) = (4, v) mod R ct (x', ) = (', ) mod R

impliguent
(x+x':_}.—g—)|’}5(u+u', v + o) mod R
[l
(ex' 4 ', o+ xly) = (w' + o', w' ) mod R

Vu la définition de R, on est donc ramen€ a établir que, quels que soient les enticrs
naturels x, y, &, ¥, v, w0 les relations
x+yv=y+u et 4=y +u
impliquent les relations
s4x totd =yt Fdutu

ol
xx ot ow + u'e = 2y + &y - w o',

e qui est évidemment facile.
[ somme et le produit étant définis dans Pensemble Z, on établit ensuite les
propriéiés fondamentales de ces opérations, & savoir :

(I onax fp=y+%x+ 3+ z) = (x =) + z quels que sotent x, ¥, L@ Z,
14l existe un €lément 0 de Z et un seul tel que x + 0 = x pour tout x& Z.
(11 squels que soient x, ye Z, il existe un zeZ et un seul tel que & + 2 =2.

(L on oy — wx, &0 az) = (w)z quels que solent x, 3, T€ Z, et il existe un élément
i e Zotel gue 1y = x pour tout &,

(V) oma x(y | o) — ay + xz quels que soient x, 3, 2€ Z.

Muontrans par exemple comment on ¢tablit (IV), On choisit dans N x N des
coiples tels que

X = I}{‘tll x'h-il ¥ D(_J"r) _}ﬂ}: L= D{‘Cf: 5"11
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on n alors

x(y + z) = D(x', &) D+ 2"+ z") ¢ '
— Dl (F + ) & F O ) (» + 2]
el
Xy boxz = D(I’_}" -+ x”_y”, xJ}_,rr + .Tn_}"l) + D{xrai 4 xnz#’ x;zJ:r + x.\l‘ti)
— D(x.«}'r _'_ xn')'n + x.lzf + x.\lz.’.” xl-yn + xn'},: 'i" xJzAT + xbzi)’

et on obtient (IV) en comparant les résultats obtenus.
I reste enfin & identifier chaque entier naturel n & un entier rationnel — a

savoir & Pentier rationnel
Din, 0);

on vérific facilement que l'application n —D(n, 0) de N dans Z ainsi définie est
injective, et compatible avec les opérations algébriques définies sur les entiers naturels
d'une pait, et sur les entiers rationnels d'autre part. De cette fagon, il n’y a aucun
inconvénient A considérer N comme une partie de Z.

leci fait, on observe que, quels que soient les entiers naturels x et y, on a

D{x:.}’) = D("‘s 0) '_D{.yr D}

(Ia différence 2 — b entre deux entiers rationnels a et & tant, par définition, 'unique
entier rationnel ¢ tel que @ = & + ¢ voir la proprété (1I) ci-dessus) ; en effet

D(x, ) + D(3 0) = Dix +27)
en sorte que tout revient 2 vérifier que D(x 4+ 7, 9) = D(x, 0), i.e. que
(x4 +0=2r+=x
ce qui est clair, En convenant de poser dorénavant
D(x, 0) = x pour tout x& N,
Ia relation précédente s'éerit donc
Dix,y) =5—J

et montre que lout entier rationnel est différence de deux enters naturels.
Soit £ un entier rationnel; 'entier rationnel 0 — £ se note

—X
et W'appelle I'opposé de z; il est done caractérisé par la relation

Z -+ ("“:}ﬁﬂr
ot il ent clair que
Lo y—X sl g X

fecl dit, derivons £ = ¥~y avee %, ya Nj deux cas aont pumihlr.l.

n-t

ANESITE AP e ANeE R A& RST IS T

Il peut arriver que x = y; alors il existe un z' € N tel que x = y | 2’ et comme
cette relation est aussi valable dans Z on voit, en vertu de IPunicité de la soustraction
dans Z, que I'on a dans ce cas ¢ = z', autrement dit ze N

Dans le cas ol I'on a au contraire y 3> x, la relation —z =y —* montre que
—zeN.

Autrement dit, pour tout eniier rationnel z, on a soit ze N, soit — z e N. Les entiers
rationnels z tels que ze N sont dits positifs, les autres sont dits négatifs. Si x et y sont
deux entiers rationnels, on écrit

x =y

lorsque y — ¥ est positif, de sorte que les 7« Z positifs sont caractérisés par la rela-
tion
z=0.

On démontre facilement que, dans P'ensemble Z, la relation x <y posside les
propriétés « évidentes », & savoir que les relations

xly et < z impliquent x<{g,
que la relation

x=2y équivaut & x=y et o X,

que quels que soient ¥ ety on a

soit x <y soit y << &,
que la relation
x =y équivautd x4+ 2Ly T3
et que la relation

x <y eéquivaut a xz< )z si z>0, 4 xzzyz sl F 1

1l nous arrivera parfois par la suite d'utiliser d’autres propriétés de Z que celles
que nous venons d’énoncer; nous les démontrerons complétement toutes les fois
qqu’elles ne seront pas « &videntes ». Pour le moment, on conseille au lecteur de ne
pas trop chercher a approfondir les considérations du présent n° : elles n’ont pour
but que de justifier des résultats avec lesquels il est déja familier, et sans lesquels
il ne saurait étre question de faire des Mathématiques, C'est quand il voudra appro=
fondir sa compréhension des théories exposées dans cet ouvrage que le lecteur aura
intérét A écrire en détail toutes les démonstrations que nous avons escamotées cdany
le présent n

9, Nombres rationnels

Apris avoir construit des entiers naturels, puis des entiers rationnels, il est
wécessaire de construire les nombres rationnels i.e. les quotient p/g de deux entiery
rationnels p et g, avec ¢ # 0, L'ensemble de ces entiers ratiennels se note

Q.
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Toutefois, nous n'exposerons pas ici la construction de @ & partir de Z; elle s'effectue
par des méthodes analogues a celles quon a utilisées pour passer de N a Z; mais
surtout, la construction de @ A partir de Z est un cas particulier d*un procéde beau-
coup plus général, qui sera exposé en détail au § 2g, et dont nous aurons de toute
lagon besoin dans d’autres cas,

On conseille donc au lecteur, soit de prendre pour argent comptant les propriétés
« évidentes » des nombres rationnels (qui du reste n'interviendront jamais dans
le présent ouvrage qu'a titre d’exemple), soit de passer directerent au § 29 apres
avoir lu les §8 6, 7 et 8 qui sont indispensables & la compréhension du § 2g. Il va de
soi qque, pour le débutant, il sera de beaucoup préférable d’utiliser la premidre
meéthode, 4 condition de ne pas se faire d'illusions (i.e. de ne pas considérer comme
triviales des propriétés qu'on ne sait pas démontrer immédiatement).

\Jl‘U:“PUE, AU LA, VYUY

Tout le monde sait que faire de I’Algébre, c’est caleuler; mais alors que PAlgébre
classique consistait & calculer sur des nombres, le développement des Mathématiques
aux xrx® et xx° siecles a obligé de plus en plus les mathématiciens (et les physiciens)
A calculer sur des objets mathématiques de nature extrémement variée, et & isoler
des situations qu’on rencontre constamment. On a ainsi été conduit aux notions
« abstraites » de groupe, d’anneau et de corps. La premitre s’est présentée en Géo-
métrie (groupes de transformations : rotations, translations, transformations homo-
graphiques, etc...), en Arithmétique (étude par Gauss, Dirichlet, Hermite des
« unités des formes quadratiques » — il s’agit, un polynéme homogéne du second
degré & coefficients entiers étant donné, de trouver toutes les substitutions linéaires
A coefficients entiers qu’on peut effectuer sur les variables sans changer la forme du
polynéme en question), en Algébre (groupes de Galois dans la théorie des équations
algébriques) et en Analyse (groupes de Lie, fonctions automorphes), sans parler
de la Physique [groupe de Lorentz); c’est dire que la notion de groupe, actuellement,
n’est guére moins importante en Mathématiques que celles d’ensemble ou de fone-
tion. Quant aux notions de corps et d’anncau, c’est avant tout I’étude au sidcle
dernier de la théorie des nombres algébriques qui a conduit les mathématiciens (et
principalement Dedekind) & les formuler, mais on les utilise maintenant dans toutes
les branches de ' Algsbre et de I’Arithmétique, et dans certaines branches de 1'Ana-
lyse ot elles permettent bien souvent I'emploi dune terminologie commode.

On trouvera ensuite un § sur les « nombres complexes », dont I'importance en
Algébre proprement dite est minime, mais sans lesquels il est pratiquement impose
sible de faire quoi que ce soit en Analyse. La méthade choisie pour les introduire
sert, en Algebre « supérieure », & effectuer des constructions formidablement plus
prénérales, et c’est sa principale justification.
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11 est parfaiterent utopique d'espérer apprendre des Mathématigues, si €lémentaires ol
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Exercices. '

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont i
illustrations pratiques ou méme numériques des theories exposées dans le texte; le lectewr
débutant ne pourra pas acquérir la technigue du caleul sans résoudre unc partie appréciabla
des Exercices de ce genre. I’autres apportent au texte des compléments théoriques ¢lémens
taires; en les étudiant, le lecteur shabituera 4 manipuler le langage ct les moden o
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercicos qui ne sont pas frés faciles sonl
précédés d'un signe €. Enfin, la derniére catégorie est constituée par des Exercices qul
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquemeni
aux étudiants déja avancés qui s'intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sonl
précédés de deux ou méme trois signes €.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que réscudre un Exercice ne consiste paa
seulernent & se convainere, 4 Uaide d’un « brouillon » fait & la hite, du fait qu'on en a b pou
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de caleul numériguae,
il faut par contre s'efforcer de rédiger intégralement les Exercices plus théoriques, o l'on doit
construire de voéritables démoanstrations. De cetie fagon, et uniquement de cette fagon,
étudiant parviendra a acguérir un langage clair et correct, etd utiliser les termes techniquon
dans leur sens prapre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.



) 1, Soient X un ensemble et f une application de X dans V'ensemble #(X) des parties de
X. On note A Pensemble des yeX vérifiant la relation x& f{x). Montrer qu'il n'existe
ancun xeX tel que A = §(x). En déduire qu'il n’existe aucune application surjective de X
dans £(X), et que par suite on a

x < 2%
pour tout nombre cardinal ¥ (G. Cantor).

q 2 Soit {f).en une suite d’applications de 'ensemble N dans lui-méme; on définit unc
application f de N dans N en posant

Fin) =fin) + 1 pour tout neN.

Montrer qu'il n'existe aucun entier pe N tel que f = f,. En déduire quc I'cnsemble de toutes
les applications de N dans N est non dénombrable {G. Cantor).

4 4. Laréunion d'une infinité dénombrable d’ensembles dénombrables est un ensemble dénom-
brable (s'inspirer de la méthode utilisée dans I Exemple 1 du n° 5).

#, Soit 1 P'ensemble des nombres réels compris entre 0 et 1; on représentera chaque xe1
par un développement décimal illimité (pouvant se terminer par une infinité de chifires 0).
SO0t (¥ )@y une suite d'éléments de I; on forme un nombre ¥ &1 comme suit: la n® décimale
de x est égale &1 sila ne décimale de x, est différente de 1, et est égale 4 2 si la #° décimale de
v, est égale & 1. Montrer qu’on a x =£ x, pour tout r. En conclure que Pensemble 1 (et & fortiori
"'emsemble R de tous les nombres réels) est non dénombrable (G, Cantor).

I'réciser analogie entre ce raisonnement et celul de I Exercice 2 ci-dessus.

4 b, Soientfune bijection d'un ensemble X sur une partie Y, d’un ensemble Y, et ¢ une bijection
de Y sur une partic X, de X; on se propose de montrer que X et Y sont équipotents {Berns-
tein). Pour cela, on déhfnit des parties A, de X et B, de ¥ en posant

Ag = X—X, By, = f{Ay)s Ay = g(By, B, = f (A Ay =g(By)y -+

(UERE deélinit une ;tl}l}liﬂzlti[)n kde X dans Y comme suit ¢ étant donné un -’CEX, on PICHd

wo — s s xe L) A,
nEN

DU
ct dans le cas contraire {de sorte gu’alors ¥ € X;) on prend

k(x) = g7 (x).

Montrer que k est une bijection de X sur Y.

6. Soient E un ensemble fini & & éléments, et n un entier naturel. On considére les applications
fde E dans N telles que la somme des & nombres f (), xeE, soit au plus égale 4 a. Montrer
que les applications f considérées sont en nombre égal &

3"
b )
7. Montrer que, pour entier #, la somme des cocfficients du bindme ( ; ) est dgale & 27,

q 8. Démontrer la relation

)70+ (2162 =G0 == (5)

{On cherchera d’abord, dans un ensemble X a r éléments, combien il existe de parties & p
éléments qui contiennent un ensemble £ éléments donné d’avance).

@ 9. Soient p et n des entiers tels que 1 p - n, et S, le nombre des applications surjectives
de I'ensemble {1, 2, ..., n{ dans Pensemble {1,2, ..., p}. Montrer qu'ona

P Sy ()t (2)sipat o (2,

En déduire que

Sep=tr— (2} (=0 (i’)-(p—e}"w L P 2

L

Simplifier ce résultat pour p = 2, 3.

qgq 10. Soient E et F deux ensembles finis, et x i Ax) une application de E dans 'ensemble

des parties de F. Pour qu’il cxiste une fijection fde E dans F vérifiant

Flx)eAlx) pour tout xeE,

Card (U A(xj) == Card (H)

TEell

il faut et il suffit qu’on ait

pout toute partie Hde E. {Ce résultat est généralement connu sous le nom de femme des mariages).

11. En utilisant le fait que, dans tout ensemble (fini ou infini) d*entiers naturels, il existe
un entier plus petit que tous les autres, démonirer les résultats classiques que voict

a) Tout entier n = 2 posséde au moins un diviseur premier (on rappelle gu'un nombre premier
est un entier p 2z 2 n'admettant pas d’autres diviseurs positifs que 1 ct #).



by Erant donoés deux entiers naturels a ot b, avec d 7z 1, il existe dés entiers naturels g et r
tels que

a-—= by + 71, 7l b,

¢l les entiers g et r sont uniques {division guelidienne, ou division avec reste, de a par b},

12, Deémontrer que ensemble des nombres premiers est infini.

14, L'ensemble des nombres premiers de Ja forme 4n — 1 (resp, Br -— 1 est infini.

| Co resultat est un cas particulier du théoréne de la progression arithmétique de Dirichlet, & savolr
e st el b sont des enticrs premiers entre eux, il existe une infinité de nombres premmiers dela
forme an — b Ta démonstration générale du théeréme de Dirichlet, 1'un des plus célébres
e toute la Theéarie des Nombres, ne peat pas se faire 4 P'heure actuclle par des procédds
prirement arithméticues; toutes les démonsirations connues {4 commencer par celle de Dirichlet
Ini-méme, gu'on n'a pas pu substantiellement simplifier] utilisent des méthodes appartenant
4 'Analyse, ou qui s'en inspirent directement.]

14, [Numdration de base g1, On choisit un entier naturel ¢ J= 2,

- . —— . R Ky
Al Soit v un entier naturel non nul, Montrer qu'il existe un et un seul entier a7z ol que
gl o x gttt

s un et un seul entier a veérifiant

O<la =lg— 1, @ g gl X T, — 1t

by Montrer que. pour tout entier naturel x. il existe une et unc seule suite d'entiers
gy ity « o ... .., vérifant les conditions suivantes
1yoonn 0=l a g — 1 pour tout r =0,

2 des entiers +tels gque a, %= 0 sont en nombre lni.
40 ula

X = ay Gi({-i—ﬂg{}:—!— R

[1a derniére somme, qui comporte en apparence une infinité de termes, a un sens & cause de la
condition 121 imposée aux a,]. Montrer que Pentier r de la question a) est le plus grand entier
tel quea + 0, et que le nombre a, défini 4 la question a) est égal au nombre a, de la question &),
L suite

aAa, .. il

Al e s'agit pas <un produit ) s'appelle le développement de x dans le systéme de numération
te base .

o) Trouver le développement du nombre 718 dans le systeme de numération binaire (e a
lhase ¢ - 2.

d Soit x un nembre rationnel positif, non nécessairement enuer. Montrer quiil existe une
el une seule suite de nombres entiers

c i T gy e ee gy @_q. @g

vinifiant les coanditions suivantes :
fcomal a oL g— 1 pour toutrel
21 les entiers positifs v tels gue a, < 0 sont en nombre fini,

i

S

4) pour toutreZ, on a
84" @ L xS a g b a gt
On dit alors que .
R N T T n
(o0 n est le plus petit entier naturel tel que 'on ait a, = 0 pour tout r = n) est le dévelappes
ment de ¥ dans le systéme de numération de base g.

¢) Pour qu'une famille d’entiers a, (neZ) vérifiant les conditions 1) ct 2) de la question
précédente coustitue le développement d'un nombre rationnel dans le systéme de nwnil‘ll.lw
de base g, il faut et il suffit qu'il existe un entier rationnel r et un entier naturel k 2 t (ol
que I'on ait

4, . =4d, pourtout p.7

{périodicité des développements des nombres rationnels)

&

15, Le développement de la Recherche Spatiale purement pacifique lui ayant permis de réiis
liser quelques différences intéressantes, le Président-Directeur-Général de la Société 4

pour I Explotiation Financidre de la Physigue Purement Théorigue, Commandeur de la Légion d'Fofw
neur, achéte en Basse-Normandie un dormaine de zoo hectares i raison de 8 ooo F Phectars,
Inspiré par cet exemple, un ouvrier plombier-zingueur attaché & P'établissernent en quss
tion, ¢t gagnant 8oo F par mois, décide de placer chaque année un dixi¢me de son salairg
en Bons du Trésor rapportant 4 9, 1’an, Combien d’années devra-t-il travailler avant d’étre en
mesure d'acquérir en Basse-Normandie un domaine de 200 hectares pour v finir paisiblement
ses jours P {On tiendra compte des intéréts composés mais on négligera 'effet des dévis
luations possibles de la monnaie).

18. D'aprés le journal Le Monde du 21 Juillet 1954, les dépenses occasionnées par la guerra
d’Indochine sont fournies par le tableau suivant (il s'agit de milliards d'anciens francs) |

1946 : 101,8 1949 ¢ 177.93 1952 1 427,06
1947 1 131,3 1950+ 258,3 1953 ¢ 403,5
1948 1 136,53 1951 ¢+ 321 1954 ¢ 428,

WVeérifier sur cet exemple les propriétés fondamentales de 'addition (associativité el commutas
tivité).

17. En Novembre 1954, on comptait en Algéric 1 230 ooo Européens et 8 o0 ooo indigénes,
A la méme date, |'Université d’Alger comptait 4 548 étudiants européens et 557 indigénes,
Calculer, 2 une unité prés par défaut, le rapport entre les chances d'un Européen et celles d’un
indigéne d'accéder & I’Enscignement Supérieur.



