4 4. helations 4 equly ot

1. Relations d’équivalence

Soit R une relation faisant intervenir deux variables x, y. On dit que c’est une
relation d'équivalence lorsque les conditions suivantes sont remplies ;

a) la relation R | x, x| est vraie pour tout x;

by la relation R {x, »1 implique la relation R} y, xh;

¢) les relations Rix, y} et R} ¥ z| impliquent la relation Rix z}.

1l est clair par exemple que la relation x = » est une relation d’équivalence,

Une notion voisine de la précédente, et plus utile dans la pratique, est celle de
relation d’équivalence sur un ensemble E; on appelle ainsi une relation Rix,y] faisant
intervenir deux variables x, 3, et vérifiant les conditions suivantes :

(R o) : la relation R {x, y1 impligue xeEeyek;

(R 1) : la relation R jx, x| est vraie pour tout x=E;

(I 2) : la relation R{x, 3} implique Riyxls

(R ) : les relations Ry, »1 et Ry, z| impliquent la relation Ry =, 2}.

&1 R est une relation d’éguivalence sur un ensemble E, on appelle graphe de R
Pensemble G cE x E des couples (x, y}eE X E tels que Ja relation R|x, y1 soit
vraie: la relation Ryx, »| est alors équivalente & (x, y) € G, &t la condition (R 1)
signific que G contient la diagonale du produit E X E.

Pour construire un exemple {qui, on le montrera plus loin, conduit & foutes les
relations d’équivalence sur un ensemble E), considérons une application f de E dans
un ensemble quelconque M, et prenons pour Rixyila relation

FG) =500
i obtient évidemment une relation d’équivalence sur E, appelée la relation d'équlc

vitleneo nssociée & I'application f-
Donnons maintenant quelques autres exemples.

Jivemple 1. Pour tout ensemble E, la diagonale de E x E (§2, n° 6, Exemply 9)
est le graphe d’une relation d'équivalence sur B — & savoir de la relation

x=n
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Fxemple 2. Pour tout ensemble E, Pensemble E > E est le graphe d'une rela-
tion d’équivalence sur E — x cavoir la relation (x, y)€E X E; dans ce cas
la relation R j#, y} est donc vraie pour tout x B et tout y& E.

Jixemple 3. On dit qu'un ensemble X est équipotent & un ensemble Y &'l existe
une bijection de X sur V. La relation « X est équipotent 2 Y » est une relation
d'équivalence; en offet X st équipotent 2 X {considérer la bijection ;. appli-
cation identique}; si X est é%lipotent 4 Y, alors Y est équipotent a X (car
<i fest une bijection de X sur Y, alors f 1 est une bijection de Y sur X); enfin
"X est équipotent & Y et si Y est équipotent & Z, alors X st équipotent a Z
{car si fest une bijection de X sur Y, et g une bijection de Y sur Z, alors g f
¢st une bijection de X sur Z, en vertu du § 2, Théortme 7). Voir le § suivant.

Exemple 4. Soit T Pensemble des entiers rationnels, i.e. des nombres entiers
positifs ou négatifs..., —2, — T, O 1, 2,.... Choisissons un entier p 2 1 €t
considérons la relation

p divise x —3»

entre deux éléments x et y de I; cest une relation d’équivalence sur Z. En
effet, il est clair que la relation « p divise x — x » est toujours vraie; la relation
« pdivise x —y » implique évidernment la relation « g divise y — & ?i enfin,
sipdivise x —y ety —4 il est clair que p divise x — Z = (x—y) +(>— z)

La relation d’équivalence ainsi obtenue sur Z s'appelle la congruence modulo
#, et elle se note classiquement

x=y (mod p),

ce qui se lit « x est congru a y modulo p »3 cela signifie que x et y ne different
que d’un multiple de p. La théorie des congruences joue un rdle fondamental

en Arithmétique depuis deux sidcles. =s.

Exemple 5. On obtient sur ’ensemble R des nombres réels une relation d'équi-
valence en écrivant

il existe un entier n tel que ¥ —y = 271

on lappelle la congruence module 2x. Cette relation d’équivalence est ala
base de la définition mathématique des angles.

Exemple 6. Prenons pour E Pensemble des couples (£, q) avec p, ge ety #0,
et, pour x = (p, g).7 = (¢, '), notons Rix,y} larelation

pg' =10

on obtient ainsi une relation d’équivalence sur E (ce n'est pas évident, mais
on peut le démontrer 3 I'mide de quelques calculs &lémentaires). Cette rela-
tion d’équivalence est a la base ﬂc la définition mathématique des nombres
rationnels & partir des Aombres entiers, comme on le verra plus tard (§ 29}
Oin congeille au lecteur de vérifier lui-méme, A titre d'exercice, que R est
bien une relation d'équivalence sur Pensemble B considéré,

Exemple 7. Prenons pour E Vensemble des points de 1'eapaie wniiel Bl MR
droite D étant choisie une fols pour toutes, considérons la relatiun

il existe une droite paralléle a D passant par & ®1 ¥}

on obtient alors une relation d'équivalence sur E.

Exemple 8. On prend pour E Pensemble des triangles dany 1o il 85 B
Rix, 7 la relation ¢ P

les triangles x et y sont cgaux,

P’égalité des triangles étant définie (sic) comme en Géométrle ¢l
i.e. en exigeant qu'il existe un déplacement qui transforme & &4
suppose qu’on sait c¢ qu’est un dép acement...). On obtient alur i
d’équivalence dans E.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E; au lieu d'éorlis i
nous écrirons le plus souvent dans ce qui suit '

x=y (mod R),

notation inspirée de celle de I’Exemple 4. On a donc les propriétés s
relation

x=x (mod R}
cst vraie pour tout xe E; 1a relation
x =y (mod R)
implique (donc, par symétrie, £st équivalente a) la relation
y==x {mod R};
enfin, les relations

x =y (mod R) et y=2z (mod R)
impliquent la relation
x =z (mod R).
2. Quotient d’un ensemble par une relation d’équivalence

Nous allons démontrer un résultat qui indique comment on obtient toutes les 1ela
tions d’équivalence sur un ensemble :

TutorEME 1. Seit R une relation d’éguivalence sur un ensemble B. I1 existe un ensemble M
ot une application f: B — M tels que les relations

x=y (mod R)
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Iixemple 2. Pour tout ensemble E, Pensemble E X E est le graphe d’une rela-
tion d’équivalence sur E — 4 savoir la relation (x, y) e E x E; dans ce cas
In relation Rjx, y1 est donc vraie pour tout x & E et tout y& E.

Fixemple 5. On dit quun ensemble X est équipotent & un ensemble ¥ s'il existe
une bijection de X sur Y. La relation « X est équipotent 2 Y » est une relation
d’équivalence; en effet X est équipotent & X (considérer la bijection jy, appli-
cation identique); si X _est équipotent a Y, alors Y est équipotent 2 X (car
«i f est une bijection de X sur%’, alors £ =1 est une bijection de Y sur X); enfin
4i"X est équipotent & Y et si Y est équipotent & Z, alors X est équipotent & Z

(car si fest une bijection de X sur Y, et g une bijection de Y sur Z,alorsge f

est unc bijection de X sur 7, en vertu du § 2, Théoreme 7). Voir le § suivant.

Exemple 4. Soit Z I'ensemble des entiers rationnels, i.e. des nombres entiers
positifs ou négatifs..., —2, — I, 0 T 2o Choisissons un entier = 1 et
considérons la relation

p divise x —J¥

entre deux éléments x et y de Z; Cest une relation d'équivalence sur Z. En
effet, il est clair que la relation « p divise x — x » €st toujours vraie; la relation
« pdivise x —y » implique évidemment la relation « p divise y — % %3 enfin,
sipdivisex —yety —2Z, il est clair que p divise ¥ — 2 = (x— ) + (3 —2)-

La relation d’éguivalence ainsi obtenue sur Z s'appelle la congruence modulo
p, et clle se note classiquement

x =y (mod p),

ce qui se lit « x est congru a y modulo p »; cela signifie que x et y ne different

que d’un multiple de #. La théorie des congruences Jouc un réle fondamental
en Arithmétique depuis deux siécles. =s.

Exemple 5. On obtient sur I’ensemble R des nombres réels une relation d’équi-
valence en écrivant

il existe un entier n tel que ¥ —y = 27,

on 'appelle la congruence module 2x. Cette relation d’équivalence est & la
hase de la définition mathémalique des angles.

Exemple 6. Prenons pour E Densemble des couples (p, ¢) avec f, 4= Zetg#A0,
et, pour x = (f, g),y = (', ¢'), notons Rz, »| larelation

pe = 12'q;

on obtient ainsi une relation d*équivalence sur B (ce n’est pas évident, mais
on peut le démontrer 4 I'aide de (Iuclquns caleuls élémentaires). Cette rela-
tion d’équivalence cst A la base de la définition mathématique des nombres
rationnels A partir des nombres entiers, comme on e verra plus tard (§ 29).
Omn conseille au lecteur de vérifier lui-méme, a titre d'exercice, que R est
bien une relation *équivalence sur I'ensemble 15 considére,

Exc{npic 7. Prenons pour E Yensemble des points de 'espnoe usiil Bl e
droite D étant choisie une fois pour toutes, considérons la relation

il existe une droite paralléle a D passant par ¥ €t ¥}

on obtient alors une relation d’équivalence sur E.

Exemple 8. On prend pour E lensemble des triangles dans le plni, o1 pe
R'!x, y] la relation

les triangles x et » sont égaux,

'égalité des triangles étant définie (sic) comme en Géométrie Alé

+

i.e. en exigeant qu'il existe un déplaccment qui transforme x 60 ¥
suppose qu’on sait ce quest un dép acement...). On obtient alars Wie
d*équivalence dans E.

Qoit R une relation d’équivalence sur un ensemble E; au lieu d'éori ] | %
nous écrirons le plus souvent dans ce qui suit

x=y (mod R},

notation inspirée de celle de PExemple 4. On a donc les propriétés MvANIN &
relation

x=x {mod R)
est vraie pour tout ¥ E; la relation
x =2y (mod R}
implique (donc, par symétrie, est équivalente 2) la relation
p=x (mod R};
enfin, les relations

x =y (mod R) et y=z (mod R)
impliquent la relation
x=z (mod R},
2. Quotient d’un ensemble par une relation d'équivalence

Nous allons démontrer un résultat qui indique comment on obtient touten lew pels
tions d’'équivalence sur un ensemble :

TrforiMme 1, Seit R une relation déquivalence sur un ensemble E. Il existe un ensemble M
et une application f 1 B — M tels que les relations

x=y (mod R)
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il

flxy=f(»

sotent dquivalentes.
(n va non seulement démontrer U'existence de f et de M, mais construire expli-
citement un ensernble M et une application f satisfaisant a la condition énoncée.
[ttant donné un x € E, appelons elasse de x modulo R Vensemble F,c E formé des
y@ I tels que la relation
x =y [mod R)

soit vraie — de sorte que les relations
£ =y (mod R}, yelF,
sont équivalentes. On va montrer que, pour x, ye B, les relations

x =y (mod R}
#l

vont dguivalentes.

Supposons en effet x =y (mod R}; alors la relation zeF,, qui signifie y=
(mod R), implique x=2z (mod R), donc zeF,; par suite, la relation x =y {mod R)
implique I, e Fe, donc aussi F. c F,, donc F, = F,. Inversement, Supposons F.=F,
comme on a toujours y =y (mod R), et donc yeF,, il vient yeF,, donc ¥ =y
(mod R), et notre assertion est démontrée.

Nous ponvons maintenant démontrer le Théoréme 1. Dans ensemble £(E) des
parties de L, considérons ensemble formé des parties F de E telles que l'on ait

F = F.

pour an moins un xe B — c'est donc Pensemble des classes d’équivalence des divers
#léments de E: cet ensemble se note E(R et s'appelle le quotient de I'ansemble E
par In relation d’équivalence R; définissons maintenant une application
f+E—E[R
on posant
fix) =F.
(e en associant 4 chaque e E sa classe modulo K on a vu plus haut que la rela-

L

x—y (mod R},
dquivant A Ty = Fyj mais ceci 8'éerit encore

f(x) =S ()

et Lo Théordme eat démontrd,

5
nY = g bt AR R = AT T

L'application f qu'on vient de définir s’appelle Uapplication canonique de E
sur E/R; clle est évidemment surjective, par construction méme de E/R.

Notons que les classes F. possédent deux propriétés importantes : la réunion
des Fu est B tout entier (en vertu du fait quion a x= F. pour tout xe E}; d’autre part,

dewr classes Fo et F, quelconques sont ou bien identiques ou bien disjvintes, car si F.nF,

contient au moins un élément z, on a les relations
x=1z {mod R} et  y=z(modR)
d’oty, en faisant usage de (R 2) et (R 3), la relation
x=y (mod R},

laquelle entraine F. = F, comme on I’a vu dans la démonstration du Théoréme I.

Remarque 1. La méthode de démonstration du Théoréme 1 regose essentielle-
ment sur la construction d’une application de 'ensemble E dans I'ensemble
£(E) des parties de E, & savoir I'application x — Fz. On ne pourrait évidems-
ment pas effectuer ce genre de construction si I'on ne connaissait que les
fonctions classiques (d'une variable réelle, 4 valeurs réelles), et c’est ce genre
de démonstration qui montre la nécessité de considérer des fonctions dont les
ensembles de départ et d’arrivée sont arbitraires.

Notons d’autre part que la méthode de construction de E/R, qui pourra
sembler étrange au débutant, s’utilise cependant dans la vie de tous les jours,
comme le montre exemple (non mathématique 1} que voici: on prend
pour E la collection des hommes, et pour R la relation « x et y sont compa-
iriotes »; on chtient ainsi évidemment une relation d’équivalence sur E.
Pour un x € E, la classe F, est PPensemble de tous les compatriotes de x; autre-
ment dit ’est la nation a laquelle » appartient; par suite, I’ensemble quotient
E R est ici la collection des diverses nations existantes, et Papplication cano-
nique de E sur E/R consiste & associer 4 chaque homme la nation & laquelle
il appartient...

Donnens quelques exemples de construction d’un ensemble quotient.

Fxemple 9. Considérons sur Z la relation d'équivalence de I"Exemple 4 (congrus
ence modulo p); pour tout x& Z, la classe F. se compose évidemnment des
cnticrs de la forme x + np, ot n est un entier arbitraire; ces classes sont en
nombre p exactement (on suppose p = 1). En effet, pour tout < Z on peul
¢erire (« division avec reste de x par g )

x=np+r (0 <1< p),

ot ln connaissance du reste r de la division de x par ¢ détermine évidemment
Ly classe T, — autrement dit, toute classe modulo p est I'une des classes

Fy, F, - F,o—].i

B

ces p classes sont de plus deux 4 deux distinetes, car si des entiers 7 et ' comprii
entre o et p— 1 sont congrus modulo g, ils sont évidermnment égaux.
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On voit donc bien qu’ici ensemble E/R, qu’on désigne par la notation
Z[pZ,

comporte exactement f éléments, éléments qu’on appelle les entiers modulo .
Un entier modulo p est donc un ensemble d’entiers ordinaires, a savoir l'en-
semble de tous les entiers se déduisant d'un entier ¥ donné par addition d’un
multiple quelconque de p; on dit alors que l'entier x est un représentant de
Pentier modulo p considéré. Tout entier modulo # admet un et un seul repré-
sentant comFris entre 0 et p— I, cc qui permet de numéroter les entiers
modulo p & Paide des entiers 0, L, ..., #—1T qui les représentent. Par exemple,
on représente les éléments de Z/6Z & Vaide des entiers 0, 1, 2, 3, 4, 5; quand
on parle de I'élément 4 de 7)6Z, ccla signific qu'on parle de « la classe de
l’entier 4 pour la congruence modulo 6 », ou encore de « I'ensemble des
nombres de la forme 6a + 4 ». Avec ces conventions de langage, Uapplication
canonique de T sur T pZ consiste & associer & chaque entier rationnel le reste de sa division

par p.
Exemple 1o, Dans le cas de I’ Exemple 5 du n® 1, 'ensemble quotient se note
R/2zZ, .

et ses éléments s'appellent les nombres réels modulo 2x. Un nombre réel modulo
am est donc un ensemble de nombres réels —a savoir tous ceux qui se déduisent
Jd'un nombre réel donné par addition d'un multiple quelconque de 2m. Il est
clair que la mesure d'un angle est précisément un nombre réel modulo 27
(et non pas un nombre réel usuel},

Exemple 11. Dans U’ Exemple 7 du n® 1, les classes sont les droites paralléles a D,
et I'ensemble quotient est I'ensemble des droites paralleles a D.

8. Fonctions définies sur un ensemble quotient (*)

Le résultat que voici est trés utile :

Tiforime 2. Soient E un ensemble, R une relation d’équivalence sur B, p P application
canonique de £ sur E[R, et f une application de E dans un ensemble X. Les propriéiés suivantes
sont dquivalentes:
a) la relation x =y (mod R} implique f (x) = F(»);
by il existe une application
F: ER=X

telle que f — f o p.

Si ces conditions sont vérifiées, U'application T est unique; pour quelle soit injective 1l faut
et il suffit que les relations x = y (mod R) et f (x) = f () soient dquivalentes; pour qu'elle

soit surjective il faut et il suffit que f le sott.
Daprés le Théoréme 1 du § 2, une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

(*) Les résullats do ce n® ne seront pis indispensables avant le § a0,

LLA SRl ase=m o T T T
existe une application f satisfaisant & la condition de I'énoncé est que la relation

p(x) = p(y) implique la relation f (¥) = f(); or la relation p(x) = p(y) équivaut
3 la relation x = y (mod R); les proprittés a) et b) sont donc bien équivalentes.

L'unicité de f provient de ce que p est surjective; supposens en effet trouvées
deux applications g et A telles que f=go p=hop; pour tout xeE on a alors
g(plx)) = A(p(x)}); donc g et h coincident sur I'image p(E), i.e. sur E/R, d’ot g =4
comme annonce,

On a f(E) = F(p(E)) = F(E/R), de sorte que f est surjective si et seulement si f
I'est. Pour que application f soit injective, il faut et il suffit, puisque tout élément
de E'R est de la forme p(z), que la relation

Fiplx)) = Fp(») implique p(x) = p(2)

autrement dit que f (x) = f () implique x =y (mod R), ce qui achive la démons-
tration,

Le résultat suivant, analogue au Théoréme précédent maisun peu plus compliqué,
est fondamental quand on désire définir des opérations algébriques sur les éléments
«'un ensemble quotient :

Tutorkme 3. Soient X, Y, Z trais ensembles, R, 8, T des relations d>équivalence sur ces
ensembles, et f une application de X <Y dans Z. Désignons par x - %, y—~+3F el 22
les applications canoniques de X, Y et Z sur XI/R, Y/S et Z|T. Les assertions suivantes sont
dquivalentes:

a) les relations
5 =x" (mod R] et y =" (mod8)
impliquent la relation '
fl )= "y (mod T);
) il existe une application
F:(X/R) x (Yf8) = Z/T
telle que Pon ait
f{f: j‘;' :f (xa .ﬂ
guely que soient xe X et ye Y.
St cos conditions sont vérifides, Papplication J est unique.
Considérons Papplication # : X X Y = 2Z/T donneée par
u(x, ) =F ()5
e érons d’autre part Papplication 3 X x Y = (X/R) x (Y/S) donnée par
v(x, ) = (% 3);

\il sevient A comstruire une application F: (X/R) % (¥/8) — Z|T telle que l'on
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ait « = F o v; pour cela, on applique le Théoréme 1 du § 2 : f existe si et seulement
it la relation

o(x', »') = v(x",»")  implique u(x', ) = u(x", ")}

or la premiére relation s’écrit &' = et =JF, e

x' = x" (mod R) ety =y" (mod S),

el la seconde
a3y =f(x",3") (mod T);

le Théoreme 1 du § 2 montre donc bien PPéquivalence des conditions a) et b) de
I'énonceé.

il existe une application f possédantla propriété cherchée, cette application
est unique parce que © est évidemment surjective. Ceci termine la démonstration.

Exemple 12. Prenons X = Y — Z = Z, ensernble des entiers rationnels, et
pour R, S et Tla relation de congruence modulo p, ot f est un entier non nul
donné. Considérons les applications f, g: Z X Z — Z données par

f(-’-'}}') =x 4 1

la condition a} du Théoréme 3 est vérifiée par f et par g; pour le voir, on doit
vérifier que les relations

glx, ) = x;

¥ =x' (mod p) et y =y" (mod p)
impliquent
¥ 43 =a" 4y (mod p} et ¥y =x"3" (mod p),
ce qui est clair en vertu des identités
( +3) — (" =) = (=) = O =0,
¥y —x g = (=Y A

On pent donc appliquer le Théoréme 3 & f et & g, autrement dit il existe
des applications

F.g: (Z/pZ) = (ZPE) — ZipZ
qui sont caractérisées par les propriétés suivantes : étant donnés des élé-
ments B ety de ZipZ, représentés par des entiers rationnels x et y (de sorte
(III.‘I]'lI il
£ X, T, ¥
avee les notations du Théoréme g), alors T, ) et g5, n) sont représentés

par x - y et &y, dont les classes modulo p ne dépendent done que des classes
de x et ¥y modulo p, et non du cholx de x et y dans les classes § ety considérées,

ENTIERS MULLILLY

Dans la pratique, en écrit

}(E;TI} =E_.'ri=

et on dit que I+ n et &y sont la somme et le produit des éléments § ct v de ZJpZ.
Si l'on désigne par 6 application canonique de Z sur Z/pZ, on voit donc que

I'addition et la multiplication des entiers modulo p sont définies de telle sorte
que I'on ait les relations

gk ) =i

Blx = y) = olx) + 85

quels que sotent z, y € Z.

Pratiquemnent, laddition et la multiplication dans ZjpZ sc calculent
comme suit : on représente les entiers modulo p par les entiers ordinaires
0, 1,...s p— 1 (cf. Exemple g); si des classes module p sont représentées par
des entiers x et y {compris entre o et p — 1}, la somme et Ie produit de ces
classes seront alors représentées par les restes des divisions de x + 3 et xy
par fr.

‘:.#'rlaici par exemple les « tables d’addition et de multiplication » des entiers
modulo 5 3

B(xy) = 6(x)6()

| |
v |1z | 3 4 o 1| 2 3 '; 4
) - | | ! 5
| | . | l '
o [ I z 3 4 a O o o o | o
|
— —— —— —I I _l__ e
e 3 4 | o T 0 1 2 | 3 | 4
LS - S Y PE—— B
| |
I 4 o 1 2 o 2 | 4 ro| 3
| I |
i ' |
1 i 0 1 2 ) a | 3 | 1 4 2
. o _ _ | |
: ! | B
b 1 2 3 4 o 4 3 2 | 0

Uine formule telle que 2.5 = 1 signifie bien entendu que
2.3 =1 (mod 5).
e oo le plus simple (4 part p = 1] est celui oit p =2; on a alors deux

awsen, qu'il s'impose dappeler « pair » et « impair », et les régles de caleul
ot alors donntes par les formules suivantes

pair | pair yair pair x pair = pair

pair | impaic o impair  pair X impair == impair
[LLATREN) bopraar . |.I1ilh!|.1' l:ll'l]')'n'l.l'[' > PE\I}' . = Pal‘r‘ .
fmpair | impaie o par impair ® impair = impair.
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1} est patrfaitement utopique d'espérer apprendre des Mathématiques, si €lémentaires ou
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Execreices.

Les Exercices guon trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numériques des théories expostes dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technigue du calcul sans résoudre unc partie appréciable
des Exercices de ce genre, D'autres apportent au texte des compléments théoriques élémen:
taires; on les étudiant, le lecteur s'habituera 4 manipuler le langage et les modes do
raisonmements utilisés dans le texie; ceux de ces Exercices qui ne sont pas trés Taciles sont
précédés d'un signe . Fnfin, la derniére caségoric est constituée par des Exercices qul
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants déia avancés qui s’intéressent vraiment aux Mathématinues; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes .

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulerment & s convaincre, & I'aide d’un « brouillon » fait & la hate, du fait quon en o i peu
prés compris 1a solution: si cette méthode est admissible pour les Excrcices de caleul numérigue,
i1 faut par contre s'efforeer de rédiger intégralement les Exercices plus théoriques, ot I'on doit
construire de véritables démonstratians. De cette fagon, et uniquement de cette fagor,
Pétudiant parviendra & acquérir un langage clair et correct, eLa utiliser les termes techniquen
dans leur sens propre, ce qui, £o AMathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
dun sujet.



§ 4

1. On appelle partition d'un ensemble X toute famille (A)iex drensemnbles non vides, deux
& deux disjoints, ayant Pensemmble X pour réunion. ftant dennde une telle partition, on ATILIE
dére la relation

ilexiste un fel tel que xeA; et yei

entre éléments x, ¥ de X. Montrer que celle-ci est une relation d’équivalence, dont on contiriira
les classes et 'ensemble quotient. Montrer que toute relation d’éguivalence sur X paul
s'ohtenir de la fagon précédente.

9. Soient R et S des relations d'équivalence sur des ensembles X ct Y. Si (x', ') ot (8% )
sont des éléments de X = ¥, on désigne par T, 0 7 3 la conjonction des reliticis
Rix, x| etS}y, 47| ; montrer que T est une relation d’équivalence sur X » Y, Clonatyiire
le graphe de T en fonction des graphes de R et 3. Définir une bijection « canonigue » il
quotient de X ¥ par T sur ensemble produit (X/R) x (¥/8).

wlontrer, en utilisant ces résultate, que le Théoreme 3 du § 4 est un cas Priil uller il
Théareme 2.

3. Etant donnés, dans un plan rapporté & deux axes de coordonnées roctnngulalies, Huiin
points P’ et P de coordonnées (x', ") et {«", ") Tespectivement, on pote TV, 1| T relabhon
&y = x"y". Montrer que Cest une relation d’équivalence dans le plan, ef e COREIES Ik
classes d'équivalence.

On désigne maintenant par 3 {P', P"| la relation
(y —y) et (@0

Est-ce encore une relation d’équivalence?

4, Scient A un ensemble et B une partie de A. On note R} X, Y | larelation Xn n-Ynh
Maontrer que c’est une relation d’équivalence sur 'enscmble Z(A) et construire une hijeotion
de ensemble £{A)/R sur ensemble £ (B).

B. Construire los tables d’addition et de multiplication des entiers moclulo 17,

B, Soit I 'espace usuel {considéré comme ensemble de points). On choiit un paint € une
fois pour toutes, et étant donnés den points P, P* onnote R | P lacrelation

lea points O P et 17 sont alignds,
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Iist-ce une relation d’équivalence sur E? On note E* T'ensemble des points PeE autres
fue O, de sorte que E¥ = E — { O] ; montrer que R est une relation d'équivalence sur E*
et déterminer les classes d’équivalence correspondantes (l'ensemble quotient E*/R s’appelle
le plan projectif].

7. Soit X Pensemble de toutes les applications de R dans R (fonctions d'une variable réelle ¢,
définies quel que soit ¢, et & valeurs réelles), Etant donmés deux éléments x, y de X, on désigne
par R} x, 3| larelation

il existe un nombre ¢ = 0 tel que Von ait  x(#) = »(1) pour || =< e

Montrer que R est une relation d'équivalence sur X.

#, Soit X Pensemble de toutes les applications de R dans R; on choisit dans ce qui suit un
entier n 7z 0. Btant données des fonctions x, y & X, on désigne par R1x, y] la relation
11_,31-"_(&?_(!2 =0
t=0 [

{qu'on éerit habituellement sous 1a forme

() —p(t) = (i pour ¢ 0).

Maontrer que R est une relation d’équivalence sur X.

9. Soient X et Y deux ensembles, R et S des relations d’équivalence sur X etY, et fune appli-
cation de X dans Y. On considére le diagramme
x4,
I
I s

X/R Y/S

oin fr et g désignent les applications canoniques de X et Y sur leurs quotients. Montrer que les
deux propriétés suivantes sont équivalentes ¢ (i) il existe une application

FiX/R —+Y[S
telle gue
fobp=4q°f
{i1) quels que soient ¥, x"€ X, la relation
¥ = %" (mod R) implique  f{x") = f(+") (mod S).

Montrer de plus que, si la condition (if) est vérifide, il existe une seule applia:a.lionfsatisfaisant
wolr).

Exemple : on prend X = Y Z, ens=mble des entiers rationnels; on prend pour R la rela-
tion de congruenee modualo et pour S la relation de congruence modulo s (ol r et 5 sont des
entiers non nuls donnés) s enfin on prend pour f 'application identique de X dans Y. Dans
quel cas le réaultat précddent s'applique-t-il ?

10, Soit K un schéma simplicial (§ 9, fxercice 5]} on suppose que toute partie A un élément
do K soit un simplexe de K, Ttant donnés deux éldments x ety ile K, on désigne par R | x, |

§ 4 EXEERCICGES

la relation suivante : il existe un entier # > 0 et des sommets
Lp=2% Zp b =J

de K tels que Pensemble § z, z3;] soit un simplexe de K pour tout i tel que 0. i<
Montrer que R est une relation d’équivalence sur Pensemble K. [Les classes modulo IIR
s’appellent les composantes connexes du schéma simplicial K; on dit que K est connexe s il

posséde une scule composante connexe.]



