§ 36. Formes hermitiennes

Dans tout ce §, on désigne par K un corps commutatif, et on suppose qu’on s'ent
donné une fois pour toutes une application de K dans K, notée

A b A¥,

et possédant les propriétés suivantes : c’est un homomorphisme, autrement dit on a
les identités

(I) (1+P')* =¥ +I“'*’ ()‘P‘)* :l*f**: ¥ = I,

et en outre on a
(2) *)* =2

une telle application s’appelle une involution dans K. Ce n’est autre qu’un automors
phisme du corps K dont le carré est 'automorphisme identique.
Les exemnples élémentaires les plus importants sont les suivants :

Exemple 1 (cas orthogonal réel). On prend K = R ¢t 3* = ) pour tout re K,

Exemple 2 (cas orthogonal complexe). On prend K = Cet A* = X pour tout A @ K,

Exemple 3 (eas hermitien complexe). On prend K == € et A\* = ) poul toul
re K,

Mais il y a beaucoup d’autres situations possibles.

Exemple 4. On prend K« Q [Vd| ot d est un entier rationnel qui n'est i
un eared parlait (§ 9) et on pose

(@ - WWd)¥ w a— bd

quels que solont a, b & Q,
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1. Formes sesquilinéaires, formes hermitiennes

Solt I, un espace vectoriel sur le corps K. On appelle forme sesquilinéaire sur L
(relutivement & Pinvolution donnée sur K) toute application

f:LxL—-K

vérifiant les deux conditions que voici :
(8O 1) : Pour tout y € L, Papplication x — f (x, p) de L dans K est lintaire.

(N 2) : Pour tout x & L, Papplicationy — f (x, y)* de L dans K est linéatre.
On peut remplacer ces axiomes par les identités que voici :

S ) =F,0) + ) ) =3f(x)
J‘.(x:y’ + ") =f(x,_3”) +f(x:}'ﬁ): f(xs l.?) = 1*-f(x:}')

I,orque Pinvolution choisie sur K est I'identité, on retrouve évidemment les formes
bilindnires du § 21.
On it qu'une forme sesquilinéaire f est hermitienne si I'on a

(4) S (%) =f(y x)*
(quels que soient ¥, ye L; on a alors, en particulier,
(1) S (x x)* = f (%, x);

Ao le cas hermitien complexe (Exemple 3), le nombre f(x, x) est donc toujours
rdol puinquil est égal & son conjugue.
81 involution choisie sur K est I'idéntité, la relation (3) s’écrit

(h) S (%) =f(»%);

on dit nlors que fest une forme bilinéaire symétrique sur L.

Fixemple 5. 11 est facile de construire toutes les formes sesquilinéaires sur L
lovsque I est de dimension finie sur K. Choisissons pour cela une base (@), <ign
de 1 et soient

= Yha, © y=Xna
denx vectears de L, Comme Pexpression
S(x) = [ (% )
ent une forme lindaire en x, d'apres (SQ, ), il vient
S ) S Bka) o MkeSy(a) = NS (e 2)5

mals comime
() w f (i, 2)*
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est une forme linéaire en » d’aprés (SQ),,), il vient

Slayn)* = filZmm) = Zmﬁ(% = me(ﬂb a)*

et en prenant le * de chaque membre on voit, en tenant compte de (1) et (2),
que

-
Sla,y) = %Jf(ah a)n*;

portant dans I’expression trouvée plus haut pour f (x, y) il vient évidemment

(6) S = ;asﬁ:m* ot wy=f(asa)

Il est immédiat de vérifier qu'inversement, quels que soient les «yekK, la
fonction f définie par (6) est une forme sesquilinéaire sur L.

Exemple 6, Supposons j hermitienne dans I’ Exemple 5; il vient alors
ap = f (@), a} = f(a, a)* = ai/*;

inversement, la relation
7 aj = oy
implique

f(#3) = Dufm* = To*n 6 = (Tamf*)* =1 (2 0)*
et caractérise donc les formes hermitiennes.
. Lorsqu’on a choisi involution identique sur K, la relation (7) se réduit
a
(8) ) = iy

et caractérise alors les formes bilinéaires symdfriques sur L.,

Exemple 7. Plagons-nous dans le cas orthogonal réel (Exemple 3) et prenons
our L Uespace vectoriel des vecteurs d’origine donnée 0 dans Pespace usuel )
e produit scalaire (§ 21, Ixemple 3)

S (% 2) = (%))

est une forme bilinéaire symétrique sur L,

-

Tivemple 8, Dans In théorie de In Relativité, on wiilise In forme bilinéaire Hymfs
trigque sur B donnde par

F(vy ) == Bng o Byng o Byng == okgng
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ol ¢ est la vitesse de la lumiére, On Pappelle la forme de Lorentz; il s’agit bien
entendu du cas orthogonal réel. '

lixemple 9. Dans le cas hermitien complexe, prenons pour L 'espace vectoriel
formé par les fonctions x(¢) 4 valeurs complexes qui sont définies et continues
dans intervalle o < ¢t < 1; alors la formule

a2

Floy) = [ #0s0a

L1}

(léfinit une forme sesquilinéaire hermitienne sur L (laquelle joue un réle
important en Analyse, notamment dans la théorie des séries de Fourier), On
pourrait prendre aussi

£y = [f 500500 s, 1ydsd

oft K(s, ¢) est une fonction définie et continue dans le carré 0 <Cs, ¢ 1,
¢t choisic une fois pour toutes; I’expression obtenue est une forme sesqui-
lindaire sur L, et est hermitienne si et seulement si la fonction K vérifie

Kt s} = K(s, ¢)
quels que soient s, £,

Les méthodes purement algébriques développées dans ce § ne permettent
lmN (’élablir des propriétés non triviales des formes définies dans cet Exemple :
eur étude détaillée exige Pemploi de méthodes analytiques inspirées des
connidérations du présent §, mais beaucoup plus compliquées que celles-ci,
ol est en grande partie & Porigine de 1’Analyse Fonctionnelle (théorie des
eapaces de Hilbert).

Solent I, un espace vectoriel de dimension finie sur K et f une forme sesquili-
ndadre vur 1L, Bitant donnée une base (@} <ica de L, les scalaires

wj = f(a a;)

figueant dans la formule (6) sappellent les eoefficients de f par rapport & la base
conuldérde, et ln matrice carrée
(%‘)1.«;4‘.}.@
n'ippelle e matrloo de f par rapport & Ia base en question.
On it gpiune matrice carrde
A (a!j)l.'.’.{,j-‘_.n

A coellicients dang K est hormitfonne (relativement a Pinvolution considérée sur Kj
lorncue wen coellicients vérifient la relation (7) ci-dessus. Lorsque Pinvolution choisie
nur 16 ent Pidentité, e, lorsgue

0y iy

on A que ln matrice A est symotriquo.

Remargue 1, On appelle matrioo hormitlonno somploxe une mateice hermitienne
dans Lo can hevmitlen complexe (Zxemple 4), aatrement dit une matrice carrde
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(i} & coefficients complexes telle que
Gji = &y
quels que soient ¢, j. D’une maniére générale, lorsque K = C et qu’on emploie

Ia terminologie « hermitienne » sans préciser davantage, il est toujours souse
entendu qu’on cheisit sur € I'involution

Y

passage a 'imaginaire conjugué.

2. Formes non dégénérées

Soient L un espace vectoriel sur K et f une forme sesquilinéaire sur L. Pour (out
yeL, la fonction

(9) Hx) =1(%2)

est une forme linéaire sur L d’aprés (SQ 1) : par suite, f définit une application

(10) Firef

de L dans son dual L* (§ 16, n° 1}. Quels que soient v, 3, ze L on a

Jee®) =S (0,3 + 2) =S(%9) +f(x 2) =Lx) + L%,
donc
Sowe =15 + f

ou, si I'on préfere,

(11) Flo+2) =10 +1);
on a d’autre part
Solx) =S (% ) =05 f(x, ) = . filx)

et par suite

(12) F0) =2 f(5)

quels que soient Ae K ¢t ye L. Si involution choisie sur K est application idens
.2 aQ ) ¥ e HH H el o . Hl i
tique (cas des formes bilindaires), on voit donc que f est un homomorphisme de
Pespace vectoriel L dans Pespace vectoriel L*, Dans le eas général il n’en est plus
de méme, ct on exprime les relations (11) et (12) en disant que l‘n.]:||lia'.:||inl|ft|r-
L dans son dual est somi=lnéatro, Iin dimension finie, les applications semislinénlron
possédent, & des modificntions trivinles prés, lew mémes propri¢tés que les appliens
tions linénire,

Le noyau de /) enemble des ye L, tely que Py w0, ent numl Pensemble den
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y & L tels que Pon ait
(19) f (%3 =0 pourtoutxeL.

On dit que la forme sesquilinéaire £ est non dégénérée si (13) implique y = 0, autre-
ment dit si Papplication f de L dans son dual est injective.

Trforime 1. Soient L un espace vectoriel de dimension finie sur K, f une forme sesquilinéaire
sir L, et A = (w;) la matrice de f par rapport & une base de L. Les propriéiés suivantes sont
dyrivalentos
a) t La relation

f(x,3 =0 pourtoutxeL
implique p = 0.

by 1 La relation
f(x,3) =0 pourtoutyeL
impligue x = (, '

) ¢ La malrice A est inversible, 1.e. on a

dét(ay) # O.

d) o L'application fde L dans son dual est bijective, autrement dit, pour toute forme linéaire
w sy Ly il existe un et un seul y e L tel que Uon ait

u(x) = f(x,y) pour tout xeL.

Utilisant les notations de I’ Exemple 5, les p tels que f (x, y) = 0 pour tout x sont
évidemment les solutions du systéme d’équations

« 1
(14) ijm* —0 (i <i<n),

ot len v tels que f(x, ) = 0 pour tout y sont les solutions du systéme d’équations

Sio0 (ese
(1) Lioghi =0 (r<j<n);
]
dinn In propriété d), si Pon pose ua(a) = v, tout revient & déterminer y de telle
norte que £ (a, ») v pour tout 4, i.e. & résoudre le systéme d’équations

. N .

(10) ;.?Jﬂrmf* v (1Zi<ln).

Cloet ity d) signifie que le systéme (16) posstcde une et une seule solution quels que
solent les weconds membres; Péquivalence avee ¢), et avee a) qui exprime que le
nyntdme (14) n'admet que la wolution trivinle, résulte done du § 2o, T'héordme 2, Par
allleurs, 4) wlgnifle que (15) n'a que o solution triviale, done que T matrice (o)
ent Inversible, ot comme cellesol ont In tranuponde de Ta matrles (ug) on volt que b)
ol o) sont daulvalentes, oo qul nohbve la ddmonntration,
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Remarque 2. Comme a) signific que le noyau de f est nul, I'équivalence des
propriétés a) et d) résulte aussi du § 19, Corollaire 1 du Théoréme 15 (lequel
s’étend trivialement aux applications semi-linéaires).

Exemple 10. La forme de Lorentz (Exemple 8) est non dégénérée car sa matrice
par rapport a la base canonique de R? est

1 0 0 O
01 0 0
0 01 0
00 0 —¢

et est donc inversible puisque ¢ n’est pas nulle.

3. Adjoint d’un homomorphisie

Soient L et M deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, et fet g deux formen
sesquilinéaires non dégénérées sur L et M respectivement.
Soit 4 un keémomorphisme de L dans M, et considérons I’expression

g(u(x), y) pourxel, yeM;

pour yM donné; c’est évidemment une forme linéaire en xeL, et par suite lo
Théoréme 1, 4) montre que pour chaque y e M il existe un et un seul 3’ e L tel que

I'on ait
g(u(x), ») = f(x,»") pour tout xeL;
en posant »' = u*{ y) on définit une application
¥ :M—>L
et on a, par conséquent, la relation

(17) Flxu*(y) = g(ulx), ) quels que soient xeL, ye M.

L’application u* est {findaire comme u; en effet, quels que soient y, ze M, on a

S w*(y 4 2)) = glu(x), » + 2) = g(u(x), y) + glu(x), 2)
=S (% w*()) A S (% w*(z)) =S (% u*(y) 4 w¥(@2))

d’olt la relation u*( y - 2) = w*(y) - w*(2); de méme, on a
S (% @ () = g(@(x), Ap) = Wg(u(a), ) = WS w(0) S (et ()

ce qui montre que v*(3 y) ~ a*( ) et prouve notre assertion.
L'homomorphisme

u* i M 1L
défind par (19) w'appelle Madjoint do 1I'homomorphisme

il lios M
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par rapport aux formes fet g. Dans le cas particulier ot L = M, f = g, on dit que u*
onl I'ndjoint de # par rapport a i

A la notion d’adjoint d’un homomorphisme correspond celle d’adjointe d’une
matrice, Dans ce qui précede, supposons que L admette une base (a;), <, <, par rapport
A Inquelle Pexpression de f'soit

Y|
f(xsy) = Z Ele[*s
1£igp

¢t que M admette de méme une base (4;), <;<, par rapport & laquelle Pexpression de
o HOIL

gz, t) = Z Lei*,
lgjsq
enlin noient
A= (“U)léiép. 1i45q

B = ($idr<icq, 1202

len mntrices de u et u* par rapport aux bases considérées, Prenons des vecteurs
Xo= MEa, ¥y = Ymbj;
O Al
ulx) = Xoufib;,  w*(y) = Spima,
OF i ale
g(u(x), 3) = Yaifon*
S u¥ () = XEit*n;

ferivant que les résultats obtenus sont égaux quels que solent x et p il vient donc la

relation

Ba* = w;
L encore

Bi = aij*,
Cnenorte que B Yobtient en transformant par Uinvolution de K los termes de la matrice ‘A
ramsporde de A. One dit que B est adjointe de la matrice A par rapport 4 I'involution
duntde, et on derii

B A
(toutelom, lorsque Pinvolution choisie sur K est Papplication identique, par exemple
dinn Te cow orthoponal réel ou orthogonal complexe, on dit transposée au lieu d’ad-
folntey et on wtilise Ta notation habiwelle

‘A

i Hen de A*),

' exemiple, dans le cas hermitien complexe, 'adjoinio d'uno matrico comploxe
A n'ent ntre que

AN s 1A

ramponde de tn matriee imaglinaire conjugude de A,
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Remarque 3. Il est possible de calculer la matrice de u* en fonction de la matrice
de « sans faire d’hypothéses sur les bases choisies dans L et M (le calcul précé-
dent suppose que les bases sont « orthonormales » pour f et g comme on le
verra plus loin), Voir Exercice 11.

~ Les regles de calcul sur les matrices adjointes sont analogues 4 celles concernant
les matrices transposées — de fagon précise, on a les relations

(A4 B)* = A* 4 B*,  (BA)* — A*A*%
(AB)* = B*A*, 1 r:k = 1!\:
(A¥)* = A;

pour les obtenir, on écrit les formules relatives aux transposées (§ 16, Théoréme 4),
puis on transforme les résultats obtenus par I'automorphisme

A A¥
de K.

On peut aussi prouver des formules analogues concernant les homomorphismes
eux-mémes. Si par exemple « et » sont deux homomorphismes de L dans M, on a

évidemment
' (M po)* = py* o pxy*

quels que soient les scalaires X et . Si L, M, N sont trois espaces vectoriels de dimen-
sion finie sur X, munis de formes sesquilinéaires non dégénérées f, g, h, ct si l'on
des homomorphismes  : L — M et v : M — N, alors on a de méme la formule

' (0o u)* = u* o p*,;
en effet, posant » o v = w il vient
S (5 w*(2)) = h(w(x), 2) = h(o(u(x)), 2) = gu(x), v%(2)) = f (x, w*(v*()),

d’ol1 le résultat cherché.

La formule « évidente »
(w¥)* =
3

ol « est un homomorphisme de L dans M, n’est par contre valable que si fet g voni
hermitiennes. Posons en effet #* = »; adjoint de cet homomorphisme de M danw 1,
est alors donné par la relation (17) dans laquelle on doit remplacer f/ par g, g par f,
u par », autrement dit par la relation

802, v¥ () = (0( ), %);
si fest hermitienne, le sécond membre 'éerit encore
S G o)) S Gy ()% (u(x), )
@aprey (17); si de plus g est hermitienne, il vient done finalement
B 0% () (o uly))

d'ofr le védaultnt chorché, h savole quo % < unl o = u*,
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4, Orthogonalité par rapport & une forme hermitienne non dégénérée

Soit fune forme hermitienne sur un espace vectoriel L sur K. On dit que deux vecteurs
x, » € L sont erthogonaux par rapport 4 f'si

.\.Ak, bo =0;

dans le cas de I'Exemple 7 on retrouve la notion usuelle, puisque (x| »), étant le pro-
duit des longueurs de x ct y par le cosinus de leur angle, ne peut étre nul que si
I'un des vecteurs est nul, ou bien si cet angle est multiple de =/2.

Si x et » sont orthogonaux, on a

(r7) S 4y x4+ =72 +F(2

car dans tous les cas on a

\.Ab + % ..TV.V ”.\.AR. kv l_l.\.ﬁk\.bb IT,\.A.QH kv Lﬁ..\.mbﬁ.%v
=Sl + )+ &0+ (00)

puiscue f est hermitienne. Dans le cas de I’Exemple 7, la relation précédente signifie
que le carré de la longueur de x -+ 3 est la somme des carrés des longueurs de x et
de y, autrement dit se réduit au théoréme de Pythagore. . _

Soit maintenant M un sous-espace vectoriel de L; on appelle orthogonal de M par
rapport a f Iensemble, noté généralement

ML,

des ¥e L qui sont orthogonaux 4 fout ye M. D’aprés (SQ,,), c’est un sous-espace
vectoricl de L, Dans le cas de I’ Exemple 7, si M est une droite (resp. un plan) passant
par P'origine, alors ML est le plan (resp. la droite} perpendiculaire & M et passant
par l'origine,

On a toujours

(18) _ M e (ML,

enr le second membre est formé des z e L orthogonaux & tous les y e ML, et comme
cenx-ci sont orthogonaux aux xe M il est clair que tout xe M est dans le second
membre de la relation (18},

Trtorkme 2. Soit f une forme hermitienne non dégénérée sur un espace vectortel L de dimension
Sinte sur 1<; on a alors

(ML) = M

pour tont sous-espace veetoriel M. de 1.,

I suflit d'éeabliv Pinelusion opposée & (18), i.e. de prouver que tout & a (ML}L
appartient & M; pour cela, il suflit (§ 19, 'T'héordme 3) de montrer que si une forme
lindaire u sur L est nulle sur M, alors u(g) = 0, Or, d'aprén le Théordme 1, ), on

n° 4 ORTHOGONALITE

peut écrire .
ux) = f(x, »)

pour un yeL; Phypothése que u est nulle sur M signifie que y & M, §
u(z) = 0, i.e. que f(2, y) = 0, résulte alors trivialement de ['lyjiil
orthogonal & ML, ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 3. Soient M et N des sous-espaces vectoriels de L. Dans las fyputhbiss
2, on a les relations .

SE+22) =1 (%2 +(n )

la premiére relation est immédiate. Pour obtenir la seconde, ui |
par M! et NL dans la premiére; il vient alors

(ML + NLL = (ML)Ln (NL = M AN

d’aprés le Théoréme 2, et en appliquant le Théoréme & A HUUVERI ,
relation cherchée. :

THEOREME 4. Soit f une forme hermitienne non dégéndrde sur un sipiee Wehiist
sion finie sur K. On a alors 1

dim (M) 4 dim (M) = dim (L) .

Dpour tout sous-espace vectoriel M de L. o
On sait que, si M? désigne I’orthogonal de M dans le dual 1% di 1 _ii
des formes linéaires x sur L qui vérifient

(19) u(x) =0 pourtoutxa M,

ona
dim (M} + dim (M?°) = dim (L)

(§ 19, Théoréme g). Tout revient donc & montrer que ML et MO ol la s st
sion. Or, étant donnée une forme lindaire wsur L, il existe un y L ot i sl ¢ e
réme 1) tel que Pon ait w(x) = £ (¥, y) pour tout x & L, et dvidammont In pelatiog (1
bquivaut A y @ ML; il g'ensuit que Papplication fdu no o applique MY s MY 6
suite qu'il existe une application semi=linénire et bijective do M4 gur MY weg il
espaces vectoriels ont done bien méme dimension, co qul achbve [n démansiiah

Trdortm 5, Soit f une forme hevmitionne sur un aspace vectoriel L de dimenitun futs 1w
Litant donnd un soussespace M de L, ey propridids sutvantes sont dguivalentes |

a) OnaMn ML s (),
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4, Orthogonalité par rapport & une forme hermitienne non dégénérée

Soit f une forme hermitienne sur un espace vectoriel L sur K, On dit que deux vecteurs
A, y € L sont orthogonaux par rapport 2 f'si

S(x 2 =0;

dany le cas de ’Exemple 7 on retrouve la notion usuelle, puisque (x| ), étant le pro-
cluit des longueurs de x et y par le cosinus de leur angle, ne peut étre nul que si
I'un des vecteurs est nul, ou bien si cet angle est multiple de =/fz.

Si a et » sont orthogonaux, on a

(17) FACE B )] =f(x, x) + (3 )

cnr ¢ans tous les cas on a

Syt =%+ () +F(0%+ ()
:f(xs x) 'Jf'f(x:)’) +f(x’}’)* +f(J’,.J') .

puisque f est hermitienne. Dans le cas de I'Exemple 7, la relation précédente signifie
que le carré de la longueur de x + y est la somme des carrés des longueurs de x et
dle p, autrement dit se réduit au théoréme de Pythagore.

Soit maintenant M un sous-espace vectoriel de L; on appelle orthogonal de M par
rapport & _f Pensemble, noté généralement

ML,

des xe L qui sont orthogonaux & fout ye M. D’aprés (SQ ,), c’est un sous-espace
vectoriel de L. Dans le cas de 1’ Exemple 7, si M est une droite (resp. un plan) passant
pir Porigine, alors Mt est le plan (resp. la droite) perpendiculaire 3 M et passant
par Porigine,

On a toujours

(18) M c (M4,

car le second membre est formé des ze L. orthogonaux 4 tous les y & ML, et comme
cenx-ci sont orthogonaux aux xeM il est clair que tout xe M est dans le second
membre de la relation (18).

Tinorime 2. Soit f une forme hermitienne non dégénérée sur un espace vectoriel L de dimension
Sinda sur K on a alors
(MUL =M

pour tout sous-espace vecloriel M de 1.,

I wutlit établiv Pinclusion opposée & (18), i.e. de prouver que tout z e (ML)L
appartient & M; pour cela, il suflit (§ g, Théoréme g) de montrer que si une forme
linénire w sur Loent nulle sur M, alors u(z) = 0, Or, d*aprén le Théordme 1, d), on

n° 4 ORTHOGONALITE

peut écrire

u(x) =f(x

pour un ye L; I'hypothése que u est nulle sur M signifie que y o ML, uf i i
u(z) = 0, i.e. que f(z, ) = 0, résulte alors trivialement de l'hypllbilhl i .
orthogonal & MY, ce qui achéve la démonstration.

TrborEME 3. Soient M et N des sous-espaces vectoriels de L. Dany los hypothdist i
2, on a les relations

(M 4+ Nt =MLaNL;  (MaN)L e ME o N4
Comme M -+ N se compose des x + y ot xe M et ya N, ol coming
S +32) =Ff(x2) +F(»2),

la premiére relation est immédiate. Pour obtenir la seconde, on remmplass "
par ML et N{ dans la premiére; il vient alors ¥

(ML 4 NOL = (ML)Ln (N4)L = MnN

d’aprés le Théoréme 2, et en appliquant le Théortme 2 & nouvent an WHE
relation cherchée.

THEOREME 4. Soit £ une forme hermitienne non dégénérde sur un espace veolorial 1y ‘ i
ston finte sur K. On a alors

dim (M) + dim (ML) = dim (L)

pour tout sous-espace vectoriel M de L. )
On sait que, si MO désigne orthogonal de M dans le dual L* de L [s iy

des formes linéaires # sur L qui vérifient
(19) u(x) = 0 pour tout x e M,

ona
dim (M) - dim (M?) = dim (L)

(§ 19, Théoréme g). Tout revient done & montrer que ML et MO ont In wibis i
sion. Or, étant donnée une forme linéaire u sur L, il existe un pe Lot un sl { Thii
réme 1) tel que Pon ait u(x) = £ (x, ) pour tout x @ L, et évidemment ln relatiun (1)
équivaut & y @ M4, il g’ ensuit que Papplication S no g applique ML aur MY, 8 LT
suite qu’il existe une application semi-linéaire et bijective de ML fur M8 o ilenn
espaces vectoriels ont done bien méme dimension, ce qui achéve ln :Iﬂnmmlruilnu

Trkowdme 5. Soit [ une forme hermitienne sur un espace vectoriel 1 de dimension fide sue %
Btant donnd un soussespace M da L, los propridids suivantes sont dguivalonies |

a) Ona Mn ML w0,
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h) La restriction de f & M est une forme hermitienne non dégénérée sur M.
) L espace Lo est somme directe des sous-espaces M et ML, L.e. tout x = L s’écrit d’une fagon
et d'une seule sous la forme

x=p-4 ¢z avec yeM et zeML

St de plus fest non dégéndrée, les conditions précédentes sont encore équivalentes & la suivante :

d) Llespace 1. est somme des sous-espace M et ML, ie. tout xeL s'écrit d’une fagon
i moins sous la forme

x=49-+2z avec yeM et zeM,

Pour démontrer ce Théoréme, notons d’abord que les v&e M n ML sont les xe M

(ui vérilient :
Sx, 3 =10 pour tout yeM;
I'équivalence des conditions a) et 4) est donc claire. Il est non moins évident que la
condition ¢), i.e. la relation
L = MgM-,

implique a). Pour achever de montrer 'équivalence des conditions &), &) et ¢), il
sullic done de montrer que &) implique ¢}, Comme d’ailleurs ¢) n’est autre (§ 17,
I'hdoréme 1) que la conjonction de a) et 4), et comme on sait déja que §) implique
a), il sullit d’établir que §) implique ).

Or soit v e L, et considérons sur M la fonction

u(p) =f (3 2); -

¢'est ¢videmment une forme linéaire sur M, et comme la restriction de fa M est
non dégénérée le Théoréme 1 montre qu’il existe un &' € M tel que 'on ait

u( y) == f{y &) pourtoutyeM;
S x) =f(p4)

Sly, x—x) =0

pour tout ya M, et par suite x — ' e ML; comme »’eM la condition d) est bien
vitrilide,

Supposons maintenant f non dégénérée, et d) vérifiée; éerivons (§ 19, Corollaire
g du "I'héoréme 1) la relation

dim (M |- M1} = dim (M} |- dim (ML) —dim (M n M1);

on o done

G eneore

par hypothése Lo premier membre est dgal & dim (L); tenant compte du Théoréme
4 on volt done que dim (M ML) w0, Alnsi d) implique a), et ceci termine In
démonatration,
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On notera que, lorsque f est non dégénérée, la relation ci-dessus s*écrit
dim (M + M) = dim (L) — dim (M n ML),

en sorte que dans cette hypotheése I'équivalence des propriétés a), ¢) et ) est immés
diate. Mais on a parfois besoin dans la pratique du Théoréme 5 pour des formey
dégénérées, et de plus le raisonnement que nous avons utilisé pour établir que b)
implique ) s’é¢tend aux espaces de Hilbert (ce sont certains espaces vectoriely
complexes de dimension * infinie munis d’une forme hermitienne définie positive, 6l
qui jouent un réle fondamental en Analyse).

Considérons & nouveau une forme hermitienne f non dégénérée sur un espace veclos
riel L de dimension finie sur K. '

On dit qu’un sous-espace vectoriel M de L est isotrope lorsque

Mn ML 0,
et non isctrope lorsque
« MnaML =0,
Le Théoréme 5 signifie donc que 'on a
L =M@M! (somme directe)

si et seulement si M est non isotrope. Dans ce cas, le n® 4 du § 17 montre qu'il exinte
un et un seul endomorphisme g, de Pespace vectoriel L vérifiant les conditions
suivantes ;-

bucoby = bws
Pu(L) = M;
(M) = 0;

pour tout xe L, on a
¥ =pu(x) + 3 avec ye M,

et cette relation caractérise g, — plus précisément, , (x) est I'unique élément de M
tel que x — p () soit orthogonal 2 M. On dit que p,,(x) estla projection orthogonals
de x sur M, et que p, est I'opérateur de projection orthogonale sur M.

Exemple 11. Si M est la droite engendrée par un vecteur ae L, il est clair que
M est isotrope si et seulement si

f(a: “) = 0;

on dit alors que a est un voetour Isotrope pour f, et 'ensemble de ces vecteurs
&qui est évidemment une réunion de droites passant par 0) s'appelle le obne Isotropo

¢ f. Lorsque £ est par exemple la forme de Lorentz, {‘.clllii-ci. est ensembla
des (x, 9, 2, t) @ RY Lels que

A o g | g e Y (),

Par contre, dans le cns de I'!-‘.'.\'.un?w 7 (procluit nealaire danon eapace usuel),
lo seul vocteur lnotrope ent 0 < du rente Il ent clale quo sl trols nombren rdels
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x, , 2 vérifient la relation
X2 +J’2 + 2= 0,

on a x = y = z = 0. (Par contre cette équation a des solutions complexes non

triviales.) '
Revenant au cas général, soit ¢ un vecteur non isotrope pour . Alors la

projection orthogonale de tout seL sur la droite M engendrée par a est

donnée par la formule
fx a) .
x) = a;
Pul%) Sf(a, a)

le second membre ést en effet dans M, et on a

£ — (), @) = (3 8) — %—“g flaa) =0,

ce (ui montre que x — fy(x) est orthogonal & M.

ClonoLnatg pu THEOREME 5. Soit f une forme hermilienne sur un espace vectoriel L. de
dimension finie sur K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) + Pour xel, la relation f (x, x) = 0 implique x =0 (autrement dit f ne posséde
aucun vecteur isotrope non nul).

by: Ona
L = MopML

ponr towl sous-espace vectoriel M de L.
I est clair que, pour tout sous-espace M de L, le sous-espace M n M1 se compose

e veeteurs isotropes; donc la propriété a) implique
MnML=0

ot par suite implique §) d’apres le Théoréme 5. Le fait que b) implique a) s’obtient
en derivant qu’on a

MnaML =0
pour tout sous-espace M de dimension un de L.

Remarque 4. Supposons K algébriquement clos et A* = A pour tout e K.
Si f est une forme hermitienne (L.c. bilinéaire symétrique, vu ’hypothése
(aiie sur Vinvolution de K) et si L est de dimension au moins ¢gale & 2, 1l existe
toujours des vecteurs isotropes non nuls pour f.

i eflet, comme dim (el) . 2 on peut choisir dans L deux vecteurs @ et b
non ]DI'l)th'lil)]ll]!‘l.‘i. Pour ha X, on i

S (an by ak - b) S ay a)W | 2 f (a, DY - S (B b))
al a ont Iwotrope, 11 n'y a rien A démontrer; Wi n'est pas iotrope, on voit

aio Jon he & pour lesgueln ah < & est fnotrope sont len rncines d'une équation
Ju gecond  degrd, Clomme K et supposd algéhriquement clos, I'équation

n° § BASES ORTHOGONALES 465

c?nsidérée a au moins une racine, et le vecteur isotrope ax -+ & correspondant
n’est pas nul puisque a et b sont non proportionnels.
Cette Remarque s’applique notamment dans le cas orthogonal complexe.

5. Bases orthogonales

Soient L un espace vectoriel de dimension finie sur K et f une forme hermitienne
sur L. On appelle base orthogonale de L (par rapport a f) toute base {a@)1gign de
L telle que ’on ait

Slay a) =0 pouri#j;
cela signifie que la matrice de f par rapport & la base en question est diagonale, ou
encore que ’expression de f par rapport & cette base est de la forme

(20) flx0) = Z afm®.

1Lign
Par exemple, la base canonique de R* est orthogonale par rapport & la forme de
Lorentz. "

TuborEME 6. Soit f une forme hermitienne sur un espace vectoriel L de dimension finie sur
Kf $i K est de caractéristique différente de 2, il existe une base de L orthogonale relativement
aj.

- Le Théoréme est trivial sif = 0, de sorte que nous supposerons f # 0. Comme il
n’y a rien 4 démontrer si L est de dimension 1, nous raisonnerons par récurrence sur
n = dim (L).

Supposons trouvé un vecteur a, & L non isotrope pour f. Alors (Théoréme 5) L
est somme directe de la droite engendrée par a; et de hyperplan L orthogonal i
celle-ci. Comme dim (L) = n — 1, ’hypothé&se de récurrence montre que L' admet
une base (ay, ..., @) orthogonale par rapport 4 la restriction f/ de £ L' 1 est
clair alors que (@, @, .. ., 2,) est une base de L orthogonale relativement & L.

Pour achever la démonstration, il reste donc & établir le résultat suivant :

LemME. Soil f une_forme hermitienne sur un espace vectoriel L sur K, et supposons la carae
téristique de K différente de 2. Si f n'est pas nulle, il existe dans L des vecteurs non isolropts
pour f.

Autrement dit, si_f # 0 et si f (x, ¥) = 0 pour tout x € L, alors K est de caractés
ristique 2.

En effet, supposons f (x, x) = 0 pour tout x € L; la relation

montre qu’on a alors

S ) o S (e )% = 0

quels que soient &, ya L, Remplagant x par &x ol { & K, on voit que le scalaire
e f (% ) vérilie
b ()™ = 0 pour tout { & K,
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8i /' # 0, on peut choisir x et y de telle sorte que u 5 0; prenant ¢ = u~1il vient alors
O=141¥*=1+1,

¢t ceci montre que K est de caractéristique 2.

| Remargue 5. Si K est de caractéristique 2 et si involution de K est identité,
alors toute forme alternée est aussi symétrique, et tout vecteur x & L est isotrope
par rapport a une telle forme. L’hypothése que K est de caractéristique + 2
est donc essentielle pour assurer la validité de I’énoncé précédent, et est bien
entendu toujours vérifiée dans la « pratique ».

COROLLAIRE 1. Soit f une forme bilinéaire syméirique sur un espace vectoriel L de dimension
Jimio nsur K. Supposons K algébriquement clos et de caractéristique différente de 2 (par exemple
K C). Alors il existe une base de L telle que Uexpression de f par rapport & cette base soi

f(x,y) = El'fu + is'fiz S RN Er-?f]r

01 o5t un entier inférieur & n. Pour que f soit non dégénérée il faut et il suffit que r = n.
Ghoisissons en effet une base (6;);<;<. orthogonale pour f; on peut supposer

Sl &) =80 pour1 i<y
Jlbi, &) =0 pourr+ 1 <i<n

Comme K est algébriquement clos il existe des h e K (1 < ¢ < r) vérifiant
Mf(by b) =1 pour 1 <i<r;

celn veut dire, puisque fest bilinéaire, que les vecteurs a; = A, vérifient
Sla &) =1 pour 1 =li<r;

la base (ay, .0y @ b, - - ., b.) satisfait alors aux conditions de ’énoncé.

Sir - ny il est clair que &, est orthogonal 4 tous les &; (1 <{ ¢ < #) done 4 tout
ve L, el par suite que f est dégénérée; on a donc r = n si f est non dégénérée. Si
Inversement r = n, Ia matrice de f par rapport 4 la base qu’on vient de former est
[n matrice unité, done est inversible, et f est non dégénérée.

Romarque 6. Plus généralement, pour que la forme (20) soit non dégénérée il
it et il suflit que ;54 0 pour 1 < { < #, car on doit exprimer que la matrice
tle / par rapport & la base consiclérée est inversible,

Glonoveaner 2. Soit [ une forme bilindaire symdtrigue sur un espace vectoriel véel L de dimen-
vion finie w, I exislo dos entiers p et q tels que po1- q <5 ny et une baso de Vo telle que Pexpres-
vion de [ par rapport & cette base soit

S ) o Beng b b B = B e Lt

S eat non ddgdndrda st ot sordement st | g =
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La démonstration est analogue & celle du Corollaire précédent; on choisit une
base (;) de L orthogonale pour f; on peut supposer

S, &) >0 pourr <1< p

S (b b)) <0 pourp + 1 <{i<p- ¢

Sy b)) =0 pourp+ g4+ 1<i<n
En prenant

Sy .
— pour1 <l i< p
W @5) S

a = .
—————— pourp 1 <Li<p+ ¢
)\/——f(bs, ) h

! &; pourp 4+ g+ 1<{i<n

on trouve une base de L par rapport 4 laquelle I’expression de f est évidemment
celle de Pénoncé. Le fait que f'soit non dégénérée si et seulement si n = p + ¢ résulte
de la Remargue 6.

COROLLAIRE 3. Soit f une forme hermitienne sur un espace vectoriel complexe L de dimens
ston finie n. Il existe des entiers p et q tels que f + q =& n, et une base de L telle que Pexpression
de f par rapport a cetle base soil

+ &y — Eptatptr — - — Sk pber 3

S0) =Em+ -
S est non dégénérée si et seulement sin = p + q.
La démonstration est identique 4 celle du Corollaire précédent, compte tenu du
fait que f(x, x) est réel quel que soit x € L comme on I’a vu au n° 1, relation (4).

On peut démontrer (Loi d’inertic) que les entiers p et ¢ figurant dans ces énoncéy
ne dépendent que de £, et non du choix de la base; cf. Exercice 24.

6. Bases orthonormales

Soit f une forme hermitienne sur un espace vectoriel L. de dimension finie sur K,
On dit qu’une base (a;) de L est orthonormale par rapport 4 f'si on a

0 stisjg

I osii=j

Slay @) =

autrement dit si la matrice de f par rapport & la base en question est la matrice
unité, ou enfin si expression de f par rapport A cette base cst

. \
J ('\'1}'3 .TJ feg
Lelagn
ol n o« dim (L), .
L'existence d'une base orthonormale exige évidemment que f woit non ddgdndrde,
et le Corollaire 1 du Théoréme 6 montre que eette condition ent ausi syfisants
dans to gus i ihogonal complexe par exemple (plus géndralemont, ol 1 et algébriques

>
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ment clos, de caractéristique 2, et si I'involution choisie sur K est I'identité).
P'lagons-nous maintenant dans le cas orthogonal réel ou dans le cas hermitien complexe.,
M1/ ndmet une base orthonormale, on a pour tout xe L

Sz, x) = Z §E* = E |5

1=ign l1<iZn

S(x, x) >0 pour tout x 5 0.

el par suite

Une Torne satisfaisant 2 cette condition (dans le cas orthogonal réel ou hermitien
complexe — on notera qu’alors f(x, %) est toujours réel) est dite définie positive,
Al nversement fest définie positive, la démonstration du Corollaire 2 montre qu'on a
ft - n el par suite que L admet une base orthonormale. Donc ;

Lunowime 7. Soient L un espace vectoriel réel (resp. complexe) de dimension finie et f une
arme bilindaive symdtrique (resp. sesquilinéaire hermiticnne) sur L. Pour que L. admette une
base orthonormale relativement & f, il faut et il suffit que f soit définie positive,

ft'.n'.-nrah.' 12, La forme (x| ) de UExemple 7 est évidemment définie positive;
e hase orthonormale pour cette forme n’est autre qu’un systéme de trois
vecteurs orthogonaux et de longueur 1; une telle base s’appelle aussi un
nystomo do coordonnées rectangulaires dans Pespace usuel.

Remargue 7. Si () est une base orthonormale pour f, et si
X = EE!‘QE = L,
alors les coordonnées de s sont données par la relation

b=F(x, a).

O ncen ellet
S a) = X8 f(a, a) =5 f (@, @) = k.

lemarque 8. Soient L un espace vectoriel réel (resp. complexe) de dimension # et
Jovne forme bilinéaire symétrique (resp. sesquilinéaire hermitienne) sur L;
Il existe done une base de L par rapport 2 laquelle expression de f est

NACD) Evng ol v e o En".l..u"" E.‘*f‘l“"lf"l'l Tt T Er*i—q"]pﬂ

Ve den entiers p, ¢ = O tels que po q < n

Pour que /ot définie positive i1 fant et il sufli que po=n, g = 0. L’autre
e extetie, celuai ol p O, ¢ n, est celul des formes définies négatives,, i.c,
tellen que 'on ait

SN <20 pour tout v A O,

On dit plus généralenment que f est posttivo (resp. négaive si l'on nf (v x) -0
venp. S (x, 8) <0 0) pour tout v coln signilie évidemment qu’on a g 0
renp, po= 0)y onworte cue lew formes définies positives (resp, définies négatives)

wont lew formen positiven (rewp, négatives) non ddgdndrdes,
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Une forme qui n’est ni positive ni négative est dite indéfinie; cela signifie
donc qu’ona p > 1 et ¢ > 1, ou encore qu’on peut trouver des vecteurs x et »
tels que

x>0 f(rn1)<0

C’est par exemple le cas de la forme de Lorentz.

7. Automorphismes d’une forme hermitienne

Scient L un espace vectoriel sur K et fune forme hermitienne non dégénérée sur L,
On appelle automorphisme de f tout automorphisme # de Pespace vectoriel L tel
que

S (), u( ) = f(x,9) quels que soient x, ye L,

Comme on a

S () w()) = (%, u*(w(2)))

ou u* est I'adjoint de u par rapport 4 f (n° 3), on voit que les automorphismes de fne
sont autres que les automorphismes de L vérifiant la relation

u* o i =Ju
application identique. De 14 et des relations
(J)* =Js {(vou)* = u*op¥ (w)* = (u*)-1

on déduit aussitt que les automorphismes de f forment un sous-groupe du groupe
GL(L) des automorphismes de L; ce sous-groupe se note .

GL(f)

et s’appelle le groupe des automorphismes de f.
Que u soit ou non un automorphisme de £ la fonction

&l ) = f (u(x), u( )

est une forme hermitienne sur L. Pour exprimer que u est un automorphisme de f,
Le. que g = f; il suffit d’écrire que les coeflicients de fet g par rapport & une base
donnée (a;);<i<n de L sont les mémes (on suppose bien entendu L de dimenslon
finie). Par suite les automorphismes de £ sont caractérisés par le fait que 'on a

S (ulads u(a))) = f(a, aj)

quels que soient i et j. En particulier, s'il existe une base de 1, orthonormale relativement
a.f; pour que u soil un awtomorphisme do f il fuut ot il syffit que v la trangforme on une aulre
base orthonormale velativement o f.

Lorsque Pinvolution de K ent 'identité, el que Pon prend pour /I forme bills

nénire
SN ) = Yl
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mir Ko, le groupe GL( f) se note
O(n, K)

ot ¥'appelle Ie groupe orthegonal & » variables sur le corps K; dans ce cas, si A est
ln matrice d’un automorphisme « de L, la matrice de u* n’est autre comme on ’a vu
Aun® g que ‘A, transposée de A; donc O(n, K) est le sous-groupe de GL(n, K) formé des
matricoy A e M, (K) telles que

ALA =1,

une telle matrice est dite orthogonale. On notera que la relation précédente implique

1 = dét (‘A) dét (A) = dét (A)?
ol par saite

dét (A) =41 ou —1;

lew mntrices orthogonales de déterminant -+ 1 forment un sous-groupe de O(n, K),
'
(uon note

Ot (n, K) ou SOf(n, K),

el ¢qu'on appelle le groupe des rotations & n variables sur ls corps K.

%1 K R (resp. K = C) on parle du groupe orthogonal réel (resp. complexe) et du
#roupo dos rotations réel (resp. complexe). '

Dans le cas d’un corps K et d’une involution quelconques, et ot ’on prend pour f
In forme hermitienne '

Sfxy) = Z on*
l<i<n
nr K le groupe GL{ £) se note
U(n, K)

el a'nppelle le groupo unitaire & » variables sur lo eorps K relativement & I’involution
conuidérée sur K c’est donce aussi le groupe des matrices A € M, (K) telles que

A¥A =1,

(e telle matrice est dite unitaire relativement & Pinvolution considérée). En particu-

ler, pour K 0, Pinvolution étant % — %, on obtient le groupe unitaire complexe &
n variablos; il est formé des matrices complexes unitaires, i.c. telles que

AA =1,
fixemple 13, Prenons pour L Pespace usuel et ]mul'f la forme ﬁx|y) de I’ Exemple
7+ 1lor le groupe des rvotations correspondant ‘est formé «
fiens usuel) autour de Porigine, i.e, des déplacements laissant fixe le point O,

Fivemple 14, On nppelle groupo do Lorontz le groupe des automorphismes de la
lorme de Loronts - ou, plus précisément, le soussgroupe du groupe des nuto-
morphivmen de In forme de Lorents £ formé par coux de cen automorphinmen

les rotations (au .
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qui sont de déterminant -+ 1 et qui api)liquent dans lui-méme 'ensemble des
vecteurs (¥, 3, 2, t) € Rt tels que £ > 0. Il joue un réle fondamental en Physique,

8. Automorphismes d’une Jorme hermitienne positive : réduction & la forme
diagonale

Nous allons démontrer le résultat suivant :

TuEoREME 8. Soient L un espace vectoriel complexe de dimension JSinie, fune forme hermi-
tienne définie positive sur L, et u un automorphisme de J- Il existe alors des vecteurs propres dv
u formant une base orthonormale de L par rapport & N2

Désignant d’une maniére générale par u* ’adjoint relativement & S d'un endo-
morphisme u de L, les automorphismes de fsont caractérisés par la relation

uk — y-1
et par suite satisfont 4 la condition
u* oy = nou*;

un endomorphisme # de L qui la vérifie est dit normal relativemnent a f. Ceci lit,
le Théoréme 8 est évidemment un cas particulier du suivant :

THEOREME 9. Soient L un espace vectoriel complexe de dimension Sinie, [ une forme hermitienne
définie positive sur L, et u un endomorphisme de L normal relativement & S I existe alors une
base de L. formée de. vecteurs propres de u et orthonormale par rapport & .

La démonstration de ce Théoréme repose sur plusieurs lemmes.

LEMME 1. Supposons u normal, alors, pour tout x € L, la relation u(x) = Oimpligue u*(x) ~ (v
autrement dit on a Ker (4) = Ker (u*).
Notons d’abord que, quels que soient x, ye L, on a

S (ula), w(9)) = f(w* 0 u(x), 3) = f (o u(x), p) = f (w¥(x), w*());

par suite

S (u(x), u(x)) -:f(u*(x), u*("'));

si u(x) = 0, le second membre est done nul, ce qui montre que #*(x) ~ 0 puisque /'
est définie positive.

LEMME 2. Supposons u normal et soit ) une valewr propre de u; alors » est une valeur propre de
u*, et pour x & L la relation u(x) — \x dquivaut & la relation w* (x) = \yx.

Posons o =~ \.j, ; comme A commute N tout endomorphisme de 1, un ealoul
trivial montre que » et normal comme ) comme p* ey Mg e Lemme g
wobtient alors en appliquant le Lemme 1 & o,

Danw ce qui nuit on désigne par A, ..., A les diverses valeurs propres de n, ol
poe L (1< 4 a0 r) Do nounsonpiee de L formd don solutlons de n(y) = A,
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LumME 3. Supposons u normal; alors les sous-espaces propres Ly, ..., L, sont deux & deux
orthogonaux pour f.
Soient en effet x e L; et ye L;; on a, d’aprés le lemme 2,

M (%) =S (ux), ) = (% e*(9) =F (0 N ) = NS,

el puisque &; 5 A; pour ¢ % § on voit que dans ce cas on trouve f (x, ) = 0, d’ot le
Lemme,

LuMME 4. Soit M un sous-espace de L stable par u et par u*; alors Porthogonal ML de M .

relativement & f est aussi stable par u et u*.

11 suffit de montrer que, pour x L, la relation f(x, ) = 0 pour tout ye M im-
plique la méme propriété pour u(x) et ¥*(x); or on a f (u(x), ») = f (x, u*{ ), et
comme par hypothése la relation ye M implique «*( ») e M, le premier point est
évident; le second se démontre de méme.

Pour achever la démonstration du Théoréme g, considérons le sous-espace

M=L,+ - +1L,

de 1, engendré par les vecteurs propres de u. D’apres le lemme 2, il est stable par u
ol u*; il en est donc de méme de M1 si ’'on avait ML £ 0, endomorphisme u
nurait an moins un vecteur propre dans M1, et I'on aurait donc

MaML £ 0

contrairement au fait que fest définie positive; on a donc Mt = {01}, et comme L est
womme directe de M et de ML (Corollaire du Théoréme 5) il vient

L =M.

Aingi I, est somme des Ly, et méme somme directe d’aprés le Théoréme 4 du § 34.
Cleci fait, et en vertu du Lemme 3, il suffit, pour construire une base orthonormale
de 1, formée de valeurs propres de u, de choisir dans chaque L; une base orthonormale
pour ln restriction de £ L ce qui est possible {Théoréme 7) en vertu du fait évident
gue I restriction d’une forme définie positive 4 un sous-espace est encore définie
positive, Ceei achéve la démonstration des Théorémes 8 et g.
Lorsque 1 est un automorphisme de f; le lemme 2 montre que u{x) = lx implique

wl (x) = Ay,
d'olt réwulte que chaque valeur propre X de # vérifie
)\ | . )\‘

Lo, ent un nombre complexe de module dgal & 1,
Un autre ens parcticulier important ent celui d'un endomorphisme u autondjoint
pour /, Le, tel que
u% ey
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le lemme 2 montre alors que

A=

autrement dit que loute valeur propre de u est réelle.
Les résultats précédents peuvent évidemment s'interpréter en langage de matrices,

Prenons L = C* et

Sl ) = lﬂ_;:i"Etﬁ.u

ce qui ne restreint d’ailleurs pas la généralité en vertu du Théoréme 7. Soit A la
matrice de u par rapport a la base canonique, ct soit U la matrice de passage de la
base canonique 4 une base orthonormale formée de vecteurs propres de u; la matrice
de u par rapport & celle-ci est alors U-1 AU (§ 15, Corollaire du Théoréme 2}, en
sorte que

A = UDU-

ol D est diagonale; mais comme U fait passer de la base canonique (qui est orthonors
male par rapport 4 la forme considérée) & une autre base orthonormale, la matrice U est
unitaire comme on 'a vu au n° 7. Donc :

. :
ClorROLLAIRE DU THEOREME q. Soit A une matrice carrée d’ordre n & cosfficients complexes

telle que
A*A = AA¥*,

Il existe alors une mairice unitaire complexe U d&’ordre n et une matrice diagonale D d’ordre
n telles que Uon ait
A =UDU;

pour que A soit unitaire. (resp. hermitienne) il faut et il suffit que les termes diagonaux de 1)
soient de module un (resp. réels).

En ce qui concerne la derniére assertion, on observe que de A = UDU"
résulte

A% = (U-)*D*U#* = UD*U-! = UDU-!

ol D est la matrice imaginaire conjuguée de D; pour que A soit hermitienne il eul
donc nécessaire et suffisant que

UDU-! = UDU!

i.e. que D = I, i.e. que D soit réelle; et pour que A soit unitaire, il est nécessaire
et sullisant que

1, = A*A = UDU-UDU-! = UDDU!

e que DD 1, ce quisignific évidemment que les termes diagonaux de D sont do
valeur absolue égale A 1,

Une matrice A e M, (0) telle que A*A — AA™ eat clite normalej une telle matrios
ent done dingonalisable,

Lo Clorollatre cldessun montre naturellement que les valeurs propres d'une mas
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(vice hermitienne (donc aussi d’une matrice symétrique réelle) sont toutes réelles. Ce
péanltat implique le suivant :

Trforivs 10, Soient L un espace vectoriel réel de dimension finte, f unc forme bilincaire
symdtrie définie positive sur L, et u un endomorphisme de L autoadjoint pour f. Il existe alors
une base de 1. orthonormale pour f et composée de vecteurs propres de u.

On proctde comme dans la démonstration du Théoréme g; les lemmes 1 et 2
sont ici trivinux puisque #* = wu, et les lemmes 3 et 4 sont encore valables avec les
émes démonstrations. Formant comme plus haut le sous-espace M de L engendré
pir les vectears propres de u, tout revient a montrer que M = L, i.e. (Corollaire du
Théortme 5) que ML = 0, et pour cela tout revient, comme plus haut, & montrer
(e tout sous-espace N de L stable par u et non nul contient au moins un vecteur propre de u.
lin remplagant f par sa restriction a N (laquelle est encore symétrique et définie
positive), et # par sa restriction & N (laquelle est encore autoadjointe relativement a la
yentriction de £a N), on est finalement ramené a montrer que, dans les hypothéses
(e I'énoncé, u posséde au moins un vecteur propre dans L, i.e. admet au moins une
vileur propre réelle.

Or soit (a;) une base de L orthonormale pour f (Théortme 7); la matrice A de u
i rapport A cette base est symétrique réelle comme il résulte des calculs du n® 3,
ol (onley ses valeurs propres sont done réelles (Corollaire du Théoréme g). Comme
lew valeurs propres de # sont aussi celles de A, la démonstration est achevée.

COROLLAIRE, Soil A une malrice symétrique véelle; il existe une matrice orthogonale réelle
Ul et une matrice diagonale véelle I telles que

A = UDU-L,

[ suflit pour le voir de considérer sur R* la forme bilinéaire

et 'endomorphisme u admettant A pour matrice pax rapport A la base canonique;
celni-ci est antoadjoint pour £, et on peut alors prendre pour U la matrice de passage
Ao In bawe canonique A une base de R* composée de vecteurs propres de u et
orthonormale par rapport & £

Remarque . Dans les onvrages (:l;l.suiflpu-.v. e Mathématiques Spéeiales (sic), le
finit qu'une matrice symétricuce péelle A d’ordre n == g ait toutes ses valeurs
propres réelles est fréquemment démontré en invoquant le fait que ces valeurs
propres sont racines d'une équation algébrique coeflicients récls de degré
4, et quune telle équation (plus géndralement, une Equation algébrique de
‘t‘Hl't" impair sur R) admet (ojones au moing une ricine réelle,

[ inconvénient majeur de cette dédmonstrition enl dvidemment qu'on ne peut
pis Pétendre nux matrice symétricuen véelles d'ordre 4, (ni méme, A vrai
dive, A celles d'ordre o ), attendu gqu'une dquation nlgdbrique réelle de
degré pale peut fort blen ne poséder auoune rncine rdelle,
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_ Une démonstration fort élémentaire du résultat général s’obtient comme
suit. Soit («;;) une matrice symétrique réelle (ou méme hermitienne complexe)
et soit A € C une valeur propre de celle-ci; alors le systtme d’équations linéaires
et homogenes

-
>__J ayki = ALj

posséde dans €" une solution non triviale; pour cette solution on a

2 afid; = ZJ sk

iLf

or le premier membre est réel puisque (o) est hermitienne, et d’autre part
Pexpression

YEE = YIER

est réelle et méme > 0 puisque les £; ne sont pas tous nuls; la valeur propre
% est donc nécessairement réelle.

Le raisonnement « géométrique » correspondant consiste & écrire, avec les
notations du Théoréme g, que

rof (xy x) = S (hx, x) :f(ﬁ(x): x) = f(x, u(x)) = f (% 1) = i-f(xz x)

et & observer que f (;c, x) % 0 puisque f est définie positive, d’ol1 résulte que

A=A
9. Vecteurs isotropes et formes indéfinies

Dans le cas orthogonal réel ou hermilien complexe, une forme hermitienne f sur un espace
vectoriel L est dite déflnie si elle soit définie positive, soit définie négative, autrement
dit si, pour xe L, Iexpression f (%, x) garde un signe constant et ne devient nulle
quwen x = 0.

Une forme définie ne posséde évidemment aucun vecteur isotrope non nul; en [ail,
cette propriété caractérise méme les formes définies; autrement dit, pour que f soil
définie il faut et il suffit que la relation f (x, x) = O implique x = 0.

11 revient au méme de montrer qu’une forme f non définie (ce qui ne veul pan
dire indéfinie...) admet des vecteurs isotropes non nuls. Or puisque f n’est pas définle,
il existe des vecteurs non nuls ¢, b e L tels que 'on ait

Sfla,a) =0,  f(b ) <0,
ct comme il 'y a rien & démonirer i @ ou b est isotrope on peuat méme sapposer quoe
Sla, a) =0, S by by 20,

On va alors montrer quiil exinte 1 wealaive 3 tel que x = @ |- b woit inotrope ol
non nul,
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[.e dernier point est clair, carsi b - ke = 0 alors

SA{b, b) =f(—ka, —da) = A} f(a, a)

i le méme signe que f(a, a), contrairement & Ihypothése. Tout revient donc a
prouver Pexistence d'un i tel que

0 S an |- b, an + b) = f(ak, ad) + f(ak, b) + (b, ak) + S (b, b)
= g - ok 4 Tk + w
ol 'on o posé

u :f(aa a)s v :f(a: b), w :f(b, b)

Ovr on o visiblement (cf. la réduction d’un trinéme du second degré a une somme de

CHITEON)
Wk A vk + Tk + w = u[(k -+ %) (i 4 %) — Iﬂif{@]
. _l__"i{_r___ |U|2—zsuli:];
g

2

pour que cette équation en ) posséde une solution dans le corps de base K (qui est R
dlany le cas orthogonal réel, et € dans le cas orthogonal complexe} il faut et il suffit
e

|2 — uw = 0;

comne w o f(a, @) est positif et w = f (b, b) négatif, cette condition est vérifiée,
ol notre assertion est établie,

Remarque 10. On pourrait aussi, dans la démonstration précédente, remplacer
I, par le sous-espace engendré par a et b, et appliquer le Corollaire 2 ou le
Corvollnive g du ‘Théoréme 6 (avee les notations de ces corollaires, il est dvident
quiil existe des vecteurs isotropes non nuls en dehors des deux cas p = n,
o0l p oo, g=n, lesquels caractérisent justement les formes définies).

10, Lindgalité de Canchy-Schwarz

Poue terminer ee §, nous allons établiv un résultat fort utile en Analyse, malgré sa
shplicied

Wt 11, Soient Voown espace veetoriel véel (respe complexe) el [ une forme bilindaire
svmdteigue (resp sesyuilindaive hevmitienne) sur L. On suppose

Sy a) - 00 pour tout ye L,
On a alory
|/ )P (v ) (000)

quels que solent x, y & L,
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En effet, pour tout scalaire }, ’expression

(21) SN+, %0 +3) =k + ok + 0% + w,

u=f{xx), v=Ff(xy), w=f(37),

est positive; de Ia et du fait que et w sont positifs on doit déduire que

o —ww < 0. -

Siu = 0, il est clair que I'expression (21) ne peut étre constamment positive que $i
v = 0 (car si v %= 0, on peut toujours choisir A de fagon que #X soit un scalaire arbis
traire), en sorte que 'inégalité & établir est évidente dans ce cas.

Siu £ 0, on peut par exemple exprimer que (21) est positive pour

A= —T1fu;
la valeur de (21) pour ce choix de ) est

vl —uw

H

]

et comme z > 0 le fait que ce résultat soit positif établit évidemnment e Théoréme,

CoROLLAIRE 1. Supposeris [ (x, x) = O pour tout x. Pour que f soit non dégénérée il faut el
il suffit que f soit définie positive.

En effet le Théoréme 11 montre que la relation f (x, x) = 0 implique £ (x, y) == 0
pour tout ye L, donc ¥ = 0si f est non dégénérée.

Exemple 1. Prenons L = C" et

o= 2t

SiL
on trouve alors 'inégalité

valable quels que soient les nombres complexes &, ;.

Exemple 14. Prenons la forme
1 .
F 9) = [ () 50

0

de I'Exemple 9; on trouve alors Pinégalité

(s al<\/ [Msoray/

frécuemment utilinde on Analyse,

NGRS
L]
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Remargue 11. Dans le cas du produit scalaire (x|3) dans ’espace usucl, le
Théoréme 11 signifie qu’en valeur absolue le produit scalaire de x et » est
inférieur ou égal au produit des longueurs de x et »; explication géométrique
de ce fait est évidente, puisque (x]») est égal au produit des longueurs de x
et y et du cosinus de ’angle de x et v : or, en valeur absolue, le cosinus d’un
angle est toujours inférieur ou égal a 1.

Clonorame 2. Supposons f(x, &) = 0 pour fout x, ¢t posons
¥l =V S (% 2);

e =+ ot < 1] - 1l

ol a alors

ety que sotent x, ye L,
O aen eflet

Vot Sk v ) =00 2) S (50) + S (%) + ()
= [IxlI* + |71 + 2. Re(f (x,));

comme Pinégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit encore :

|/ G ) | <Al D

i vient & fortiori
Re(f (% 2)) < Il 101
e saite
I I < [R]E A R 2lx0 )21 = (I8l + 1112,
ce qui conduit aussitdt au résultat cherché,

Dins le cas du produit sealaire usuel (x| p), il est clair que ||| n’est autre que la
longieenr du vecteur x, Le Corollaire 2 démontre done le résultat suivant :

Conrovearre 8. Dans un triangle, la longuewr de chaque c8té est inférieure & la somme des
longtenry des deux autres.

EXERCICES

11 est parfaitement utopique d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Exercices,

Les Exeicices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont des
illustrations ptatiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du caleul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre, D’autres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s’habituera & manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas trés faciles soni
précédés d'un signe €. Enfin, la derniére catégorie est constitude par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants déja avancés qui s'intéressent vraiment aux Mathématicues; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes @.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement 4 se convaincre, a l'aide d’un « brouillon » fait 4 la hate, du fait qu’on en a & peu
prés compris la solution ; si cette méthode est admissible pour les Exercices de calcul numérique,
il faut par contre s'efforcer de rédiger intégralement les Exercices plus théoriques, ol ’on doil
construire de véritables démonstrations. De cetie fagon, et uniquement de cette fagon,
I'étudiant parviendra a acquérir un langage clair et correct, et 4 utiliser les termes techniques
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.



§ 36

(Les Exercices 1 2 21 sont relatifs a des propriétés valables sur un corps de base K quelconigiig,
2 ceci prés que le lecteur devra parfois exclure les corps de caractéristique 2, ce que nous n'avoim
pas meéntionné explicitement dans les ¢noncés en question. Les Exercices 22 & 51 supposen|
par contre que le corps de base est R ou G, ce qu'on a indiqué dans les énoncdés, 11 v do anl
par ailleurs que les énoncés valables sur un corps de base quelconque, notamment COUX (1
Fxercices 1, 2, 9 4 21, sont tout aussi utiles lorsque le corps de base est R ou C.)

{. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatil K; on inppells
forme quadratique sur V toute fonction polynomiale homogéne de degré 2 sur V (§i uy, ully
Exercice 17)} 1.e. toute application ¢ de V dans K donnée par une relation de la forme

g(¥) = Naxs;
ou les g;; sont des ¢léments donnés de K, et ol les x,& K sont les coordonnden i VERIRIE

xeV par rapport 4 une base de V.
a) Montrer que si f (x, ) est une forme bilinéaire symétrique sur V, la fonction

g{x) = f (% x) .

est une forme quadratique sur V (dite associée i /). .
) On suppose K de caractéristique # 2. Montrer que la donnée de ¢ permel to reoonat ey
/. 4 l’aide de la formule
Fie ) = glx +5) —glx —2) |
4

¢) Tnversement, si ¢ est une forme quadratique sur V, la formule précédente délinit une forme
bilinéaire symétrique £sur V, et on aglx) = f (4, x).

d) Pour qu'une base de V soit orthogonale par rapport &/ il faut et il sullit que expremlon
de g par rapport it cette base soit de la forme

q(a) e ey ol Y

(on dit alovs que ¢ ent roduito & uno sommo (o onrros),

[Les rénultnts précédents montrent guo Petude des Tormen bilinéairen syméteiquon ent douivi
lente, en cnvactérintique o @, b celle cen formes cuadrrticuen, On uthivers nouyvent lo Langpe
clon formen quacratiguen dana low Syaredoes nulvani |
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#. Soit K un corps commutatif de caractéristique # 2, On considére une forme quadratique

-
q(x) = aa'jxr'xj
1<8)<n
nur 1K, ,
. . . .
a) On suppose ay; 4 03 montrer qu'il existe alors une forme linéaire f] sur K¢ telle que 'on
it

glx) = ay; filx)* + q.(x)

fab ford 'rindme

ol ln lorme quadratique ¢, ne dépend plus de la variable x; (écrire ¢{x) commti l-m.::; ;”)Ous
du second degré en x,, dont les coefficients dépendent de x,, .. ., x,, et mettre ce trinéme
In lorme canonique des Lycées et Colleges). d K”
b) On suppose a,; = 0 mais a;, = 0, et on choisit comme nouvelles coordonndes*dans
lew formes linéaires

M=%+

Hp =X —x
v=x  (3-Si-ln.

-
g{x) = ZJ bijyiv;

i jan

Montrer qu'on a

avee By, o/ el par suite qu'on peut, dans le nouveau systéme de coordonndes, appliquer In
(uention a), . -
o) Dédduire de ce qui précéde une méthode pratique pour réduire une formc}qum l‘}l,l([\(l‘t.[n.‘l’r“"l
nommnie de earrds Berciee [1, )], ou pour construire une base orthogonale pour une
bilindaire symétrigue donnde. . ‘ o

! : 2 ! * o 'une
Do lew fxereices 8 2 8, on demande de mettre la forme q,uadlaluquc dohnde :irfu.s for I:::,- ‘l.f*;”"
womme de ciureés en wtilisant la méthode indiquée dans U Exercice 2 on prenc 1:1 le.n 1-&;;;[1-;1
do bawe, et on indiquera dans chaque cas le changement de coordonnées qui conduit au résulti
cherché

i B R R X R E UV S BRI S SO
LB B R A KU B RSP UM R o
I, axtopoaBad o Bad o oraww, b Bagwy 2.

[ [ 4 J DRG i SEORY LR PN
i, R BT O T B K P B U T 5 R PR R AR PR 2% [ 2y

/

1 R R K N S 1 B " S PR N E RO R R
W, LS AR 1% A O X R L UM B U U
B ol S une Torme Dilindadre sue wespace vectoriel B de dimennion finde s an corps 15,

i) Holt
A (S G a) )y g

' ' | sobentr o e LG il mateloe
I mnatelee def par capport ioune bive (a,) da 16, On hlr'l.|II||| chiepue voeten \M I||'[‘| mAIHLaA
colonne formde mvee lew componantes de v par rapport & la bare en question, Mon |
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alors
S ) = (A
quels que soient x, ye E.
6) Soit B la matrice de f par rapport & une autre base (b) de B, On note P Ia matrice de
passage de la base (a,) 4 la base (&,). Montrer que
B = PAP,

¢} Déduire de 1a que, pour toute matrice symétrique Se M, (K), il existe une matrice diago-
nale ID et une matrice Pe GL(n, K) telles que

S = PDP,

et réciprequement; montrer de plus que, si K est algébriquement clos, on peut supposer tous

les coefficients de D égaux 4 1 ou 0, et que si K = R on peut supposer qu'ils sont égaux A 0,
+ 1ou—r,

10. Pour toute matrice symétrique S d’ordre n, & coeflicients dans un corps algébriquement
clos K, il existe une matrice X & M, (K) telle que

8 = XX,
et réciproquement,

11. Soit f une forme hermitienne sur un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps
commutatif K (muni d’une involution, cf. 'introduction du §36).

a) Soit A = ( f(a, ah =<, ;- 1a matrice de f par rapport & une base (a,) de E. Montrer que,
si 'on identifie chaque x € E 4 la matrice colonne formée avec les composantes de x par rapport
& la base en question, on a

Sz ) =% Ax
quels que soient x, ye E,

b) Soit u une endomorphisme de E, dont la matrice par rapport a la base (a,) est U; montrer

que la matrice par rapport 4 cette base de 'adjoint de u relativement 4 f {on suppose mainte-
nant f non dégénérée) est .

ATLU*A,

¢} En utilisant Iexistence pour toute forme hermitienne d’une base orthogénale, montrer que,
pour toute matrice hermitienne Ae M, (K), il existe une matrice hermitienne diagonale
DeM,(K) et une matrice inversible Pe GL (n, K} telles que

A = P*DP.

12. Pour que le produit de deux matrices hermitiennes soit une matrice hermitienne, il faut
et il suffit que les deux matrices données commutent.

18. Soient E un espace vectoricl complexe de dimension finie ¢t f une forme hermitienne
définie positive sur E,

a) Montrer que, pour tout sous-cspace veetoriel M de i apératenr de projection orthogonale
by est autoadjoint relativement i f,

&) Inversement, pour tout endomorphivme p de 13 (el que

[ "f‘* - f,ll‘

il exinte un woussenpace veotoriel M (el QUe fis fiyg
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¢) Soient M et N deux sous-espaces vectoriels de I ; soit M’ (resp. N'} le sous-espace [ormé dc_s
x&M (resp. xeN) orthogonaux 4 M nN. Montrer que, pour que p, et ¢ commutent, il

faut et il sulfit que M’ et N’ soient orthogonaux (la situation généra_lise alors celle de deux
plany perpendiculaires dans Pespace usuel). Si cette condition est réalisée, on a

Prinx = Pa o b
Durw = Pu + by — b o by

d) Geéndralisation & un corps de base quelconque? (Considérer des sous-espaces non isotropes).

14. Soit fune forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E de dimension ﬁm‘c sur :Jln
corps commutatif K. Soient g, ..., a, des E’:Iéments_de E et Uplc sous-espace vectoriel cl;u ils
engendrent, Les deux propridtés suivantes sont équ.walentcs’: (i) IJ est non isotrope 'eif_ es 4
lorment une base de U; (i) le déterminant des f(a, fzj) n'est pas nul. Gorollaélre. slfm:
pomitde ucun vecteur isotrope {exemple : K. =R ct_f?deﬁme positive), pour que dcs vccleur}s
Ay« .y 8, soicnt linéairement indépendants il faut et il suffit que le déterminant des f{a, a,

woll non nuld,
1h, Soit
8= (aij)l i ] ;= 4

une matrice symeétrique a coeflicients dans un corps commutatif K, On suppose que les mineurs
princlpaux

(1<p )

6 0 0 0
EE TR
0 0 0 .
el une malrice triangulaire de la forme
1 0 0 0 0
T - by t 0 0 0 ’
l!Hl tu-l "113 In. a1 I/

i coellicionts dans K, telles que

S = TD!T;
que Dot ' sont entidrement détermindes par S; et que les termes diagonaux de D sont donnés
pive lew velations

Dy/Dy oy e o0 DD,

€ Dy, e
Corallaire (Jucobi) 1 soit
glx) = Nagax, (o oay)

l' W 3 |' 1 &l { Q l
une forme gquadratioue elle que les mineurs principaux dl l." matrice (a,) ne nm:!n_i |.1|m
nulig alors on pout rddudre ¢ doune womme de careds b adde d'un changement trangutaira de
aoordonndes,

B

9q
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(Pour établir 'existence de T et D on pourra utiliser le § 23, Exercice 11, ou bien raisonner par
récurrence sur n, en écrivant
g _ (S1 ty )
4 a,

ou S, est une matrice carrée d’ordre 2z — 1, 4 une matrice colonne A n — 1 éléments, et ufiliser
une décomposition en blocs analogues pour D et T),

16. Les notations restant celles de I’ Exercice précédent, on suppose S de rang 7 quelconque, et
on cherche & mettre S sous la forme

S5 =TD'T

AVEC €375 0y ..\, 6ih 0,6, = -0 = ¢, = 0. Montrer que, pour que le probléme admette
une solution, il faut et il suffit qu’on ait

D,#0 pour1p<r

17. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif X, et f une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E; on note ¢ la forme quadratique f (x, x).

On suppose qu’il existe des vecteurs isotropes non nuls pour £, Montrer alors que, pour tout
cek, il existe re E tel que

g(x} = ¢.

18. Soient E un espace vectoriel de dimension finie 7 sur un corps commutatif K, et fune
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E. oo :

a) Soit H un sous-espace vectoriel de E, non isotrope pour f. Montrer qu'il existe un et un
seul automorphisme s,, de f pour lequel on ait ’

x sixeH
Salx) = —x sixeHL
(symétrie par rapport 2 H).

b} Solent u un automorphisme de f et x un vecteur non isotrope pour f. Montrer que I'un
au moins des vecteurs u(x) — x, u(x) - x est non isotrope. En déduire q’il existe dans I
un sous-espace H non isotrope tel que Pon ait 5, u{)) == x. [Prendre pour H soit le sous-cspace
orthogonal & u(x) - x, soit le sous-espace engendré par u(x) — x].

¢} En déduire, par récurence sur 7, que tout automorphisme de f est produit d’au plus n symdiriny
par rapport & des sous-espaces non isotropes de E.

19. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K et £ une
forme bilinéaire symétrique sur E. On dit qu’un sous-espace vectoriel U de E est totalement J§ge
trope pour fsi f (x, x) = 0 pourtout xe U; on dit que U est un sous-cspace totalement isotrape
maximal sil n’est contenu dans avcun autre sous-espace totalement isotrope pour f. On #e
propose d’établif que fous lor sous-espaces tolalement isotropes maximaux de f ont la mime dimension,
qu'on appelle 'indice de f (ou de la forme quadratique correspondante),

a) Pour que U soit totalement isotrope pour f; il faut et il suffit que

Sl =0

Leque Ue UL (utiliser I Exereice 1),

by Soient U et V deux sows-enpaeed totalemaont iwotropes pour £ Montrer fque pour toul,
a0 VE e sounsonpros Vo Iy st totalement lnotrope,

quels que soient y, yall
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¢) Soient U et V deux sous-espacev totalement isotropes pour f; soient M un supplémentaire
de UnV dans U, et N un supplémentaire de U n 'V dans V. Montrer que

UnVi= (UnV)g(MnNL).

Muontrer que les éléments de M nNL s’obticnnent en résolvant un systtme de s = dim (N)
dquations lindaires et homogeénes & r = dim (M) inconnues. En déduire que, si '

dim (V) < dim (U),

il existe un ve U non dans V tel que le sous-espace V 4 Kux soit totalement isotrope.

d) Montrer que tout sous-espace totalement isotrope est contenu dans au moins un sous-
ohpiee tolalement isotrope maximal. En déduire, 4 Paide de la question ¢), le résultat annoncé,

40, (Démonstration du théoréme do Witt). Soit £ une forme bilinéaire symétrique non dégé-
ndrde nar un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps commutatif I de caractériss
tliue différente de 2. Soient M et N deux sous-espaces de méme dimension de E, ct u une
npplieation linéaire bijective de M sur N. On se propose de montrer que les deux propriétés
mulvintes vont équivalentes : (i) il existe un automorphisme de f qui coincide avec usur M;
() onon flufx)y #{ p)] = £ (x, ») quels que soient x, y& M. Comme il est irivial que (i) implique
(1) on e horne ci-dessous & montrer que (i) implique (7).

i) Holent y et y deux éléments de E tels que

Sl x) =f(n0) £ 0;

mantrer qu'il existe un automorphisme de f appliquant x sur y {montrer que x — y ¢t ¥ - ¥
e sond pis fons les deux isotropes, et prendre la symétrie par rapport a H, olt H est soit I'hyper-
plancorthogonal & x - y, soit la droite engendrée par % + 3).

h) Onwappose que M et N ne sont pas totalement isotropes. Montrer 4 aide de la question )
(on pent supposer #(x) = & pour un x € M non isotrope. Soit E! I’hyperplan orthogonal A #}
montrer que, pour construire un automorphisme de f prolongeant u, il suffit de construire un
nutamorphisme de L restriction £ de f4 B’ égal A # sur B’ n M. En déduire dans ce cas le
théoréme de Wit par récurence sur dim(E).

0) Onomppose dorénavant M et N totalement isotropes. On choisit un x ¢ ML, Montrer qu'il
exfite un g N tel que Pon ait

S, w(2)] = f(x, 2) pour tout ze M,

Montrer qu'on peat en oultre supposer
S o) = flx, %)

(romplacer p pary |-t avee t@ K et neN convenablement choisis).
d) Diduire de ta question ¢) ¢qu'il existe des sous-espaces non totalement isotropes M'nM
NS Ny doni gqutun isomorphisme w' de M? sur N, tels que 'on ait

S0, 0 (0] - f(x, ) quels que soient x, ye M’

I wosur M,

et achever dopactiv de I T ddmonsteation du théoréme de Wi,
|

B Bolent oo enpace vectoriel de dimension finie o sar un corps commutatif' 1, £ une (orme
billndaire symétrigque non dégéndrée sur 1, et M un sousespiee totalement lsotrope de dimans
won ¢ de 1,

i) Montrer qu'll existe dann I8 des voetenrn non liotropen non orthogonaux & M,
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&} Montrer qu'il existe un sous-cspace totalement iotrope N tel que
B MI@N

(prendre le s}:métriquc de M par rapport & la droite engendrée par I'un des vecteurs construity
dans la question précédente).

¢} Soit H = M! n NL; montrer que
E = M@®IH@N,

et que H ne contient aucun vecteur isotrope non nul si M est totalement isotrope maximal,
On forme une base de E en réunissant des bases e M, H et Nj montrer que la matrice de [
par rapport a cette base est de la forme

00 A
s (0 8, 0
A0 0

kY

ol A est une matrice carrée inversible d'ordre 7, et S; une matrice symétrique d’ordre n — ar,
d) Trouver 4 quelles conditions une matrice de la forme

U 0o o0
( 0V 0
00 W,

(ot U et W sont carrées d’ordre-r, et V carrée d’ordre n — 2r) représente, par rapport 4 la
base considérée dans E, un automorphisme de f, En déduire que pour tout automorphisme n
de espace vectoriel M, il existe un automorphisme de fqui se réduit & # sur M. Pouvez-
vous déduire ce résultat du théoréme de Witt?

22. Soit ¢(x) une forme quadratique sur un espace vectoriel réel (resp. complexe) E de
dimension finie; montrer qu’il existe une base de E par rapport & laquelle I'expression de ¢
est de la forme

(%) A wp— (b + - + x}iq)
{resp.
x4 4o, -

Trouver une telle base (dans le cas réel et dans le cas complexe) pour les formes quadratiques
des Exercices 3 4 B.

23. Soient ), ..., f,., des formes linéaires sur un espace vectoriel réel U de dimension finie}
on suppose que, sur U, la forme quadratique

glx) = filx)® -+ - —i-_}‘:,,fx}s _.j;':‘*'l(x}s e "‘fpﬂ,:(x)z
soit définie positive, i.e. vérifie
glx) =0 pour tout &40,
Montrer qu'on a alors
dim (U} < p.

{thim;xrqucr que dans le cas contraire il existerait un x 4 0 ol Jiv oo Sy seraient touten
nulles),
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#4, Soit ¢{x) une forme quadratique sur un espace vectoriel réel E de dimension finie. On
ohoisit une base de E par rapport 4 laguelle ¢ est mise sous la forme (%) de I’ Exercice 22 ; montrer,
i 'nide de I'Exercice précédent, que tout sous-espace vectoriel U de E sur lequel g(x} est définie
ponitive est de dimension g au plus. En déduire (loi d’inertie des formes quadratiques) que les
entiers pret g de I Exercice 22 sont indépendants du choix de la base de E par rapport alaquelle
¢(x) we met sous la forme ().

| L couple (p, ¢) formé du nombre # de carrés positifs et du nombre ¢ de carrés négatifs dans la
formule (#) sappelle la signature de la forme quadratique considérée ou de la forme bilinéaire
symdéivique correspondante, Le nombre p est la dimension maximum des sous-espaces sur
lenuelles ln forme donnée est définie positive, et le nombre g la dimension maximum des sous-
onpicen sur lesquels elle est définie négative].

U, Deux fonmes quadratiques ¢ et ¢' sur un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps
commutatil’ sont dites équivalentes s’il existe un automorphisme u de E tel que Uon ait

g'{x) = qlu(x))

On suppose que le corps de base soit R; montrer que, pour que ¢ et ¢’ soient équivalentes, il
Tt et il sullit qp’elles aient méme signature.

pour tout xeE.

0, Montrer que les deux formes quadratiques suivantes sur R® sont équivalentes, et cons-
trulve un automorphisme de R* transformant la premitre en Ja seconde :

25% + 9% + 3% + 8xy — quz — 10z
3% -+ 8% + 628 — 49 — gxz + 8z,

Méme probléme pour les formes

ot on oyt o 222 o Bxy - Gxz - 6z et 4x% + p* + gz* — 124z,
27, On considere sur R" la forme bilinéaire symétrique f correspondant 4 la forme quadra-
Hepne

0 = 5 by Al

ot onsuppose g Montrer que le sous-espace engendré par les vecteurs

rl | "IJHH 'y | 'r’ljl‘l"." " ﬁp'1 ""!;J‘ ep"'r,l"'l! ey €y

ent totalement isotrope maximal pour f (Exercice 19).

i dédluire que wi £ est une forme bilindaire symétrique de signature (p, ¢) sur un espace veclos
rlel véel de dimension n, Pindice de f (Bxercice 14) est r - n — fp — q olt 7 est le plus petit des
ot entier el ¢,

Quolle ent 1o dimension des sous-espaces totalement isotropes maximaux de la forme do
Liovents !

I Solt f une forme bilindaire symétrique non dégénéeée sur un espaee vectoriel réel 1 de
dhmension linfe, Solent M et N deux sous-expaces vectoriels de 1, tels que dim(M) — dim(N),
Pone gqutit exdste un ntomorphisme de fappliquant M osae Nyl it et i sallic que les vestrics
Homm de 8 M oet Noadent T méme signnture (utiliser e théoreme de Wit et lea Fxareteas wip et o)
Oun prend pour £l forme de Lorentz et on considdre, sur Penmemble de toun les sous-esproon
voctorlel de I T velation d'dguivalonce « i existe un nutomorphisme i de /el que n(v) < N,
Clomblen d*éldments Penmemble quotiont comportestal

Méme guention pour Tn forme quadratigue

aM | ].Il | L L i
wur Bt

€q 32. Soit A

§ 36 EXEROICIS 649
29;. Pour qu'une matrice hermitienne complexe He M, (C) soit positive, il faut et il suffit
qu’il existe une matrice XeM, (C) telle que

H = X*X;
si de plus H est réelle on peut supposer X reéelle [utiliser I'Fxercice 11, ¢}, et noter que les termey

diagonaux de D sont positifs si H est positive|
En déduire que si

H= (au}l =i

est une matrice hermitienne complexe positive, on a

41 gl
Dy=|. il 20 pour1=lp:.In
aﬂl “p_m
et que
D, =0 implique D, ,= . =D, =0

(Mox}t.rcr d;’a.bOI‘(_ﬂ que D, 2= 0, puis remplacer H par la matrice dont D » €st le déterminanl,
et ut1'hser I'Exercice 16}, Cas n — 27 (Retrouver inégalité de Cauchy-Schwarz, et le « signe
du trinéme ».) ; .

80. Soit
H= (k"}léinjgn

£

une matrice hermitienne complexe positive, Montrer qu’il existe une matrice triangulairg
complexe

byt la
T= o ta0 tan avec {; réel positif
0 0 tn
telle que
H = T*T

(utilis:er les Exercices 15 et 16). Si H est inversible, T est unique.
Déduire de ce qui précéde que pour toute matrice hermitienne positive I on a inégalité

0 < dét(H) < Ayyhgs. . ki

si H est inversible, on ne peut, de plus, avoir Pégalité que si H est diagonale,

31. Soit .A_u{lc matrice carrée Inversible a coeflicients complexes. Monirer qu'il existe une
matrice unitaire U et une matrice triangulaire T = (4;); avec Ly > 0 pour tout i, (elles que
A=TU.T,
et que U ct T sont uniques (appliquer " Exercice précédent i A*A), Montrer que U et 'I' nonl

réelles si A est réelle,
(@)1, <, vne matrice complexe; montrer qulon
N
[det{A) " ! I (g Vol oo [#t")
i k
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¢ 88. Pour qu'une matrice hermitienne complexe soit dé¢finie positive, il faut et il suffit que tous
§ew mincurs principaux soient strictement positifs {utiliser 1’ Exercice 30 et calculer les £, en
fonetion des mineurs principaux de la matrice donnée).

84, 'I'vouver, & Paide de I’ Exercice précédent, les valeurs réelles de £ pour lesquelles les formes
¢ualratiques suivantes sont définies positives :

5a% - A8 4 6] + 4k, — 2X0xp — 2%y

25} + 2§ + 345 -+ 200, + 20,

2x% + 2x? + 22 + atxx, 4 Gy, - 230
o} + 25 + 28} + 4xixp -+ Bxixg £ Brgxg

(€ 85, Montrer que toute matrice hermitienne positive est somme de matrices de la forme

ol I'l"l'll|ll'll([ll('.l'll('.ﬂ':.
(in déduire que si deux matrices complexes (a;); <, j<q €t (b;)1<, j<.50nt hermitiennes posi-
tves, il en est de méme de la matrice

(aubujlén iZn

obtenue en multipliant les termes de mémes indices des deux matrices données.

#0, Soit Il une matrice hermitienne complexe. Montrer que 1 — iH est inversible, que
U= ({1-4iH) (1 —iH)>*=({—H){+ H™?

eal nnitndre, eb que — 1 n'est pas valeur propre de U. Inversement, toute matrice unitaire U

dont - 1 n'est pas valeur propre peut s’obtenir de cette fagon (transformation de Cayley).
¢ 97. Soit I une matrice complexe hermitienne positive. Montrer (en réduisant 11 & la forme
tlingonale & Paide d'une matrice unitaire) qu'il existe une et une scule matrice hermitienne
positive H telle que

IT = IT'%,
A
(t it cque T1' est la raelne carrée posiilvo de 11, et on éerit TTY = H “).
§ U8 Solent 8 et 'I' deux malrices hermitiennes complexes; on suppose S définie positive,

Montver que les valeurs propres de ST wont réelles, et méme positives si ‘1" est positive
(utiliver 1" Fxarciee 39).

(B0, Hoit A une matrice earrée inversible & coeflicients complexes; montrer ¢que la matrice
AMA

ent hermitienno ot définie positive, Bn consldérant an rncine enrrde positive, montrer ¢u’on
peut dorlro

A UL H

aveo U unbindee, ot 11 hermbtienne définle posttive p monteer do plus que le probltme n'admal
qutune solutlon,
Montrer que, sl A ont rdello, 11 on ont de mbme de U ot de 1
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qq 40.‘ Soit Fc M, (C) un ensemble de matrices normales deux 4 deux permutables. Montrer
qu’il existe une matrice unitaire Ue M, (C) telle que UAU? soit diagonale pour toute Al
Interprétation géométrique? (Utiliser " Exercice 22 du § 34).

Dans les Exercices 41 4 47 on demande de ramener la matrice symétrique réelle donnée & une
matrice diagonale & ’aide d’une matrice orthogonale réelle.

41. 6 —2 2 42, /11 8 2 43, 8 4 —1
(—2 5 0 8 5 — 10) 4 — 7 4
. 2 (I 2 — 10 2, —1 4 a8

44, 17 —2 —2 45. 0 1 —3 0"
—2 14 —4> I 0 0 —3
—2 —4 14 — 3 0 0 I
0 —3 1 0
46. 5 —5 1 3 417. ‘9 0 0 0
-5 5 3 1 0 5 4 —2
1 3 5 —25 0 4 5 2
3 I =5 5 0 —2 =2 8

@ 48. Solent E un espace vectoriel réel de dimension finie, f une forme bilinéaire symétriqun
définie positive sur E, et # un automorphisme de £ On suppose que les seuls sous-cspnoen
vectoriels de E stables par z sont E et {0}, Montrer qu'on est alors dans I'une des situntions
suivantes : () E est de dimension un et u est égal & + 1 ou & — 1; (i{) E est de dimension deiy,
et il existe une base orthonormale pour f par rapport & laquelle la matrice de # est de la forme

(cos $ —sin q:)
sin ¢ cos g

ol p est un nombre réel non multiple de .
€§ 49. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, f une forme bilinéaire symé(rigup

définie positive sur E, et # un automorphisme de f. Montrer qu'il existe une base de I, orthos
normale relativement a f, et par rapport 4 laquelle la matrice de « est de la forme

1 =
"
—1 (8]
—1
cos gy —— sin g,
Sin g, Cos g,

Q) .
con ¢y, win "

' )
\ i gy, oy,

oft Lo g, wont dew nombres rdels non multlples de w,



44 b1, On considére la matrice hermitienne
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b0, Pour tout nombre réel ¢, on pose

c cosd sint O 1 0 0
U{t) = —sint cos? 0), Nty = {0 cos ¢t sint ).
0 0 1/ 0 —sint! cosi

Montrer que, pour toute matrice orthogonale réelle X d’ordre 3 et de déterminant 1 (matrice
d'une rotation dans 'espace usuel) il existe des nombres réels o, ¥, 0 tels que

X = U} V(0 U ().

(Observer que si 'on a deux bases orthonormales 7, 7, ket u, ¢, w, on passe de la_ premiére a la
seconde en effectuant d’abord une rotation autour de £ de fagon 4 amener i dans le plan
ongendré par u et v, puis unc rotation autour de I'intersection des plans if et uv de fagon a
amener & sur w, et enfin une rotation autour de ). Les nombres ¢, § et § sont appelés les
nnglos d'Euler de la matrice X (ou de la rotation correspondante).

1 0
— {'n
s= (0" 24)
(ordre p | ¢ et de signature (p, ). Montrer que le groupe des automorphismes de S, i.e. le
groupe des matrices We GL(p 4 ¢, C) telles que

WHSW = S,

. /A B
W ”‘(c D)

posstcint la propri¢té suivante @il existe une matrice complexe Z 2 p colonnes et ¢ lignes, telle
que liv madriee

ont 'ensemble des matrices

1, —2Z*2Z
noit définie positive, et deux matrices unitaires U et 'V, d’ordres p et g, telles que on ait le
relationy
N AV A] 1U B 21 —27%) ;\
S A A VAN "ﬂ'l.‘. D C I VAL ';'\-"

et deo plus U, Vet 7 sont entiérement déterminées par W. Si W est réelle, il en est de méme da
U, Vet Z0 NI On pose

lormeue T ent définie positive],

DR Bl N i espace vectoriel de dimension padre o wmane an corps commtatil 4,

i) Bolt foone forme bilioénive alternde (8§ au) non dpdndrée wr N On cholait deux vectou s
et tels que fGay by et oncconntdere e plan eV oongended par a ot b, Montres que i
PERLELECom e /0 1 et non ditgdndede, ot en didubre de Voent samime directe de 1 o du HOLIA
onpivee VO dew vectenm orthogonaus o 1 pour /0 Vi déduire gque Voadimet ane e T PR
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i
a laquelle Pexpression de f(x, ») en fonction des coordonndes de et ¥ s

I "

\!

f{x‘.'”-:' e N Py ViV

i
En déduire que deux formes bilinéaires alterndées nom dégénérées sur peuvent étre Lrans-
formées 'une en Pautre par un autororphisme de V., Existe-t-il des formes bilinéaires alterndes
non dégénérées sur un espace de dimension imnpaire !
8) On choisit une forme bilindaire alternée non dégénérée fsur V) el on appelle plan non
dégénéré de V (out sous-espace P ode dimension o de Vg lequel fo'est pas identiquement
nulle. Soit Sp(V) le groupe des awtomaorphisimes « de V' wls que

Jelvyoulm Sl
quels que soient x, ye V (« groupe symplectique »), Montrer que SV opére transitivemen
sur 'ensemble X des plans non déméndres, o que si Pe X e sous-groupe de SpV) qui laisse
fixe P (i.c. Penscmble des we SHV) Lels que n(P) Py est isomorphe au produit
She, k) o~ Spiwy,

ot W est orthogonal de P dans V' P rapport 4 f,
¢} On suppose maintenant que & est fing i ¢ ¢léments, Soit x un élément non nul de V., Montrer
que ¥ appartient & ¢* % plans non dégénérés. By deéduire la formule

Clard (N} 7 ! gt
gt 1
Soient P un plan non dégénéré et W son orithogonal dans V. Montrer que lon a
Card (Sp(v) {¢" = 1hg 1 Card {Sp(W?),
En déduire, par récurrence sur a, la formule
on

Card (Sp(Vy - gezein E E (1 Lig),
i

53. Soit X un cnsemble ayant 6 ¢léments. Soit Y Pensemble des parties de X ayant o ou g
éléments. On définit une loi de composition symétrique sur Y en posant :

A=A pouwr tout Aey

At A= pour tout Ae¥Y

A B AUB - AnDB si AnBaun ¢lénent

A-B. X - (AuyB s A et Bsont disjoints ¢l non vides,

a) Montrer que cette loi de composition fait de Y un groupe commuiatilt, dCordre 16 Il
d’élément nentre - Montrer que Y peut ftre muani {de fagon unicpuel d'ane stracture despace
vectoriel sur le corps £ ¥ju/ e que sa dimension est éoale i y.

b1 Si AL BeY. on disigne par SUA B Pélément de £ déhing par L congruenee
SN Cavd (A0 By (o a0,
Montrer que fest une forme hilindaive aliernde non depéndérée sur

) Soient AL B Chols parties de N, disjoinies, of avimt chicnne devs démenis, Mot
quedeo s ACBCC est i sonseespace totalemen | otrope de dimension w de Y (relativenion
O Lo doeme ),

AT SOl St granpe des ponmntations NL TRt g on e emorphie a HEOIPIC By e e
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Sy Soil d'antre part Sp(Y) le groupe des automorphismes de Y qui conservent la forme f
(e uroupe est souvent noté Spy(Fy)). Montrer que tout élément de Sy définit un élément de
HpCYD, et que homomorphisme e : Sy — S54(Y) ainsi obtenu est un isomorphisme. (On
montrera d’abord que ¢ est injectif, puis on comparera les ordres de Syet SpiY))
T
¢} Soil 1 e b-espace vectoriel des fonctions £: X = & telles que £y f(x) = o. Soil V Fi{o,1}
rex
le quoticnt de F par le sous-cspace de dimension engendré par la fonction constante 1. A

tout Aa Y, on associc sa fonction caractéristique O, (égale a 1 sur A et & -0 sur X — A),
Montrer que A =6, définit un isomorphisme de espace vectoriel Y sur Pespace vectoriel V,
Nantrer gque cet isomorphisme transforme la forme bilinéaire f de #) en la forme

u(0, 0) 2 B(x) 0 (x).

rEX




