Réduction des matrices

Finnt donné un endomorphisme « d’un espace vectoriel E de dimension finie,
(L ent trés souvent indispensable de trouver une base de E par rapport 4 laquelle la
tatriee de u soit aussi simple que possible — le degré maximum de « simplicité »
(u'on peut espérer étant fourni par les matrices diagonales. L’outil principal pour
rédnoudre et probléme est la théorie des vecteurs propres exposée au § 34, qui suffit
(i cans beaucoup de cas. Pour des endomorphismes » tout 4 fait généraux, on
toit wtiliser les raisonnements nettement plus difficiles du § 35, que le lecteur
(ddhutint pourra négliger, mais qui sont néanmoins aussi utiles que ceux du § 34,
(- Tew applications de la théorie (équations différentielles linéaires & coefficients
continty par exemple),

L § 46 & pour but de fournir des classes de matrices dont on peut affirmer
i'nvance qu'elles sont réductibles 4 1a forme diagonale. Ici Poutil principal consiste
A utiliver sur Pespace E un « produit scalaire » analogue au produit scalaire classique
(L Pespiee usuel, et permettant de donner un sens 4 la notion de vecteurs « ortho-
{onaux », Les considérations du § 36 sont aussi 4 la base de la classification des
« (quadriques » (surfaces définies par des équations algébriques du second degré),
lont nous n’avons pas parlé dans le texte.

§ 34. Valeurs propres

1. Définition des vecteurs propres et valeurs propres

Soient E un espace vectoriel sur un corps commutatif K, et # un endomorphisme de I,
On appelle vecteur propre de u tout vecteur non nul x e E tel que u(x) soit proportionnel
a x; il est clair qu’alors le sous-espace vectoriel D de E engendré par x {i.e. 'ensemble
des multiples de x) vérifie 4(D) c D; réciproquement, si une droite D de E, passant
par Torigine, vérifie #(D)cD, tout vecteur non nul porté par D est un vecteur
propre de u.

On dit qu'un scalaire X e K est une valeur propre de # s’il existe un vecteur non
nul xe E tel que

(1) u(x) = hx;

x est alors un vecteur propre de u; on dit que x est un vecteur propre assoolé & In
valeur propre \.
On remarquera que la relation (1) signifie que ¥ est annulé par Pendomorphisme

U— A I

de E (ol 1 désigne I'endomorphisme unité¢ de E); done, pour que k soit valeur
propre de y, il faut et il suffit que

Ker(u —X.1) 5 0,

Supposons E de dimension finie sur K; on peut alors appliquer & «— 3.1 le Corol-
laire 2 du Théoréme 8 du § 23, et on obtient donc le résultat suivant :

TrtorEME 1. Soit u un endomorphisme "dun espace vectoriel T de dimension Sinie sur un
corps commutatif K. Pour qu'un scalaire W@ K soit une valeur propre de u, i faut ot 1l syffit
que Pon ait

(2) Aét(u —n, 1) = 0, ;

Cle réuultat v nous permettve de montrer que lew valeurs propres de o sont les
racinen d'une dquation algébricque A coolllelonts dans 1§,
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9, Polynéme caractéristique d’une matrice

Holent 13 un espace vectoriel de dimension finie z sur le corps K et # un endomer-
phisme de E; choisissons une base (a:), <i<n de E, et soit

U = (¢g)1gijgan

ln matrice de u par rapport A cette base (§ 12, n° 3). Comme celle de 'endomorphisme
unité de E est la matrice unité
R o L0 siis£j
1., = (Bij)1gijga avecs; = ; b
I 81t =}
o1 voit ue par rapport A la base considérée 'endomorphisme # — ). 1 est représenté
par la matrice

ap— A %y ... Uy
[:’l) U'—'l.in: (xu—)\.aij) = ( ....................... )
%yn Ogp  +v+  Ogp A
(u'on obtient en retranchant % a chaque terme diagonal a; de U. D’aprés le Théo-
rtme 1, les valeurs propres de « s’obtiennent donc en écrivant la relation
_ Lt S S ot ‘
() e = 0.
“in %an Ly T :M

Clonsidérons alors X comme plongé dans Panneau K[X] des polyndémes a une indé-
terminde 4 coeflicients dans K, et formons la matrice U — X..1,, & coeflicients dans
Pannean commutatif K[X]; son déterminant

logg — X @y e ay |

(H) PolX) =dét(U—X ) =1 oo

ent un élément de K[X], i.e. un polynéme a une indéterminée 2 coeflicients dans K;
on I'appelle le polyndme earactéristique de la matrice U, et la relation (4) montre que
lex valonrs propires de w sont les racines dans K de Pédquation

(0) pu(d) = 0.

[t remarquer que le polynéme p,, ne change pas si on remplace U par la
nintrice U de w par rapport & une autre base de 133 en effet, on a alors (§ 15, Corollaire
du Théordme a)

U —= pup-!
ponr une matvice Pa G (r, K); alors, et comme R L Iy, ona

U X, 1, = Pup- X PPt (U = X )P0

et par sulte

Pue(X) o dEU(P) pyg(X) bt () 1w py(X)
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en vertu du théoréme de multiplication des déterminants; ce qui prouve notre asser»
tion.

Il est donc naturel d’appeler polynéme caractéristique de 1’'endomorphisme z le poly-
néme ,(X) o1 U est la matrice de « par rapport & une base quelconque de E. On
notera ce polynéme

£u(X)s

et on a évidemment
(7) p(d) = .dét(t& —X.1) pour tout xe K

(si K est un corps infini, cette relation suffit & caractériser p, d’aprés le Théoréme 1
du § 28). Le Théoréme 1 s’énonce alors en disant que les valeurs propres de u sont lay
racines de son polyndme caractéristique.

D’autre part, les considérations précédentes rendent naturelles la définition
suivante : on appelle valeur propre d*une matrice carrée U = {a;)i<i,j<n & cocllicienty
dans K tout élément de K (ou, plus généralement, d’un sur-corps commutatif de K)
qui vérifie I’équation (6).

3. Forme du polynéme caractéristique

Conservant les notations ci-dessus, nous allons chercher & obtenir ¢uelcuen
renseignements sur la forme du polynéme '

ay — X ay L]
a thon — & o
12 22 n2 .
po(X) =1 B
En Son 7Y S X

Lorsqu’on développe ce déterminant, on trouve une somme de 7! termes; le « terme
principal » est le produit

(8) (e — X) (e — X) .+ (o0n — X

des termes diagonaux du déterminant considéré; chacun des autres termes ent lul
aussi un produit de 7 termes du déterminant considéré, mais z— 2 au plus de con
n termes se trouvent sur la diagonale principale; par suite, p,(X) est somme dr ()
et d’un polynéme de degré n— 2 au plus en X. Il sensuit que les monémes de degrd
> n— 2 de p, sont les mémes que ceux du polyndme (8), et par conséquent on i
une relation de la forme - ‘

(..__I)nﬂ“(x) X ---(a,. - gy f e 'I‘ﬂ.m)-x""l ey
les termes non éerits étant do degré n — 2 au plas,
On peut done éerire ,
(0 O (X)) we X (L)X Lap y (L) R0 v (== 1) (U)
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les coeflicients =,(U) & K sont éviderament des fonctions polynémiales des coefficients
ay e la matrice U, & coefficients entiers rationnels; on a vu que

) (U) = - oepg v - on

eut ln somme des coefficients diagonaux de la matrice U; on appelle ce scalaire la
trnoo (*) de la matrice U, et on le désigne le plus souvent par la notation

Tr(U).

IYautre part, en faisant X = 0 dans (9); et en tenant compte du fait évident a priori
que py(0) = dét(U), on voit que

(10) wa(U) = dét(U).

0-(: 2

Iixemple 1. Sin = a et

po(X) = | . X ’d i x,\ = (a—X)(d—X) —be = X2—Tr(U)X + dét(U).
Sin = 3etsi

a b ¢

U= (a' &' c’)

aﬂ' b-’? '_,;Af

il vient
a—X b ¢ _
PoX) | d =X ¢ o X8 TR(U)XE (U)X + dée(U)
aﬂ' b.r( C” . X

on lisse au lecteur le soin de calculer (U} ; f. Exercice 40.

4 Evintence de valeurs propres
prop

fitant donné qu’une équation algébrique A coefficients dans un corps algébriquement
clon I posséele toujours au moins une racine dans K (par définition méme des corps
algébriquement clos...), on a évidemment le résul tat suivant :

Putowdivie a. Tout endomorphisme dun espace vectoriel non ml de dimension Jinte sur un
corps wlgéhriquement clos possdde an moins une valeur propre.

Il ent elair de méme que tonte matrice carrée A coeflicients dans un corps algé-
briquement clos K posstde au moing une valenr propre dans K,

Danw La pratique élémentaire, con résuliaty s"appliquent surtout lorsque K« 0,

(*) Voir § va, fiveroleo 0, § 16, tvaroloa 5, § ub, Lxerolees 4 ot 8y & 04y Hxareloes 10 ot ay,
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Remarque 1. Une matrice 2 coefficients dans un corps K non algébriquement clos
peut fort bien n’avoir aucune valeur propre dans K. Prenons par exemple

K = R et la matrice
U= C.OS 8 —sin g
sin 6 cos §

qui, en coordonnées rectangulaires, représente la rotation d’angle ¢ autour
de Porigine. Ses valeurs propres sont les solutions de I’équation

cos B— )  —sin 0

— — e ina — 0
sin 6 co8 § — % (cos 6 — %)% 4 sin% § = O

pour que cette équation posséde une racine réelle il faut et il suffit qllm 0
soit multiple de x; dans le cas contraire, les racines sont les nombres complexen
cos § =1.sin 6,
qui ne sont pas réels,
Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatil K, et 4 un

endomorphisme de E. On dit que « a toutes ses valeurs propres dans K si le polyndma
b a toutes ses racines dans K, i.e. (§ 33, n° 1) si ’on peut écrire

(—1)"pu(X) = (K — )" ... (X — )"

olt les &; sont les diverses racines de p, dans K, et les r; leurs ordres de multiptielid,
De méme on dit qu'une matrice carrée U & coefficients dans K a toutes ses valoury
propres dans K si son polynéme caractéristique a toutes ses racines danw K, (J'oi|
toujours le cas si le corps de base est algébriquement clos.

Exemple 2. — Prenons K = R et une matrice U d’ordre 2;ona
o(X) = X2— Tr{U)X + dét(U),
donc U a toutes ses valeurs propres réelles si et seulement si 'on a

Tr(U)® — 4.dét(U) > 0.

5. Réduction & la forme triangulaire

Une matrice carrée U A cocflicients dans un anneau est dite triangulalre si elle ont
de la forme

oy TR T Y

O oy @y ... Hpg

autrement dit si ceux de ses termen qui sont situés en-dessous de la dingonale sont
nuly, D'autre part, un endomorphisme u 'un tapace voctorlel I8 de dimension
fine sur wnccorpn K ent dic teigonntinablo a*1l oxlute une buse de I par capport A lagquelle
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la matrice de « soit triangulaire, autrement dit s’il existe une base %, ..., #, de E
telle que P'on ait des relations de la forme

“(xl) =ty
(ln) u(xy) = ¥y + ey

u(xn) = ¥y F ¥ + e s

#il en est ainsi il est clair que u posséde au moins une valeur propre dans K, & savoir
3 e plus on a alors

2581 X 53 Tn1
ﬁu(X) — 0 g — X Anz
0 0 ann — X|
el done
(r1) £u(X) = (g — X) (@32 — X) ... (% — X)

en vertu du § 24, Exemple 2. Comme les «; sont dans K, on voit donc qu’alors u a
toules ses valeurs propres dans K. Cette condition, nécessaire pour que # soit trigona-
lisable (et toujours vérifiée si K est algébriquement clos), est aussi suffisante — autre-
ment dit, on a le résultat suivant :

IntoriME 3. Soient B un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commulatif
I, ot 1 un endomorphisme de B. Pour que u soit trigonalisable il faut et il suffit que u ait toutes
sy valenrs propres dans K.

‘I'out revient & montrer que la condition est suffisante; pour la commodité du
lecteur débutant, nous allons d’abord le faire lorsque K est algébriquement clos, le
cad pénéral étant un peu plus difficile 4 traiter.

Nous devons done montrer que, si K est algébriquement clos, tout endomorphisme
de 15 est trigonalisable. Soit % un tel endomorphisme; comme K est algébriquement

clos, n posséde au moins une valeur propre, autrement dit il existe un ¢ e K et un

veeteur won nul x, € B tels que Ion ait
(1u) w(x) = ok

Soit D le sous-espace vectoriel de dimension 1 de E engendré par x,, de sorte que D est
ntnble par u, et soit I un supplémentaire de 1 dans I, de sorte que E =D@F {somme
directe); Pexistence de 1" résulte du § 19, Corollaire 2 du Théoreme 2. Désignens
par p 'homomorphisme de I sur 1" obtenu en projetant chaque xe It sur F paralle-
lewment & D (§ 17, n0 4), el construisons un endomorphisme » de I¥ en posant

(1) p(x) = plu(x))  pour toul xe I

comme 1 est do dimension - 1, on pent, en ralsonnant par récurrence, spponer
lo 'I'héordme déjn dabll pour I et o, done construlre une Do Mgy oo o0s Ny Chee 1 0lle
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que 'on ait des relations de la forme

8(%s) = oy
(14) 0(%s) = aap¥y + ¥y

o(%y) = ape¥y + e PR S

mais la relation (13) montre que, pour tout x & F, le veeteur u(x) ne il i vileag
v(x) que par un multiple scalaire de x,, et en particulicr on aura don it i ?'
forme

w(x,) = o + v(xy)
(15) ulng) = oy + v(a,)

“(xn.) = uy %y -+ f’(x");

cela dit, puisque %, ..., x, forment une base de F il est clair quo Ay g o B
forment une base de E, et les relations (12), (14) ct (15) montrent que ln it
de z par rapport a cette base est triangulaire. Le Théordme est done duhill L TN
corps K algébriquement clos.

y Parssons maintenant au cas d’un corps commutatif K quelconque; on v naturallspsi
s'inpsirer de la démonstration précédente, ct raisonner par récurrence i I (i
sion # de B. Ghoisissons d’abord une valeur propre oy, @ K de u ol un veoluir s
correspondant x; € E; on a donc & nouveau la relation (ra). Clomime olalessis,
notons D la droite engendrée par x,, F un sous-cspace de dimenslon g | i il
mentaire de D dans E, et » Pendomorphisme de I donné par (1y) 1 tonl W\r‘llll“
évidemment & faire voir que v est trigonalisable. Or, si Pon rafsonine RGNS
sur z, en sorte qu'on peut supposer le théoréme déja démontrd pour s | w dh 1,
tout revient, pour montrer que v est trigonalisable, & prouver que o a w0 sl
propres dans K,

Pour cela choisissons une base quelconque gy, . . ., y, de 1 etsolt Vi mneloe e ¢
par rapport & cette base; comme on a des relations de la forme

H(_P:) = oy |- FJ(_‘]’r) (2 . :?.i)

H g | Jey 1g - 3% A o + |~ I3 TR ’ Y
il est clair que, par rapport a la base xy, vy, 20y ya de By Pendomorphinme u nelinet
pour matrice

- oy e oy
0 Pus oo [y
[ ] t} [‘Lu" e i"‘l"
\ O “wl o I‘iml

ot 'on ul|u.mr" \Y (Bidwaci, pone Retranchant X aux termoen dlngondux do L1 w
:'u]lfnhml & Padde du § agy Zvemple o Lo déterminant de ln mateioo adowd obibenie o
ronve

Pu(R) = (uy .‘\'i.m{?{}_
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' suite, le polyndme p, = p, divise le polynéme p; = p,, et comme celui-ci a
loutes ses racines dans K par hypothese, il en est donc de méme de £ (§ 33, fin du
n® 1}; autrement dit, 2 a bien toutes ses valeurs propres dans K, et la démonstration
ent achevée. '

Cororuare 1. Soit E un espace vectoriel de dimension Sinte sur un corps algébriquement
(loy; tout endomorphisme de B est trigonalisable.

COROLLAIRE 2. Soit U une matrice carrée d’ordre n > 1 & cogfficients dans un corps algé-
hriquement clos K. Il existe une matrice P e GL(n, K) telle que la matrice

PUP-
skl triangulaire. .
Il suflit pour le voir d’appliquer le Corollaire 1 a Pendomorphisme de Kr défini
piar U, et de tenir compte du § 15, Corollaire du Théoréme 2.

Gororuame 3. Soit U une matrice carrée dordre n > 1 & coefficients dans un corps commu-
lalif I, Les propriéiés suivantes sont équivalentes :

i) il existe une matrice Pe GL (n, K) telle que PUP-1 g5 triangulaire ;

h) la matrice U a toutes ses valenrs propres dans K.

lin- considérant Pendomorphisme # de K* défini par U, la propriété a) signifie
(ue u est trigonalisable; comme p, = py, le Corollaire 3 résulte donc aussitét du
T'héordme,

Une matrice UeM,(K) qui vérifie la propriété a) est dite trigonalisable sur K.
ien entendu, il existe toujours une matrice inversible P telle que PUP-1 soit trian-
gulaire, mais en général P est 4 coefficients non dans K, mais dans un corps algébri-
(quement clos contenant K (par exemple, si K = R, on est en général obligé de
prendre pour P une matrice inversible complexe) — il suffit pour le voir d’appliquer
le Corollaire 2. Dire que U est trigonalisable sur K signifie qu’on peut supposer P
A coellicients dans K.

Comme on le verra au § suivant, on peut grandement améliorer le Théoréme 3
on montrant qu’il existe une base de E par rapport 4 laquelle 1a matrice de u comporte
beaucoup pluy de zéros qu'une matrice triangulaire; mais la démonstration du résul-
tat complet est nettement plus difficile que celle du Théoréme 3, lequel suffit dans
henncoup d’applications.

0. Can od toutes les valeurs propres sont simples

Lo I'héoréme g ne repose sur aucune hypothése concernant les multiplicités cles valeurs
propres de w I arrive fréquemment dans la pratique que non seulement le poly-
nome fy ait toutes ses racines dans K mais en outre que celles-ci soient toutes simples.
On a wlorw un réwultat beaucoup plus préeis que le I'héoréme g, _
Avant de Pétablir, nous allons tout d'abord démontrer lo résultat sulvant |
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THEOREME 4. Soient u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur un corps commutat{f ol
X1 o5 #n€ B des vecteurs propres de u associds & des valeurs propres deux A deux distinatoy
My ooy Koo Alors les vecteurs x,, . . ., x. sont Lindairement indépendants.

Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par x,, .. ., x,; les relations

(16) ulx) = ke (1 <in)

montrent que, si
X = 2513;

est un vecteur de F, le vecteur
w(x) = Yha(x) = Yadux,

est encore dans F. Par suite F est stable par «, et on peut considérer I’endomorphinme
v de F induit par &. On a o(x;) = A et par suite les ); sont des valeurs propres (g
les 3; étant supposés deux & deux distincts on voit que z posséde au moins n vileury
propres. Mals celles-ci sont racines d’une équation de degré égal a dim (F); on a dong

n < dim(F);

comme &y, . .., ¥, engendrent F, on en déduit (§ 1g, Théoréme 10) que ces vectoury
forment en fait une base de F, et sont donc linéairement indépendants, ce qui achdve
la démonstration. (Voir aussi les Exercices 38 et 39 de ce §).

Remarque 2. L’hypothése que les valeurs propres ; sont dewx & deux distingley
est essentielle pour assurer la validité du Théoréme 4. Par exemple prenons
pour # I'application nulle, ou I’application identique; alors, quels que solent
X1y .- . % non nuls, il est clair que x,, ..., x, sont des vecteurs propres de u,
mais il est évidemment hors de question de démontrer que n vecteurs non nula
dans un espace vectoriel quelconque sont toujours linéairement indépendanty |
Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat annoncé au débul
de ce no ;

TriOREME 5. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel ¥ de dimension Sinie n s 1
sur un corps commutatif K. Supposons que le polyndme caractéristique p, de u admetle n racines
simples dyy .. ., hn dans K. Alors il existe une base de E, bar rapport & laquelle la matrice dv u
est

0 0 0 ... 3

Pour chacue {, choisissons dans I un vecteur propre x de v appartenant A la
valeur propre Ay d'apréw le Théoréme précédent, les 1 vectourn ninwl obtenus sont
linénirement indépendants, et comme iy sont en nombre noes dim(E), i forment
done wne bawe de 1, 11 et clair que la matelee de w par rapport A cette base: n' st
nutre que colle de Pdnoned,
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CloroLLAIRE. Soit U une malrice carrée d’ordre n & coefficients dans un corps commutatif K.
Nupposons que son polyndme caractéristique p, posséde n racines simples Xy, ..., b dans K.
I existe alors une matrice P e GL(n, K} telle que Uon ait

N 0 0 ... 0

I suflit pour le voir d’appliquer le Théoréme 5 & 'endomorphisme de K* défini par
u,

lixemple 3. Prenons n = 2 et K = €; I’équation caractéristique de U est
X2—Tr(X -+ dét(U) = 0,

clle & done deux racines simples (i.e. distinctes) dans K si et seulement si
Tr(U) — 4.dét(U) = 0;

'il en est ainsi, U est donc semblable (§ 15, n® 5) 4 une matrice diagonale.
11 n’en est plus nécessairement de méme s1 Tr{U)2— 4.dét(U} = 0, par

exemple si
11y,
U=(o 1)

pour que U soit semblable 4 une matrice diagonale, il faut que U admette
tlans K% deux vecteurs propres linéairement indépendants, i.e. non propor-
tionnels; or, la matrice considérée a pour seule valeur propre 1, et les vecteurs
propres correspondants sont les x = (%, £;) tels que Pon ait Ux = x, i.e.

E: 4 Ez= El
Eezéia

autrement dit ce sont les multiples scalaires du premier vecteur de la base
canonigue; on ne Scut dence pas trouver dans K? deux vecteurs propres non
proportionnels de U.

Loxemple 4. Prenons K = R et n = 2; alors le Corollaire s’applique si et seule-
ment si

Tr(U)2 — 4.dét(U) = 0.

Danyg ce cas, il existe une matrice inversible réelle P telle que PUP-1 soit diago-
nale. Lorsgu’on a au contraire

Tr(UY2 — 4.dét(U) < 0,

il exigte une matrice inversible I compleve telle que PUPY goit diagonale
(appliquer I"fageneple 3), mais on ne peut pas prendree pour P ane matrice véelle,
lI'ill 1, BUPPORONS
(U g (L) w0 0,
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et soit k& € Punique valeur propre de Uj; celle-ci est du pnts ilelle, 2 'u.

méme
Tr(U)
2

)\:

vu la théorie des équations du second degré & discrlminunt nul .'“
une matrice inversible P (réelle ou complexe) telle que .

- ()
PUP-! = (™ ,
(0 ku>

il est clair que g, est aussi le polynéme caractéristique du soinl e
(X — %) (X ~=hy); comme py admet par hypothése A por Fuely
vient donc

et par suite
PUP =1,
d’otr résulte que
U =1,

Lorsque Tr(U)2 — 4.

dét(U) = 0, il est donc impossible de « (g '
U sauf dans le cas ot U es N

t déja une matrice diagonale,

7. Caractérisation des endomorphismes diagonalisabilon

Soit # un endomorphisme d’un espace vectoriel Th de dimension (lile i sy a‘
commutatif K. On dit que # est diagonalisable s’il existe une hase do 1 s
vecteurs propres de #, autrement dit par rapport & laquelle Ta mntelon di o
diagonale. Le Théoréme 5 donne une condition syfisante poue ('l oi sbt i
4 savoir, que le polynéme caractéristique de # ait toutes ses rachnes diann I8 ot i
soient toutes simples (ou, si on préfere, que ce polyndme adimetire n raelies e
a deux distinctes dans K). Mais cette condition nest évidermment pie nfsssislie
(exemple trivial : Pendomorphisme unitéy sa matrice par vapport & ' liporis ﬂﬂl"h
base de B est diagonale, mais son polyndme caractéristicue, dwnvoly

(I 'X)“,

ne posséde pas de racines simples 1),

On va done énoneer une condition wdeessaire ot suffiseante pone qu'un e
phisme w de I3 soit dingonilisable, Powr cela, o anmrons hesodn des notlonis sl i ea
Etant donnée une valear propre & de iy nous appellerons muttiptoltd do » b il
plicité dek comme racine du polyndme g, D'iatre part, nous appellerons LI RUET (T
propro do i nssoelé & A Pensemble (qui et évidermmont wn nousseapnes veuiiiel
de L) dex veeteurs propres de noassocién & xp on notern 1 (1) oo Nouseapmes | i o
tlone

G(h) o Ier(u A1),



448 VALEURS PROPRES § 32

T'ntortME 6. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie sur un corps
K. Pour que u soit diagonalisable, il faut et il suffit que les deux conditions swivantes soient
remplies

() Ae polyndme caractéristique p. a loules ses racines dans K;

b) pour toute valeur propre ), la dimension du sous-espace propre B()) est égale & la multipli-
citd de N comme racine de p,,.

Supposons ces conditions vérifiées, et soient )y, ..., A lesracinesde p, etry, . .., 7q
lours ovdres de multiplicité. En vertu du Théoréme 4, les sous-espaces vecoriels
1i(%), ..., E(%,) sont linéairement indépendants au sens du § 17, n® 3; comme on a
tnooutre

dimEQy) + -+ + dimE(,) =n =dimE
en vertu des r'c]atiéns {(*)
dim EQ3) =r, n+ -+ +rg=mn,
oit voit (§ 19, Corollaire § du Théoreéme 13} que
(1) E=E))® - @ E{,) (sommedirecte);

on obtient alors une base de E en réunissant des bases de E(},), .. ., E(i,); cette base
ent formdée de vecteurs propres de u, et # est donc bien diagonalisable.

Supposons inversement que # soit diagonalisable; notons encore &y, ..., }y s€§
diverses valeurs propres et posons

5= dim E()\{).

L sous-espaces E();) sont linéairement indépendants (Théoréme 4); comme E
ndlmet une base formée de vecteurs propres de #, i.e. d’éléments de ces sous-espaces,
on voil que ces sous-espaces engendrent E. On a donc comme plus haut la relation
(17}, et on obtient une base de E en réunissant des bases de E(%,), ..., E(},;); par
rapport & cette base, la matrice de u est évidemment

0

nveo 5 termen dingonnux égaux & 4 le polyndme caractéristicue de U, fe, de u, est

e
ﬂ”(x‘] — (I‘]'I X)*' s “'-’ "\{}l,”

(*) L premibre exprime hypothbae (b), ot ln ssoonde "hypothése (a) de 'dnoncé,
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!

ce?a. prouve d’une part que toutes ses racines sont dans K, d’autre part que la mulils
plicité de ), est égale & 5; = dim E(),), et ceci achéve la démonstration.

Remarque 3. La condition a) est toujours remplie si K est algébriquement cloy,
par exemple si K = C.

Remarque 4. La condition b) signifie que E(X) posséde la plus grande dimension
possible (ce qui est conforme au bon sens, puisqu’on désire trouver suffiyams
ment de vecteurs propres pour pouvoir en extraire une base de E); autremont
dit, quel que soit 'endomorphisme u, on a inégalité

dim E(}) < multiplicité de A

pour toute valeur propre de u dans K.

, Pour établir ce point posons E(A) = F; il est clair que z(F)cI' et que
Pendomorphisme o de F induit par u est ’homothétie de rapport 3; le polynme
caractéristique de ¢ est donc

pu(X.) — ()‘ —_ X)dim E('A);

pour €tablir le résultat cherché il suffit donc de faire voir que {J.,(X) divine

P£a(X). Autrement dit, on est ramené & établir le résultat général que volal |

sott B un sous-espace de E stable par u, i.e. tel que u(F) < F; soit v Penq omorphismi
de ¥ induit par u, i.e. tel que v(x) = u(x) pour tout xeF; alors l¢ pobmdma fi
divise le polyndme p.,. ' X

Pour cela, choisissons arbitrairement une base 4, ..., x. de Fy et complés
tons-la en une base de E (ce qui est toujours possible : § 19, Corollaire o du
Théoréme 2). La matrice de « par rapport 4 la base obtenue est éviclomumeni

de la forme
v T
] =
U (0 w)

ol V est la matrice de » par rapport 4 la base x;, ..., %, ot T est une mallo
a r lignes et n— r colonnes, et ot W est une matrice carrée d'ordre n ’.
Par suite

U-—X.i,‘:(V—X'L T )’

0 wW—X.1,.,
ct le § 24, Exemple 2 montre que
dét (V —X.1,) = dét (V— X.1,) dét (W — X . 1,_,),
ce qui s’éerit encore
(X)) = p(X)py(X)

et démontre le résultat nnnoncé,

A Ia notion d'endomorphisme diagonalivble correspond celle de matrice diagos
nalisable, Une matrice Ue M, (K) ost dite diagonalisablo o'l existe une matrlon
PaGli (n, ) tolle que In matrice PUP* wolt dingonale; en ralson du § I no g,
celn veut dire que l'endomorphisme de K* définl par U st dlagonalisable, C'oxt
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toujours le cas sile polynéme caractéristique g, a toutes ses racines dans K, etsi elles
Houl toutes simples. :

Une notion analogue mais un peu plus subtile est celle de matrice semi-simple. On
appelle ainsi toute matrice U e M,(K) possédant la propriété suivante : il existe un
sur-corps commutatif I de K tel que U soit diagonalisable en tant que matrice &
voeflicients dans L (on démontre qu’on peut alors prendre pour L n’importe quel
#ur-corps algébriquement clos de K). Si ’on regarde U comme la matrice d’un endo-
maorphisme u de K®, cela veut dire, intuitivernent, que u posséde « suffisammment »
e veeteurs propres pourvu qu’on autorise les vecteurs propres a avoir leurs coor-
données dans un sur-corps de K.

lixemple 3. Prenons K = R et la matrice

U = €08 6, —sin 6\
sin 6, cos g/’

sey valeurs propres dans € sont (Remarque 1) les nombres
cos § == i.sin §;

8i 0 n’est pas multiple de =, ces valeurs propres.sont distinctes, en sorte que U
o8t diagonalisable en tant que matrice & coefficients dans €; mais elle ne Pest
pas comme matrice 4 coefficients dans R, puisque ses valeurs propres ne sont
P réelles — autrement dit, sur le corps R, la matrice U est seulement semi-
simiple (y compris évidemment pour 6 multiple de ).

§ 35. Forme canonique d’une matrice

Le but de ce § est de démontrer le Théoréme de Jordan dont on trouvera ’énoncé
plus Join, et qui remplace la réduction 4 la forme diagonale pour les matrices non
diagonalisables. Quoique ce théoréme joue un grand role dans certaines partie
des Mathématiques (notamment dans la théorie des équations différentielles linds
aires), sa connaissance n’est pas indispensable au lecteur débutant. Celui-ci pourri
dongc, soit négliger purement et simplement ce §, soit ne Pétudier qu’a titre d’exers
cice,

1. Le théoréme de Hamilton-Cayley

Soient K un anneau commutatif et f un polynéme & une indéterminée A coefficients
dans K, a savoir

fXy=aq+aX+ - +aX.

Ltant donnés un sur-anncau L de K tel que K soit dans le centre de L (i.e. tel que
au — ue pour ¢« K, ve L) et un élément u de L, nous poserons

JW =a -+ au+ - 4 au

lorsque L est commutatif on retrouve la définition du § 28, n© 1 (dans le cas général,
an pourrait se ramener & un annean commutatif en remplagant L par le soussanneau
K[u] formé des combinaisons linéaires, & coeflicients dans K, des puissances de n),

St en particulier on prend I = M, (K), anneau des matrices carrées d'ordre n
A coeflicients dans K, on voit qu'on peut définir £{U) pour tout polyndme /& K[ X |
ct toute matrice carrée U A coeflicients dans I (ou méme dans un sur-nnnean conmus
tatif e K),

Cleei dit

Tufiordme 1o Sodent U une matrice carrde & conflicients dans un annean commutatyf' K ot

Pu(X) = dét (U X 1)
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son polynéme caractéristique. On a alors

pu(U) = o.
Posons, si U est d’ordre n,

(— I)"pu(x) = X" — (U)Xt (— 1}, (U)

comme au § 34, n® 3. Les coefficients 7,(U) sont des polynémes & coefficients entiers
rationnels en les éléments de U, polynémes dont les coefficients sont évidemment
indépendants de U comme de I'anneau de base K : par exemple la formule

TI(U) = oy + et + Lnn

permettant de calculer ,(U) en fonction des coefficients a;; de U est la méme pour
toutes les matrices U de degré n et tous les anneaux commutatifs. Comme

(= 1)%Py(U) = U — ¢ (U)U™L + 0 4 (— 1), (U) A,

on voit done qu'il existe des polynémes f; (1 < 7, j < n) a coefficients entiers rationnels,
Aon" indéterminées X (1 <4, j < n), tels que, pour tout anneau commutatif K
el toute matrice

U= (‘Iif)léf».fé“
(e degré n A cocflicients dans K, les coefficients de la matrice 2$u(U) s’obtiennent en

subwtitant les coefficients de U aux indéterminées dans les polynémes f;. Pour
montrer que po(U) = 0, il suffit donc de montrer que les polynémes f;; sont nuls,

Le. que leurs coeficients sont nuls, et pour cela (§ 28, Théoréme 1) que chaque fj;.

w'annule toutes les fois qu’on y remplace les indéterminées par des entiers rationnels
Arbitraires, Mais par construction méme des f}; cela signifie qu'on a p,(U) =0
pour toute matrice carrée A coefficients dans 'anneau Z.

Ainsi, pour établir le Théoréme 1 pour fout anneau commutatif K, il suffit de
I"dtablir pour Panncau Z. Pour cela nous allons Iétablir pour un corps K algébrique-
ment clos quelconcue; le Théoréme sera alors établi pour C, donc pour le sous-anneau
7 e 0, done dans tous les cas !

Pour cela considérons Pendomorphisme « de K» ayant U pour matrice par rapport
A la bawe canonique, En vertu du § 34, Théoréme 3, il existe une base (x);<<n de
K" tolle ¢ue I'on ait des relations

(1) u(x) = puxi o oty (1 <P < n);

comme le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses termes diago-
X on o alors

po(X) = pu(X) = (o —X) ... (o — X),

et tout revient par conséeuent, puisque gy, (U) est évidemment la matrice (par rapport
Al base canonique de K de I"'endomorphisme

Pu) = (= 1) oo (pan = 1),
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a montrer que celui-ci est nul. Or posons

Ui == py— U;
il résulte de (1) que
() = (pa — pij)%e + yy

olt y; appartient au sous-espace vectoriel F._, de K¢ engendré par les vecteurs
X1y « .-y ¥, et il résulte aussitét de ces formules que Pon a

u(F)cFi,
pour tout . Pour en déduire que ’endomorphisme
v =pu(u) =uo ... 0u,
est nul, il suffit alors de remarquer que
vK?) =o(F) =u0 o oupou(F)cuyo - oupy(Fo)c. .- c u (F,)

et comme on a évidemment % (F;) = {0}, le Théoréme est établi.

Exemple 1. Si U est une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients dans un anneau
commutatif quelconque, on a

U2 —Tr(U). U + dét (U).1, — 0.

On conscille au lecteur de vérifier ce résultat par un calcul direct.

Remarque 1. Comme po(X) = dét (U — X.1,), le lecteur débutant et ingénieux
aura sans doute I'idée de démontrer le Théoréme 1 en écrivant que

£u(U) = dét (U—TU.1,) = dét (U — U) = dét (0) = 0,

Cette démonstration séduisante repose malheureusement sur l’erreur qul
consiste & croire que, lorsqu’on remplace dans U — X1, Pindéterminde X
par la matrice U, on trouve la matrice U — U.1, = 0, ce qui n’est pus lo
cas; en effet, U -—X.1, s’obtient en retranchant X aux termes dingonnux
de U, etsil’on remplace X par U dans le résultat obtenu on trouve la matrice

(L‘In —U ay ... %y )

Cn Ugp  eov QU
& coeflicients dans le sous-annean commutatil de M, (K) engendré par K et U
or cette matrice n'est visiblement pas nulle en général | Le thégréme de
Hamilton-Cayley affirme seulement que le ddterminant de cette matrice est nul,

Clette: Kemargue montee qu'on peut e parfoiv induit en erreur par les
notations cpa’on utiliee,
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4. Décomposition en endomorphismes nilpotents
Lie premier pas dans la démonstration du Théoréme de Jordan consiste & établir
le résultat suivant :
ntowime 2. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel B de dimension finie sur un corps
commntatif K, et supposons que le polyndme p,, ait loutes ses racines dans K. Posons

Pu(X) = (0 —X) o (g — X)e

0 My ooy kg€ K sont les diverses racines de pu et 1y, ..., 1, leurs ordres de multiplicité.
fonfin, posons . )
E; = Ker [(u—¥)"] pour 1<i<q

Mory 1 est somme directe des sous-espaces By, et on a
dim (E;) =7, pour 1 <i<q
Pour simplifier les notations, posons

PX) = pu(X),  AX) = (00— X)
g(X) = AX) .. fia(X) fra(X) . Jo(X).
Ciomme les k sont deux & deux distincts, les polynémes g, (1 < i < ¢} sont premiers

¢iilre eux, et par suite il existe des polynémes £ e K[X] tels que ’on ait

1/2- R(X)gi(X) = 1.
ot s
w = fi(u), v = gi(u), w; = fy(u)

e worte que les 3¢ endomorphismes de E ainsi obtenus commutent deux 3 deux
(enr ce sont tous des polyndmes en u), on a done

Wyod - o0 w0, =_j"ﬁ,
endomorphisme identique de E, Ceci montre qu’on a
(u) x e (g (x)) f oo A wy(v, (%)) pour tout xe E;
i ' apres Ie ‘T'héoréme 1 on a

O = p(u) = fi(w) () == 1 0 v,

prour tout d, et puisque w et w; commutent il vient a fortiori w0 w, 0 9, — 0. Cleci

thantre que
wi{m{x)) e li

pour tout f et tout &, et (1) prouve done que

oo By o oo e By
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Il reste & montrer que la somme est directe et que dim (E;) = r;; comme
not e 1o =d°(p,) = dim (E),

le Corollaire 3 du Théoréme 13 du § 19 montre d’ailleurs qu’il suffit d’établir les
relations

(3) dim (E;) < 7.

Or comume E; = Ker (w;) et comme » commute A #; il est clair que u(E;) c By
désignant par u; 'endomorphisme de E; induit par «, on voit donc (§ 34, Remarque 4)
que le polynéme p, est divisible par le polynéme put. Comme le polynéme p, a toutes
ses racines dans K, il en est donc de méme de bu1, et par suite il existe une base
de E, par rapport & laquelle la matrice de #/ est triangulaire (§ 34, Théoréme 3);
mais comme on a

() — )i = 0

par construction méme de E,, les coeflicients diagonaux de la matrice de #/ par
rapport 4 la base en question sont nécessairement égaux 4 ), en sorte que

Paf(X) = (hs— K)o,

Pour que ce polynéme divise p, il est évidemment nécessaire que la relation (3) soil
vérifiée, ce qui achéve la démonstration.

Les scalaires 3y, . .., ), sont naturellement les diverses valeurs propres de u, Le Théo-
réme 2 montre que E est somme directe de sous-espaces E; tels que I'on ait

u(E;) c Ky, (4 —3x)"=0 dans E.

Comme on obtient une base de E en réunissant des bases des divers E;, on voit que,
pour mettre la matrice de « par rapport 4 une base de E sous une forme aussi simple
que possible il suffit de se placer dans E, et de résoudre le méme probléme pour
Pendomorphisme de E; induit par # ou, ce qui revient au méme, par u — X, lequel
est nilpotent, ce qui veut dire que 'une de ses puissances est nulle.

Alnsi tout revient maintenant, étant donné un endomorphisme nilpotent «'un
espace vectoriel, a choisir une base de celui-ci par rapport A laquelle Ia mntrice
de I'endomorphisme donné soit aussi simple que possible, Clest ce qu’on va fhire
dans le n® suivant.

3. Structure des endomaorphismes nilpotents

Voici maintenant e second pas dans Lo démonstration du 'Théoréme de Jordan

Tarfiontive 8. Soit w un- endomorphisme d’un espace vectoriel U de dimension Side n ey
ur-tun corps commdatif Ko Supposons gu'il existe un entior p s O tol que

T ]
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(l.e. que u soit nilpotent), I existe alors une base de E par rapport & laguelle la matrice de u
vt de la forme

0 v, 0 (L]
0 0 v, 0 0
0 0 0 0 v,
0 0 0 0 0

o chaque scalaire v; est dgal ¢ 0 ou & 1.
On peut évidemment supposer u 4 0, le Théoréme étant trivial si u = 0, Il
exinte nlors un entier ¢ 2> 1 tel que

ul 5 0, witl = (;
our tout enlier 7 > 0, nous poserons d’autre part
E, = Ker{s");
o iy oo 30t et By = B,

Lasmmr 1, L suite de Sous-espaces
0=FE,cEec ... cE;cE,; =E

st strictement croissante, et on a w(E,,) ¢ E; pour tout =0,

Siun vecteur x est annulé par I’'endomorphisme w7, il est clair que #(x) est
annulé par afy ee qui établit la seconde assertion de I'énoncé du Lemme 1. 11 reste
A-dtabliv que Ly, contient strictement E; pour 0 <{ ¢ <{ ¢. Tout d’abord, la relation

EH—I o E.‘

ert trivinle pour tout £, Supposons maintenant qu’on ait E,y, = E; pour un indice i
tel que 0«5 1« g pour tout xe &, on a

0 = uitl{x) = a1{u1-1(x)),

done wt (x) @ By de By = B résulterait done que #%(x) e E; pour tout x<E,
done que wi(x) = 0 pour tout x & E, contrairement 2 la définition de g¢.

Lammie w, Sofent @ un entier tel que v < i < ¢ et ¥ un sous-espace vectoriel de E tel que
o lhg e (015 on a alors w(F) n Kooy = §0{, et u induit un isomorphisme de ¥ sur u(F).

Clonsidérony un vectenr xeau(l) 0 B,_; il existe un yal' tel que x = u(p),
ot comme u'=H(x) = u'( ¥) on voit que la relation x@wu(I") n 1, implique ya X' n I,
done p 0, done x v 0, L'application de F dany «(I") incluite par 1 est évidemment
lindnire et wurjective; elle et injective, car i ya I vérilie u( ») = 0, ce qui implique
u( ) @ Ly, Je ralsonnement préeddent montre aussi que p — 0, Le lomme oxt done

Al

n° 3 STRUGTURE DES ENDOMORPHISMES NILPOTENTS 447

LeEMME 3. 1l existe des sous-espaces vectoriels ¥, ..., Fy,, de E qui possédent les propriétés
suivantes

a) E; est somme directe de Ei_, ef de Fi pour tout i tel que 1 < i < q + 13

b) u applique injectivement ¥, dans F;_, pour tout i tel que 2 < i < ¢ + 1.

On prend tout d’abord pour F,i; un supplémentaire de E, dans B, = E; le
sous-espace #(Fqy,) est alors contenu dans E,, et ne rencontre E,_, qu’en 0 d’aprés le
lemme 2;.par suite, il existe un supplémentaire F, de E,_, dans E, qui contient
u(Fy4q); d’aprés le lemme 1, le sous-espace u(F,) est contenu dans E,_,, et ne rencontre
Eq—; qu’en 0 d’aprés le lemme 2; on peut donc construire un supplémentaire F,.
de E,_, dans E,, qui contienne «(F,); en poursuivant la construction ainsi de suite, on
forme évidemment des sous-espaces F, vérifiant la condition g) et tels que u(FyeFiy;
le fait que « applique injectivement F; dans F,_; résulte alors de la seconde assertion
du Lemme 2.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du Théoréme §. Pour cela,
construisons les sous-espaces F; (1 < ¢ < ¢ + 1) du Lemme 3. Désignons par

A X1z -y Xy,

une base de F,. Comme ces vecteurs sont linéairement indépendants, et que u
applique injectivement Foyy dans F,, leurs images par « sont linéairement indépen-
dantes, et font donc partie d’une base de F, (§ 1g, Théoréme 2); autrement dit, il
existe une base de F, de la forme

Yary Xags ey Ape Xarggny vy Xang
avec
u(xyy) = xy; pour 1 <Lj<r.

En raisonnant de méme 4 partir des vecteurs x,;, on voit qu’il existe une base -

xsl: LIRS ] x:!,ra
de F,_, telle que I'on ait
u(xy)) = xq; pour 1<{j<ry
En poursuivant ainsi de suite on parvient finalement & une base
) X1, 15 s+ ey x,H.l‘r.,.,.
de Ty = E,, telle que Pon ait des relations
U(y,)) = Xppy ) POUr Lo g o1y

et comme Ey wo Ker (1) on noen outre

WV gy ..') ) pour 1ol f o Py
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(leci dit, et comme E est évidemment somme directe des sous-espaces Fy, ..., Foy,
on voit que les 7, 4 #, + -+ 4 71444 Vecteurs xy; ainsi construits forment une base
e 15, On peut écrire cette base sous la forme du tableau que voici :

Xy ... X1 e,
w(xyg) oo u(¥e)s Xo,ripl - - X, r,
wi(xyg) oo w0 (x, )y 00 (g rp) e 8T (Ryey) o gt g

Iin écrivant ces vecteurs colonne par colonne, en commengant par le bas, on trouve
done une base (%), <i<n de E avec la propriété que, pour chaque 7, on a

soit  w{x) =0,  soit u(x) = xi;
lin inatrice de u par rapport 4 cette base posstde alors la forme indiquée dans Pénoncé
iu 'T'héoréme 3,
d, Lo théoréme de Jordan

Avint ’énoncer le résultat final de ce §, introduisons la définition suivante : on
appelle matrico réduite (ou matrice de Jordan) & coefficients dans un corps commutatif
IX toute matrice carrée a coefficients dans K qui est de la forme

» 1 0 0...0 0
0 » 1 0. 0 0
0 0 » 1...00
0 0 0 0 ... 5% 1
0 0 0 0... 0 %/

autrement dit dont tous les termes diagonaux sont égaux, qui comporte des 1
finmédintement au-dessus de la diagonale, et des 0 partout ailleurs.

" exemple,
Y 1 o1 O
0, (0 1). (0 1
0 0
pond des madrices réduites d’ordres 1, 2, § respectivement.
Cledicdit 2

Trdondine 4 (Jordan), Sofent 1 un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commulatif
I ot u un endomorphisme de Voo Los propridids suivantes sont dquivalentes :

a) Toutes les valeurs propres de w sont dany 1, Ly lo polyndme py o toutes ses ricines
dans K,
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&) il existe une base de E par rapport & laguelle la matrice de u est de la  forme

U o 0 ... o0

ott chaque U; est une matrice réduile & coefficients dans K.

’ Supposons que toutes les valeurs propres de # soient dans K, et appliquons tout
d’abord le Théoréme 2; soit u; la restriction de « 4 chaque E.. Pour chaque 7, suppo-~
sons construite une base (%)< < de E; par rapport a laquelle la matr’ice de u
ait la forme indiquée dans ’énoncé du Théortme; alors, en superposant les base;
des divers E; ainsi obtenues, on trouve évidemment une base de E par rapport 3
laquelle la matrice de « a la forme cherchée. Tout revient donc & examiner . Or

on a
=M+

ol v; est un endomorphisme nilpotent de E,; il suffit donc de montrer qu’il existe
une base de E; par rapport & laquelle la matrice de »; est un tableau diagonal de
matrices réduites; pour cela, il suffit d’appliquer le Théoréme 3 a # et & E,, en
formant une matrice réduite toutes les fois qu’on a une « chaine » de coeﬁ"lci,ents
v égaux 4 1, Par exemple, la matrice

0O 1 00 0 00
0O 01 0 0 0 0
0O 0 00 0 00
0 000 O0O000
000 00 10
0 000 0 0 1
000 0 0 00
s’écrit
U 0 0
(0 U, 0)
0 0 U,
avec
0 1 0
U, = (U 0 1): U, = (0),
0 0 0

- /0 0 0
U, — (() 0 :)-
0 0 0
I est elair qu’on procédant aingi on montre que a) implique b),

Pour montrer cue &) implique @), on observe que, daprés le § g4, Remarque 4,

I propriéed by implicque
Po(X) = Py (X) o0 P (X))
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pour montrer que p, a toutes ses racines dans K, il suffit donc de montrer qu’il en
est ainsi de p,, lorsque U est une matrice réduite, ce qui est clair comme on I'a vu
au § 34, n° 5. Le Théoréme est donc démontré,

L’hypothése a) du Théoréme de Jordan, et donc aussi la propriété b}, est toujours
vérifiée lorsque le corps K est algébriguement clos. Dans le cas général, la condition a)
pignifie aussi (§ 34, Théoréme §) que u est frigonalisable.

Bien entendu, le Théoréme de Jordan s’applique aussi aux matrices : si U est
une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K, et si U a toutes ses valeurs propres
dans K, il existe une matrice Pe GL (2, K) telle que

U, 0 0 ... 0
pupi—| 0 U 0 ... 0
0 0 0 U,

ot les U, sont des matrices de Jordan.

Ixemple 2. Soit U une matrice carrée d’ordre 4 sur un corps K algébriquement
clos. Alors U est semblable & une matrice ayant I'une des formes que voici :

W 00 03 » 1 0 0 1 0 O
0 % 0 0y, O x» 0 01}, ¢ » 1 0},
0 0 ¥ 0 ) 0 0 » 0/ 0 0 % 0 f°
0 0 0 3y 0 0 0 3 00 0 3
P S VR » o1 0 0%
0 % 0 01}, 0 » 1 0
0 0 p 1/’ 0 0 » 1
00 0 u W00 0
11 existe A premiére vue d’autres possibilités, mais elles se raménent aux pré-
cédentes — par exemple la matrice
N 0 0 0 » 1 0 0
0 % 1 90 . s 0 » 1 0
0 0 3 1 est semblable & 00 % 0
0 0 0 » 00 0 X

comime on le voit en effectuant une permutation des axes de coordonnées.




EXERCICES

I1 est parfaitement utopique d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Exercices.

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes, Certains sont clex
illustrations pratiques ou méme numcériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre, Dautres apportent au texte des compléments théoriques élémens
taires; en les étudiant, le lecteur s’habituera 4 manipuler le langage et les modes ce
raisonnements utilisés dans le texte ; ceux de ces Exercices qui ne sont pas irés [aciles sont
précédés d’un signe . Enfin, la dernitre catégorie est constituée par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinds uniquement
aux étudiants déja avancés qui 8intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sonl
précédés de deux ou méme trois signes 4.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste P
seulement & se convaincre, 4 I'aide d’un « brouillon » fait 4 la hate, du [ait qu’on en a A peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de calcul numérigue,
il faut par contre s’efforcer de rédiger intégralement les Exercices plus théoriques, oit 'on ol
construire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de celle fagon,
Pétudiant parviendra & acquérir un langage clair et correct, et & utiliser les termes techniquen
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhenslon
d'un sujet, -



§ 34

Pour chacune des matrices figurant dans les Evercices 1 14 ci-dessous, répondre aux queis
tions suivantes : a) Calculer les valeurs propres (on prendra C pour corps de base). &) Pour
chaque valeur propre, calculer les vecteurs propres correspondants dans € (on identifln
chaque matrice carrée d’ordre n & coefficients complexes 4 un endomorphisme de €%, 7)
Trouver, §’il y a lieu, une base de " formée de vecteurs propres. d) 8i la matrice considérde
est diagonalisable sur €, déterminer le plus petit sous-corps de € sur lequel elle est diagoniis
lisable. ¢} Si la matrice considérée n’est pas diagonalisable sur C, trcuver une base de (* PAr
rapport 4 laquelle "endomorphisme correspondant de G posséde une matrice triangulaire,

1. /5 —3 2 2./7 —12 6
6 —4 4) (10 — 19 IO)
4 —4 5 12 —=24 13

w
|
NS

[
O
Lo w1
N——

o
T
RS
-

7. (4. 6 '—15) 8. 1 —3 0 3
3 4 —I2 —2 —6. 0 13
2 3 —8 0 —3 1 3
—1 —4 0 8
9 /3 —4 0 2 0. /3 —t 1 —>
4 —5 —a2 4 9 —3 —7 —1
0 0 3 —a2 0 0 4 —8
0 0 2 —1 0 0 2 4,
11, /o 0 2 3 12, 3 2 1 1
0 ¢ —2 -—g 2 z 1 1
2 —2 0 —1 J° I Lo
3 -3 -1 3 -1 -0 0

ot colonnes)
o -0 0 6 . 0 i ’

¢ 000 00

18. 00 0 L..0 M. /70 ¢ 0 0 ... 0 0
g 00 L., 0 O 0 ¢ 0 .0 0
ey 0 0 e s o (n Lignen



b20 EXERCICES § 34

1. Soient L un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K et # un endo-
morphisme de L. Soient L* le dual de L et ' Pendomorphisme de L* transposé de .

#) Montrer que les valeurs propres de « et de 'u sont les mémes,

b} Soit ke K une valeur propre de u; on note E(3) Pensemble des xe L tels que #(x} = ix,
ot I'(x) Pensemble des fe L* tels que u( f) = 1. Montrer que

dim E() = dim F(})

(wtiliser le § vy, Evercice 12).

¢) Montrer que les polynémes caractéristiques de u et de '« sont les mémes. .
(On peat en fait démontrer gue toute matrice carrée 4 coefficients dans un corps com:mutatif
IX entsemblable i sa transposée: of, § 35, Exercice 10).

10, Soit G = SL(2, R) le groupe des matrices
a b
X = (C d)

ad ~— b = 1.

i coethicients rdels et de déterminant
i) Si

|TI“{X) ] = 2,
I existe une matrice Ue G telle que

Ty {1 0
uxu- = (| m)

nvee fe R0 /400, 1, <~ 1 (on dit alors que X est hyperbolique)
b) Si
ITr(X)| < 2,
I exinte une matrice Ue G telle que
fcos{ —sint{
INLI-1 —
UXUY (sin ! cos f)

vee ter R (on dit alors que X est elliptique).

() BEX Sy, - 1y, etsi
Tp(X) = | 2

I eximte une marice Ue G elle que UXU - # soit ¢gale 4 'une des matrices
( Pt ) ( 1 I ) ( t 1 ) ( t 1 ) .
1 1 ¥ 1
0o 0 I o 1 0 |

on dit alors que X est parabolique..
d) Ondénigne pur K e sous-groupe de G formé des matrices de 1 forme

cos | $in ¢
sin ¢ cos !

(Frdel}, et par "' e sous-groupe de G formé des matrices de L forme

(b )

§ 3 EXERCICES 621

avec u, v réels et u > 0, Montrer que tout élément de G s’¢erit, d’une fagon et d'une seule,
sous la forme XY avec XeK et Ye T.
En déduire que I'on peut supposer UeK dans la question a), et UeT dans la question §),

17. Soit G = SL(2, C) le groupe des matrices

a b
x=(2 2)
4 coefficients compleves et de déterminant
ad — be = 1.
a} Montrer que, si
Tr(X) s 2, — 2

il existe une matrice Ue G telle que

a4 ft 0
UXU- = (0 Iﬁ)

aveclieC, 1540, 1, — 1.
b) Montrer que, si X 5 1, resp. — 1, etsi

Tr(X) =2 resp —a

il existe une matrice UeG telle que

— 1
UXU*‘:({I' i) resp. ( 3 )

— I
¢) On désigne par K I'ensemble des matrices de la forme
u — E)
v U
b
ou u et v sont des nombres complexes tels que
uff + fof = 1, .

et par T I'ensemble des matrices (f j,) de G telles que ¢ = 0, et que a et 4 soient réels

strictement positifs. Montrer que K et T sont des sous-groupes de G, et que tout élément de ¢}
se met, d'une fagon et d’une seule, sous la forme XY avec X e KetYeT.

18. Seit K un anneau commutatif. Etant donné un polynéme
SX) =ay+ X + .+ ¢, X
a cocflicients dans K, on définit
SA) = a1, A | e | a A

pour loute matrice A e M, (IK),
a) Soient f, g deux polyndmes h coellicients dans IC) on pone

Sl a=p  Su=a LK) = r(X)
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montrer que

PA) =S (A) + a(A), q(A) =F(A) g(A) =g(A)F(A),  r(A) = f(g(A)).

(On w'eflorcera d*éviter tout calcul en utilisant de fagon appropride les résultats du § 28).
b}y Montrer que
S(UAU-Y = U. f(A). U~

M AaM, (K) et UeGL(n, K).
1) On suppose A triangulaire et on désigne part;, ..., t, scs termes diagonaux. Montrer que
f (A) et triangulaire, et que ses termes diagonaux sontf (1), ..., f(¢,}.

) Onwmuppose que K est un corps. Soient ¢, . . ., £, les valeurs propres de Ae M, (K) (prises
(lans une extension algébriquement close de K, et chaque valeur propre étant répétée autant
(o foin que s multiplicité dans I’équation caractéristique de Aj le lecteur pourra supposer
I~ Ow'il ne vintéresse pas au cas général).

Montrer que les valeurs propres de £ (A)sont f(4,), ..., f(t), et que

(LA =S () S Tr(fA) =F) + - +£(8).

1, Hoi
X)) =a + X + - + g, X02

i polyndme i coeflicients complexes. Montrer que

a ay  dy a,

a4, ay 4 =1

r‘ﬂ -1 an al d"_g '_"f(zl'.:] o ‘f(zn}
lat, a;  a, |

02y g, mont les racines n® de 'unité (déterminants eireulants; utiliser I’ Exercice précé-
tlent),
Appliquer ce résultat au ealeul des déterminants

le & ¢ d ! ,2 345
d a b ¢ ? 3 : 2 i,
¢ d a b|’ 3 :1 J (I «i )
b ¢ d al b5 23
501 2 3 4
#0, Holt ¥ une permutation des entiers 1, 2, ..., 7, On considére ’endomorphisme x, de €

tlonnd par
wle) = ey (1 i)

00 () ont I biwe canonigue de 00, Ultiliser 1n décomposition de s en cycles (§ 7, Exercice
W) pomie oalender les valeurs propres de u,, et montrer que i, est diagonalisable.
Oncromplace diun ce qui préctde @ par un corps commutadif 1K algthriquement clos et de
onrotdeinticue g4 05 on prend f el pour s une permuatation circulaire, Montrer que u,
n'ent p dingonalinable,

H1 Molent Voun enpace vectoriel de dimenston finle sue un corps commutatil' K et I un en-
somble Pondomorphinmes de Vi on dit que I st (elgonnlisablo {ou encore que ln réduotlon
smultando & ln formo telangulnire est possible pour 1Y) @'l exdste wne base de V par rapport
Inepuelle lin matefon do fout ve 1 wole (elangulilve, :

§ 84 EXERCICES Bag

Seit V' un sous-espace vectoriel de V stable par T, i.e. tel que 'on ait
u(V)eV' pour tout ue

(au lieu de stable on dit aussi invariant) ; tout # e T induit donc un endomorphisme ' de V'
et un endomorphisme & de 'espace vectoriel quotient V/V' (§ 12, Exercice). Soient F' Fensemble
des u' et F ’ensemble des #.

On suppose F' trigonalisable dans V', et F trigonalisable dans V/V'. Montrer que F est
trigonalisable dans V {on construira une base dans V en imitant la démonstration du Théo-
reme 1 du § 18).

Déduire de 14 une variante de la démonstration du Théoréme 3 du § 34.

22. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K algébrique-
ment clos (on peut supposer K = G, la démonstration est la méme...) et F un ensemble d’endo-
morphismes de V commutant deux & deux. On se propose de démontrer que F est trigonalisable
(Exercice précédent),

a) Pour tout ueF et toute valeur propre Ae K de 4, soit V, (1) le sous-espace des xe'V tels
que #(x) = lx. Montrer que V(1) cst stable par F.

&} Déduire de 14 que les u e F ont un vecteur propre commun dans V [utiliser la question a)
pour raisonner par récurence sur dim (V)].

¢) Terminer la démonstration en utilisant I’ Exercice précédent.

d) On suppose en outre chaque u e F diagonalisable. Montrer qu'il existe une base de V par
rapport & laquelle la matrice de #ut ueF est diagonale (« réduction simultanée & la forme
diagonale » pour des endomorphismes diagonalisables qui commutent deux & deux),

¢) Montrer qu’au lieu de supposer K algébriquement clos il suffit de supposer que tout ne I’
est trigonalisable [ou, pour la question d), diagonalisable].

23. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et F un ensemble d’endo-
morphismes de V. On dit que F est irréduetible si les seuls sous-espaces vectoriels de V stables
par Fsont {0{ et V.

a) Montrer que, si un endomorphisme fde V commute & tout ueTF, les sous-espaces vectoriely
Ker (f) et Im( f), ainsi que les sous-espaces propres de f; sont stables par F,

8) Onsuppose Firréductible et K algébriquement clos. Démontrer que les seuls endomorphises
de V qui commutent & tout # & F sont les homothéties (lemme de Schur).

¢} On suppose toujours F irréductible mais on ne fait plus d’hypothese sur K. Montrer que
les endomorphismes de V qui commutent a tout =T forment un sous-corps (éventuellemeont
non commutatif} de ’anneau des endomorphismes de V.

d) Onprend K = RetV = R* Choisir T de telle sorte que le sous-corps de la question précés
dente soit le corps des quaternions du § 15, Evercice 11.

24. Soient V un espace vectoriel de dimension finie # sur un corps commutatil K de carnes
téristique zéro, et G un groupe fini d’automorphismes de V; on note » Vordre de G
a) Soit fun endomorphisme de V; montrer que 'endomorphisme

A

jk] 1 e Ii.f\ll] b
Voag

commute & tout se Gy et qu'on n /0 o el et seulement si f commule aux dlémenta de €,

Montrer qu'on a
(e o f H oy

Al g commute nuk dldments de €4
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_ _ ) ) . dentes est effectivement réalisée si Pon définit u, v et f ¢ it :
b) Soit W _un(s;ﬂl(xg;lesrizfir‘;ztigd iﬁa‘r{tlgfﬁéﬁt clfjrrg;c’f('\g"fﬁ ;L)u:“io‘f::ig‘gf.cown polyndme.f (X) en le polynéme nX f (X) — X f’“(UX), ﬁ ;(;rx?sr}:)ir::tt:hauq;?;scﬂc;r;;:}??xu;
lI -)I‘::ilni:“(léI I\'Jl.E(.JjorolIaire du Thc’r-Jré}r)ne 2 combiné avec le fait que W admet un supplémentaire CHEIiPOIYn?‘}“cf I(X')" et fl fra lésfc'(l)rmcf (X) en —n s/ (X) + 2X./"(X); on désigne naturelle-
i V)I un endomorphisme p de V tel que ment par.f* le polynéme dériv ef
=, pV) = W, q 26. Soie_nt‘ V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K algébriquement clos de
Montrer que caractéristique 0 (par exemple K = ), et u, v, w trois endomorphismes de V. On suppose
Im(pd) = W,

[t w] =[5, w] =0,  [4,0] = w.
o) lin considérant, dans la question b), le noyau de 5%, démon?rer_lc t‘héor‘emc suivant :
lout wous-cspace de 'V invariant par G admet dans V un supplémentaire invariant par G.

i) Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps algébriqu::mcnt clos dl\’cicara.cn
(ériuticue 0 (par exemple €) et G un groupe commutatif ﬁpi d’automorphismes Fie V. 1 .on_trcti:r
qu'il existe une base de V par rapport 4 laquelle la matrice de tout s G est dia.g"oza fIc,, si de
plus € est d¥ordre n, les coefficients diagonaux de ces matrices sont des racines n" de l'unité,
[ On utilivera la question ) de " Exercice 22]. ‘ .
¢} Boit X une matrice carrée & coefficients dans un corps algébriquement clos de caractéris-

Montrer qu'il existe une base de V par rapport a laquelle les matrices de u, » et 1 sont trian-
gulaires. Déterminer toutes les solutions 4, v,  du probléme lorsque V est de dimension 3.

G4 27. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K., Un ensemble
F d’endomorphismes de V est appelé une algdbre de Lie {d’endomorphismes de V) siF est

un espace vectoriel (i.e. si on a au 4 fveF quels que soient u, v F et @, 2eK), etsi de pluy
on a

| : #ov—voueF quels que soient u, v F.
Hicuae ) 5
Xt=1 (Exemple : prendre les combinaisons linéaires de u, v, b dans I Exercice 25, ou dé'u, » et w dang
C s : P Exercice 26)

) e ol ; X al'aide d’un exemple que ce résultat ‘ o . L . . ; .
powt t'"”lll'"-i nz, 3101;13 }i:;;(it;%;?;::?bi é\&ontrcr e P On dit qu’une algébre de Lie F d’endomorphismes de V est résoluble s'il existe une suite
ne w'étend pas aux corps de car: . L. croissante
/) Monitrer que le résultat de la question ¢} est encore valable en caractéristique p 5= 0 I;OUWU
iue ordre r du groupe G ne soit pas multiple de p. Méme résultat pour la question d). (%) 30§ =TF,cFc... cF, — F

I 8D, Soit Vun espace vectoriel de dimension finie 2 + 1 sur un corps Comm“tati}i‘]‘j algébrti_{;}lt;- de sous-espaces vectoriels de T tel que Pon ait
L} P L A . . : 151a1-
ment cloy et de caractéristique 0. On considére trois endomorphismes u, v et h de V sa (%) uoov—voueF,_; quels que soient z, veF,

Wil “II'II]IIIE‘H {Il'_'. (:{)IIlIl1lIla1.i0ﬂ sui\*:mtes |
pour tout < tel que 1 < {5 n On se propose de démontrer que si K est algébriquement clos ot dy

[k, 4] = 2u, (4 0] = — av, [, v] = 4 caractéristique 0 (par exemple si K = C), e 5i F 5t résoluble, il existe une base de V par rapport &
_ . A laquelle la\matrice de tout ueF o5t triangulaire [Théoréme de Lie, qui généralise le résultat )
\ i d'une fagon générale [ £, g] = fo g — g o f. On suppose enfin Pensemble {u, v, 4| ' g€ i > G L
“".Ihm;,-:,];?mi :l 1:I::I.J l:':)‘::.ﬁ]:;;{is.c[g;;’;ﬁ;]{;s véi:uiicls{ic V stables & la fois par #, v et Asont {0/ de I'Exercice 22 ainsi que I’ Exercice 26 comme on le voit facilement].
”I”(f 1R, 1 tue fes se @) Démontrer le théoréme dans le cas ot n — 1 dans la suite (%),
" i . .
a) Bolent veVoet deK o tels que h(x) = . Montrer que le vecteur y = u(x) vérific 8) Montrer que le terme F,_ de (k) est une algebre de Lie résoluble.
h(y) = (b - =)y et que le vecteur 2 = o(x) vérifie h(2) = (A —a2)z ¢) On suppose trouvé un vecteur & 7= 0 dans V tel que I’on ait une relation de la forme
woqu'il existe seleur x o4 0 e scalaire he K tels que 'on ait .
h) Montrer qu'il existe un vecteur x 0 et un scalaire 1 : (k) u(x) = M(u).x pour tout ueF,_

x) = wx u(x) = 0. . .
(). ’ (autrement dit, x est un vecteur propre commun aux ¢, ), On prend un ve I',, et on pose

) L veetewr xwntisfisant & la question ), on pose ' 7 = v(x). Montrer qu'on a
Y, o o) AL (h e 0, . u(y} = w{wy.y pour tout uel_,,
Démantrer Tew velations | ol u(u) est un scalaire qu'on calculera. Fn remplagant par £ dans le résultat obtenw (ol
i(xy,) = (A 2h) Xy | £ est un élément arbitraire de K}, en conclure que
t(xy,) (A ko, |, |
,,{_\.;J (k4 10Xy " W) = W) pour toul ne Iy g
It ompte de hypothese diredductibilitd faite au début, déduive de I8 que 3« n d) On note V(1) le sous-espice de 'V formé des 4 @V vérifiand (e ), Montrer qu'il est stable
Jl} M r'“'"'l ':'":'I LU y\], v, forment une base de V, Quelles sont les maivicen de w, par tout ve I',, et que les restrictions & V(1) de deux éléments quelconguos de I commutent
ol que les n VOCLOUPH Ny, ¥y ooy N, . .

g ot fpar rapport & cotte biwe P Réelproque? Can p o w ou 41! - -
! itorlel for - W cle degrd noau plun, & une indéters
On prond pour V 'espice vaotorlel formé des polyndmes de deg i
:I]Illil"f‘ Ir‘i h ulnr'IIh-lt"nlN darm IS0 Monteer que Ja altuatlon dderite dann los questions préed
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Cutiliser 1 Exercice 8 des §§ 12, 13, 14). En déduire que les # = F ont au moins un vecteur propre
commun dans V().

¢) 'l'erminer la démonstration en raisonnant par récurrence sur la dimension de V {utiliser
I'foxereice 21).

/') Olintervient I’hypothése que le corps K est de caractéristique 07

4) Meontrer (avec les hypothéses indiquées sur K) que le théoréme de Lie caractérise les algebres
de Lie résolubles.

28, Pour qu'une matrice carrée X 4 coefficients dans un corps K algébriquement clos soit
nilpotente, il faut et il suffit que toutes ses valeurs propres dans K. soient nulles.

Montrer que, si K est de caractéristique 0 (par exemple si K = C) on peut remplacer cette
condition par les relations

Tr(X} = Tr(X% = ... = Tr{X") = 0,

ott i est 'ordre de X.

Pour qu'une matrice U, & coefficients dans K, soit unipotente (i.e. pour que 1 — U soit
nilpotente), il faut et il suffit que la seule valeur propre de U soit 1. Quel est le polynéme
carpctéristique de U?

Montrer que, si K est de caractéristique p 5% 0, on peut remplacer cette condition par la
nuivinte : il existe un entier 7 2> 0 tel que

U = 1.

2. Soit A une matrice carrée inversible & coefficients dans un corps algébriquement clos.
Montrer que les valeurs propres de I'inverse de A sont les inverses des valeurs propres de A,
nved les mémes multiplicités.

80. Soit A une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans un corps commutatif K. Soit f
une fraction rationnelle & une indéterminée A coefficients dans K; on dit que A est substituable
dinnn /9l existe des polynémes p et ¢ tels que 'on ait

F=1plg et dét(g(A)) # 0.

Montrer qu'alors la matrice

J(A) = p(A).q(A)
ont indépendante du choix de p et ¢ (pourvu que p et g satisfassent aux conditions énoncées).
On nuppose K algébriquement clos, et on note Xy, ..., &, les valeurs propres de A (comptées
avee learw ordres de multiplicité), Montrer que, pour que A soit substituable dans f; il faut
ol ihadlit que fsoit définie en chaque );; les valeurs propres def (A) sont alors £ (3,), . .., f (A
(Utilner 1" Bxarcice 18).

I, Bolent V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K, v un endo-
morphinme de V, et W oan sous-espace vectoriel de V stable par u. Montrer que si # est diago-
nalisable (resp, trigonalisable) il en est de méme de la restriction de « 3 W,

B8 Bolent u et v denx endomorphismes d'un espace vectoriel V de dimension finie sur un
aorps commutatil, Onsuppose gque ket o sont dingonalisables et commutent. Montrer que v o u
ot dingonalisnble, ’

48 Bolt K un corpr commutatif, Ktant donnée une matrice Ue M, (K), on comiddre 'applis
cntlon fi M (IK) > M (IK) donndo par

fu(X) = UK — XU« U, X] pour tout XeM, (KK),
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et on consid&r_e Ju comme un endomorphisme de I'espace vectoriel M, (K). Montrer que,
pour que f; soit diagonalisable, il faut et il suflit que U le soit.

34. Soient K. un corps commutatif et # un entier. Montrer que, comine espace vectoriel sur K,
Panneau M, (K) admet une base formée de mairices X possédant la propriété suivante 3
pour toute matrice diagonale He M, (K}, on a [H, X] - a(H).X ot «(H) est un scalaire
dépendant de H, et que I'on calculera.

35. Soit V un cspace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K; on désigne
par TH(V) Pespace vectoriel des tenseurs p fois covariants et ¢ fois contravariants sur V (§ ar,
Exemple 6). Soit u un autemorphisme de V; on considére 'automorphisme TZ(x) de TE(V)
défini au § 21, Exercice 1. Montrer que si u est dingonalisable, il en est de méme de TH(u),
Montrer de méme que, si un endomorphisme # de V est diagonalisable, 'endomorphisme
D2(u) de Th{u) défini au § 21, Fxercice 1, cst diagonalisable, Calculer, dans chacun de ces deux
cas, les valeurs propres de 'endomorphisme considéré dans TH(V) en fonction de celles de u.

36, Les notations restant celles de I’ Evercice précédent, on choisit une base (2,) de V et on
désigne par G le groupe des automorphismes de V dont la matrice par rapport i la base
choisie est triangulaire (resp. diagonale). Construire une base de Pespace T4(V) par rappori
a laquelle la matrice de T§(x) est triangulaire (resp. diagonale) pour tout ze G.

37. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K, et §,(V)
Pespace vectoriel formé par les fonctions polynomiales homogénes et de degré r sur V (§§ 27,
28, Exercice 17); on associe 4 chaque automorphisme u de V l'automorphisme u, de S (V)
donné par u.(f) = fu.

Montrer que si « est diagonalisable (resp. trigonalisable) il en est de méme de u,; calculer les
valeurs propres de «, en fonction de celles de «.

En supposant u diagonalisable, calculer Tr(u,) en fonction des coefficients du polynéme caracs
téristique de z. Le résultat obtenu s’étend-il & tout automorphisme x de V? Existe-t-il des
formules analogues pour calculer Tr(x,) quel que soit r?

1}
38. Démontrer le Théoréme 4 du § 34 sans utiliser le fait que les valeurs propres sont les
racines d’une équation algébrique (écrire une relation linéaire non triviale entre Xl ey Xy
lui appliquer u, et en déduire uyne relation linéaire non.triviale entre # — 1 des vecleurs
Xys - os Kb

39. Démontrer le Théoréme 4 du § 34 en utilisant un déterminant de Vandermonde (§ 24,
Exercice 15) (bcrire une relation lindaire non triviale entre X1 . xpet lul appliquer succeys
sivement, u, #%, ..., u*-1),

40. Soit A = (g,)), <, ; <, une matrice carrée d’ordre # 4 coeflicients dans un anfieau K. Btant
données deux parties H et K de I'ensemble {1, 2, ..., ni on désigne par A, x la matrice
formée avec les termes a;;de A pourlesquelsonaieHetje K,

Soit -

(= 30K = Xy (AYXE g (A)X0

(§ 84, n® 8, formule (9)). Démontrer que les coellicients 1,(A) de ¢ polyndme wont donnda
par la formule

o

p(A) = B ddi(Ay, )

ol I womme ont dtendue & toutes les parties Hde |1, @, (., ol tellow que Card (IT) « p,
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41, Soient L. un anneau commutatif et A un sous-anneau de L; un xeL est dit entier sur
A w'il vérifie une équation de la forme

Mta gt gy =0

Wee g, - .., qy€A (la condition que le coefficient de #" est égal & 1 est essentielle si A n’est
i un corps). Un nombre complexe est appelé un entier algébrique s'il est entier sur le sous-
iwnnean Z de €.

a) Dang ce qui précéde on suppose que L est de type fini comme A-module. Soit (m)i<,<,.un
nystéme fini de générateurs du A-module L. Montrer que pour tout xe L il existe des a;€A
1l e

J:F'
—
amg = LJagm; (17
J=1
On poye
ay X g 4y,
a Qgg — X ap e e
21 r = d
R
| a.ll {I,,g ﬂ” —_x

montrer que dm, = 0 pour 1 -J¥i Lr; en déduire que d = 0, puis que tout xeL est entier
war A,

f)y Llinnean Lon’étant plus supposé de type fini sur A, soient ¥1, ..., ¥, des éléments de L
entiors sur A, Montrer que le sous-anneau Afx,, . . ., x,] est un A-module de type fini.

1) Montrer que Pensemble B des x & L entiers sur A est un sous-anneau de L. {On I’'appelle 1a ¢ldture
Intdgralo de A dans L). Lxemple : les entiers algébriques forment un sous-anneau de (,
rdmultat da i Dedekind (ainsi que le raisonnement ci-dessus).

i) Bolent G un anncau commutatif, B un sous-anneau de C, et A un sous-anneau de B, On
muppose tout xe G entier sur B, et tout xe B entier sur A. Montrer que tout x = C est entier
wr A,

A Low valeurs propres d'une matrice earrée 4 coefficients entiers rationnels sont des enticrs
algdhrigues, Réciproguement, tout entier abxébrique est valeur propre d’une matrice carrée
heoelllcients dans 2.

A, "T'out nombre rationnel qui est un entier algébrique est un entier rationnel.

A4, On considére une extension quadratique

L Q[yd]

A corpn den nombres rationnels; on suppose que d est un entier rationnel qui n’est divisible
pie Joecared d'nncun nombre premier (on montrera en passant ¢u’on peut loujours ramener
une extemion (quivdvatique de Q A dtre de ce type).

i) Pour qu'un dldment £ x| V’rh!r- Lowoit entier sur Z, il faut et il suflit que
uve of M el

(olmerver que sl £ ent un entlor wlgdbrique iten est de méme do 2« v — /).
by Solt 10 Pannenn dew ge 1 ontlom sue %, Montrer (uey comime groupe addbl, L ndmet une

qq

qaq

qq
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base formée des deux éléments
1, V'E st d 22 ou g (mod 4)
I, I—_I;‘ZEI si d = 1 (mod 4).

45. Montrer que tout nombre algébrique est le quotient d'un entier algébrique par un entier
rationnel non nul.

46. On dit qu'un anneau d’intégrité commutatif A est intégralement elos si tout élément dy
corps des fractions K de A qui est entier sur A appartient & Aj; exemple : 'anneau Z (Exercice
43)-

a) On suppose que A est un anneau de valuation (Le. qu'on a xeA ou x~'e A pour toul
xeK, cf. § 8, Exercice 6). Montrer que A est intégralement clos.

b) Si A est intersection d’anneaux de valuation de son corps des fractions K, alors A esl
intégralement clos [NB — On peut démontrer la réciproque].

¢) Tout anneau factoriel (§ 31, Exercice 21) est intégralement clos, de méme que tout annenu
de Dedekind (8§ 10, 11, Exercice 14 et § 18, Exercice 7.

d) S5i A est intégralement clos et si p est un idéal premier de A, Fanneau local Ay [§ 29, Exercice
9, €) : Ay est I'ensemble des x & K qui peuvent s’écrire sous la forme ufv avec u, v A et udi)y]
est intégralement clos,

¢} Soient A un anneau d’intégrité commutatif, K son corps des fractions et L une extension de
K; alors la cloture intégrale de A dans L est un anneau intégralement clos.

47. Soient A un anneau intégralement clos et K son corps des fractions.

a) Soient E une extension algébriquement close de K et x un élément de & entier sur A (done
algébrique sur K). Soit fle polynéme minimal (§ 32, Exercices g et 10) de & sur K. Montrer
que toutes les racines de f dans E sont des entiers sur A. Fn conclure que les coeflicients cle /
appartiennent & A. (Pour vérifier qu’un élément x algébrique sur K est entier sur A, il suflit
donc d’examiner son équation minimale sur KJ.

b) Soit L une extension de degré fini de K. Montrer qu'on a

Tryu(x) e A, Nyw(x)eA

pour tout xe L entier sur A (Exercices 4 et 5 du § 26).

¢) On suppose, dans Ia question ), que L est extension séparable de K (§ 26, Exercico 4, on
rappelle que cette condition est toujours vérifie en caractéristique nulle). Seient ()¢« ,
une base de L formée d’éléments entiers sur A {on montrera qu'il existe de telles bases) ol
(1< 1<, la base complémentaire (§ 26, Exercice 4); soit B la cloture intégrale de A dana L,
Montrer que les composantes par rapport 2 la base (z,) de tout x& B sont dans A, Tn dédulre
que le A-module B est de bype fini si A est noethérien, ol isomorphe & At si A est principal,

48. Soient L un corps de nombres algébriques (§ 26, Fxercice 4) et B 'anneau des v @ L entlom
sur Z (on dit habitucllement que B est 'anneau dos entiers do L).

a) Montrer que le groupe additil' B admet une base & # dléments, ot n [L: Q] (autrement
dit, qu'il existe une base de Lsur Q qui est en mme tempa une base du Zemodule B),

) Montrer que, pour tout idéal I de B, la relation | JOI dmplique TnZ 4 {0l (prendye
unye I ot examiner lo premier coofliolent non nul de non dauntion mindmnle sur &Y, P dddulen
cque Mannenn quotient /8 eat tinl poure tout ldéal non nut 1 de 13, ;

¢) Montrer gque tout dddul pramler Pponon nul de 18 ont maxdmal, e W/ entown conps finl, ol
que s o pd ot poent In onractdelstlgue de B/
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[ Clen résultats classiques sont dus a Dedekind, et ceux de 1’Exercice 47 en sont des généralisa-
tons faciles, Le fait que les corps By soient finis explique en partie Pimportance d’une étude
nénérale des corps finis, d’autant plus que fout corps fini peut s’obtenir de cette fagon. L'un des
rémuliats fondamentaux de Dedekind, que Gauss et Kummer avaient cherché 4 obtenir avant
lul, est que 'anncau des entiers d’un corps de nombres algébriques est un anneau de Dedekind
(d'olt I terminologie...), autrement dit que lout idéal de Pannean B s’éerit, d’une fagon unique & des
fiermutations prés, comme produit d”idéaux premiers. Les Exercices 49 et 50 ont pour but de donner une
démonstration de ce fait, On utilisera uniquement le fait que B est un anneau noethérien
| évident daprés la question a) de I’ Exersice 48], intégralement clos [évident d’apres la question &)
do I'Exereiee 46], dont tout idéal premier non nul est maximal.]

. Soient A un anneau d’intégrité commutatif et K son corps des fractions. On utilise dans
o (ui wuit la notion d’idéal fractionnaire de A définie au § 10, Exercice 14.

a) On dil qu'un idéal fractionnaire T de A est divisori 415"l est Pintersection des idéaux frac-
Honnaires principaux (i.e. de la forme Ax, avec xe K, x # 0) qui le contiennent. Montrer
(ue i Let ) sont divisoriels il en est de méme de (I:]).

Montrer que tout ve (1 : 1) est entier sur A si A est rocthérien, et en déduire que

(1:I) = A siA est noethérien et intégralement clos.

A Onsuppose A noethérien. Montrer qu’il existe au moins un idéal premier non nul de A
(ui- et divisoriel {(considérer 1’ensemble des idéaux divisoriels T tels que IcA, I:£ A, eten
prondre un dlément maximal),

@) Ou suppose dorénavant que A cst un anneau focal (*); noethérien, intégralement clos, ot que le
vout iddal premier non nul de A est Punique idéal maximal p de A; un anneau de valuation discréte
(1 Bivercicr G) vérifie ces conditions; on se propose d’établir la réciproque.

Montrer 1ue p est divisoriel, et en déduire que

(A p) £ A
Montrer que, pour tout ye (A : y),ona
Ap = p ou ¥p = A;
on déduive que
(A plop = A

ol o wnite gne Midéal jt st inversible,

d) Montrer qu'on a b/ ety = Ax pour tout xey n'appartenant pas 4 P

) Montrer que pour tout idéal a de Panneau A il existe un entier # tel que a soit contenu dans
P non di 1 Tinoatilisant le fait que j estinversible, montrer que a = " et en déduire
e Pannenn A est principal, :

/) Démonteer que A est Pannean d'une valuation cliserdte,

B Bolt A un imnnenn dintégrite commutadif, de corps des fractions K. On suppose A noctlé-
len ek ntdgradement elos, et que tout idéal premier non nul de A est maximal; on se

propone de montrer que A est un wnnemn e Dedekind, Lo, que tout idéal fractionnaire de A est,

ivernihle,

(") O nppelle anmean lacal tout annean commntatil' A tel que Pensemnble des éléments
non tnversibles de A soil un ideal pode Ao Cecidéal ent alors unique idéal miaximal de A, ol
ah Aot Intégre To monmemnnen Ay chu corps den fractions de A ewl égnd A lui-méme, Inverse-
menty wb A est an onnenn (itdgrind, o al Boest un dddul premier de A, Mannean Ay et L
e lool, Lew aoneans locaux servent principalemont o dwdler Lo propridtdn o' une
vl ulrl‘ln’lqllt' @i volnnage » d'un pofnt donnd, ce (ul oxpligue la I--rlninnhnuhl nclopnen

pour lew ddilgner,

qqq
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a) Soit j un idéal premier non nul de Aj; montrer, A l'aide de 1" Exercice précédent, que ’anneay
local Ay est 'anneau d’une valuation discréte de K. Soit oy cette valuation, choisie de telle
sorte que

oy(K*) = Z.

Montrer que les éléments de A sont caractérisés par le fait qu'on a

vplx} 2= 0

pour tout idéal premier non nul pde A,
&) Montrer que, pour tout xe K non nul, les b tels que vy(x) 5% 0 sont en nombre fini (se
ramener au cas ol x € A et appliquer I'Exercice 6 du § 18 4 I'idéal Ax de A). Montrer qu’étant
donnés des idéaux premiers PPy <o b de A, deux 4 deux distincts et en nombre fini, et des
entiersny, ..., n,, il existe un xre A vérifiant les relations

ay(x) = 0, ep ) =n; pour 1 LisZr

¢) Montrer que, pour tout idéal premier non nul pde A, il existe un xe K tel que

Up(x) = — 1, va(*) 22 0 pour tout £ P
(choisir un x, vérifiant vp(%y) = — 1, poser x = x, 9, et déterminer y i I'aide de la question

précédente),

d) Montrer que tout idéal premier non nul de A est inversible, puis que A est un anneau de
Dedekind (cf. § 18, Exercice 7).

e) Soient A un anneau de Dedekind, I. une extension sé¢parable de degré fini du corps des
fractions de A, et Bla cléture intégrale de A dans L. Montrer que B est un anneau de Dedekind,

[Ce procédé, appliqué 2 A = k[K] ol k est un corps commutatif, conduit & des exemples
d’anneaux de Dedekind tout 2 fait différents de cenx de la théorie des entiers algébriques),
/) Montrer que I'anneau Z[y— 5] est un anneau de Dedekind, et que 1'idéal engenclrd
dans cet anneau par get 1 + 2 {/— 5 est premier et non principal.
£} Soit k£ un corps commutatif algébriquement clos, On pose A = £[X] (ot X est une indéters
minée sur £), K = k(X), et

L= K[Y/R %7 ]
ol p et ¢ sont des éléments donnés de & (de sorte que L est une extension quadratique de K,
correspondant 4 la « courbe du troisi¢me degré » d’équation

= kg,
Trouver la cléture intégrale B de A dans L. Etant donné un ce k, soit I) Uidéal premier (el
maximal} de A formé des fe A tels que f(¢) = 0; dans quel cas idéa PB engendrd par y

dans B est-il premier? $'il n’est pas premier, comment se décompose-1-il en produit de facteurs
premiers ? -

51, {Autre démonstration du Nullstellensata de THlbert, qui wtilive I fxercice 41),
Soit K un corps commutatil infini et soit

ll I\‘-I-\']. ] -\',.] .

un-anneau d'intégritd commultatif, contenant 1 ot engendrd par K ot un nombre finl:d'dld.
Mot Ny e N
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@) On suppose qu'il existe une relation algébrique

f(xn --':xn):O

ontre lex x;, ol fest un polynéme non nul 4 7 indéterminées et a coefficients dans K, de degré
total r. Soit f, la partie homogene de degré total r de /. Etant donnés des indéterminées
2y ooy 2oy Ysur K et des éléments €15 + 1 vy 6,3 de K, on pose

f(zl -+ ":1Y: LR Zn—l + cr\-—lY) Y) = Z pﬁ:(zl: s zn—l) Yki

0hgr

montrer que le polynéme g, est donné par

J A VAT Z,_) =fleyn ..o, €0 1a 1)

et ent done constant. Montrer qu’il existe € -y £ € K tels que
Sl ooy Gpmyy 1) 0
(utlliver I'homogénéite de £, et le Théoréme 1 du § 28). Les ¢,e K étant ainsi choisis, on pose
y=xtox, (={isin—1);

montrer que Lo Klzy, ..., 2, 4, x,] et que x, est entier sur le sous-anneau K[z, ..., z,_,]deL.
b) Déduire de I le résultat suivant (« lemme de normalisation » d’Emmy Noether; il est
oncore vilable si K est fini, mais la démonstration est alors notablement plus difficile) : si
Lo Klxg, o00y %] est un anneau d’intégrité 4 engendrement fini sur le corps K, etsilesxe1,
e nont pas tous algébriques sur K, il existe d = n éléments z,, ..., z4 de L possédant les
propridtds nuivantes : (1) les Z; sont des combinaisons linéaires des %, & coefficients dans K
(1) 24 ooy 2, vont algébriquement indépendants sur K (i) chaque élément de L est entier sur le
nounsanneaw Kz, ..., 2] de L,

?) Montrer que, si les xe L ne sont pas tous algébriques sur K, V'anneau L ne peut pas étre
i corpn (derire que l'inverse de 2, dans L est entier sur le sous-anneau K[z, ..., z] et en
déduire une contradiction). Autrement dit : si un anneau L & engendrement fini sur un corps
tommutatil K est un corps, alors L est extension algébrique (de degré fini nécessairement) de
K, ot en particulier 1 - K si K est algébriquement clos (d’ol le Nullstellensatz : § 33, Exercice
M (¢].

§ 35

Mettre sous la forme de Jordan les matrices suivantes (on calculera dans chaque cas le changes
ment de base permettant de se ramener 3 la forme de Jordan) :

1 0 2. /12 —6 —o2 8/ 1 —3 3
4 0 kiB —g —3g (—2 —b 13)
1 1

2 18 —g —3 —1 —4 8
4 I —3 0 3% 5 ;3 — I —7\ 8. /0 0 0 coeon
—2 —6 0 13 9 —3 —7 —z} o ... EETT BT
0 —3 1 3 0 0 4 —8 0 n nr—1 0
—1 —4 0 8 0 0 2 —4, A oR—1 n—2 1
7. Montrer que si
fa 1 0 0 0 0
0 a 1 0 0 0

000 0T
00 00 ... 0 a
est une matrice de Jordan d’ordre n et si f(X) est un polynéir;e a une variable, alory

Sl fula) fola) ... £ i(a)
FIAY = 0 f{a) Sila)y ... fn-h-z.(ﬂ)

ol I'on pose
Sula) = f®(a)fk !

\ceci suppose le corps de base de caractéristique 07 que se passe-t-il en caractérmtique p non
nulle?)

8. Soit A une matrice carrée 3 coeflicients dans un corps commutatil I, Montror, sans
utiliser le théoréme de Hamilton-¢ iyley, qu'il existe des polyndmes non constanls /e IS X |
tels que £ (AY 0, Monlrer que ce sont lew multiples de oolul d*entre enx cqui posedde lo g
petit degré pomible, et que colul-ci est unicue sl on impove & son coeflicient dominant i'drn
dnl b1 On dit nlors que o'est e polyndme mintmal do A sur K | i1 divine lo polyndme ciras
tériaticue e A, ot ent done dp dogrd an plus dgal b oo do A,
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Montrer que si A est la matrice de Jordan de I'Exercice précédent, le polynéme minimal de
A ent

(X —a)n.

Ao (A 0 ,
0 A
le polyndme minimal de A est le ppem des polyndmes minimaux de A’ et A",
Montrer ¢que deux matrices semblables A et PAP-1 ont le méme polynéme minimal,
o supposant K algébriquement clos et en utilisant le théoréme de Jordan, déduire des

rémultaty précédents le caleul du polyndme minimal d*une matrice carrée quelconque,
Appliquer 1 méthode aux matrices des Exercices 1 4 6 ci-dessus.

Montrer que si

D, Solent L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et A une matrice carrée & coefficients
dinn K. Le polynéme minimal de A sur K est-il égal au pelyndme minimal de A sur L.?

(), Soient & un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie sur k, et 4 un
ondomorphisme de V. On considére anneau de polynéme K — k[X], le K-module V[X]
déing dans I'fixercice 19 des §§ 27, 28, et enfin le K-module V, de I’Exercice 20 des §§ 27, 28;
dtant donndy un xeV et un fe K on notera

Jox = flu)ix)
le produit de x par fdans le module V,; on note d’autre part # 'endomorphisme du K-module
VI X | donnd par

a(my - my X + o) = ulmy) + u(m)X + -

(ueli que soient les my & V presque tous nuls.
@) On considere Papplication

0 V[X] -V,
donnde par

(g - my X o my X8 ) = my A u(my) - ud(my) o

montrer que c'est un homomorphisme de K-modules, et que 0 est surjective.
h) Maontrer que le noyau de @ est égal & Pimage de Pendomorphisme

i— X,

tle VIX] (ot f désigme Papplication identique de V[X] dans lui-méme; X. J est done I'homo-
thittie de rapport X dans ce & X]-module).

0) Bolt A~ (a,))y -, Inmatrice de w par rapport & une base e 'V sur &; on considére In
mukriee
ty X thyy Ces o
A N1 tyy gy = X iy
"
My thy, L X

fooonllicients daon P'anmena I monteer, b Paide de 1 dBvareice 1y du §oge, qutil exinte des mns
trloen 1y Qr e G, 1K) tellen que

"’l(N) (} . 0
DA X 1)0 l.’. - h(X)y .. 0
0 0 : "'u(‘\‘]

aq
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olid,, ..., d, sont des polynémes non nuls tels que chacun divise le suivant (on fera attention
au fait qu'en général les coefficients de P et Q dépendent effectivement de X). Montrer que
pour tout i, le polynéme 4, . .. 4; est un pged des mineurs d’ordre i de A— X 1,. Dans ce qui
suit on suppose le coefficient dominant de chaque o, égal & 1.

d) A laide de la question 6} et de I"Exercice 15 du § 32, montrer que le K-module V, estiso-
morphe au produit direct des modules quotients K/d K. On suppose

dy = =d =1
et d.,, non constant; on pose

d(X) = X" —a

Rl L
P 410

pour 5 - 1 < i< n; enfin on considére les matrices

0 0 0 a, N

r 00 @,
Ai=10 1 0 LI H

00 0 .

montrer qu’il existe une base de V sur £ telle que la matrice de u par rapport & cette base
soit

Agg 0 0%
0 A, 0
00 A

Montrer que d, est le polynéme minimal de .

&) On dit que &,(X), ..., d,(X) sont les invariants de similitude de « (6u de la matrice A de
u par rapport & une base quelconque de V sur £). Montrer que, pour que deux endomorphismes
u et v de V solent semblables (i.e. pour qu’il existe un automorphisme w de V tel
que v = wo uowl) il faut et il suffit qu'ils aient les mémes invariants de similitude. [Noter
que si # et v sont semblables, et si A et B sont leurs matrices par rapport & une base quelconque
de V, alors les matrices A — X.1, et B— X.1, sont équivalentes sur 'anneau K = k[X], ot
appliquer le § 32, Exercice 15, ¢), ou bien utiliser la fin de la question ¢) ci-dessus].

Ou encore : soient A et B deux matrices carrées d’ordre z 4 coefficients dans un corps commus
tatif arbitraire k; pour qu'il existe une matrice Ue GL(n, k) telle que

B = UAU™,

il faut et il suffit que, pour 1 < ¢ n, le pged des mineurs d'ordre ¢ de la matrice A — X1,
soit égal au pged des mineurs d’ordre ¢ de la matrice B — X, 1.
{(Corallaire immédiat : foute matrice AeM, (k) est semblable & sa transposée 'A).

11. Montrer que les matrices

3 2- —§ 6 20 -—34
2 6 — 10 ct (6 92 — 51)
1 2 — 93 4 2l — 2

sont semblables en calculant leurs invarianty de similitude, Meme question pour

410 19 4 /41 1 ul TN,
1 ] L1 " L i ()1 iy,
1 1 G ' 40 1 uh il

0 I (| 0 ] 0 !
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19, Soient L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et A, B deux matrices carrées
d'ordee 1 & coefficients dans K. On suppose A et B semblables comme matrices & coefficients
danw L montrer que A et B sont aussi semblables comme matrices 4 coefficients dans K
(utiliver I'fixercice 10). Rapport avec I' Evercice 22 du §277?

18, Soit A unc matrice carrée d’ordre n & coefficients dans un corps commutatif K ; on suppose
que le polynéme caractéristique de A a toutes ses racines dans K (i.e. que A est trigonalisable
nur K}, Montrer qu’il existe un tableau diagonal de matrices de Jordan sur K dont les inva-
rlanty de similitude sont égaux & ceux de A. Déduire de 13 et de la question ¢) de I’Exercice 10
une nouvelle démonstration du théoréme de Jordan.

14, Soit A unc matrice carrée inversible d’ordre n & coefficients dans un corps algébriquement
clow K. Montrer qu'il existe dans GL(n, K) une matrice diagonalisable D et une matrice unipo-
{ente U telles que 'on ait

A = DU = UD,

ot que de plus D et U sont uniques (sc ramener 4 une matrice de Jordan). On dit que D et U
wont les composantes semi-simple et unipotente de A [on peut démontrer que, si K est par
exemple de caractéristique 0, ou fini, mais non nécessairement algébriquement clos, alors
D et U, caleulées dans une extension algébriquement close de K, sont encore 4 coefficients
w15 wi par exemple K = R, il est clair quesi D, Ue M, (C) conviennent il en est encore
méme des matrices imaginaires conjuguées, et vu Punicité de D et U on voit bien qu’on a en
it D, U'e M, (R) dans ce cas. Naturellement, si K n’est pas algébriquement clos, D est semi-
nimple mnis non néeessairement diagonalisable sur K.]

1B, Soit Xea M, (K) ot K est algébriquement clos. Montrer qu’il existe une matrice diagona-
linable 1 et une matrice nilpotente N telles que

X = D+N, D N= N.D,

Ol que cen matrices sont entiérement déterminées par ces conditions. On prend K = ¢ ot
X v cocllicients réels; montrer qu’il en est de méme de D et N. (En fait, comme dans le cas
précédont, on peut montrer que si X est A cocflicients dans un sous-corps de caractéristique 0,
ou lini, il en est de méme de D etN.)

16, On démgne par 15 Pensemble de toutes les a slications (*
l Pl

SiN o€

(qul vérifient In relition

() SOAD) ag S p—a)

Oty ooy, sont des nombres complexes donnés,

a) Montrer qu'il existe une et une seule fa Ii pour laquelle les nombres £(0), ..., f(p— 1)
ont den vialeurs données (on ne demande pas de caleuler f explicitement), Iin déduire que
1% ont v wons-enpace vectoriel de dimension pdePespace de toutes les npplications de N dah 0.

)y Powe o i p

|- ayf(n) pour tout neN,

1y on désigne par e, M'anique élément de B el que 'on ait

KN
I 1)

() pour O <o f ey,

(*) Clen « applications » na sont autres que low « wuiten » do nombres complexes, maly if
ont plun commode (ol de lew regarder comme den fonotions,

§ 85 EXERCICES 63y

Montrer que ¢, . .., ¢,_, forment une base de T,

¢} Montrer qu’il existe un et un seul endomorphisme « de E tel que, pour toute SfeE, la fonc-
tion ¢ = u( f') soit donnée par

g(n) = f{n -+ 1).

Calculer la matrice de # par rapport 4 la base €y -5 €,y de I, et montrer que le polynéme
caractéristique de u est, au signe prés,

Xbma, (X0l g,
d) Montrer qulc pour tout entier r 220 et tout k& C, le sous-espace
Ker[ (1 ~— 3)r]
de E est formé des f'e E qui sont de la forme

S () = ang(m)

oll la fonction g est polynomiale de degré » — 1 au plus.
£) Soient Ay, ..., %, les diverses racines de Péquation

e — ap_l)\ﬂ_l — e —ay =0,

ety ..., 7; leurs ordres de multiplicité. Montrer que, pour qu’une application f de N dans @
soit dans E, iLe. vérifie la relation de récurence (%), il faut et il suffit qu’il existe des polyndmen

&y -+ &1 C[X],
vérifiant
g) <n, ..., dog) < Tha
et tels que 'on ait _
Fin) = g(mt + - 4 g(mAr  pour tout neN;

s'il en est ainsi, les polyndmes gy, .. ., g, sont entiérement déterminds par f.
J) Trouver toutes les suites (x,),>, de nombres complexes telles que I'on ait

Uppsn = U,gy T 5 45— Upgn — 8“1»—{-1 44,
pour tout z > (.

17. Seit A = (a,),<,. ;< , une matrice carrée d’ordre p & coefficients complexes, ‘Trouver

toutes les applications
=105 RN ARSI
qui vérifient
J=p

%
IR I J'Z]; a, fi(n)

pour 1 < 1= pettout neN (Mettre A sous la forme de Jordan).
Utiliser les résultats obtenus pour retrouver ceux de I'Evarcice précédent, en nsociant & toute
solution de la relation {(#) In fonation

(S S by oo Sl )y

h valeurs duo O,



q

1q

tigh EXERCICES § 85

18, 'T'rouver toutes les applications (£, fi, fi, /i) de N dans C* vérifiant les relations sui-
vikntes :

Sl + 1) = —5/iln) —3f2(n) —2fi(n) + 4f4(n)
Sln+1) =2 fin) + Al — filn)
Siln+ 1) =10 fi(n) + 7£,(0) + 4.£(n) — 9 £i(n)
Jaln + 1) =2 fi(n) + Sl

(utiliser 1" fxercice précédent),

10, Soit K un corps algébriquement clos et de caractéristique 0; dans cet Exercice {*}, on
connitlére des séries formelles & une indéterminée 4 coeflicients dans K (8§ 27, 28, Exercice 11).

X = Zf(n)T",r'n!

rEN

a} Litant donnée une série formelle

o e indéterminée ‘T, & coefficients dans K (de sorte que £ est une application de I’'ensemble
N den entiers naturels dans K), on appelle dérivée de » la série formelle

-
x = Z_f{n -+ 1)T*/nl.
REN
Mauontrer que Papplication x — ¥’ est une dérivation de I’anneau K[[T]]. Dans ce qui suit, on
noteri

L (xr}r: A= (xm}a} vy XU = (x""—ll)’,

lew ddriviées successives de x.
b) Btant données des constantes ag, ..
maellen

.y @, €K, montrer que la recherche des séries for-

x = Ef(:z)'l"“jﬂ!

REN

vérifinnt 'équation différentielle linéaire et homogéne i coefficients constants
() AP =, XU e e g

vovient i ln résolution de Péquation () de I vereice 16.
o) Pour tout Ae I, on consideére la série formelle

-
exp(al’) - .}_J PR
NEN

(") Lo but de Phvereien 1y el des suivants est de montrer au lecteur la liaison existant entre
I thdorie de Tneéduction dey mateices et celle dey systemes dquations diflérenticlles, 11 va
tenol e, vason importanee, le sujet mériterait de beaucoup plus amples rIc"w'.ln’[:]mru'.nlﬂ
i ceweebappartiennent plos d un couw d*Analyse qu’a un cours &' Algebre. Tlintervention
dowdeden Tormelles dang I théarie exl conforme nux meilleures traclitions, puisque I méthode
e Clanchy-Kowalewski pour dtahliv Pexistence de solutions pour des systémes d'éguations
diérondellon & coollicients analytiques consiste Cabord b conntraire des aéries entitres cui
vitrlllent « formolloment » len équations donndes (autrement dit, b ue placer, comme nous lo
fdwons fely dan lo cndre dew wéries formelles, convergentes ou non), puin b deémontreer, b adde
tlo lnullllrullmm o leurn cootlielonts, que cen sérelon formellon o onvergent, Dans e onn des syntdmen
duedien del, Ten ddmonntrations de convergence (lorsque K = 0 bion entendu) sont (rlvinles
va i forme pretioutivoment sinplo des sdrelen obionues,

§ 36 EXERQICLS 639

(dont la définition est évidemment inspirée du développement en série entiére de la fonction
exponentielle classique). Etant donnée une séric formelle

x = X f{n)Tn/n!,

montrer que les propriétés suivantes sont dquivalentes @ (i) on a £ (n) = g(n)A" o1 g est une
fonction polynomiale sur N, 4 coefficients dans K, et de degré r; (i1} la série formelle x est pro-
duit de la série exp (AT) par un polynéme de degré r en T, 4 coefficients dans K. (Il pourra
étre utile d'utiliser 1’ Exercice 8 des §§ 27, 28).

d) Soient %y, ..., », les racines dans K de I"équation

M= a, W g,

etry, ..., 7, leurs ordres de multiplicité. Mentrer que la solution générale de I'équation diffé-
rentielle (&%) est

x =& (Mexp(4T) + - + g(T)exp(3,T)

olt chaque g; est un polynéme de degré »;, — 1 au plus 2 coefficients dans K.

e} On suppose K = €. Que resterait-il 4 faire pour déduire des résultats précédents la théorie
classique des équations différentielles linéaires et homogénes 4 coefficients constants ?

S) On cherche maintenant  séries formelles

x; = 2 fi{n)Tn/n!

vérifiant le systéme

S,
_‘IJ

[ J—
xl = Lla

=3
Jj=1 J

J

olt les a; sont des éléments donnés de K. Montrer que la résolution de ce probléme revient
a celle de I Elxercice 17, et interpréter les résultats de I'Exercice 17 dans le langage de la théorie
des systémes d’équations différentielles,

Dans les Exercices suivants, on demande, en utilisant IExercice 19, £}, de résoudre les systémes
différentiels donnés :

20. ¥ =5cr-—38y 4 2z
Y =6x—4y+ 4z
Z =45 —45+ 52

21, ¥ =nqx—12y+4 62
¥ =108¢— 19y + 102
Z = 12x—24y + 132
22. A= — gy 8z
Y= —ax—6y 4 132
z! X4 - 8z
28, Al g —y ‘
Iy" vt N y
g ux (1]

T T RN U O



640 EXERCICES § 85

24. Intégrer I'équation différentielle
2 — X — 533 4 x” + Bx' 4 4x = 0.

95, Utiliser I’Exercice 16 pour établir Yidentité

P=n
Yoprop —alet 1)y la—qn— (s —se £ ) g
= {1—a)® 2{1 —a)°

(on suppose a 7= 1),

96. Soient K un corps commutatif et z un entier positif. On désigne par V P'espace vectoriel
{sur K) formé des polyndmes & une indéterminée, 4 coefficients dans K, de degré au plus égal
A 1. Quelle est la dimension de V sur K ? On désigne par D ’application de V dans V qui
iransforme chaque polyndme en le polynéme dérivé. Montrer que D est un endomorphisme
nilpotent de V, et trouver une base de V sur K par rapport  laquelle la matrice de D aitla
forme de Jordan.




