§ 31. Anneaux principaux

Rappelons (§ 8, Exemple 10) qu’on appelle anneau principal tout anneau d’intégritd
commutatif dont tous les idéaux sont principaux. Nous verrons au § suivant que, si K
est un corps, anneau K[X] des polynémes & une variable & coefficients dans K et
principal. Dans ce §, on va établir un certain nombre de propriétés arithmétiquen
des anneaux principaux; ces propriétés généralisent celles des nombres entiers, ol
seront appliquées aux polynémes au § suivant. Dans fout ce § on désigne par K un anneau
principal.

1. Plus grand commun diviseur
Seient K un anneau principal et x,, .. ., x, des éléments de K ; soit
I={(x, ..., x,)

Pidéal (*) de K engendré par x,, .. .y % Comme K est principal, cet idéal et
engendré par un élément &, unique & ceci prés qu'on peut le remplacer par ud, ofl
w est un élément inversible (une « unité ») quelconque de 'anneau K (**).

On appelle plus grand commun diviseur (p.g.c.d.) de xy, ..., x, tout lément d de K
tel que

(1) (X« ooy ) = (d);

comme le premicr membre est ensemble des ye K tels quoil existe #,, ..., 1n,6 K
vériliant

("’-} J WXy ! e f HXny

(") On espire que le lecteur débutant ne conlomdra Pas (N ey &) avee Példment de IK8
(uon dévigme par T méme notation 1 L notation utilinde jof pour déwigner idénl engondpd
PR Ay & et raditdonnelle en Arithmétique,

("*) Supposom en eflel (d) — (') 0 exiite u, ve K el cque d' sy o woud!, ol
v <y wld A 0 on en déilult (pulsquo K ent intbyre) CO DI == 1y 00 HONO e 1 oal invers
nible,



04 ANNEAUX PRINCIPAUX § 81

0N Voit que o est encore caractérisé (4 une « unité » prés ) par le fait que ensemble
(len ¢léments de la forme (2) est identique & ’ensemble des multiples de 4 dans K.
lin particulier, comme d e (d), on voit qu’il existe uy, ..., une K Zeis que

(Ii) d = Uy Xy + - + UnXp,

rénultat connu sous le nom de théoréme de Bezout.

L terminologie utilisée pour désigner d est justifiée par le résultat suivant :
pour qu'un élément de K divise simultanément x,, . . ., xn, il faut et il suffit qu’il divise d.

L relation (1) montre en effet que I'idéal (d) contient les x;, qui sont donc des
multiples de d; il est par suite clair que tout diviseur de d divise les x,.

Soil inversement me K un diviseur de %y, . . ., x,; écrivons

xi=my (1K1 n)

ot portons dans (3); il vient
= m(‘hjﬁ + o+ un}'n):

00 (qui prouve que m divise d, et achéve la démonstration.

lixemple 1. Prenons pour K Panneau Z, qui est effectivement principal (§ ro,
Iivemple o). Etant donnés des entiers %1, ..., %, il existe alors un moyen
« naturel » ou « canonique » de choisir un générateur de I'idéal (xy, ..., x.),
¢'est de prendre le générateur positif de cet idéal. On peut alors parler du
pged de xy, ..., x,, comme on le fait classiquement. Les diviseurs communs &
Ny ooy Xy Ctant aussi les diviseurs de ce pged, il est alors clair que celui-ci
(choisi positif) est le plus grand de tous les diviseurs communs 4 xy, ..., %..
On retrouve donc bien la notion classique, complétée par le théoréme de
Bezout qu’on ne démontre pas dans Penseignement élémentaire de 1’ Arithmé-
ticpue, Voir PExemple 8 du § 7.

& Bldments premiers entre enx

On dit gue les éléments x, ..., # de K sont premiers entre eux s’ils admettent 1
pove e,

Lredonchimie v Sodent xy, . &, des éléments d*un anneau principal K. Les propriétés suivanies
vt dygtoalentey;

) Ny oy N sond premiers entre eux;
B) ey seuls divisenrs communs & xy, ..., x, sont les éléments inversibles de K;

0) Hexiste dey Hments uy, oo o, de K tols que
Xy e Ay 1
i) pour tont ye K, i existe des fldmends ey ooyt de K tels que

L T l et l LT
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a} signifie que
(21, .. %) = (1) = K,

d’ol I’équivalence de a) et d). Si les x; sont premiers entre eux, leurs diviseurs
communs sont les diviseurs de 1, i.e. les éléments inversibles de K; inversement, si
tout diviseur commun aux x; est inversible, alors le (ou, plus correctement, un)
p-g.c.d. des x; est inversible, et comme les multiples d’un élément inversible consti-
tuent 'anneau K tout entier on a donc (xy, .. ., ,) = K, de sorte que les propriétés
a) et b) sont équivalentes. Enfin, a) implique ¢) en vertu du théoréme de Bezout}
et ¢) implique ), car ¢) signifie que I'idéal (x,, .. ., x,) contient 1, et est donc K tout
entier. Ceci achéve la démonstration.

La propriété ¢) du Théoréme 1 est fort utile pour démontrer certaines propriétés
« classiques » mais peu évidentes & premiére vue. Par exemple :

THEOREME 2. Soient x, y des éléments non nuls de K et d un diviseur du produit xy; si d est
premier & x, alors d divise y.
Comme d et x sont premiers entre eux, il existe u, ve K tels que

ud + ox = I;
multipliant le résultat par y il vient
» = yud + vxy;
comme d divise xp et yud, il divise évidemment le second membre, donc divise nussi
», d’ott le Théoréme.
3. Plus petit commun multiple

Soient xy, ..., x, des éléments non nuls de K. Les multiples de x, sont les élémen iy
de I'idéal (x); par suite, les muliiples communs aux x; sont les éléments de 1'lddnl
(x) n -~ n(x). Celui-ci étant principal, on peut poser la définition suivante : on
appelle plus petit commun multiple (p.p.c.m.) de x), ..., x, tout élément m de K tol
que

(4) () noeeon (w) == (m).

L’élément m est unique & une unité prés (autrement dit, les p.p.c.m, des ¥ sonl
obtenus en multiplinnt m par un élément inversible quelconque de K), et In relatlon
(4) montre que les mudtiples communs aus x, ne sont antres que los multiples de m,

Turorime 5. Sotant x ot v des dldmaonts non nuls de 1, On a alors
Xl

o m esk un popeean, ol o d axt un pogod, de ool y,
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Remarque 1. Comme on a le droit de remplacer d par ud et m par vm ol &, v sont
des éléments inversibles arbitraires de K, il est clair que la relation

xy = md

ne peut étre valable que si m et d sont convenablement choisis; ¢’est sous
cette forme qu’on doit interpréter I’énoncé.

Pour démentrer le Théoréme 3, posons
| X = de) J "—'J’;d:

et soit ;' un p.p.c.m, de x* et 3; pour qu’un élément z de K soit multiple de x et de y
il fout et il suffit, évidemment, que I’on puisse écrire

z=2z'd
oft &' est multiple commun & x” et 3/, autrement dit est multiple de m'. Ainsi, les
nltiples communs & x et y sont les multiples de m’d, qui est donc un p.p.c.m. de
v ety La relation & établir s’écrit done xy = m'd.d ou, en simplifiant par &%,

xy =m'.

Le 'I'héoréme 3 sera done une conséquence des deux lemmes que voici :

Losmme 1, Sotent &, p deux éléments non nuls de K et d un p.g.c.d. de x el y; posons x = x'd,
¥ e alors X' el 3" sont premiers entre eux.

in elfet il existe u, ve K tels que ux 4 vy = d, ce qui, en simplifiant par d,
wéerit ux' |- o' = 1, ct prouve le lemme vu le Théoréme 1.

Lasmme 2. 8% x el y sont premiers entre eux, xy est un p.p.c.m. de x et y (ou encore : les
multiples communs & x et y sont les multiples de ).

Soit mun multiple commun 4 x et p; posons m = xz; I’élément y divise donc xz;
comme il est premier a x, il divise z (Théoréme 2), d’ol1 le Lemme,

Le "I'héoréme 3 est maintenant démontré,

Le lemme 2 peut se généraliser comme suit :

Wrihowdime 4. Sofend xy, ..y Xy des dléments non nuls de K deux & deux premiers entre eux;
alory vy ooy et un popea. de Xy L, .

Pour w2, ’est le Lemme 2. On va done montrer que si le Théoréme est vrai
pour un produit de a1 facteurs, il est vrai pour un produit de # facteurs.

Montrons d'abord par réeurrence sar n que x, est premier an produtl x, ... ¥p—q. Si
no oy, ent hypothése que les a sont deux & deux premiers entre eux. Supposons
alors prouvé que x, est premier & x4y oo Ay, el doit o un diviseur commun A ¥, et
Ny Mgy comme d divise gy, qui est premier & ay, g, il est clair que d est premier &
Ny s comine o divise a, o Sny ((Théoréme
@)y mads comme ¥y el &y o oy sont premiers entee cux Capres 'hypothése de
réaurrence, on volt que et inversible, d'otl notre amertion,

o Nyeg¥y gy 0N voit done que d divise xy ..
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Nous pouvons maintenant démontrer le Théoréme 4 par récurrence sur n. Soit
m un multiple commun aux x;; le théoréme étant supposé établi pour un produit
de n — 1 facteurs, on voit que m est un multiple de x,. . .x,,, et aussi de x,; ces deux
éléments de K étant, comme on vient de le voir, premiers entre eux, m est dong,
d’aprés le Lemme 2, un multiple de leur produit, ce qui achtve la démonstration,

4. Existence de diviseurs premiers

On dit qu'un élément p de K est premier ou irréductible ou extrémal (*) s’il n’est pas
inversible et si ses seuls diviseurs sont ceux qui sont ¢vidents a priori, & savoir les
éléments inversibles de K, et les éléments pu ol & est inversible.

Lorsque K = Z on retrouve évidemment la notion classique de nombre premier;
or on sait que, dans ce cas, tout xe K peut s’écrire sous forme d'un produit de
nombres premiers; nous allons montrer que ce résultat s'étend aux anneaux prin-
cipaux :

TutorkMe 5. Soit K un anneau principal; fout élément non nul de K est produit d’un élément
inversible et d'éléments extrémanx de K.

Ou encore : fout xe K qui n’est nt nul ni inversible est un produit d’éléments extrémaux
de X (un élément inversible ne peut évidemment pas se décomposer en produits
d’éléments extrémaux, car les diviseurs d’un élément inversible sont inversibles,
et ne peuvent donc jamais étre extrémaux).

Pour démontrer le Théoréme 5, observons d’abord qu’un anneau principal est a
fortiori noetherien : tous ses idéaux sont évidemment de type fini. Par conséquent
(§ 18, Théoréme 4 ou Remarque 2 ci-dessous) on a le résultat suivant :

LemMe 8. Soit X un ensemble non vide d’idéaus d’un anneau principal K; alors X posséde
au moins un élément maximal, i.e. il existe un I & X qui n’est contenu dans aucun autre
JeX.

Ceci étant rappelé, on va démontrer le Théoréme 5 en raisonnant par I’absurde,
Soit X ensemble des idéaux I = (x) de K pour lesquels x est un élément non nul de
K qui ne peut pas s’écrire comme produit d’un élément inversible et d’élémenty
extrémaux de K : pour établir le Théoréme, tout revient & montrer que I'ensemble
X est vide. 81l ne Pétait pas, il contiendrait au moins un ¢lément maximal, soit (4),
L’élément @ ne pouvant pas se décomposer en produit d'un élément inversible ol
d’¢léments extrémaux ne serait ni inversible, ni extrémal, Par suite on pourait éerire
a = bc ol1 ni b ni ¢ ne seraient inversibles; il est clair qu'alors les idéaux (4) et (¢)
contiendraient strictement (@) ; comme (a) n’est strictement contenu dans aucun idéal
appartenant & Pensemble X, on voit done que ni (4) ni (¢) n’appartiendrait 2 X; done
le Théoréme 5 serait vrai pour b ¢t pour ¢; mais alors il scrait évidemment vral
pour leur produit a, contrairement a Phypothése que (a) e X, ce qui termine ln
démongtration., :

(") La premidre terminologie s'emploie phutdt pour 'annean Z et les anmeanx annloguen,

In seconde pour len mnneanx de polyndmes, of ln trolvidéme pour les anneaux principaix
phndraux,
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Remarque 2. On peut naturellement se passer du Lemme g lorsque K = Z (a
vrai dire, les démonstrations élémentaires dans ce cas ne réferent pas explicite-
ment au Lemme 3, mais en font néanmoins usage implicitement; la démons-
(ration classique consisterait 4 introduire le plus petit entier a > 0 non décompo-
siable en facteurs premiers, $il en existe, puis 4 observer que ¢ ne peut étre
premier, done qu'on peut écrire @ = be avec 0 << b << a et 0 < ¢ <= a, auquel
cas b et ¢ sont décomposables en facteurs premiers et @ aussi par conséquent; il
est clair que la démonstration générale est directement calquée sur ce raisonne-
ment traditionnel). On verra au § suivant qu’on peut aussi se passer du Lemme
4 (ou, si 'on préfére, le démontrer trivialement) lorsque K = L[X] of1 L est
Un corps. :

Rappelons au lecteur que, de toute fagon, la démonstration du Lemme 3
est fort simple, et s’obtient comme suit. Si le Lemme 3 était faux, on pourrait,
en partant d’un I, € X quelconque, construire un I, e X contenant striclement
I, puis un IyeX contenant striclement I,, et ainsi de suite indéfiniment;
pour tirer de Ia une contradiction tout revient & montrer que loule suite crois-
zante

Liche...cl,e -,

d'iddanx de XK est stationnaire, autrement dit qu’il existe un entier r tel que

I.=1. pour tout a>r.

Or woit I la réunion des I,, qui est un idéal; comme K est principal, on a
I~ (v) pour un xeK; comme x appartient 4 la réunion des I,, onaxel
o au moins un indice r; mais alors il est clair que I, contient les multiples
de x, done que 1,51, et pour n = ril vient alors

ILeliclel,

d'ott 1, = I, ce qui prouve le Lemme 3.

K. Propriétés dos éléments extrémaus

L réwultnt suivant contient plusieurs caractérisations utiles des éléments extrémaux
(y comprin leur définition, qu’on a inclus dans ce résultat pour obtenir un énoncé
iunal complet que possible)

Lok G, Soit poun élément non nul et non inversible d’un anneau principal K les pro-
prldtdy sutvantes sont dguivalentes

a) poest extrdmal,;
O) tout divivenr de pest soit inversible, soit de la_forme pu otk 1 est inversible;

) Liddal V= (p) est maximal (autrement dit on a I 4 K et les seuls idéaux de K
dontenant Fuont I et KY;
() st pdivise un produit o dléments de K, p divise Pun au moins des faclenrs de ce produi.
Lldquivalence des assertions @) et 4) n'est autre que la définition des éléments
extrémanx, Pour montrer Méquivalence de b) ot ¢), considérons un itléal ) contenani
[ comme Koeat principal on o J o (8) pour un xe K, o dive que J contient |
Mlgnifie que i divise py de plus, Ia velation ] < K wignitie que v ent Inversible, ot la
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relation J = I que x = pu avec u inversible : 'équivalence de b) et ¢) résulte aussitot
de ces remarques.

Montrons enfin que la propriété d) caractérise aussi les éléments extrémausx. Sup=
posons p extrémal, et solent &y, ..., x, des éléments non nuls de K tels que p divise le
produit x, ... x,; pour montrer que p divise 'un au moins des x; on &crit

L PRI I PR -

et un raisonnement par récurrence montre évidemment qu'il suffit d’examiner
le cas ol n = 2, autrement dit de prouver que si p divise xy, alors p divise soit x soit y,
En vertu du Théoréme 2, tout revient & prouver que, quel que soit x = 0, ou bien p
divise x ou bien p et x sont premiers entre eux; or considérons I'idéal (#, ¥) engendré par p
et x; il contient évidemment 1’idéal (#); d’apres Passertion ¢) du Théoréme 6, qui st
déja établie, deux cas seulement sont donc possibles : ou bien

(P} x) =K,
et alors g et x sont premiers entre eux, ou bien
(£ 2) = (p),

auquel cas x appartient 4 (p), donc est multiple de p.

Nous avons démontré que tout élément extrémal vérifie d). Inversement consis
dérons un élément non nul et rion inversible vérifiant 4), et montrons qu'il ent
extrémal. En vertu du Théoréme 5, 'élément p considéré peut s’écrire

F=p - bn

ol les p; sont extrémaux; d’aprés ), p divise 'un au moins des pi; mais comme p; ent
extrémal, et p non inversible, il ’ensuit que p = up; avec u inversible, et par suite p
est extrémal, ce qui termine la démonstration du Théoréme.

COROLLAIRE. Sofent x, 3y, ..., ¥, des éléments non nuls &un annean principal K, et suppos
sons x et y premiers enire eux quel que soit 1. Alors x est premier au produit y, . . . Yo

Supposons en eflet qu’il existe un diviseur commun non inversible d & & ety Il
comme d n’est pas inversible, il est produit d’éléments extrémaux, donc multiple
d’au moins un élément extrémal; par suite il existe un élément extrémal p qui divise
Ala fois ¥ et yy ... yu; dapres le Théoréme 6, d), il existe un 7 tel que p divise y, oo
qui contredit ’hypothése que & et y; sont premiers entre eux, et démontrele Corollaire,

Il va de soi quen supposant K = Z on ne parviendrait pas A simplifier si peu que
ce soil les démonstrations précédentes.

6, Unieitéd do la ddoompaonition on factours promiors

On dit que deux éléments extrémaux g et p* de K sont assoolds w'il existe un élde
ment inversiblo u de K tel que p” < up'; ccla wignlfie dvidemment que lon idéaux (p")
et (") wont dgaux, Loragquo K« 2, cela vout dire quo A I
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PwhoREME 7. Soit x un élément non nul et non inversible d’un anneau principal K. Soient
F=pr. . pn=p... 0

denx ddcompositions de x en produit d’éléments exirémaux de K. On a dalors m = n et il existe
nne permutation o des indices 1, ..., n telle que pl et pi;y soient associés pour tout i tel que
Vel d<ln

Autrement dit, une décomposition étant donnée, on obtient toutes les autres en
cllectuant sur celle-ci les opérations « triviales » que voici : (1) modification de
l'ordre des termes (2) multiplication de chaque facteur extrémal par un élément
versible de K (ces éléments étant choisis de telle sorte que leur produit soit égal
A1, de fagon 2 ne pas modifier le produit des éléments extrémaux considérés).
Lorwque K = Z, on convient souvent de se borner & des nombres premiers positifs,
¢ qui ¢limine la possibilité (2) puisque, dans ce cas, le seul nombre premier
nHkOCie A poest — p.

Pour établir le Théoréme ¥, considérons la relation

) P =P b

i divise le produit pf ... pj et est extrémal; il divise done I'un des p%; en permutant
I'ordre des facteurs du second produit, on peut donc supposer que p] divise pi;
miin comme pi est premier, il s’ensuit que

= wp
iwvee iy inversible; simplifiant la relation (5) par !, il reste alors
bioo . po=twph... 5

en raisonnant comme ci-dessus, on en déduit que p; est associé 2 'un des p} (2 < j < n)
of en poursuivant ainsi le raisonnement, il est clair qu’on parvient au Théoréme 7
(le lecteur désireux de terminer correctement la démonstration devra raisomner
e récurrence sur entier m).

Dis la pratique, on écrit souvent de la fagon suivante les décompositions en fac-
tenen extrémaux. On choisit une fois pour toutes un ensemble P d’éléments extrémaux
de K possédant In propriété suivante : pour tout élément extrémal p de K, il existe
ot un seud p'e P oqui soit associé A p (pour construire un tel ensemble P, il suffit,
e vertu du Théoréme 6, ¢), de considérer Pensemble des idéaux maximaux de K,
ot de choisir une fois pour toutes un générateur de chacun de ces idéaux; si K = Zon
cholit, pour chaque idéal maximal I, fe nombre premier positif qui engendre I).
Holi alors '

X po. P

une décomposition d’un va X non inversible en produit d’éléments extrémaux;
pour elingque @ on peut derive pfoooowpy nvee pra P et g inversible; d’ott évidemment

() Nty e iy vee i inverdble, by o e 1
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la décomposition (6) est alors unique 4 I'ordre prés des facteurs {(car deux éléments
de P ne peuvent étre associés sans étre égaux).

Il peut naturellement arriver que, dans la décomposition (6), un élément de P
soit répété plusieurs fois; en bloquant ensemble les facteurs égaux, on trouve done
aussi une décomposition de la forme

(7) x=upy' ... pr

ol py, ..., p sont des éléments de P deux & deux distincts, et les 5, des exposants
positifs. Pour écrire sous une forme plus frappante ce résultat, considérons, pour
chaque peP, le nombre (éventuellement nul) de facteurs de la décomposition (6)
qui sont égaux A p, et notons-le

' 2p(x);
il est clair qu’on a

(8) op(x) = 0 pour presque tout p P,

autrement dit qu'on n’a v,(x) > 1 que pour un nombre fini d’éléments de P. Ceci lit,
la décomposition (7), obtenue en groupant ensemble les facteurs égaux dans In
décomposition (6), s’écrit encore sous la forme

(9) . x=u. Hﬁ"f"”’;

pEP
le produit figurant au second membre comporte en apparence une infinité de factours;
mais d’aprés (8) on a
p¥® =1 pour presque tout pe P,

de sorte que le produit en question ne comporte qu’un nombre fini de termes autren
que I.

7. Calcul du pged et du ppem & Vaide de la décomposition on faoteurs
preimiers

La décomposition (9) permet d’exprimer trés simplement les propriétés de divinibiliié
dans Panneau K., Tout repose sur le résultat suivant :

Lasmsis 4. Sedent & et y dens déments non nuls de 1 ponr gue x divise p it faud el il syffit
e Pon ait )
tp() =< vp(7)
fror tond ra P,
Liv condition est suflisante cary si elle est remplie, on a

O T
o ] e e
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ivee des entiers
np = vp( y) — (%)

lous positifs et presque tous nuls, d’ot résulte que y = xz avec
z = u'-W'] pe.

Inversement, supposons y = xz; alors, en utilisant les décompositions en facteurs
premiers de x et z, il vient
= w1 prorn,

vee un ue K inversible, et comme la décomposition de y en produit d’éléments de P
CNE unique on voit que #,(p) = #,(x) + 2,(2), donc que v,{y) > v,(x) pour tout
fr& P, ce qui termine la démonstration du Lemme 4.

Ftant donnés deux éléments non nuls x et yde K, il est facile, & Paide du lemme 4,
tlo construire leur pged et leur ppem. Soit en effet 4 un pged de x et y; on doit expri-
mer que les diviseurs de # et y sont les diviseurs de d; or les diviseurs de ¥ et y sont,
d'npreés le lemme g, les ze K vérifiant

vp(2) < vplx) et p(2) < vp( ),

autrement it

(10) 7p(2) < Min[v,(x), v,( )]
pour tout peP; et les diviseurs de ¢ sont les z € K qui vérifient
(1) vp(2) < vp(d)

pour tout peP. Pour que d soit un pged, il est donc nécessaire et suffisant que les
conditions (10) et (11) soient équivalentes, autrement dit que

(1) vp(d) = Min [v,(x), v,(»}] pour tout peP,

et on retrouve ainsi la regle classique : exposant de p dans la décomposition de d
ent égal & celui des exposants de p dans « et y qui est le plus petit.
Un raisonnement analogue montrerait qu'un ppem m de x ety est donné par

(1Y) vp(m) = Max[vp(x), v,(¥)] pour toutye P,

Autrement dit, les régles connues dans le cas de Panneau Z s’étendent 4 tous les
anneanx principanx - et s’établissent & Paide des mémes raisonnements que dans
Lo cin elumique,

Remaryne 3. 1 v de soi qu’un produit de la forme
l l[)"r-
pe

i de wenw dann K que i Ten exposants n, sont den entiers tows ponitilh ot presque
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tous nuls. Si Pon voulait utiliser les relations (12) et (13) pour définir le pged
et le ppem de x et y, il faudrait vérifier que les seconds membres de ces relas
tions vérifient les conditions en question. On Pétablit comme suit. Soit X
(resp. Y) ensemble des p e P tels que z,(x) % 0 (resp. vp(y) # 0) — autrement
dit, ensemble des pe P qui divisent x (resp. »); X et' Y sont des ensembles
finis, donc aussi Z = X U'Y; pour p&Z, on a v,(x) = 5,(y) = 0, donc

Max [2,(x), 2,( )] = Min [1,(x), 25(3)] = 0,

ce qui est le résultat cherché,

8. Décomposition en éléments simples des fractions sur un anneau principal
Soient K un anneau principal et F le corps des fractions de K, défini au § 29. Soit
x = a/b, a, be K, bh#0

un élément de F; conservant les notations du n® précédent, on peut écrire

a=uy II ® ) b=u l l it
pepp ) PR,

pEP
d’ot

(14‘} X o= ., Hp"p(’-}

fa=23

avec un élément inversible w de K, et des entiers
2p(x) = vp(a) — vp(b)

qui sont encore presque tous nuls, mais peuvent étre de signe quelconque. On vérillo
facilement — le lecteur 'établira a titre d’exercice — que la décomposition (14)
de # est unique.

Nous allons maintenant établir, pour les éléments de F, une décomposition d'une
toute autre nature; le résultat qui suit est utile en Analyse (calcul des primitives do
fractions rationnelles & coefficients réels ou complexes), et & peu pres complétement
dépourvu d’intérét par ailleurs.

TurorkMe 8. Soit
a

\. : ' r P
.{'ill o ﬂ"n
un dlément de V5 on suppose a @ K, los r, Dositifs, ot loxs pre K oxtrdmany of dewx & doux non
assoctds, Alors il existe des Hdments iy ooy o de I toly que
iy
m

Autrement dit, wut éldment de I' ent somme de fractions de ln forme alpt nveo
ow I, poextrdmal ot n s 0,

i . ]_ iy

m
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Ioxemple 2. Prenons K = Z et

x =518 = 5/2.3%

on a alors
¥ = 1/2 — 2/,

ce qqui est le Théoréme 8 dans ce cas,
L Théoréme sera visiblement une conséquence des deux lemmes que voici :

Luimme 5. Supposons
x=afb, ... b,

o los dldments b; de K sont deux & deux premiers entre eux. Alors il existe des a,e K tels que
X o= IfIIJH,). + e + ‘Zm{bn'

Lnme G Sodent po, ..., p. des éléments extrémaux dewx & deus non assocics de K. Alors,
(frels que soient les entiers positifs ry, .. ., ru, les dléments

by=1p5 . b=
vt deux & dews premiers entre eux.
Démontrons d’abord le lemme 6; soit  un diviseur commun 4 ; et by ({5 4); s
d n'est pas inversible, il admet un diviseur premier p, qui divise donc &; ct &;; mais si
p divise

Pro=ppi ... by

il dlivise py et est done associé a p;; si donc &; et b; n’étalent pas premiers entre eux,
[l existerait un élément extrémal p de K associé 4 la fois & bi et g, contrairement A
Phypothése que et p; sont non associés pour { = j; d’ol le lemme 6. _

Démaontrons maintenant le lemme 5, tout d’abord pour n = 2. Comme &, et &,
Hont premiers entre cux, il existe 4, u, e K tels que

by + by, = 13
on o dors

a a(tb, + wb,) ay

Ele)u blb"! - ‘bl

aily

-f-&2

coquiétablitle lemme 5 dans ce cas, Pour Pétablir dans le cas général, on va raisonner
pir réenrrencee sur ny puisque (Corollaire du ‘Théordme 6) by estpremicrd dy ... b,_,
et puisgpue Te Temme est déja établi pour un produit de deux facteurs, on peut éerire

a fy |

byvoobuy o0

Enudtic alors d'appliquer Phypothése de récarrence &l premidre fraction du second
membre pour obtenir la décomponition cherchée de v,

§ 32. Division des polynéomes

1. Division des polynémes & une variable

Soit
fX)y=a +aX+ +aX + ...

un polyndme 4 une indéterminée,  coefficients dans un anneau commutatif K; on
appelle coefficient dominant de f le coefficient du terme de plus haut degré de f (co
qui suppose f 5= 0); si fest de degré , le coeflicient dominant de fest done le coeflls
cient de X" On dit que f est unitaire si son coefficient dominant est un élément
inversible de K si K est un corps, tout polynéme f £ 0 est donc unitaire.

Le résultat suivant est analogue & celui qui est & la base de la théorie de In
division (avec reste) des entiers rationnels :

THuEOREME 1. Soient K un anneau commutatif et g un polynéme unitaive & une inddlerminde
cogfficients dans K. Pour tout polynime f e K[X), il existe des polynémes g, r e K[ X vdrifiant
les relations :

(1) S=gg+r &) <d(g) ;

el les polyndmes g et v sont uniques,
Soit
g(X) = by 4 5X - oo b X0

avee by, inversible; en multipliant les deux membres de (1) parla constante b, e IS,
on se raméne évidemment au cas ot g est de I forme

(2) a(X) o X by XU by,

e (ue nous supposerons dans ce qui i,
Considérons alorn (pour £ donnd et ¢ varinble) tous lew polyndmes e [a forme

Sy leurn degrés sont des entier positlv ou le symibole — o (ce qui st procult

a ot multiple de g dans co can Lo Théordme 1 ent blen entendi triviall)y par
connéeuent, 11 est posiblo de cholsir ¢ de tolle sorte que lo dogré de / A okt minds
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thitm ;) on a alors

(1) do( f—gq) < d°(f—gq')
pour fout polyndéme ¢' € K[X]. Posant

(4) S=g9+r

tout revient a faire voir que

(n) | do(r) << d°(g).

Or nupposons qu’il n'en soit pas ainsi, et posons
1( X} = X o g (X1 oL

avee e A 0 et & 2> 1 puisqu’on suppose la relation (5) fausse; il est clair que r
el le polyndme

ens g (X)
ont le méme coefficient dominant ¢,44; par suite on peut écrire -
() (X)) = o Xfg(X) + (X)) avec do(r') < do(r);

() w'éerit alors
SX) =[¢(X) + eeXHg(X) + 7'(X),
ol en posant
7'(X) = ¢(X) + X"
il vient done

f=g¢ +7 avec do(r'y << do(r);

cette dernitre indgalité s’éerit encore o0 ( f— gg') < d°(f~— gq), et contredit
(1), ce qui éablit (5).

Nous avons donc démontré qu'il existe ax moins un couple de polynémes ¢, r
vériliant (1); il reste & montrer qu’il en existe au plus un. Or considérons deux rela-
toni de la forme

S=aqn 4+ ro=gq. + 1

e

(7) do(r,) - d°(g), do(r,) << d°(g);
onen e

(II} g(‘?l o ff-‘) : Fy J",;

fout revient  dvidemment & montrer que ¢ s g or, daprés (7), on a
M0 (ry 1) < do(g) 1a relation gy — gy 0 sera done une conséeuence du résultat

alvant
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LEMME 1. Soient g un polyndme unitaire ei q un polynéme non nul; on a

d%(gq) = d°(g) + d°(g) > d°(g).
Posant
S0 = bXr by gX) =eXn b e g

aves b, inversible et ¢, non nul, on voit que le coefficient de X™+ dans £q est égal A
buen; comme b, est inversible, ce produit ne peut étre nul que si ¢, = 0, ce qui n’est
pas le cas; d’oli le lemme.

Le Théoréme 1 est donc démontré. .

Dans les hypothéses du Théoréme 1 (si K est un corps, le Théoréme 1 s’applique
pour peu que g == 0), on dit que g est le quotient et r le reste de la division de fparg. Lin
démonstration du Théoréme 1 conduit & une méthode pratique pour les calculer,
En effet, posons

SX) =aXr+ g, gX) =5X 4 by

avec an non nul et b, inversible; si m < n, la division s’effectue trivialement : on
prend g = 0,7 = f; si au contraire m > n, on a visiblement

(9 SIX) = anbi1Xm=g(X) + A(X) = aX'g(X) + A(X)

avec

4o f1) << do(f) — 1;
sif, est de degré inférieur 4 g, on a terminé ct de fagon précise on a
¢(X) = apb71Xm, (X)) = f1(X)

dans ce cas; si au contraire d°( f;) > d°(g), on effectue sur f; la méme opération (ue
sur f, en écrivant

(10) Siu(X) = aX'g(X) + £(X)

avec

d°(fo) < d°(f3);
en combinant (g) et (10); il vient
SX) = (@X* + aXNegX) -+ fi(X),  do(f) < do(f) — a;
si le degré de f; est inférieur A celai de g:ltv probléme est résolu; sinon, on éerit

So(K) X (X) - fu(X)

do( fy) <= do( fy),

avec

d’otl
[(X) w (XX ol XN e o XDg(X) b (X)) dO(fy) w do(f) g,
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il est clair qu’en procédant ainsi on parvient & former le quotient et le reste de la
division de £ par g.

fivemple 1. Prenons f(X) = X®—X*— X2 L1, ¢(X)=X?—1; on

dispose alors les opérations comme suit :

Xs — Xt — X2 4+ 1 Xs—
X4 XI_ X2 + 1 ';(3_— X—}:
X3 —X2—X 41|
— X2 —X 2]

ici le quotient est X3 — X -+ 1, et-le reste — X2— X 4 2. La méthode
idoptée pour les calculs est la méme que pour les divisions de nombres entiers.

. lddanx d’un annear de polynémes & une indéterminée

L'ime des conséquences les plus importantes du Théoréme 1 est le résultat que
vilid

Trdowiime 2. Soit K un corps commutatif; I’anneau K[X)] des polyndmes & une indéterminée
A coefhictents dans XK est principal.

Lhnean K[X] est commutatif et intégre (§ 27, Théoréme 1). Soit I un idéal de
IS[X[§ pour montrer qu’il est principal, on peut supposer qu’il ne se réduit pas & 0.
i les ¢éléments non nuls de I, choisissons un polynéme f de degré minimum : il
ont cliviv ¢pi’alors les relations

(11) rel et do0r) <<d°(f) impliquentr = (.

Cleliv dit, soit g un élément de I; comme K est un corps et fnon nul, le Théoréme 1
montre que

g=fqg+r avecdo(r)<<dof);

commne 1 contient f et g, il contient aussi g — f¢, donc r; par suite on peut faire
e de (1), et on voit que 7 = 0. Ainsi tout élément de I est multiple de f, et tout
tltiple de fest évidemment dans I; ’idéal I est done engendré par £, ce qui achéve
In démonstration,

Le Tectenr deyra rapprocher la démonstration précédente du § 7, Exemple 8, les
mdthadew utilisées dans ces deux cas étant analogues.

Soit T () wncidéal de Pannean K[X]; e polyndéme f est unique A ceci prés
(uion peat le multiplier par un élément inversible de K[X]; notons & ce sujet le
réwnind wuivant

Lumiste o Soit IS unannean d’intdgritd: commutatif; les déments inversibles de K[X] sont
ooy e I8,

videmment, tout élément inversible de K est inversible dans K[X]. Soii réci-
procuenent

SUKY X oy s 0

S
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un élément inversible de K, et
X)) =X+ -+ + by buF# 0,
son inverse; on a donc, en effectuant le produit de £ par g,
I = @b X" 4 ..

les termes non écrits étant de degrés inférieurs & m 4 n; comme K est un anneau
d’intégrité on a a.b, #% 0; done m + n = 0, et f se réduit 4 'élément 4, de K, qui
est inversible dans K vu la relation a.b,, = 1; cecl acheéve la démonstration.

On aurait pu aussi (§ 27, Théoréme 1) écrire directement que

do(f) + d°(g) = d°(fg) =0,

ce qui exige que fet g se réduisent a des éléments de K.

Le lemme 2 montre que, si fest un générateur d’un idéal I de K[X] (on suppose A
nouveau que K soit un corps), les autres générateurs de I s’obtiennent en multipliant
f par une constante (Le. un ¢lément de K} non nulle, En particulier, en multipliant
f par Pinverse de son cocfficient dominant, on peut s'arranger pour que le coefficient
dominant de f soit égal & 1, et alors f est le seul générateur de 1 possédant cette propriété. On voil
qu'ici comme dans le cas de I’anneau Z, il existe un moyen « canonique » de choisir
un générateur pour chaque idéal non nul de l'anneau considéré,

Le Théoréme 2 est trés important et trés utile pour résoudre des problémes relatis
vement élémentaires; mais dés qu’on aborde la « Géométrie Algébrique » (voir In
Remarque 3 plus loin) on a besoin de résultats beaucoup plus généraux que le Théos
réme 2; dans cet ordre d’idées, I’énoncé fondamental est le suivant : seit K un anndan
commulatif noethérien (i.c. dont tous les idéaux sont de type fini); alors Pannean K|X|
est encore noethérien. On trouvera dans P Exercice 27 de ce § une démonstration simple
de ce résultat. En raisonnant par récurrence sur z, on en déduit plus généralement
que Panneau K[X,, ..., X.] est noethérien si K est noethérien; en particulier, si K ot
un corps, anneau K[X,, . .., X,] est noethérien quel que soit n. Ces résultats, dus a Iilbert,
expliquent pourquoi les calculs concernant des polynémes & coefficients dany un
corps peuvent toujours s’effectuer « en un nombre fini de pas »; mais leur impors
tance réelle dépasse de loin cette remarque d’ordre plus ou moins métaphysique,

3. Pged et ppem de plusieurs polynémes ; polynémes irréductibles

Le Théoréme 2 permet Cappliquer les résultats du § préeédent & Pannean K[X]
lorscue 1K est un corprs. N

Soient en particulier £, ..., /i des polyndmes non nuls & une indéterminde i
coellicients dans 1< alors ces polyndmes admettent un plus grand commun divisour 4,
el on o le résultnd suivant :

Vikoriome g, Soient dy [, o Sy des polyndmes non nuls & une inddterminde 3 coefficionts
dans wn oorps commutat(f 18, Loy propridtds sudvantes sont dgnivalentes ?
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a) destunpged.defy, ..., 1
) ley diviseurs communs & f,, . . ., fu sont les diviseurs de d;
() potr qi’un polyndme puisse s’derire sous la_forme

W(X)AX) + -+ u(X) fu(X)
v des e K[X], il faut et il suffit qu’il soit multiple de d;
i) d(X) peut se mettre sous la_forme

w(X) AX) + A ua(X) fa(X)

ot esl de degré minimum dans Uensemble des polyndmes non nuls possédant cette propriété.

L'équivalence de a) et 5) est claire; ¢) signifie que 4 engendre I'idéal engendré
phar i, ..., fus ce qui est précisément la définition du p-.g.c.d. donnée au § précé-
tent; enfin, d) s’obtient en observant — voir la démonstration du théoréme 2 —
(que lew générateurs d'un idéal sont les éléments de degré minimum parmi les élé-
menty non nuls de cet idéal. D'ou le Théoréme 3.

Gonovvami, Soient fy, ..., fo des polyndmes non nuls & une indéterminée & cogfficients
dany nn corps K. Les propriétés suivantes sont dquivalentes :

i) Aex seuly diviseurs communs a fy, .. ., f, sont les éléments nott nuls de K,

b) il existe des polyndmes u, e K[X] tels que
uX)AX) + - n(X) LX) = 1

(e Corollaire est d’ailleurs un cas particulier du Théoréme 1 du § 31. Lorsqu’il
it vérifié, on dit bien entendu que les polynémes f; sont premiers entre sux.

Il viv de soi qu’on peut aussi définir un plus petit commun multiple de £, ..., f;
¢'ent un multiple commun m des f; possédant la propriété que les autres multiples
communs aux f; sont les multiples de m; ou encore, c’est un multiple commun aux
Jinon nul et de degré minimum.,

Liew ‘Théortimes 2, 3, 4 du § 31 sappliquent mot pour mot & Panneau K[X], et
(L ent parfaitement inutile de les énoncer ici & nouveau.

Lew édléments extrémaux de 'anncau K[X] s’appellent généralement les polyndmes
Irréduotiblos & une indéterminée & coefficients dans le corps K. Tout polynéme
[ o K| X] pout se metire, et essentiellement d’une seule fagon, sous forme d’un produit de poly-
nimey frediductibles = cela résulte des Théorémes 5 et 7 du § précédent.

Remargue 1. Ein multipliant un polynéme irréductible par 'inverse de son
coellicient dominant e{'.:-. qui le remplace par un polynéme associé, au sens
du F 31, n® 6), on voit que pour effectucr la décomposition d’un polynéme f
en facteury irvéductibles on peut se borner A choisir des polynémes irréduc-
tibles dont le cocllicient dominant est égal & 1; en vertu du Lemme 1, deux
telw polyndmes ne peuvent étre associés que s'ils sont égaux; autrement dit,
il 'on veut appliquer & K[X] la décomposition (g) du ﬁg:, n® G, il s'impose
do prendre pour P Pensemble des polynémes irréductibles dont le coeflicient
dominant est égal A 1,
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Remarque 2. Soient p, et p, des polyndmes 4 une indéterminée A coefficients
dans le corps K. Pour calculer leur p.g.c.d., on peut procéder par divisions
successives : supposant d°( ;) > d°{ #,), on écrit

b=pu + ps avec do(py) << da(ﬁs)
by = pavs + py  avec, do(p,) < do(p,)

et ainsi de suite; comme les degrés des p; vont en diminuant, on aboutil
finalement 4 une relation de la forme

ﬁn—-l = ﬁnvn-

Il est clair que le pged de p, et p, est aussi celui de g, et p,, donc aussi celui
de p; et p,, etc..., donc aussi celur de p._, et p, — autrement dit c’est p,, 1.6,
le dernier reste non nul dans les divisions successives.

Cette méthode permet aussi d’expliciter le théoréme de Bezout, i.e. de
construire deux polynémes #, et u, tels que u,¢, 4 w,p, = p.; on a en effet

Pn =Pz —PnsVn1 = (Pn—a— PrgVi-3) — (Pn_s — Pna¥n-a)VUn
= Pra ‘“Pn—s(f’n—s + vn—l) + Pr—gVn—sVn_
= P Pns¥n—p — (ans —pn—dvn-i) (L’n-a + E"n—l)

-+ (pn-—-ti _Pu—-avn—-n)f"n--u”n 1

et en « remontant » ainst les calculs on parvient évidemment & une relation
de la forme cherchée. Voir Exercice 3.

4. Application aux fractions rationnelles

Soient K un corps commutatif et

— 2(X)
S(X) 2(X)

une fraction rationnelle & une indéterminée 4 coefficients dans K. Fcrivons
g(X) = @(X) .. (X
olt les ¢, sont des polynémes irréductibles deux a deux non proportionnels, Lo ‘I'hdos

réme 8 du § 31 montre alors qu’il existe des polynémes (X} (1 << 1« n) telv que
Pon ait

(11) SX) =1

(X)L )
(X"

4 (X)

Or on a le lemme suivant (*) :

LiMMe 3. Soient p ot ¢ des polynbmes & und indédterminde & coefficients dans un annean commus

tatif K. Supposons ¢ unilaire; il existe alors des polynfuies by (i *> 0) presque tous nuly toly

que Uon ait :
oo hy b g b fyg® e do(h) < do(q) pour tont {,

(*) On notera 'snalogle existant entre ce Lemme ot les ralionnements clasicuas conduls
want, pour tout entler ¢ & 0, & ln « numdration de hane ¢ »,
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O éerit pour cela, & 'aide du Théoréme 1, que

b= hy + p1g  avec do(hy) < do(g),

| que

po=h + pg  avec do(h) << do(q),

¢l ninsi de suite; les degrés des polynémes p; décroissent strictement, de sorte que
"o i p = 0 pour 7 suffisamment grand, ct en portant chacune des relations obtenues
(i I précédente on obtient évidemment le Lemme.

l.e Lemme 3 montre que, pour tout entier 7 > 0, on peut écrire

Bt g,
q

q q g

Ay, oy By et py sont des polyndmes, avec
do(h) < do{q) pour 0L i< r.

Applicpuant ce résultat & chacune des fractions qui figurent dans le second membre
(e (1), et en groupant ensemble les termes g, obtenus pour chacune de ces fractions,
i ohtient done une relation de la forme
S
. _ 3 k()
(1) S (X)) =gX) + S, X
0l g et ley iy, sont des polyndmes, avec

(1) do(hir) << d°(g:)

(uels que soient £ et 7.

L formule (12) s’appelle la décomposition en éléments simples sur le corps K de la
fraction rationnelle donnée f. On verra plus loin que, si K = €, les f, sont nécessai-
rement des constantes, et que si K = R ce sont des polynémes de degré 1 au plus.

lixemple 2. Prenons

S = x«(‘;;;“r:: )33

lew polyndmes X et X — 1, étant de degré 1, sont irréductibles. On a

(X P NI g X L aX 1 = XEX —g) 4 9K —
[
X X)X

]in

n® 4
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il vient donc
X
P=9— (83X —1) = 9X2— (3X + 1) (3X — 1)

= 9X*— (3K + 1) (X — 1)° — XX — 3))
de sorte que le théoréme de Bezout pour X2 et (X — 1)3 s’écrit

= (3X*—8X -+ 6)X? — (3X + 1) (X —1)3

On a donc
(X2 8X F6)XE—(3X + 1) (X —1)°
f(XJ - XHX — 1)3
_3XP—8X 46 3X A1,
(X —1)3 Xz
or

38X 6 = (X—1) (5K —5) + 1 = (X— 1) [3(X—1) —2] | |
= 5(X — 1) —2(X—1) + 13
il vient donc
__3 2 .. 1 1 3
I = kTR e X

ce qui est la décomposition cherchée de fen éiéments simples.



§ 33. Racines d’'une équation algébrique

I, Nombre maximum de racines

Nouw avons déja démontré (§ 28, Lemme 2) qu’un polynéme de degré n 4 une indé-
terminée, & coeflicients dans un anneau d’intégrité commutatif K, posséde au plus
i racines dans K. On peut, comme le montrera le Corollaire du Théoréme ci-dessous,
mmndliorer ce résultat.

Pvkowive 1. Soit f un polynéme de degré n & une indéterminée & coefficients dans un corps
commutatif K. Soient ay, . . ., ap les racines de f dans K, et 1y, . . ., r, leurs ordres de multipli-
oitd, On a alors

(1) S(X)=X—a)" ... (X—a)rg(X)

on g est un polynéme gui n’a aucune racine dans K.
Par définition de Pordre de multiplicité d’une racine, f est divisible par chacun
tew polyndmes

(u) (X —agn, ..., (X—a,)
D'antre part, tout polynéme de la forme X — a est irréductible car si
X—a=pX)e(X)

o e de(p) - d(q), de sorte que 'un des polynoémes p, ¢ est de degré 0, i.e. est un
dlément inversible de Panneau K[X]. Enfin, il est clair que les polynémes X — a et
X bwont non associés (i.e. non proportionnels) pour a £ 4.

I vénulte de 1A que les polyndémes (2) sont deux 4 deux premiers entre eux (§ 31,
Lietine 0), et par suite (§ 31, "Théoréme 4) que leur produit divise £ d’oi1 existence
('une relation (1),

Liv relation (1) montre de plus que toute racine a de g dans K, étant racine
to / danw KK, est 'un des éléments ay, ..., a,; mais si a, par exemple élait racine
tlo g, le polyndme g(X) serait divisible par X — a,, et f(X) serait par suite divisible
par (X a) My contenirement & la définition d'un ordre de multiplicité. Done g
' aueune racing danw I, ce qui achéve la démonstration,
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CorovLLAIRE, Avec les notations du Théoréme 1, on a

e oK n=do(f).

C’est évident car

(3) dO(f) =1+ o 1y o+ do(g).

Le Corollaire exprime que le nombre des racines de f dans K est au plus n méme si
Lon convient de compter une racine multiple d’ordre v comme I'équivalent de r racines simplay,

Supposons par exemple f de degré 3; alors les seules possibilités en ce qui
concerne le nombre de racines de f dans K sont les suivantes : a) fn’a que des racines
simples, il y en a alors au plus trois; &) f posséde des racines doubles; alors f admael
soit une seule racine dans K, laquelle est racine double, soit une racine double et
une racine simple; ¢) fadmet une racine triple; celle-ci est alors unique, et fn’admel
aucune autre racine, En fait, ces possibilités ne se présentent pas toutes, en vertu
du fait que si f admet deux racines simples distinctes, ou bien une racine double,
alors f admet nécessairement une autre racine dans K; en effet, si I’on a

F(X) = (X—a) (X—b)g(X),

Ie polyndéme g est nécessairement de degré 1, donc proportionnel & X — ¢ pour un
ce K convenable, et ¢ est racine de f.

Autrement dit, pour un polyndéme du troisiéme degré, les éventualités suivinien
peuvent se produire :

aucune racine

une racine simple

trois racines simples

une racine simple et une racine double
une racine triple.

Il est facile de donner des exemples de chacun de ces cas; pour le premier on prend (*)
K=a et (X)) = X% —2;

pour les autres, il suffit de prendre K = R et les polynémes

(X 1) (X2 1), (X—1) (X—2) (X —3), (X—1)(X—2)% (X0

(*) T n'est pas possible, pour donner un éxemple du premier cay, de prendre K « R,
car on démonire en Analyse que toul polyndme de degré impair i coellicients réels powdde
an moing une racine réelle (rappelons ln démonstration briévement @ on montre 'abor
que, pour les videurs teey graoudes de In variable, un polyndéme est un « inliniment grand »
dauivalent & son terma de plun haut deged, done du méme signe que celui-el; on en dédudt
qu'un polyndme de degrd impale ne peuat pas, nare R, garder un signe constant; le théordme
den valeurs intermédinives pour lew fonetions continues montre alors qu'un tel polyndime
s'annule ndeemsnlroment quoelgue part), :

Lon vduultatn clo oo genve, blen qu'ile concornent den polyndmes, appaetennont oy réaliid
A U Analyso, Clest pourguol nous ne les exposons pad dang ee valume,
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Revenons au cas général, le corps K et le polyndme f étant quelconques. I1 peut
arriver que, dans la décomposition du Théoréme 1, le polyndme g soit constant, i.c.
e degré 0, autrement dit qu’on ait

JEX) =X —a) ... (X—a,)r

011 ¢ est nécessairement le coefficient dominant de f; ou, ce qui revient au méme, que
/ puisse s’écrire comme produit de polynémes du premier degré  coeflicients dans K.
Lorsqu’il en est ainsi on dit que f a toutes ses racines dans K; la raison de cette
(erminologie est que, si L est un surcorps de K, alors les racines de f dans L, i.e.
lew ve Lo tels que
e(x —a) ... {x —ap)r =0,

HOUL @y, ..., dp, autrement dit les racines de £ dans K. On verra plus loin par contre
((uesi fn’a pas toutes ses racines dans K, il existe un surcorps L de K (par exemple
un corps algébriquement clos contenant K — voir le n° 2) et des racines de fdans L
(ui ne sont pas des éléments de K.

Pour que fait toutes ses racines dans K, il est évidemment nécessaire et suffisant
(ue les ordres de multiplicité 7y, .. ., 7, des racines de £ dans K vérifient la relation

it e =do(f),

autrement dit que le nombre de racines de fdans K (chaque racine multiple d’ordre 7
¢tant considérée comme 1’équivalent de r racines simples) soit dgal au degré de f.

Notons enfin que si f a toutes ses racines dans K il en est de méme de tout diviseur g de f;
cnellet, g est produit de polynémes irréductibles, lesquels, divisant g, divisent aussi
fi mais comme fest produit de polynémes du premier degré, qui sont évidemment
irréductibles, les sculs facteurs irréductibles de £ sont ces facteurs du premier degré,
et parsuite les diviseurs irréductibles de g sont eux aussi de degré 1; par conséquent,
A ent produit de facteurs du premier degré, ce qui établit notre assertion. (On pourrait
numsi appliquer a fet g le Lemme 4 du n® 7 du § 31, lequel montre comment trouver
fons lew diviseurs de f4 partir de la décomposition de f en facteurs irréductibles.)

h Corps algébriquemnent clos

Solent K un corps commutatif et f un polynéme A une indéterminée, A coefficients
dian I et de degré n 2e 1, DPapres le ne précédent, f posséde ai plus n racines dans K;
ok o avons encore énoneé aucun théoréme affirmant Uexéstence de racines de f
divnw I (et pour cause, le polyndme X2 - 1 n’ayant pas de racines dans le corps R).

On dit qulun corps commutatif. K est algébriquoment elos si out polynéme a une
inddterminde, v coellicients dans K, ¢t non constant, possiédde au moins une racine
divnw I8 B e qui concerne Pexistence de tels corps, les deux résultats fondamentanx
HONE Tew wudvanty

Tudowdve g (A" AlembertCiaunn), Le corps des nombres complexes est algdbriguement clos,
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TutorkmE 3 (Steinitz). Tout corps commutalif peut étre plongé dans un corps algébriguea
ment clos.
Le Théoréme 2 signifie que toute équation algébrique

G +ax+ - Faxrr=0

4 coefficients complexes, de degré n > I, posséde au moins une racine complexe — résul«
tat d’autant plus extraordinaire que les nombres complexes ont été inventés pour
attribuer des racines aux équations du second degré seulement. Quant au théoréme
de Steinitz, il signifie que, pour tout corps commutatif K, on peut construire un corpy
algébriquement clos L qui contient un sous-corps isomorphe & K; si K = R on peut
par exemple prendre L. = C (dans le cas général, la construction de L & partir de K
est beaucoup plus compliquée que celle de € A partir de R, mais peut néanmoinn
s'effectuer 2 I'aide de méthodes analogues).

On ne peut démontrer le Théoréme 2 sans recourir, d’une fagon ou d’une autre, A
des considérations qui relévent de Analyse, et non de I’Algébre. Voir une démons
tration simple dans I’Exercice 25 de ce §. Quant au Théoréme 3, sa démonstration
dépasserait de beaucoup le cadre du présent ouvrage; cf. Exercice 20.

On peut se demander si ’existence de racines pour toutes les équations algdhricuen
& une inconnue entraine une propriété analogue pour les systémes d’équantions

"algébriques a plusieurs inconnues; la réponse 4 cette question est Pun des plus eéldhron

théorémes que I’on doive a Hilbert :

TrtorEME 4 (Nullstellensatz de Hilbert). Soient K un corps commutatif algdbriguement
clos et 1 un idéal de Panneay K[X,, ..., X,]. Les propridtés suivantes sont datvalontay

a) il existe au moins un point x &« K* tel que Pon ait

(4) Sx) =0 pourtout fel;

b) onal+# K[X,, ..., X ].

II est trivial de démontrer que 4) implique ), attendu que le polyndme 1 ne
saurait s’annuler en un point de K*; mais la démonstration du fait que §) implicye a)
est trop compliquée pour étre exposée ici; voir I'Exercice 33 de ce §.

Pour comprendre I’énoncé du Théoréme 4, donnons-nous des polyndmen

Sov oon freKX,, ..., X,]

et cherchons & résoudre, dans K, le systdme d’6quations algébriques

) Sal) == ) = 05

soit I Pidéal de K[X,, ..., X,] engendré par /1, ..., £ ie. Pensemble den polys
némes de la forme :

S S e tp S pi

il est dvident que les wolutions de (5) sont lex mémes que les solutions de (1)1 done,
dive que (5) pomtde au moinn une solution signifio que 1 n'ent pan Panneau des
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polyndémes tout entier, ou, ce qui revient au méme, que

lel
I'n d’autres termes ¢

Corovtare, pu THEOREME 4. Etant donnés un corps commulatif algébriquement clos K et des
polynimes

f‘.l.: s '3prK-[X1} v .,X,,],

{0y propridids suivantes sont équivalentes :

?

a) Ao systdme d’équations algébriques

Jal) = o =fo(x) =0
n'a ancune solution x e Kn;
h) il existe des polynimes

L upe KX LX)
tels que Uon att

St o fo=1.

ltemarque 1. Soit K un corps algébriquement clos; une partie de K" est appelée
une  variété algébrique affine si c’est I’ensemble des solutions d’un systéme
(’équations algébriques f,(x) = ... = f,{x) = 0. L’¢tude de ces variétés
uig{".lbriqucs aflines (et d’objets analogues) est le but de la Géométrie Algé-
brique. Une variété algébrique définie par une seule équation f (x) = 0, ol f
est un polynéme non nul, s’appelle une hypersurface (ou une surface lorsque
== 3, ou une courbe plane lorsque n = 2). Le Corollaire du Théoréme 4 est
donce une condition nécessaire et suffisante pour qu’une intersection d’hyper-
surfices algébriques soit vide,

o Nombre de racines d’une équation & coefficients dans un corps algébrique-
maont clos

Sur un corps algébriquement clos, on peut améliorer grandement le Théoréme 1 :

Twitondivme 5, Soit f un polyndme ¢ une indélerminde, & coefficients dans un corps algébri-
uement clos I, et de degré n > 1. Soient ay, ..., a, les diverses racines de S dans K, et
oo ooy P lewrs ordres de multiplicité, On a alors

() SX) = o(X—a) (X —a) ... (X —ay)re
oh ¢ ext le cogfliciont dominant de f, In outre on a
(%) TR SRTRIR A

I wullic d'appliquer le ‘T'héoréme 15 comme le polyndme g ne s'annule jumais
dinn 16, 11 et constant par définition d*un corps algébriquement clos, d'onr la pre-
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miére assertion de I’énoncé. La seconde s’obtient en calculant le degré du second
membre de la relation (6).

La relation (7) s’exprime généralement de la fagon suivante : dans un corps algébri-
quement clos, une équation algébrique de degré n > 1 posséde exactement n racines pourvu
que Pon considére une racine multiple d’ordre » comme ’équivalent de 7 racines
distinctes. '

Exemple 1. Considérons I’équation

(8) A=

dans un corps commutatif K (ses racines sont les racines n¢ de Punité dans K);
posant JX)=Xr—1, dou  fYX) = nXr,

on voit que, si n nest pas multiple de la caractéristique p de K, la seule racine de S
est 0, qui n’est évidemment pas racine n¢ de P'unité; donc (§ 30, Théoréme 6)
les racines de f sont toutes simples dans cette hypothése, et si K. est de plus algé-
briquement clos il s’ensuit qu’il existe dans K exactenient # racines distinctes
de I’équation considérée; c’est le cas dans C.

Lorsque K = G, les racines n¢ de 'unité sont données par la formule

2 = cos (2kx/n)
-+ Z.sin (2kn/n)
O<bk<n— 1),

autrement dit sont reprée
sentées, dans le plan coms
plexe, par les sommety
d’un polygone régulier de
n cbtés nerit dany e
cercle unité (cf. la figure
ci-contre), En eflet, In
formule de Moivre (§ 0,
n° 6) montre que

2} = cos (anrT!)
- 2.5 (2hnnfn) e 1,

de sorte que la formule
ci-dessus représento g
racines, deux & deux oy
tinctes, de Péquation (0);
celle-ci dtant (llt‘ degré nne
saurait en powssdder
d’nutres,

Supposant toujours K = €, considérons plus généralement I'équation

P

ot a ewt un nombre complexe non nul donné (wew racines sappellent les raolnon
n do a), Ferlvant h

£ = p(eon 0 < {.nin o), @ wr (con g o fonin g)
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avec 7 et p réels positifs, 6 et ¢ réels, tout revient A écrire que
p" [cos(n6) -+ i.sin(n6)] = r(cos p + i.sin ¢);

le premier membre a pour valeur absolue p” et pour argument n6 (3 un multiple
prés de 27 : un argument est un nombre réel défini modulo 2x), le second
pour valeur absolue r et pour argument ; I’équation x" = a équivaut donc
aux conditions :

pr=r, =g (mod 2x);

il s’ensuit qu’elle a pour racines les nombres complexes

e =Vr [cos L":Qk“ ~+ {.sin ¢ F 2w ka]
n

comme on a évidemment Z; = Z., il suffit du reste de donner n valeurs
consécutives a Pentier £ pour obtenir toutes les racines (en nombre n et deux a
deux distinctes) de ’équation considérée.

Renarque 2, Le Théoréme 5 peut évidemment étre en défaut si le corps K n’est
ln.‘ul algébriquement clos; mais dans ce cas il redevient vrai si ’on considére
ci racines de f dans un corps algébriquement clos contenant K, corps dont
I'existence résulte du Théoréme de Steinitz. Par exemple, soit £ un polynéme
de degré n A coefficients réels; il est en général faux que f posséde n racines
réelles; mais il est towjours vral que f posséde n racines réelles ou complexes
(le nombre de racines de f étant bien entendu calculé en tenant compte des
ordres de multiplicité). Par exemple, le polynéme X® 4 1 posséde deux
racines réelles ou complexes, a savoir ¢ et — 7. De méme, I’équation

=1,

(ui ne posséde dans R qu’une racine (si 7 est impair) ou deux racines (si n est
pair), en posséde n dans C. '

d. Polyndmes irréductibles & coefficients dans un corps algébriquement clos

Boit f (X) un polyndéme 4 une indéterminée a coefficients dans un corps algébrique-
ment clos K3 alors pour que f soit irréductible il faut et il suffit que f soit de degré 1, i.e.
e In forme

SX) =aX +8b a0

L condition est évidemment suffisante (méme si K n’est pas algébriquement clos)
pubsgutalors Tes seuls diviseurs de f'sont de degré 0 (i.c. constants) ou 1 (i.e. propor-
tHonnele & /). Inversement, supposons f irréductible; £ n’est pas inversible dans
Fannean IK[X], done est de degré w2 1 (§ 32, Lemme 2); comme K est algébri-
(quement clos, £ posséde au moing une racine ee K; mais alors f est multiple
ile X~ a, done proportionnel & X — a puiscu'irrécductible, et notre assertion est
démontrée,

Lorgu'on oflectue, en utilisant In formule () du § g1, fin du n® 6, ln décom-
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position d’un polynéme f € K[X] en facteurs irréductibles, on peut donc pfendro
pour P l'ensemble des polyndmes de la forme

X —a, asK;

la formule (9) du § 31 se réduit alors évidemment 4 la formule (6) du Théoréme §,

. Qelle-ci constituant la décomposition de fen facteurs irréductibles dans I’anneau
principal K[X], on peut I’utiliser par exemple pour former le pged de deux polyndmen
Set g; désignons les racines distinctes de f par

By, + ey Gy by o ooy Ba
et celles de g par

@iy » vy Omy G135 + 2 vy Oy
en mettant en évidence les racines a,, ..., 2, communes A fet g, 5’il y en a; écrivant

FX) =uX—a)t . (X —an)h(X— b ... (X — b
gX) = o(X — o)t ... (X — g (X — ) ... (X — )t

ol u et » sont des constantes, il est clair que d’aprés le § 31, n° 7, un pged do
JSet g sera donné par la formule

d(X)=(X—a) ... (X—an» ot r=Min(, 7).

Autrement dit, les racines du pged sont les racines communes & f et g, et st une racine commung
est d’ordre v’ pour fet v pour g, elle est d’ordre Min (v, r') pour le pged de fet g.

En particulier, pour que f et g sotent premiers entre eux il faut et 1l suffit qu'tls n’admattent
awcune yacine commune, résultat qui n’est autre que le Corollaire du Théortme 4 dans
le cas particulier ot = 1.

Le Théoréme 5 permet également d’améliorer, dans le cas d’un corps algébriques
ment clos, la décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples du § 44,
n° 4, En effet, dans ce cas les polyndmes irréductibles ¢; du cas général sont donndu
par

W(X) =X —a

et sont de degré 1; les polyndmes Ay, figurant dans la formule (12) du § 32 sont dong
de degré 0 au plus, autrement dit ce sont des constantes, et on voit en définitive
que, sur un corps algébriquement clos, toute fraction rationnelle peut se mettre sous
la forme

ion
ANERN ¢
( (X (X)) 2 & _
() SO gk 2 2
ot Lew ¢ wont des dléments de K, Jew a; lew diverses vacines du dénominatenr de f;
Lew £ Lew multplicltidn de con racines, et g un polyndime (qui eat du reste, comme on le

vérifie thollement, lo quotient dw numdrateur de / par son dénominateur),
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§. Polynémes irréductibles & coefficients réels

Lies résultats du n° 4 s’appliquent au corps € des nombres complexes, mais non au
corps R des nombres réels puisque celui-ci n’est pas algébriquement clos. On peut
toutelois, dans ce cas, obtenir encore des résultats complets :

Tuhonrtime 6. Les éléments irréductibles de I anneau R[X] des polyndmes & une indéterminée
& eoyfficients réels sont d’une part les polyndmes
aX 4+ b avec a0,
d*antre part les polynémes
aX? 4 bX 4 ¢ avee b2 — gac <2 0.

Il ent clair que, pour tout corps commutatif K, les polynémes de degré 1 sont
(ew éléments irréductibles de K[X]. 11 en est de méme des polyndmes de degré 2 gui
n'ont ancune racine dans K, car un diviseur non trivial d’un tel polynéme f est nécessai-
rement de degré 1, done de la forme aX + b, et si f est divisible par aX - & alors

hfa ent une racine de £ dans K.

Il vente A faire voir que, pour K = R, il n’existe pas d’autres polyndmes irré-
ductibles que ceux qu’on vient d’énumérer.

Hoit f un élément irréductible (donc de degré 1 au moins) de R[X]. Si f admet
dantw R une racine a, alors f est divisible par X — a, donc proportionnel 4 X — a et
par nuite f'est de degré 1, la réciproque étant claire.

Supposons maintenant que f ne posséde aucune racine dans R. Comme C est
nlgéhriquement clos, le polynéme

FX)=a +aX+ - +aX*
conridéré admet au moins une racine complexe
w=u-4iv (4 veR);
madn il ndmet alors aussi pour racine le nombre
W= n—iv
confugud de o, car, les coeflicients g; étant réels, on a
[(0) oty | e |- i = gyt @ A e aph = f (),

(I'olt notre assertion, Par conséquent, dans ’anneau €[ X, le polynéme f est divisible
par X - ot X ——w; comme ces polyndmes sont premiers entre eux puisque
1 A w, on voit que dans O[X] il est méme divisible par

(X ) (X ) o (Kot do) (KX o tp) o (K= w)? | o

polyndme du second degré & coeflicientn rdefs ot mann racine réelle, Pour en déduire

\
|

-
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que le polynéme irréductible f est du second degré, il suffit de montrer que f esl
divisible par (X — «)? + 2% non seulement dans €[X], mais aussi dans R[X].

Or considérons d’une maniére générale un corps K, un surcorps L de K, et cdeux
polyndmes f et g & cocfficients dans K. Soient ¢ et r le quotient et le reste de ln
division de f par g dans K[X]; ce sont des polynémes a coefficients dans K vérifiant

f=gg+r  dr) <do(g);

€¢videmment ces relations subsistent si Pon regarde f, &» 4, r comme des polyndmen h
coefficients dans L; par suite, le quotient et le reste de la division de S par g dans U'annean
K{[X] sont les mémes que dans Panneau L[X].

~ Sien particulier ¢ divise f dans L[X], on voit que g divise aussi f dans K[X], ot
ceci achéve la démonstration du Théoréme.

Il résulte du Théoréme 6 et du § 31, Théoréme 5, que tout polynéme [ coollls
cients réels peut s’écrire sous la forme

fX)=u(X—a)... (X —ap)» (X2 5, X - ¢)) ... (X2 A b, X |- eg)n

ou u est le coefficient dominant de £, ot les a; sont les diverses racines de S dann R,
et les r; leurs ordres de multiplicités, et oi les polynémes X2 + #,X - ¢; sont sanm
racine réelle, i.e. vérifient 8% — 4¢; << 0.

On peut obtenir encore comme suit cette décomposition. Ltant donné que i
conjuguée d’une racine complexe de f est encore une racine de f comme il rénulie
de la relation

S (@) = f(w)
¢tablie plus haut, le polynéme f posséde un nombre pair de racines non réelles, soi( ay)
désignant par
wj =t + i, (1)< q)

celles dont la partie imaginaire est positive, on voit que les autres sont les nombrey
wy =y — 1y

conjugués des précédents. Sil'on se place dans Panneau C[X], on a done une (ormule
SX)=u (X—a). . (X—a,)»n(X—w)". . (X —w,)e (X —w)", A Xt )M
en fait, les ordres de multiplicité 5 et s de deux racines imaginaires conjugudes wont
les mémes comme il résulte du § g0, Théoréme 7, el en groupant les termes corres
pondants dans le décomposition on trouve un facteur

[(X ) (X — )] = [(X — u)? |- ],

d’oit la décomposition en facteurs irvéductibles dans Mannean RX].

omme au n® précédent, ces résultits permettent Caméliorer I décomponition
d'une fraction rationnelle en élémenty simples donnde an § g2, n° 4. En ellol, lon
polynémes g du eas général sont tel de deux captcen | eoux do ln forme

(X)) s X ey,
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(fui correspondent aux racines réelles du dénominateur (les numérateurs 4. des
¢léments simples sont alors de degré <C 1, autrement dit sont des constantes) ; et ceux
de In forme

Q’J(X) = X? -}~ bJX + ¢ avec b? — 465 < O,

((ui correspondent aux couples de racines imaginaires conjuguées (les polynomes A;,
wont alors de degré <C 2, i.e. de la forme u; X + v, avec des constantes uy, v;,). Par
iuite, la formule (12) du § 32 s’écrit, dans le cas du corps des nombres réels, sous la
lorme

.
[l
o

__upX o
105rgs; (X2 + b_;X + “:.I)r ’

eotte formule joue un grand réle dans le calcul des primitives des fractions ration-
nelles, comime le lecteur s’en persuadera aisément en consultant la liste des questions
ponées, depuis plus de 150 ans, aux épreuves orales du concours d’entrée a I'Ecole
Pulytechnique.

[
D

700 = ¢(X) + 2y T

i=1 0grar J

6. Relutions entre les coefficients et les racines d’une équation
Mol
(10) FX) = X 4 g Xt b o g

tn polyndme de degré = > 1 a coefficients dans un corps commutatif K, et supposons
(Jue / posséde 2 racines (compte tenu des ordres de multiplicité de ces racines), ce
(i wera par exemple toujours le cas si K est algébriquement clos. Désignons ces
racines par

ay, ..., a4

¢n ¢erivant r fois chaque racine multiple d’ordre r. On a alors, d’aprés le Théoréme 1,
[ relation

(re) X)) =uX—a) X—a) ... (X—a).
Pomonn
(1) (Ko—ay) (K—ay) ... (K—an) = X" 0, X1 oo gy

en utilisant I formule

_— -y
L!. (-"'i I Jf) = Z Xp Py

Fcl
(i i B, n0 5, on trouve dvidemment
Dyogy == ("1 I)k}.]”"lﬁf' v Wiy

In womme du second membre étant étendue & toutes lew partios iy, .., Ge] de Pen-

e R ST E T
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semble {1, ...,7]; comme

Un—x = UnlUn—p
en vertu de (11) et (12), on obtient en définitive les relations

(IS) Eailafz e afff = (__ I)ku“‘;‘/u";

on les appelle les relations entre les coefficients et les racines de Péquation f (x) = 0;
les premiers membres des relations (13) s’appellent les fonctions symétriques élémentaires
des racines de I’équation f (x) = 0. Voir I’Exercice 13 de ce §.

Exemple 2. Siu et vsont les racines (distinctes ou non) d’une équation du second
degré
ax® 4 bx 4 ¢ = 0,
ona
4+ v=-—bla, u = ¢fa.

Lxemple 3. Si u, v et w sont les trois racines (distinctes ou non) d’une dquation

ax® + bx? - ex +d =0,
ona

4+ v+ w=—ba, vw -+ wu + uv = cla, ww = — dfa.
On observera que, pour k = 1, la relation (13) s’écrit

(14) gy o g = — e fu,

et que pour & = 7 elle s’écrit

@y = (— 1)"Mupfu,.

(15) ay ..



EXERCICES

11 est parfaitement utopique d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Exercices. -

Les Exercices qu’on trouvera dans ce livre sont de trols sortes. Clertains sont ey
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre. IPzutres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s’habituera 2 manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas Irés faciles sont
précédés d'un signe €. Enfin, la derniére catégorie est constituée par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants déja avancés qui s’intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices son
précédés de deux ou méme trois signes .

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement & se convaincre, 4 "aide d'un « brouillon » fait 2 la hate, du fait qu’on en a & peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de calcul numérigue,
il faut par contre s’efforcer de rédiger iniégralement les Exercices plus théoriques, ou 'on doil
construire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cette agon,
P'étudiant parviendra & acquérir un langage clair et correct, et 4 utiliser les termes techniquen
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet. '



§ 31

1. Soient x,, ..., #, des ééments non nuls d’un anneau principal K et d un de leurs

pged; on choisit u, ..., u,eK tels que uxy + -0 . L ux,.= d. Montrer que u;, ..., u

. n
Hont premiery entre eux.

. Solent M un module libre de type fini sur un anneau principal X et 2 un élément non nul
(lo M. Montrer que les cing propriétés suivantes sont équivalentes : g fait partie d’une base de
M 1l existe une forme linéaire JSsur M telle que £ (a) = 1; les coordonnées de a par rapport
h tine bise de M sont premiéres entre elles; les coordonnées de a par rapport a {pute base de M
font premicres entre elles; si g = wx pour un ze K et un x 5 0 dans M, alors u est inversible;

nlux o va avee v, veK et xe M non nul alors » est multiple de u. (On utilisera I’ Exercice 2

du § 18 et ' Exercice x1, h), du § 29}. Un vecteur a e M satisfaisant aux conditions précédentes
oil dit primitit,

8, Soit M un module libre de type fini sur un anneau principal K. Montrer que tout xeM
ent multiple d’au moins un vecteur primitif de M. Faire le caleul en prenant K = Z, M = Zs¢
Ol X = (126, 200, 168, 504).

4. Soient a,, ..., a, des éléments d’un anneau principal K; pour qu’il existe une matrice

UeGL(n, K)

dont ln premiere ligne (resp. colonne) soit précisément a,, . . .,a,, il faut et il suffit queay,...,a,
Holenl premiers entre cux, On peut alors choisir U de telle sorte que dét(U) = 1, i.e. supposer

UeSL{n, K).
b, Clonstruire une matrice U @ SL(3, Z) dont la premidre colonne soit 2, 3, 4
0. Comstruive une matrice UaSL(3, Z) dont la seconde colonne soit 2, 3, 4.

7. Bolt M un module tibre de type fini sur un anneau principal K.

i) Montrer que, s a est wn dlément non nul de M, le pged des coordonnées de a par rapport
A uno bawe de M est indépendant du choix de celle-ci. Quelle est Uinterprétation « géomé-
tFlquo » de oo réanltat (cf. Fxercice g) ?

b) Solt M' un wous-module non nil de M. On choisit une base de M et on considdre "idéal

to K engondrd par toutes les coordonnden de tous les dléments de M, Montrer gque cot idénl
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est indépendant du choix de la base. Montrer qu'il est engendré par les coordonnées d’un
ensemble quelconque de générateurs de M'. [Cet idéal, ou I'un quelconque de ses générateurs,
est appelé le premier factour invariant de M dans M; voir 1’ Exercice suivant.]

gq 8. Soient M un module Iibre de type fini sur un anneau principal K et M’ un sous-module

non nul de M; on note » et r les rangs (nombres d’éléments d’une base) de M et M'. On se
propose de démontrer le résultat que voici : il existe une base @y oy @, de M ei des éléments
dyy ..., d, de K tels que les vecteurs dya,, . . ., d,a, forment une base de M’ et que d ; divise d,. , pour
I={islr—1.

a) Montrer que, pour toute forme linéaire S sur M, Pensemble £ (M')cK est un idéal de
K.

6) Montrer qu'il existe une forme linéaire J1 sur M telle que, pour toute forme linéaire S sur
M, la relation :

AHM)ef (M) impliquef; (M) = £ (M),
Montrer qu’on a alors :
AM) =K.

¢) On choisit f; satisfaisant 4 3); on pose

AMY) = (d))

et on choisit un vecteur u, & M’ tel que

FACH IR

Montrer gqu'on a
S (m)e(dy)

pour toute forme linéaire fsur M (en posant f () = d, montrer qu'il existe une combinaison
linéaire g de fet £ telle que g(u,) soit un pged de 4 et d,}.

d) Déduire de (¢) qu'on a
U = 45
pour un vecteur ¢ € M, tel que f;(e,} = 1.

) Montrer que M est somme directe du sous-module engendré par ¢, et de Ker { f;); et que M’
est somme directe du sous-module engendré par w et de M'nKer(f)). Montrer que
S (M%) e fi(M") pour toute f.

S} Achever la démonstration par récurrence sur z.

qq 9. Soit A une matrice 4 n lignes et g colonnes & coefficients dans un anneau principal K,

Montrer 2 Paide de I’Exercice 8 qu'il existe des matrices

UeGL(n, K) et VeGL(p, K)
telles que 'on ait .

d 0 0 0 0"

0 d ~.. 0 0 0
UAV 0 0 d o0 ... 0

0 0 0 0 .0

O 0 ... 0 0 .00

ottdyy v vy dy sont den dléments non nuls de 18 tely que chacun divise le suivant, Los dlémants
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dy, ..., d,sont appelés les {acteurs invariants de la matrice A; on verra (Exercice 11) que
lew igléaux (dy), ..., (d,) sont entidrement déterminés par A,

10, Montrer que iout groupe commutatif de type fini est isomorphe au produit direct d*un groupe Z9 et de
wroupes cycliques finis ZjdZ, . .., ZjdZ ot chaque d; divise d ;. (Observer qu'un K-module de
type fini, ott K est un anneay arbitraire, est isomorphe 4 un quotient M/M’ olt M est libre
do type fini — et appliquer & Exercice 8). Comment ce résultat se généralise-t-il & un anneau

principal quelcongue?

L1, Onreprend les hypothses et notations de I’ Exercice 8, dont on utilise les résultats.
) Soientj,, ..., j, des entiers tels que

T h<Jo<< oo <jpir;

montrer que d,. . .d, divise d_l-'. -y

b) Boit & tel que 1 <k <7 r; montrer que, si f est une forme A-lindaire alternée sur M, le
procduit dy .. dy divise fix,, ..., %) quels que solent x;, ..., x,eM’'; montrer qu’on peut en
outre choisir fet %y, .. ., x,& M’ de telle sorte que

dody=flr, ..., x);

onddduire que d, . . . d, est un pged des éléments de K de la forme f(x,, ..., x,) et en conclure

v doy iddanx () sont entitrement déterminés par le module M et le sous-module M’ {i.e. ne dépendent

—_

i du choix des bases construites dans 1’ Exercice 8).

0} Solent (a), <, <, unc base quelconque de M et (4 145« p un systdme quelconque de généra-
toun de M'; on note A la matrice (A n lignes et p colonnes) formée avec les coordonnées des 5,
pivr rapport & la base (a,) de M,

Montrer que, pour 1 =54 < 7, Pélément dy ... dy est un pged des mineurs d’ordre h de la matrice A.
@) Lin déduire que les facteurs d,, . . ., d, de I Exercice g se calculent de méme.

#) Hoient A et B deux matrices 4 n lignes et p colonnes A coefficients dans un anneau principal
I, Pour que A et B soient équivalentes (i.e. pour qu’il existe des matrices U et V inversibles
tellen que B« UAV) il faut et il suflit que A et B aient le méme rang et les mémes facteurs
Invivrinnty,

(NIY -~ On exprime souvent ce résuliat en introduisant, au lieu des facteurs invariants de A,
e divisours lémontaires

¢y = dy, €y = dofdi, ..., 0, = dr.(d;-_x)

1} Soient K un annenu principal et

ap= (g ooy @) (12047 p)

ten dldments (o K0 Pour qu'ils Gassent partic d’une base de Ko, 1l faut et il suffit que les mineurs

d'ardee pde o matrice
(-1.” s rz,’,)
i e arlfu

formde aves len composniten des vectours donnds wolent promiors ontre any (ol on particutler

non fous nuls),
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9q 13. Soient K un anneau principal et z et # deux entiers tels que 1 = p < n. Soit A une matrice

4 n lignes et p colonnes & coefficients dans K. Pour qu’on puisse compléter A en une matrice
carrée d’ordre n et inversible sur 'anneau K, il faut et il suffit que le pged des mineurs d’ordre
p de A soit égal 4 1.

14. Trouver toutes les matrices & coefficients entiers rationnels, de la forme
I 4 %
2 5 %
1 6 %

15. Soit A une matrice & coefficients dans un anneau commutatif K; on appelle opération
6lémentaire sur A une opération consistant soit a permuter deux lignes (resp. colonnes) da
A, soit & ajouter & une ligne (resp. colonne) une combinaison linéaire des autres lignen
(resp. colonnes), soit & multiplier une ligne (resp. colonne) par un élément inversible de I, .
@) Montrer que toute mairice déduite de A par une succession d’opérations élémentaires enf
équivalente & A (i.e. de la forme UAV avec U, V inversibles sur K).

) On suppose K = Z, et A £ 0. Seit d; le plus petit entier strictement positif possédant In
propriété suivante : il existe une matrice qui se déduit de A par une succession d’opérationn
€lémentaires, et dont d, est un coefficient. Montrer qu’il existe alors une matrice de la forme

(o &)

0 A

(ol A; posséde une ligne et une colonne de moins que A) qui se déduit de A par une succession
d’opérations élémentaires, et de plus que tous les coefficients de A, sont multiples de d,.

¢) Déduire de 14, pour K = Z, une nouvelle démonstration du résultat de 1’Exercice 9 (dong
aussi de I Exercice B), et une méthode pratique pour réduire une matrice & coefficient dans 7,
a la forme canonique de I’Exercice g.

d) Appliquer cette méthode aux matrices suivantes :

et de déterminant 1.

0 =2 4 —1 "0 6 —g —3
6 12 14 51, 12 24 9 9 1,
0 4 14— 30 42 45 27
0 6 —y4 11, 66 78 81 63

17 —28 45 11 394
24 -—387 01 13 50

25 -7 82 — b ~—11)—
3t 219 —43 — 55

42 13 29 —s55 — 08

16. Soit A une matrice A cocflicients dans~un anneau commutatif’ K quelcongue, et solt It
une matrice équivalente & A (e, de la forme UAY avee U ot V inversibles sur Pannean 1£),
Montrer que, pour tout entier p inférieur su nombre de lignes et nunombre de eolonpen de A,
Pidénl de K engendred par fex minenrs d’ordye P de Aont dgal & oelul qui est engendrd par lon
mineurs (ordre pde B,

17, Solt A une matrlee oarrde d*ordre n & cooflllolents dang un annent prinofpal 1K, Montrer
quiil exinte une matrioe Ue GLn, K) tolle que LA wolt telnnguladre (utlliser Tow Zerolens 1 ot 4
ol ralonner par rdaurrenos s n, Foterprdtntlon gdomdielgun
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I8, On considére un systéme d’¢quations linéaires
l;a11x1+ Ce ey, = by

L By - + aupxp = bn

h coellicients, seconds membres et inconnues dans un anneau principal K. Montrer que,

pour que ce systéme posséde au moins une solution, il faut et il suffit d’une part que les deux

maltricey
TR G e ay, by
A= ( ........... , B e b
Qi oee @y, A A A

fient le méme rang r, d’autre part qu’un pged des mineurs d’ordre # de A soit égal 2 un pged
ten mineurs d’ordre r de B. :

10, Seient K un anneau principal, f une forme g-linéaire sur le module Kn et soit 4 un pged
dew cocllicients de f par rapport 4 la base canonique; montrer qu’il existe xy, ..., x,eKn

oy (e
N C7P X)) = d.

#0 Démontrer que tout nombre rationnel peut s’écrire, d’une fagon et d’une seule, sous la
forme d'une somme finie de fractions de la forme

afp"

vee ppremier, 1 2> x, et 1 <la < p—1,
lilleotuer cette décomposition pour les nombres

1887 122
5400° 1323

A1, Soit K un anneau d’intégrité commutatif, On dit qu'un peK est irréductible s'il n’est
P inversible et 8'il n’a pas d’autres diviseurs dans K que ceux qui sont évidents (4 savoir les
¢ldments inversibles de K, et les up ot e K est inversible),

On dit que K est faetoriel s%il posséde les deux propriétés suivantes :

(LD 1) ¢ Tout élément non inversible de K est produit d’un nombre fini d’éléments irréduc-
Uhslew,

(UXD ) 2 Sipoop, == gy g, ott les p, et Ies g; sont des éléments irréductibles de K, alors
W =gy ot on peat changer Pordre des ¢, de telle sorte que I’on ait

Kp == Kgq, pour 1<li<r
(01, 0 qui revient au méme, ¢, = u,p, avec u; inversible).
Clew propeiétds expriment que tout ddment de K 8'doril, d’une fagon essenticllement unique, sous la
forme d'un produit d'dldments tredductibles de K.
a) Montrer que tout annenu principal est factoriel (la réciproque est fausse; f. § g2, Exercice
)
b Montrer que, dans In définition d’un anneau factoricl, on peut remplacer la condition
(LD ) par
(UITD g) 1+ 81 an dlément irvéductible p de K divise un produit xy, il divise I'un nu moins des
faotourn de co produit,
1) Montrer qu'on peut aussi remplacer (UI'D g) par

(LD 4) Pour tout dlément irréductible p de K, I'idéal IKp ent promler,
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d) Soit K un anneau factoriel. Montrer que, quels que soient x, ye K il existe un de K tel
que les diviseurs communs 4 x et 2 soient exactement les diviseurs de 4 {on dit que d est un
pged de x ot ), et que 4 est unique modulo la possibilité de le multiplier par un élément
inversible de K.

¢) Soient K un anneau factoriel, L son corps des fractions, et y I'idéal premier de K engenclrd
par un élément irréductible p de K. Montrer que ’anneau local Ky [§ 8, Exercice 7, (g)] ent
I'anneau d’une valuation discréte (8 8, Exercice 6) de L.

Siun anneau d’intégrité commutatif est 4 la fois factoriel et de Dedekind, il est principal,
g P I

£) Soit K un anneau d’intégrité commutatif noethérien. Montrer que tout élément non
inversible de K est produit d’éléments irréductibles — autrement dit que K vérifie (UFD 1),
[Mais un anneau noethérien n’est pas nécessairement factoriel, i.e. la décomposition en dlds
ments irréductibles peut ne pas étre unique : prendre un anneau de Dedekind non principal |
ce dernier phénoméne se protuit notamment pour Panneau des entiers d’un corps de nombrej
algébriques, et a longtemps bloqué les progrés dans ’étude de ces anneaux — jusqu'a Dedeking,
qui reconnut le premier que la notion Importante, dans ce cas, était celle d’idéal premier ol
non d’é/ément irréductible, contrairement A ce qu’indiquait une analogie trompeuse avec laj
entiers rationnels, ]



§ 32

1, 'I'vouver le quotient et le reste de la division de

2X? —gXP 4% X 16 par X2 —3gX 41
4X8 4+ X? par X414
Xt —aX3  4X2 __6X 4 8 par X-—1

% Unlenler e pged des polynémes suivants :

a) X® — X4 4 8X3 79X + 4 et gXs — 7X58 - gX2— v,
by Xb | X4 — X3 3X2. _gX et Xo— X3 X2 pX — 1
XU XX aX X2 X 1, XS XX
et Xt — X8 X 4 0.

d Powr chacun des couples de polynémes 2, ¢ indiqués ci-dessous, trouver des polynémes
ot toly que up |- vg soit un pged depetg:

a) X | gX4 o X8 X2 o 3X 4 1 et Xt 4 oX3 4 X 4 23
D) gXO | XE - a6XY —6XP—5X —6 et 3Xt—4X0 X! X —6;
O XU aXE L oXY | gX2 o 5X 4 g et Xt 42X 4 oXE 4 X o 1;
d) X4 et (1 — X)*

A, Prauver un polyndme de degré aussi petit que possible dont le reste de la division par

K& uXi o aX" o 10X — 7 soit égal & X2+ X - 1, et dont le reste de la division par -

XU uXh o aXe | yX 1o soit égal & 2X? — g,

B Montrer que le pged des polyndmes
Xm—1 ot Xn—

ot X ol dest le pred des entiors moet

0, Holent pot ¢ deux polyndmes & une indéterminée. Si le polyndme p(X") |- Xg(X) est
divinible par XY X - 1, alory pla)y = q(1) — 0,

T, Mol

X} o N
/(%) = 1)
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une fraction rationnelle 4 une variable 4 coefficients dans un corps K, et soit g une 'ra:c.ine
simple de son dénominateur ¢, de sorte que la contribution du pole a dans la décomposition
de f en éléments simples est
A
X—a

pour un certain A e K. Montrer qu’on a

{Ecrire

avec r(a) 5= 0, s(a) # 0, réduire au méme dénominateur, dériver, et faire X = a dany lo
résultat obtenu. Le processus de « passage 4 la limite » qu’on utilise en général dans les cours
d’Analyse pour démontrer ce résultat ne s’étend pas 4 un corps quelcongue].

8. Décomposer en éléments simples (sur C, puis sur R) les fractions rationnelles suivanton |

XEt 2 : X—Xr— X 4%
X(x2—1)’ X—1) (X —2) (X—3)’ Xt—1 (X2 1)?
D A G X 4 g X8
X—1p ' X—gx—2' @

Le lecteur qui estimerait ces exemples insuffisants pourra facilement en construire autant
qu’il en désire : la méthode consiste & choisir au hasard deux polynémes (en s’arrangoeant
tout de méme pour que les racines du dénominateur soient évidentes, ou en tous cas calous
lables, si I'on désire avoir des résultats explicites),

9. Soient I, un corps commutatif, K un sous-corps de L, et x un élément de L a.lgél)rir]un wur
K. Soit I ’ensemble des polynémes fe K[X] tels que f (*) = 0; montrer que c’est un idénl clo
K[X]. En déduire qu’il existe un et un seul polynéme

(%) FX) =X 4 g Xr-1 ... | g,

4 coefficients dans K qui vérifie f (x) = 0 et tel que tout polynéme g e K[X] vériliant g{x) = 0
soit un multiple de f. Montrer que

(+4) ot a gt =

est I'équation (4 coeflicients dans K) de plus petit degré possible vérifiée par x. On dit que (w)
est le polynéme minimal ct () Péquation minimale de x sur I<; son degré n w’appelle lo
dogré de » sur K. Montrer que, considéré comme espace vectoriel sur K, le sous-corpn K[y|
est de dimension # et admet pour base les ¢élémenty

R
Autrement dit, on n
[K[x]t 8] o=

nvea len notations du § al, liveroies p,
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On prend L = €, K = Q dans ce qui précéde. Trouver les équations minimales des éléments

mivants de L : g -
Vat+vs V2t s

10, Soit K un corps commutatif.
i) Soient L un sur-corps de K et » un élément de L algébrique sur K. Montrer que le polynéme
minimal de x sur K est irréductible (sur K),

h) Boit f un polynéme irréductible & une variable A coefficients dans K, et de coefficient
dominant égal & 1. Soit x une racine de f dans une extension de K. Montrer que f est le poly-
ndme minimal de x sur K.

0) Le polyndme f étant comme dans la question précédente, s_oient xety dc‘ux racines de f
duow un sur-corps L de K. Montrer qu’il existe un et un seul isormorphisme j du corps K(x)
nur le corps K{ ») vérifiant

J«) =3, j{a) = a pour tout ae K.
d) On muppose de plus que K est le corps des fractions d’un anneau A. Avec les notations de
In quention ¢), montrer que si x est entier sur A (§ 26, Exercice 6) il en est de méme de .

) Holent A un anneau d’intégrit¢ commutatif, K son corps des fractions et L un sur-corps
dlo IX, Soit ¥ L entier sur A; montrer que les coefficients du polyndéme minimal f de x sur K
nont entiers sur A (plonger L dans un corps algébriquement clos, observer que toutes les racines
do /wont des entiers sur A et appliquer le § 33, n° 6), En déduire que f est A coefficients dans
Anl A ent intégralement clos (i.e. si tout élément de K entier sur A est dans A).

) On muppose dans ce qui précede que L est une extension algébrique de degré fini de K
(I w6, Zixercice 4). Montrer que, si x e L est entier sur A, et si A est intégralement clos, on a

Trye(x) €4, Nyx(x)eA
(utiliver 1" fxercice 5 du § 26).

11, Soient L. un corps commutatif, K un sous-corps de L, et x un élément de; L algébrique
e K. On dit que x est séparable sur K s'il est racine simple de son polynéme minimal fsur K,
a) P'our que ¥ soit séparable sur K, il faut et il suffit que & soit racine simple d’au moins une
dejuition nlgébrique i coefficients dans K,
b) Onaf' i 08ix n’est pas séparable sur K, et réciproquement,
0) 8L I est de caractéristique 0, tout x algébrique sur K est séparable sur K, et toutes l;s
racinens de tout polynéme irréductible 4 coefficients dans K sont simples.
d) 81K est de caractéristique p 4 0, pour tout x e L algébrique sur K il existe un entier 1 > 0
tel que

xpﬂ
nolt adparable sar 15,

) Holt L une extension algébrique de degré fini de IC (§ 26, Exercir_e 4). Pour que L soit sépa-
rablo s K (§ a6, Exercice 4, (8)) il faut et il sullit que tout x e L soit séparable sur K.

' . 1 . g
11, 81 un polyndme S a@Z|X] non constant n’est pas irréductible dans Iannmu‘ g[_X}, al?rs
on peut lo décomporer de fagon non triviale en produit de polyndmes d coellicients entiers
ratlonnels (utiliner le lemme de Gioass, § 2%, Bxercior 13},

L Paemb len polyndmen
XV X o, XU ) X o, X X,

quels wont poux qud sont leedduotiblen sur Q7

X0 X o)y, KO ol g X | g

§ 32 EXERCICGES 6o1

9 14. Soit f(X) = a;, + ;X + -+ + 2, X" un polynéme A coefficients dans Z. On suppose

qu'un certain nombre premicr ¢ divise gy, ..., 4, 4, ne divise pas a,, et de plus que g, n'est
pas divisible par % Montrer que f est irréductible sur Q (eritére d’irréductibilitsé d’El-
senstein; utiliser I’ Exercice 12).

15. (Diviseurs élémentaires d’une matrice 3 coefficients polynomiaux). Soient £ un corps
commutatif et K = k[X] I'anneau des polynémes 4 une indéterminée 2 coefficients dans £,

a) Mentrer que GL(n, K) est ’ensemble des matrices UeM,(K) dont le déterminant est un
élément non nul du corps & (le déterminant d’une telle matrice est donc « constant »).

) On utilise dans ce qui suit, pour les matrices & coefficients dans K, la notion d’opération
élémentaire du § 31, Exercice 15. Soit A une matrice rectangulaire non nulle 4 coefficients dang
K et soit 4,,(X) le coefficient situ¢ i Dintersection de la i° colonne ct de la j¢ ligne de A,
Montrer qu’on peut, 4 ’aide d'un nombre fini d’opérations élémentaires, remplacer les coeflis
cients situés sur la i* colonne ou la j* ligne de A par les restes de leur division par a;;(X),

¢} Soit d,(X) un polynéme non nul, de coefficient dominant ¢gal & 1, et de plus petit degrd
possible parmi tous les coefficients non nuls de toutes les matrices déduites de A par une success
sion d’opérations élémentaires. Montrer qu’on peut déduire de A, par une succession d’opéra«
tions élémentaires, une matrice de la forme

(d& 0
0 A,
ol A; a une ligne et une colonne de moins que A, et pour coefficients des polynémes tous divis

sibles par d;. Montrer que 4; est un pged des coefficients non nuls de A (et est par suite entidres
ment déterminé par la connaissance de A),

d) Montrer qu’on peut déduire de A, par une succession d’opérations élémentaires, une
matrice de la forme

4(X) o 0 0 0
0 d(X) 0 0 0
L S .
0 0 0 0
TR I

ol les d; sont des polyndmes non nuls tels que chacun divise le suivant. Montrer, & I'aide deo
UExercice 16 du § 31, que pour tout entier { inférieur au nombre de lignes et au nombre (e
colonnes de A, le polynéme d, (X .. .d,(X) {oli I'on pose d; = 0 pour ¢ =t - 1) est un pgod
des mineurs d’ordre ¢ de A, En déduire que Penticr 7 st égal au rang de A, ot que pour
1 < i < r les polyndmes 4,(X) sont entitrement déterminds par A si on impose i leurs cooflls
cients dominants d’étre égaux 2 1.

¢) On appelle d,, ..., d, les Tactours invariants de la matrice A, ct divisours 616montalron
de A les quotients d,(X)/d,,,(X). Iinfin, on-dit que deux matrices A et B A coellicients dunn
K = k[X], et ayant toutes deux p lignes et i colonnes, sont équlvalontos »'il exisie des matricen

UaGL(p, K) ol VeaGl( K)
telles que B« UAV. Montrer que, pour que A et I} solent duivalentes, [T faut et 10wl

que A et B aient momo rang et mbmen foteurs invarianty, o quton pout alors pamce de A b 1y
par une suceession d'opdentions éldmentalros,

4./) Bolent M un Kemadule iomarphe A K0 ot M’ un soussmodule de M, Montror qu'l] o lite
|

une biso (ay, o i) do M, ot dos polynbines d,, |, ot IS ol que d divive d g, ot que M
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i re ar dya,, ..., d on n’interdit pas 4 certains des 4, d'étre nuls}. [Appliquer
;:1": |:;:l'<}t'::r§l :fé) I; la &mliricc: P;: ,;'anport 4 une base de M, d’un endomorphisme de M ayant
M' pour image]. .

Soit I -module de type fini (mais non nécessairement libre). Montrer que E est
ﬁﬂn:‘::‘i):;cugqumduit diregp d’un rrE_odule de lzﬂx forme Ks et de modu.lesl t_ie Ij. forme
KK, ..., KidKoud, ..., d, sont des polyndmes non nuls tels que 4, divise ‘-+édp0ur
t « i r— 1. [Choisir un homomorphisme fde K7 sur E et appliquer la question pr:é‘c ente
h Ker (f)]. Montrer que les entiers r et s, et les poiyr_lémes d, (dont on supposera qu 1lslont I
pour cocllicient dominant), sont entiérement détcr.rnmé_s par E et les cond1t10n.°: qu’on curla
Impondes. [On dit que d), .. ., d, sont les faeteurs invariants du K-module E; 1 entier s est le
rang de I au sens du § 29, Exercice 11 » €}]. Montrer que dcu.x K-modules de type fini sont iso-
morphes si et seulement si leurs rangs et leurs facteurs invariants sont égaux.

1) Déduire les résultats précédents du § 31, Exercices 8, g, 10 et 11 et du fait que 'anneau K
i‘r:r‘]inl'li::ltl.lllll.;::; de cet Exercice, qui constituent I’analogue pour les anneaux de polyr_lémes 4 une
varinble nur un corps de la théorie des divi.seurs élémentaires des matrices a coqfﬁ(gents daéns Z
(0 w1, Pxarcice 17), ont des applications importantes, n?tar_nmer}t ala théorie. es :yst rzlc:
d'¢quations différentielles linéaires d’ordre quelconque 4 coeflicients constalfxtsia_(ﬁ;_ rouv hi
"oxcellents exposés de ces résultats dans certains des ouvrages cités dans a]. ib! mg:lap e
(notnmment dans Albert, Gelfand, Schreier-Sperner); mais la véritable exp 1clat1cl>n e ces
rédsulintys est évidemment la théorie des modules de type fini sur un anneau prmmpe: . .
Danw lew Iixercices 18 A 21 qui suivent (*), on de:mapclle de réduire lau matrice donnécba la Dt‘ié‘lt’.‘
onnonique de I’ Exercice 15, d), et d’en calculer les diviseurs élémentaires (le corps de base est ).

X 17, (X2 — X 4
o (0 ;{) ( X4 1 X2+ aX 4 1)
1B, X X2 X 19, X 1 0 0
( X, X —X ) 0 X 1 0
(R CHE CRE 0 0 X 1
0 0o 0 X
0, X 1 0 0 o 21, /X 1o I
" 0] X 1 0 0 0 X 1 I . ,
0 0 X —1 ] 0 ¢ X I (nlignes et colonmnes)
0 0 X —1 o e e,
? 2 8 4 5+X 0 0 0 X

Do Len Lixercicas 22 et 28 qui suivent, on demande de trouver des matrices Uet V a coegﬁmczts
polynominuk, de déterminant constant non nul, ‘tcllcs que, A désignant la matrice donnée,
LAV noit mine nous In forme canonique de ' Exercice 15,

N4 g X0 e g X2 e X o 2, X8+ 4 X2 - 4X
o, (xa |} ?'xn |- XY 5 X 2, X X% - BX - (1_)

| aX XX, aXt o pXo

Bl XD g X g XY X, X e g XY  aX e X ey, XA e XY --—-4.}{’)
K4 Wi R , k j
( AXY | X ooy aXt o aXh o X Xy, g Xt X Ehel

XA X

(*) Lew Tixarcicas 16 & a6 nont oxtraits du recuell do Proskurjakov, ob 1o lecteur (ronvera

tle nombreux autees dnonoén semblables,

T

=
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24. Vérifier que les deux matrices suivantes, 4 coefficients dans C[X], sont équivalentes

X+ 6X® + 6X + 5, X+ gX? o yX + g
X3+3X2+3X+2, X34-2X“+2X+1)=A
2X® + gX? 4 gX + T, 2X® 49X 4 oX

X4 X2 4 X, 2X3 . X3 X,

(3X“+2X2+2X——-1, 6X3+2X3+2X——4_>=B

K= X— X—2, 2Xs— X2 X_,

(on calculera des matrices U, V telles que B = UAV).

25. Calculer les facteurs invariants de la matrice

Xop X2 X4g, X9 x4 X » 2X04+ X Xy X4 x2_ X+a
X34 gX2_gX 16, X8 —3X% gX — o, 2aX84gX2— g% | o Xef gX2_gX . 4
X34 oX2 2X+4, X'—gX2loX_ I, 2X5- X2 X | X4 2X2— X - 3
REF X Xebp, 2X0— X0 X1, 4X0f X X 45 oX0p e X+ 3

26. Calculer les diviseurs élémentaires de la matrice

Xd 1, Xr— xeg Xi—1, X 450+ 4X — 5
X4 L g X7 2X4 44X g 3X4~—10X3+X3+ 10X — 14)
X4g, X7 Xt 42X a, X4 633 X2 4 X 9

€n prenant pour anneau de base soit Q[X], soit R[X], soit Crx].

27. On se propose de démontrer que si K est un annean commutatif noethérien, Pannean dy polys
ndmes K[X] est noethérien. On désigne par I un idéal de K[x].

a) Pour tout entier 7 2 0, s0it J, € K Pensemble formé de 0 et des asK vérifiant la condiiion
suivante : il existe un-polynéme feI, de degré n, dont le coefficient dominant est dgal & a,
Montrer que les J, forment une suite croissante d'idéaux de K. En conclure qu'on a

J r = J =
pour un certain entier s,
&) Pour tout entier 7 tel que 0 < ¢ <7 r, on choisit dans T des polyndmes f;, (1 «7f n) on
nombre fini, de degré ¢, dont les coeflicients dominants a,; engendrent Iidédal Ji» Monirer que,
pour tout fe 1, il existe des polynémes 7= K[X] tels que Pon ait

f= 2 fyte avee  do(g) < do(f).
i

1< <n
iy
¢} En déduire, par récurrence sur le degré de f; queles Ry oo 7. polyndmes £, engenclrent
Iidéal T, '
d) Déduire du résuliat précédent que si v anneau commutatif 1 contient un sous-pinean
nocthérien K et des dléments ¥y oo & e nombre fing tely que Lo Ky, oy, X1 mdors 1, ead
nocthérien. (Observer que 1, est un quotient. d’un annean de polyndmes & coelliclenty dang
K).
28, Soit K wn corpn commuiatif fnfini. On rappelle quune partlo V de [0 o) appolde une
varidtt algdhrigue il exinte un nombro fini e polyndmen p,, |, e KIX G, LX) el que V
folt Poniemble des ve K0 of *on o Priv) = oo p(v) e 0 ol fulune partle A do K¢ onp

appolde woouvert de Zariski ol Povwemble compldmentilee K% < A ost une varléid il bl ue
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(4§ 27, 28, Exercice 1). En utilisant le fait que l'anneau K[X,, ..
les propriétés suivantes :

a) !:'intcrscct@on d’une famille (finie ou infinie) de variétés algébriques dans Kn est une

;urllt.ik.nf algébrique dans K*. Toute réunion (finie ou non) d’ouverts de Zariski est un ouvert de
wriski.

h) :l'mlt(‘, suite décroissante de wvariétés algébriques dans K» est stationnaire. Toute suite

crowsante d’ouverts de Zariski est stationnaire,

Montrer en outre qu'on a

) L réunion d’une famille finie de variétés algébriques dans K est encore une variété algé-

brique dans K», 1.%int : s . Al est.
v m'i}whi ntersection d’une famille finie d’ouverts de Zariski est encore un ouvert de

+» X,] est noethérien, démontrer

d) L'intersection de deux ouverts de Zariski non vides i i

viriéién algébriques dans Kr, telles que U o4 K ot V # IE{S'E, r:l?cr;lrsv;crixelasf.ll LIJJ Vc;éva'Dnt deux
(On nura intérét, pour chaque variéié algébrique V dans Kr, 3 introdujrtlz I'idéal
I(V)c K| .)(1, vovy X ] formé des polyndémes qui sont nuls en tout x¥eV, et 4 interpréter en
tormes d'idéaux les opérations qu'on demande d’effectuer sur les variétés algébriques).

L .:“iu{l l\ un anneau commutatif noethérien. Montrer que Panneau de séries formelle
IKIIXT) (88 27, :ml, ﬁ"xcmce 11) est noethérien. (Etant donné un idéal I de K[[X]], considérer
PO tout = 0 I'idéal J, de K formé des coefficients du term Xn , i

domportent aucun terme de degré < n — 1), e Fdansles S 1 qui ne

80, Solent V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K de caractéris.
(e 0, ot G un groupe fini, d’ordre 7, d’automorphismes de V. On désigne par A V'anneay
den fonctions polynomiales sur V (§8 27, 28, Exercice 1 75 ou bien § 28, n° 2 dans le cas oty V =K~
miguel on peut évidemment se ramener). S

litant donnés un seG et une fonction polynomiale £sur V' défini i
K s t -
ton f, de V dans K par Py T " 1t une nouvelle applica

Si®) = (%)) pour tout xe V.,

On '”l. qurl;l"rul. un invariant du groupe G sif, = fpourtoutseG. On note Ic A P’ensemble
tlo con inviriants, qui est un sous-anncau de A.

a) Montrer qu'on i f,e A pour toute fe A et tout seG, et que T est un sous-anneau de A
b Pour toute fonction polynomiale fe A, on définit 1a fonction polynomiale

montrer que f* est un invariant de G. Montrer Yqu'on a les relations

(/- gt = fR . g4 quels que soient £, ge A
JH = f siet sculement si f 1
(fi)H = fAg quels que soient f'e A et gel.
0 Montrer que il fest un invariant de G, il en est de méme de toutes Ies composantes homo-
panow do f (Kixereice 1y, §§ oy, ufl).
i) Holt J Pidéal de Manmenu A engendrd par I, Iin tenant compte de la question ¢) et du fait
que A ent noothérien (Kvereicos 14 et 15), montror qu'il existe dang I cles polyndmes homogdnes

VITERRETI M

lo nombre fin qul engendrent |, On pone dnnn e ¢ul sule o= ([

q¢

§ 82 : EXERCICES 6og

¢) Pour tout feI homogeéne de degré ¢, montrer qu’il existe des v;c A homogenes de degrés
g—¢; {on prendra u; = 0 si ¢ — ¢, < 0} tels que f = ¥ fu,. Montrer qu’on peut méme
prendre les #; dans I (Ecrire que f = f4),

J) En raisonnant par récurrence sur le degré de f, déduire de 12 que tout fe T est un polynéme
en les £}, a coefficients dans K, autrement dit que les invariants du groupe G forment un anneau
engendré sur K par un nombre fini d’€léments (théoréme des invariants de Hilbert).

81. (La résolution de cet Fxercice suppose acquis les résultats de I’Exercice 21 du § 31). On se
propose de démontrer que si A est un annequ Jactoriel, Panneau A[X] est factoriel,

a) Etant donnés des polyndmes /. ge A[X], soit p un élément irréductible de A qui divige
tous les coefficients de fg; montrer que p divise tous les coefficients de J; oubien tous ceux de g,
(Raisonner comme dans I’ Exercice 13 du §27).

b) On dit qu'un polyndme fe A[X] est primitif si le pged de ses coefficients est 1. Montrer
que si fet g sont primitifs, il en est de méme de fe.

¢) Pour tout fe A[X] non nul, on note ¢(f) un pged de ses coeflicients. Montrer que

o(fg) = ¢(f)e(g)

(lemme de Gauss pour les anneaux factoriels).

d) Soit K le corps des fractions de A. Montrer que si un fe A[X] n’est pas irréductible dans
K[X], il n’est pas non plus irréductible dans AlX].

¢) Déduire de 12 et de la question a) que les dléments irréductibles de Panneau A[X] sont len
¢léments irréductibles de "anneau factoriel A, et les polynémes non constants qui sont primitify,
et irréductibles dans 'anneau K[X].

J) Déduire de 14 et des résultats du § 32, n° 3 (qu’on appliquera a K[X]) que tout ¢lément o
AlX] s’écrit, d’une fagon essentiellement unique, sous la forme d'un produit d*éléments irrd-
ductibles de A[X], et par suite que A[X] est factoriel comme annoncé,

£} Montrer que, si A est un anneau factoriel (par exemple si A est un corps, ou bien si A = Z),
I'anneau A[X, ..., X,] est factoriel.

En particulier, fout pplyndme (4 n variables) 4 cogfficients dans un corps K se décompose, d’une fagon
essentiellement unique, en un produit de polynémes irréductibles & coefficients dans K (un polynéme f'
4 coefficients dans K étant dit irréductible s'il est non constant, et si chacun de ses diviseurs
est constant, ou est proportionnel 4 f).

#) Montrer que I'anneau Z[X] (qui est factoricl d’aprés ce qui précede) nlest pas principal
(examiner I'idéal engendré par 2 et X). Méme question pour K[X, Y] oi1 K est un corps,

i) Montrer que, pour tout corps commutatif K, le polynéme Y* — X3 est irréductible dans
Panneau K[X, Y]. (On écrira K[X, Y] = A[Y] ol A — K[X] ct on appliquera la question
d) ci-dessus),

J} Montrer que toute fraction rationnelle £ & n variables, & coefficients dans un corpy I,
peut se mettre sous la forme f = p/g ol p ct g sont des polynémes & n variables, & coellicionts
dans K, et premiers entre cux (i.e. n’ayant aucun diviseur commun en dehors des constantes)
et que, de plus, p et ¢ sont uniques A des facteurs constants prés. Montrer que les points d'indés
termination de fsont les éléments de Ko oty et ¢ s'annulent simultanément, et que les poley
de fsont les v K ot Pon a p(x) 4 0 et g{x) = 0.

k) Solent p et q deux polyndmes non constants A n s g indétermindes et A coellicients dang un
corps commutatil’ K, On suppose f et ¢ premiors entre cux; w'onwuit-il qu'il existe des polys
nomes el vk nindétermindes, & coellicients duns IK, tels que

ufp owg e

[L'interprdtation gdomdtelgue du Mt que 'annein O[5 000 K‘I. par owemple, est (hotorlel
ont I wulvante, Bolt /@ O[X,, ., X,] non constant ot wolt V [ wypersurihon de 00 délinle
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par I'équation f(x) = 0. Soit
[=x

£ =

i=1

In décomposition de f en produit de facteurs irréductibles, et soit V, hypersurface p,(x} = 0.

Alory V est irréductible (i.e. ne peut pas se représenter de fagon non triviale comme réunion
tle deux autres variétés algébriques), on a

V=Vyu...uVv,

ol colte décomposition de V' en hypersurfaces irréductibles est unique & I'ordre prés.

On pent encore se placer au point de vue suivant. Soit V une variété algébrique dans O*
ot woit a Pidéal de G[X,, ..., X,] formé des polyndmes f tels que f{x) = 0 pour tout xeV.
Comme G[X,, ..., X,] est noethérien, 1'Exercice g, b), du § 18 montre que a est intersection
finje d'idéaux primaires de C[Xy, ..., X,] (et méme d’idéaux premiers : appliquer I’ Exercice 11
tlu § 18 en remarquant que Iidéal « est identique 4 son radical, attendu que la relation

ST = 0sur V implique f{x) = OsurV

pour des raisons triviales); éerivons donc

C=pn...np,

ot lew y, nont les idéaux premiers minimaux de q, et soit V, la variété algébrique de 0" formée
ton v tely que

Sflx) =0 pour tout fe

(V; eat définie par un nombre fini d’équations si I’on veut : prendre des générateurs de po-

Clommie y, est premier, chaque V| est irréductible, et Pon a
V=Vu...uVv;

on dit que Tes V, sont les composantes irréductibles de V. Ceci dit, le fait que l'anneau
O[X,, «.., X,] soit factoriel montre que si V est une hypersurface (i.e, peut étre définie par
une neule équation) il en est de méme de ses composantes irréductibles; ou encore : si une
virlété irrdduetible W est contenue dans une hypersurface V, il existe une hypersurface irréductible
Wihielle que We W' eV, résultat « évident » géométriquement... _

Clomme nutre exemple important d’anneau factoriel, citons (Weierstrass) Panneau des séries
ontldren convergentes (i.e. & domaine de convergence non réduit 4 0) & n variables complexes;
cel nnnenn intervient dans 'étude « locale » des « varidtés analytiques » dans C* (parties de
0% ddfinlen par des équations dont les premiers membres sont des fonctions holomorphes).
Clot nonenu ent nussi noethérien],

B8 Brondre le eritdre dirréductibilité d’Tisenstein (Fxereice 11) aux anneaux factoriels,

4

§ 33

¢ 1. Soit G, 'ensemble des nombres complexes z tels que z* = 1,

q

a) Montrer que G, est un sous-groupe d’ordre 2 du groupe multiplicatif ¢* des nombres
complexes non nuls.
b) Soit

z = cos (2kn/n) 4~ i.sin (2kxn/n)

un ¢lément de G, ; pour que z soit un générateur du groupe G, (i.e. pour que toute racine
7® de 'unité soit une puissance de 2) il faut et il suffit que £ soit premier & n {on dit alors que £
est une racine primitive n de I'unité).

¢} Sans supposer £ et 2 premiers entre eux, montrer que I’ordre de z dans le groupe G, (i.e.
le plus petit entier 4 2> 1 tel que 24 = 1) est n/pged (£, ), et qu’alors z est racine primitive
d¢ de I'unité,

d) Soit p(r) le nombre des racines primitives n¢ de 'unité, Montrer que ¢(r) est le nombre
d’entiers & tels que 1 = £ < n qui sont premiers 4 n, et que c’est aussi le nombre des éléments
inversibles de I'anneau Z/nZ. Montrer que

--??.-.: Z?(d),

ffm

la somme étant étenduc  tous les diviseurs 4 et # (Ja notation & n signifie que d divise n). Monirer

que
#(n) —‘n(l—fjl)(x_pir)

ol #y, ..., p, sont les divers diviseurs premiers de n. .
e) Classer d’aprés leur ordre les racines a0 de Punité pour n = 2, 8, 4, 6, 8, 12, 16, 20, 44,
Calculer les partics réelles et imaginaires de toutes les racines 240 de Punité,
2. Soient K un corps commutatil et n un entier tel que Péquation a0 < 1 posséde # raclnes
dans K, Montrer que le sous-groupe d’ordre # du groupe multiplicaiil K* formé par low
racines de cette dquntion et epeligre (utiliser 1 fxercice 20 du § 7). )
Endéduire que sl K est un covps fint & ¢ dléments le groupe multiplicatil K* eat eyelique
{conmiddrer I'dquation

N e '
dann I8,
o purtioutler, pour toot nombre prowber gy Yo groupe muldplloatil (Z/p%)% et oyoligua,
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8. Soit K un corps commutatif fini & ¢ éléments, Soient 4y, .
Montrer que si X désigne une indéterminée sur Kona

(Xmal)' . '(X—_aq—l} == Xl

+s @,y les éléments non nuls de K.

(1tiliser le ‘Théoréme 1 du § 33). En déduire que

a ... 4

1= —1

g
(on utilisera, pour déterminer le signe, le fait que ¢ est une puissance de la caractéristique p
de K 1§ g0, Exercice 8).

i prenant K = Z/p2Z, déduire de It le théoréme de Wilson, 4 savoir que

(p—1)!=—1 {(mod p)

Pour tout nombre premier p,

A, Soient p un nombre premier et r un entier; ondit qu’un entier n premier & p est une puissance

" motdulo ¢ (si == 2, on dit un reste quadratique modulo p) s'il existe des entiers x tels que
I'on nit

2" =n (mod p),

i wtilivant le fait que le groupe multiplicatif (Z/pZ)* est cyclique (Exercice 2) montrer que
lout v premier 4 4 est une puissance 7 modulo p sirest premier & p— 1, Si 7 divise p—1
(oxemple : r - 2 et p impair, cas le plus important), pour qu’un entier n premier A p soit
pulsance 1 modulo p il faut et il suffit que

p=1

n " =1 (mod p).

Lew cluses modulo p des puissances 7* mod $ sont alors en nombre égal 4 b—1 (par exemple
. r

nhprent impair il y al 1 restes quadratiques modulo g),
2

On pread p < g1, Pour chaque diviseur r de p — 1 = 30, trouver les puissances r* modulo p,

8.
B (Clot Bxercice repose sur 1’ Exercice 1). Pour tout entier = 1, on appelle polyndme cyclo-
tomlquo d'indice n le polynéme

L {X—EIIJ

dont les rneines sont leg f — g(n) racines primitives n* de unité dans le corps €; ce polynéme
ity en apparence, & coeflicients dans €, mais on va montrer qu’en fait il est & coefficients
entiors rationets. On convient de poser D (X) = X —1.

) Montrer que
LX) =k X X X
b et premier,
b Vivitler que
Dy (X)) o X0 X9 g,
o) Montrer que, pour toul entier g« 1, on a

b (R I Ill-,,(X)

qq

g
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6og

ol le produit figurant au second membre est étendu & tous les diviseurs o de n (y compriy
I et n). (Utiliser la décomposition du polynéme X" — 1 en produit de facteurs du premier
degré).

d) En utilisant la relation

b (X) = X1
He,x
d;tllénr\

et en raisonnant par récurrence sur n, montrer que ®, est & coefficients entiers rationnels,
(Ces résultats s"étendent & tout corps algébriquement clos K, pourvu qu’on se limite aux entier
n qui ne sont pas divisibles par la caractéristique p de K, restriction qui n’en est d’ailleurs pas
une en vertu du § 30, Exercice 14),

6. Montrer qu’il existe, sur I'ensernble des entiers n > 1, une et une seule fonction 1 (fonotion
de Mdbius) 2 valeurs entitres, vérifiant la relation
1 st p==1
PINTIL
i [J'( ) 0 sin =1

(la somme est étendue aux diviseurs ¢ de # tels que 1 < d < n).
Montrer qu’on a

w(1) =1

p(p) = — 1 sip est premier

P(#) =0  sip est premier et sir > a.
Montrer qu’on a
() w{mn) = u(m) u(n) sim et n sont premiers entre eux
fon observera que tout diviseur de mn, lorsque m et a sont premiers entre cux, séerit d'une
fagon et d’une seule comme produit d’un diviseur de m et d’un diviseur de #; on raisonner
alors par récurrence en supposant () déja établi pour les couples m', ' tels que m'n’ < mn),
Déduire des résultats précédents que l'on a

I sin=1

w(n) = {(—1)r sin est produit de r facteurs premiers distincts

0 sin est divisible par le carré d’un nombre premier.
Calculer p(n) pour 1 < n < 100,
7. Soit fune fonction sur Pensemble des entiers # —» 1, et d valeurs dans un groupe additlf' A,
On définit une nouvelle fonction g en posant

| | Y
sl = 2y f(d)
aln
olt la somme est dtendue aux diviseurs d de n tels que - d o n Montrer guon i inverssment .
Y n
S0 = Zaun (%) :
il d

ot 1 ent 1a fonotlon de Moblan de 1 Gvereloa préoddont, (On atlisera exolurdyement la proprided

ayant nervl & délinle p),
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Comment modifier les formules précédentes si A est un groupe commutatif écrit multiplicati-
vement ?

f. (Ciet Tixercice repose sur les Exercices 5, 6 et 7). Montrer que les polyndmes cyclotomiques
mont donnés par la relation

a,00) = | ] o — (@,

dlp
Cileuler les polynémes &, pour n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 15, €t montrer que

1y X) RGN N CLIE | B, ¢ Pt T T S YT 4 X6 X5 4 X | Xs9

I' }{IIQ _i__ X.'!l — X728 _XQG ,__,_XE-I_ X22_ XZD ,_i‘ Xl? + Xlﬂ + XI.S + XM _|_ XIS
| X®—X? — X8 — oX7 — X — X5 4 X2} X 1,

on wupposiint que Faddeev et Sominskii aient raison, ce que 'auteur n’a pas vérifié...

0 Décamposer en ¢léments simples complexes la fraction rationnelle

SX)

X1

0/ ent un polyndme quelconque 4 coefficients complexes.

(0, Soient zy, ..., z, les racines #° de Punité dans €. Montrer qu’on a

k W oa_in sih=0 (modn)
244 z}ﬂ*(o si k520 (mod n)

(multiplier le premicr membre par z}).

L On désigne par 2, .,
vienlben

+» &, les racines n° de Punité dans™C. Démontrer les relations sui-

[ ot b2y = o (— pyeagn
5 )

I (2f — 2z, cos 0 - 1) = 2(x — cosTnd)
i1

T T e— T e—

) k= n 8 1
R | T
t [

1R Soldent u, o, w lew trois racines (distinetes on non} d’une équation
ax? [ O ooy e df 0 D

e degrd 4 & coolliclents comploxen, Bn atiliwant les réualtats du 99, 00 6, Kxemple 4, cnleuler
A alde do oy by o, d low oxpremions

(7L ETL BTN L O TL B TR
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9§ 13. Soient X,, ..., X, des indéterminées sur un anneau commutatif K. On appelle fonctions
symétriques élémentaires de Xy oo X, les polynbmes

H=X+X+ - + X, = 35X
"
So= XXy + -0 xn_1xn = 24 K:X;

1Lt jZn
8 = X XXy o -0 = 2

1<icj<hgn

XXX,

(ces e)spressions interviennent, cf. n® 6 du § 33, dans le calcul des coefficients d’une équation
algébrique en fonction de ses racines). D’autre part, on dit qu’un polynéme JeK[, .., X]

est symétrique si on a
f(xsflh v X =fXy -0 X

pour toute permutation s des entiers 1, .. ., .

a) Démontrer que fout polynéme symétrigue f(X,, ..., X)) estun polyndme en sy, . . ., 5, a cosfficients
dans K. [On pourra procéder par récurrence sur I'entier #n 4 do( £). Observer d’abord que
Sy ooty X,y 0) est symétrique en Xys ..y Xy, donc est un polynéme en les fonetions
symétriques élémentaires de Xy ooy X1, lesquelles s’obtiennent en remplagant X, par 0
dans les fonctions symétriques élémentaires de Xy o ooy X En déduire qu’il existe un polyndme
Plses ooy 5,y), de degré au plus égal au degré de f; tel que le polynéme

8(Xy, . X)) =X - D AT Spm1)

s’annule pour X, = 0;en déduire, compte-tenu de la symétrie de g, que

X X) =X, XK, ., X))

avec h symétrique et do(h) < do( £)].

6) Démontrer que si un pelynéme peK[X,, ..., X,] vérifie p(s,, ..., s,) = 0, alors p=0
(raisonner par récurence sur n; prendre p de plus petit degré possible par rapport A s, et faire
X, = 0 dans le résultat),

¢) En conclure que Pexpression d’un polynéme syméirique f & Uaide de s,, . . ., s, est unique.
d) On suppose f homogene de degré total £ en X, ..., X, et on pose

f(xls teey Xn) =P(51s ...,5");

montrer que les sculs mondmes
si'l . J‘;n
figurant effectivement dans p sont ceux pour lesquels on a
rpbary e o onr, =k
¢) Calculer a Paide des fonctions syméirviques élémentaires les polyndmes suivants :
XXy XX XX XXE - XEX, - X,XE (0 g)
(X, _"_xu :\',!) (2X, - Xy Xq) (2X, — X, =Xy (e )
(Ko Xy 1 XaXa) (XX, XaXa) (XX 1 XXy (e )
D) M by \
i X}!x,; — x}',‘(ﬂxh; | .‘(f.‘&,.‘(,,'. - ("hx,u} | ""u'\‘fm [ { ;.-,‘.‘{..“,):
oy, b f o b Lyt i 6w, *
1

(XX X (nqueloongue),
(o h
L
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1%, Les notations étant celles de I'Exercice précédent, on considére les sommes de Newton
“r:(xlw--:xn) =X:,f+ X§+ s XK (k: 0:13---)

Montrer qu’on peut les exprimer en fonction de sy, ..., 5, a l'aide des formules suivantes :

B 1%t SOy — -+ - A (— 1) go 4 (—1)Rs5, = 0 pourk < n
G %1+ (—1)e_, =0 pourk>n

Caleuler complétement, & I'aide des fonctions symétriques élémentaires, les sommes de Newton
m, pour 0 < k - 6,
10, Soit

X ta x4 gy =0

e équition algébrique 4 coefficients dans un corps commutatif K. Solent x, ..., x, ses
ricines dans une extension algébriquement close de K (on pourra prendre C en supposant
(ue IS est un sous-corps de €, mais bien entendu cette hypothése ne simplifie rien !). Seit f
ui polyndéme symétrique & n indétérminées, A coefficients dans K. Montrer qu'il existe un
polyndéme p i n indéterminées, A coefficients dans K, tel que l'on ait

S G x) =pla,y, ..., ay)

ot que prne dépend que de £ (utiliser P Exercice 13). Applications :
i) Cileuler In somme des puissances 5¢ des racines de Iéquation

2yt o3 — g Ly 1 =0,
by Clalenler Ia somme
Zx?x_?"k"n

01 Ny ooy ¥y désignent les racines de Péquation

X —4x® o X% 4 gx 1 = 0.
0) On dévigne par vy, x,, &, les racines de Péquation

x4 ax? - bx + ¢ = 0;

lormer lex égquations dont les racines sont les quantités suivantes :
D T B A T R AT
)N gy M gy, e —
(g b M) (e o 0y A Jxy)® ol j == ”": + ;‘\/E_
14, Noil
() B R T B |
uno deuation algébrique & coeflicients dans un corps commutatit K, On désigne par x,, . . ., X,

nen raoines (distinetes ou non) dans une extension algdbriquement close de K, On appelle
dinoriminant de Uégquation donnde Pexpresion

1) e ]J‘ ! ) I DL

qq

qq
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a) Montrer qu’il existe un polynéme p anindéterminées, & coefficients dans K, et indépendant
de ’équation (%), tel que I'on ait

D:p(art-—-l’ ety ‘30)-

&) Calculer le discrimimant d’une équation de degré 2, 3 ou 4.

¢} Pour que I'équation () posséde au moins une racine double, il faut et il suffit que son
discriminant soit nul.

d) Déterminer les valeurs de % pour lesquelles les équations suivantes possédent au moins
une racine double :

¥ —gx + = %% —8x% 4- (13— W)x — 6 —an = 0;
ot — 4 (2 — M) 2x—2 = (.

¢) Montrer que le discriminant de I’¢quation
A px 4 g=10
est égal &
n(n—1 (a—1)n=—2)

(—1) T owpig (1) ()i,

f) On désigne par f le polynéme figurant au premier membre de ’équation ( *). Montrer
que le discriminant D de I'équation (*) est encore donné par la formule

—0 5 b= 1T s

lgiga

£) Montrer que le discriminant de I"équation

X" xn1

X L ri=0

n! + (n—r1) ! i +
est égal &

o Ane-l)
(—1y *

%) On considére (Exercice 5) I'équation cyclotomique
®,06) = 0.

Montrer que son discriminant est égal &

(— 1)?(’:{!) A
Ty B
1
Bln

(utiliser la question ( f) et ' Exercice 8).
20. Soient K un corps commutatif et fun polyndme d une indéterminée, i cooflicients damn K,
On se propose de prouver qu'il existe un corps L, extension de 1< (i.e. dont I est un HOUH=COTPN),
dans lequel fadmet an moing une racine (ce résliat et le [remicr pas dans la démonnteation
du théoréme de Steinitz),

a) Montrer qu'en peut se ramener nu can ot £ est levdductible sur K, "

B) Dans I'nnmenu de polyndme A « K[X], on connldére Mldéal [ (/') ongendrd par fet on
forme annanu quotiont Lo« AJL (§ 0, Hxeroloe 7 Montrer gue o'est un corp,
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#) Soit j Papplication de K dans L qui, 4 chaque ce K, associe la classe mod I du polynéme
ronstant ¢, Montrer que ¢’est un isomorphisme de K sur un sous-corps de L (dans ce qui suit,
on convient d’identifier chaque ¢=K 4 son image 7(¢) dans L),

if) Soit zeL Pimage du polyndme X par Iapplication canonique de K[X] sur L. Montrer
(ue z est racine de f; et que L = K[2]. (Ce qui démontre le résultat annoncé).

@) Onprend f(X) = X2 —d ot deK n’est pas un carré dans K. Montrer que les construc-
tlonn précédentes se réduisent alors 4 celles du § 9. On vérifiera en particulier que le corps C
ont lo quotient de I'anneau R[X] par Iidéal engendré par le polynéme X2 + 1 (cette méthode
de construction de € est due 2 Cauchy).

) Onprend f(X) = X2 + pX + ¢, supposé irréductible sur K. Donner du corps L corres-

pondant une description analogue 4 celle qu’on a donnée au § g pour les anneaux K[\/'c_i]
#) Lne se passe-t-il, dans les constructions précédentes, si le polynéme fn’est pas irréductible ?

U1, Bolentf), ..., f, des polynémes non constants & une indéterminée & coeflicients dans un
corpu commutatif K. Montrer qu’il existe dans I’anneau K[X,, ..., X,] un idéal maximal qui
contient f((X,), ..., £,(X,) (utiliser PExercice 15 du § 27). En raisonnant comme dans
1"fixarctce précédent, en déduire Pexistence d’une extension algébrique L de K dans laquelle
uhague /) posstde au moins une racine.

(L démonsiration compléte du théoréme de Steinitz est une extension directe du raisonne-
maont de cet fivercice; on introduit un anneau de polynémes a une infinité de variables, COmpor-
(it autant (sic) de variables qu’il y a de polynémes irréductibles  coefficients dans K et de
ooollicient dominant égal 4 1, puis on prend le quotient de cet anneau par un idéal maximal
hien choisi)

B9, Len notations restant celles de P Exercice précédent, montrer que tout idéal premier de
'nnnean KXy, ..., X,] contenant £,(X,), .. s Ju(X,) est maximal (cf. § 26, Exercice 3).

B8, Soit K un corps commutatif. On dit qu’une extension L de K (i.e. un corps commutatif

imlmettant K pour sous-corps) cst algébrique si tout x< L est algébrique sur K, Montrer que,’

pour gue K soit algébriquement clos, il faut et il suffit quon ait L = K pour toute extension
algdhrique de K.

B Un corps udgébriquement clos posséde toujours une infinité d’éléments.

b, (Démonsiration du théoréme de d’Alembert-Gauss), Cet FExercice suppose connues les
propri¢tés des fonctions continues dans le plan (en particulier et tout spécialement le fait
qu'une fonetion continue positive sur un ensemble compact y atteint effectivement son mini-
iy, On désigne par

Sy =ay+ - +azm

Wi polyndme non constant A coefficients complexes; on suppose a, 7= 0.
i) Montrer que le rapport

S (@) a2
tend vern 1 guand | 2] augmente indéfiniment, i.e. que pour tout o = 0 il existe r > 0 tel que
[2] = impligue ' -]
a,an

h) Holt
I Inl' ‘1’("-”;
e[

qq

qq
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montrer qu’il existe un nombre #' = ¢ tel que

2> implique [ £ () 2m 4+ 1.

En appliquant le théoréme du minimum & la fonction continue | f (2)] sur 'ensemble compact
|z| < #', montrer qu’il existe un 2p€ € tel que

|/ ()| = m.

[5i le théoréme de d’Alembert est vrai, il est clair que m — 0; pour montrer que le théoréme
€n question est vrai, il est donc nécessaire, et bien entendu suffisant, de montrer que m = (),
C’est Ie but de la question suivante, ]

16’) On suppose m £ 0; en remplagant z par z — z, et fpar £/ f (z,) on se raméne au cas o
ona

(&)=

pour tout zeC.
Soit
SR =14 027+ bzt o b avee 5 0;

a
montrer qu’il existe un nombre M ~ 0 tel que

lz] <1 implique [S{2) — 1 — b 27] <7 M| zfr+1;
déduire de la qu'ona| £ (z)]| < 1 {contradiction avec ’hypothése, ce qui achévera la démonss
tration) pourvu que 2 soit choisi de telle sorte qu’on ait

Jz| =L 1, [2] <] b, /M, Arg(b,) + ¢.Arg(z) = =,
26. Soient E un corps commutatif algébriquement clos, L un corps commutatif quelconque,
et ¢ un isomorphisme de L sur un sous-corps L' de E. On considére une extension M de 1,
ct on suppose M = L[z] ot z est algébrique sur L. Soit

S =X g Xt 4 g,
le polyndme minimal de z sur L; on note
S7X) = Xr to(a, )X - fa(a)

le polynéme, 4 coefficients dans L, qui s’en déduit par g, ct on considére une racine zde fo
dans E; soit M* = L'[2']. Montrer qu'il existe un et un seul isomorphisme o' de M sur M/ qul
coincide avec g sur L, et applique 2 sur 2/,

Déduire de 14 le résultat suivant : soient B une extension algébriquement close d'un corpy
commutatif K, et L. une extension de degré fini de K. Alors il existe un isomorphisme § de L
sur un sous-corps de I, tel que j{x) -~ » pour tout xe K, (Raisonner par récurence sur lo dogrd
de L sur K. On peut en fait démontrer que le résultat subsiste pour toute extension algfbrique,
de degré fini ou non, de K).

27, Soient K un corps commutatil, I3 une extension algebriquement close de I, et 1 une
extension de degré fini de K on suppose L sdparable sur K (§ a6, Fvereiee 4y 1)) el on pose
#es Loy Kl Montrer que le nombre d'isomorphismes § de 1, dany 1, (el que j(x) = ¥ poir
tout ¥ e I, est exaclement u (raivonner conime dany Ulixareice w6 en wtilivant fvereiie 11 du
§ ga).

On désigne par fy, 000, ), o iomorphisimes en quetlon, Pour & 4 I, on note Ly Vensomble
l:r'ﬂ celiotel qua f,(2) o fyle) s montrer e a'ent unwousscorps de 1 contenan K, el tintinet
de 1,
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On suppose K infini; montrer que la réunion des L, n'est pas L tout cpticr et gu’il existe
un 2@ L tel que les n éléments f,(2) soient deux & deux distincts. En déduire que si L est une
uxlension séparable de degré fini d’un corps K infini, il existe un ze L tel que L = K[z] (théo-
rémo do I'élément primitif, démontré d’abord par Dedekind pour les corps de nombres algé-
brigues, i.e. pour K == @; en fait, il est encore valable pour K fini vu I'Exercice 2 ci-dessus).

48, On considére Pextension
5 -
L= Q[\/E) V‘Q]
(le Q. Construire un nombre algébrique z tel que L — @[z].
#9, Soient K un corps commutatif, L une extension séparable et de degré fini » de K, E une

extension algébriquement close de K, et jy, ..., j, les # isomorphismes de L dans E tels que
fy(¥) = x pour tout xe K (Exercice 27). On se propose de montrer que

Tryjk(e) = ji(e) + - +4.(2)
Nusk(2) = j1(2) . - 4u(2)

pour tout ze L.

a) Hoit (), -, -, une base de L sur K. Montrer que la matrice

A= (e hgrrgn
(b coellicients dans E) est inversible (utiliser I’ Exercice 16 des §§ 10, 11 ainsi que la caractérisa-
ton des wystémes de Gramer).
2
za; = £
i

h) Pour tout ze L on pose
avea dew £ @ K on introduit les matrices

ot
Jifz) 0 0 "
D, = 0 jal2) 0 ;
0 0 Jul2)
monirer qu'on i la relation
U, = ADA-Y,

) Achever la démonstration en observant que Try {2} = Tr(U)) et que N2} = dét(U))
(0, & uh, Lxereien 4).
[ Lo Tectenr notern que ce raisonnement montre aussi que les valeurs propres dans E de 'endo-
morphinme -

My TN e ZX

do Ly oft P'on regaede L comme un espace vectoriel de dimension n sur K, sont précisément les
ey e Al
80, Dédmontrer que o polyndome

X } WM | | er*l

qq
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ol
A, == r— 1 (mod k),
est divisible par lc polyndéme

T X f X2 Xk,

31. Pour quelles valeurs de r le polynome b (X} est-il divisible par le polynéme b (X} ?

32. Soit f un polynéme a une indéterminée 4 coeflicients dans un corps commutatif. Si f(X#)
est divisible par X —— 1, alors f (Xm) est divisible par X — 1,

33. (Démonstration du Nullstellrnsatz de Hilbert),

a) Soient L un corps commutatil’ et A un sous-anneau de L; on suppose qu'il existc deg

¢léments y,, .. '»¥; de L, en nombre fini, tels que
L=A[y, ..., .Tr;];

et de plus que chaque J; vérifie une relation algébrique non triviale & coefficients dans A,
Montrer qu'il existe un élément b 24 0 de A tel que

Keor pr el S‘ﬁi&}m K= A[b7]
(choisir & de telie sorte que L soit un A[b~"]-module de type fini et appliquer I"Exercice 24 du
§ 19).
b) Montrer que tout idéal premier non nul de 'anneau A contient 4.

¢) On suppose qu'il existe un sous-corps K de L tel que A soit le sous-anneau de L engendré
par K et par un nombre fini d’¢léments de L algébriquement indépendants sur K. Montrer
qu'alors A = K et que L est une extension algébrique de degré fini de K (observer que, dans
un anneau de polynémes sur un corps, Pintersection des idéaux premiers non nuls se réduit i 0),
d) Soient K un corps commutatif et L une extension de K; on suppose qu'il existe un nombre
fini d'¢léments z), .. ., z, de L tels que
L=K[z, ..., z];

montrer qu'alors I, est une extension algébrique de degré fini de K, et qu'en ﬁarticulicr
L = Ksi K est algébriquement clos [extraire de la famille 2y -« -5 £, Jes éléments algébriques

ment indépendants en nombre aussi grand que possible et appliquer ¢) 4 I'anneau A engendrd
par K et ces éléments).

e) Soient K un corps commutatif et w un idéal maximal de l'anneau de polyndmes
K[X,, ..., X.]; montrer que ’anneau quotient L — KXy, ..., X ]/m est un corps, extension
algébrique de degré fini de K [appliquer la question &), et I’Exercice 7 du § 8]. En déduire le
Nullstellensatz [Voir une autre démonstration au § 35, Exercice 51].

34. Soil p un nombre premier et soith - Zip7 le corps des entiers modulo p. 8i

SIXT X LX)
estown polyndnie en novariables, & cocllicients dans Ay on note SO/ T somme des vadeum
de [ amtrement dit on pose
Al
S/ e SN ) )
g
@) O wuppose que £oont an mondne X Nitne Muontrer g o woalow (/) o,



il EXERCICES § 33

sl s tous les m sont divisibles par p — 1 et = 1, auquel cas on a 8 (/) — [~ 10, (Se
ramener au cas d'une variable}

A Uhiliser al pour prouver que 8( £ = o si deg{ /) < n{p — 1).
R0l p(X] = (X . ..., Xt un polyndme A coefficients dans & On pose
JIX) =1 — o{X)r,
Maontver que T'on a
Sx) =1 si glx) = o, xekr
Slxy =0 si glx) # o, xefkn,

P déduire que le nombre N(g) de zéros de ¢ dans #0 vérifie la congruence
N(g) = S(f} (mod p).

1 Onsuppose que degle) < no Déduire de b) et ¢) que I'on a N{p] = o {mod p).

I'n pieticalier, si @ est sans terme constant, $ a au moins un zéro distinct de (o, ..., 0} (fhioréme-

e Chevaler),

o1 Titendre ce qui précede au cas d'un nombre fini d’équations g,(x) = o0, avec X deg g, < n.
(Pvendre pour fle produit des 1 — ef-1)




