§ 3. Réunions et intersections

I. Réunion et intersection de deux ensembles
Soient X et Y deux ensembles; on appelle intersection de X et Y I'ensemble noté
XNy

t défini comme suit : la relation ze XY est équivalente & la conjonction des
iclations

zeX et zeY;

autrement dit, X NY est formé des objets appartenant alafoisa Xeta Y. Onappelle
('autre part réunion de X et Y I'ensemble noté

XUy
ot défini comme suit : la relation ze XUY est équivalente a la relation
zeX ou za¥;

antrement dit, X uY est formé des objets appartenant soit a X, soit 4 Y, soit A X
(A 'II

(| Nemarque 1. L'existence d’ensembles XNY et XUY possédant les propriftés
indiquéen est évidente intuitivernent, mais ne PPest pas du tout mathématiques
ment. Llexistence de XY sobtient 4 I'aide du Théoréme du} 1 (qu'on
appligue & X et & la relation xe Y). Celle de X UY s'obtiendrait de méme sl
et snvait davance qu'il existe un ensemble contenant 4 la fois XetY (on
appliquerait alors le Théoréme 4 du § 1 4 cet ensemble et 4 la relation z& X
ot - @ Y): mais Pexistence d'un ensemble contenant 4 la fois X et Y eat un
inime (ou résulte d’un axiome plus général servant & former la réunion d'une
farnlle d'ensembles, of. no 2), de sorte qu’il est inutile de chercher & la démons
teer mathématiquement,

Hoent cladr qu’on a les relations

XAYeX, YeXUuY;



70 REUNIONS ET INTERSECTIONS §3

en outre, soit Z un =nsemble queleongue; pour que Z soit contenu dans X et dans Y,
il faut et il suffit quon ait ze X et z& Y pour toutze Z,iezeXNY, e, ZcXNY;
ainwi, X n'Y est le plus grand ensemble contens & la fois dans X et dans Y. De méme, pour
que 7 contienne X et Y, il faut et il suffit que Z contienne XU Y, de sorte que XuY
est le plus petit ensemble contenant & la fois X et Y.

On dit que deux ensembles X et Y sont disjoints lorsque

XnY =g,

i.e. lorsque X et Y n’ont aucun ¢lément commun.
Les régles de caleul gouvernant emploi des signes U ¢t 1 sont tréss simples,
et nous les utiliserons souvent sans référence; le lecteur établira lui-méme-ces rigles,

dont voici les principales ;

XAY =vnX, XuY=YuxX

XNIYNZ) = (XnY)nZ, Xu(Yuz = (XuY)uZ,
XN(YUZ) = (XNY)U(XNnZ},
Xu(vynz = (XuYin(xuzj,

(X ~A)N(X—B)=X—(AUB) si ABcX

2, Réunion d’une famille d’ensembles (*)

Soit (A e une famille d’cnsembles (§ 2, n% 3, Remarque 4); on appelle réunion de catte
tamillo Mensemble A défini comme suit : la relation x& A est équivalente 4 la rela-
tion

il existe un {el tel que 'on ait xeA.

Lomque [ se compose de deux éléments seulement, notés i et j par exemple, il
eat cladr que la réunion n’est autre que 'ensemble A;UA; défini au n°® précédent.
Dans e can d'un ensemble d'indices T quelconque, Vexistence de la réunion est un
axtome des Mathématiques, et on doit donc se borner a Padmettre, Lenicité de la
séunion (e, le fait qu'il existe au plus un ensemble A possédant la propriété indiquée)
peul par contre se démontrer, a I'aide du § 1, Théoréme 2.

Remarque 2. Quand on parle d’une famille d’ensembles (Aj)ier, ©n ne suppose
pis qque lew Agsoient des parties d’un méme ensemble indépendant de indice
1 mai Pexistence de la réunion montre qu'en fait il en est bien ainsi (il vy a
mbime plus @ compte-tenu du Théoréme 4 du § 1, Pexistence d’un ensemble
contenant tous les A, est dgutvalente i I'existence de leur réunion),

Pour désigner la réunion d'une famille d'ensembles (A)ie, on cmploie la

U A

b ion

(*) W promidre lecture, on pourra se dispenser d'étudier ce n® at le sulvant, ou les cons-
ey gorme des exercioes,
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bien que la notation en question fasse intervenir une lettre ¢ (qui désigne, intuiti-
vement, un « élément variable » de I), le résultat ne dépend évidemment pas de 1, et
on peut, dans la notation précédente, utiliser au lieu de la lettre 7 toute autre lettre
non encore employée par ailleurs.

THEOREME 1. Soit A lg réunion d’une famille d*ensembles (Ai)igr. Pour qu'un ensemble X
contienne A; quel que soit i1, il faut et il suffit que X contienne A.

Supposons que X conticnne tous les A;j si e A, il existe un 7 tel que xe A,
et comme A;c X on a xe X ; donc A ¢ X. Inversement, si X contient A, pour montrer
que X contient tous les A, il suffit d’établir que A > A; pour tout 7, ce qui est clair.

TuEorkME 2 (associativité de la réunion). Sofent (A.);ex et (L) g deux familles d'en-

sembles, et supposons que
1 —l .II-. :

e
an a alars
U =U (U
=3 rEA el

Posons en effet

I :U;\,:

PE k.

pour qu'un ¥ appartienne A la réunion de la famille (A)e il faut et il suffit qu'il
exivte un i eI tel que xe A;; comme I est réunion des I, cela signifie qu’il existe
i he A et un el tels que xe A, donc qu'il existe un Ae A tel que xeBi; par
site, I réunion de la famille (A));e est identique & celle de la famille (Bi)igy,
vr qui achéve la démaonstration.

Remargue 3, Le Théoréme 2 exprime que, pour caleuler une réunion. on peul
cn partager les termes en groupes et remplacer chaque groupe par sa réunion,

Putowime 5. Sofent 2 X ==Y une application, et (A) e une famille de parties de X,

(0o aifors
AU} =U s,

Pour ye Y, In relation
ye U S (A
el

fipuivaut A l'existence d'un fel tel que ye [(A), Lo d 'existence d'un i1 et



"y REUNIONS ET INTERSECTIONS §3

d'un xe A tels que y = f (), i.e. & existence d’un x vérifiant

yefw e xelA,

[E=%!
ce qui achéve la démonstration,
3. Intersection d’une famille d’ensembles

On appelle intersection dune famille non vide (*) d’ensembles (Adie I'ensemble A
défini comme suit : la relation x € A est équivalente 4 la relation

xe A, pour tout isl,

Ciette intersection se désigne par la notation

[Ma.

Trhowime 4. Soit A Pintersection d’une famills non vide d’ensembles (Arier. Pour quw'un
envemble X soit contenu dans A, il faut et il suffit qu'il soit contenu dans A; pour tout ie L,

La démonstration est analogue & celle du Théoréme 1, et peut étre laissée au
lecteur A titre d’exercice.

Tukorkme 5 (associativité de Pintersection). Soient (Aj)er et (L)sen deux famitles
d*ensembles; on suppose 1, A et les In non vides, et que

IZUI-J.;

WEA
on a alors fa relation
, y
m Ap = m (r_]—"\f '
(=} EX =Y r'EI:| /

La démonstration est analogue A celle du Théoréme 2.

Trbonkme G, Soient £+ X Y une application et (A)iex une famille non vide de parties

de X. O a alors
71 |_«,)c| ll,fcn.}-.
&

T

;(ﬁ A.?I m F{A).

voimd il

ol f vt anfective, on a

(%) Cotte condition ignifie que T est non vide, 8i 1 est vide, In relation « on & ye A,
wonkt tout (el w st vérilide quel quo solt v, ot par suite ne définit pas un ensemble {ninon
‘wiambile de tous les ensembles,, ).
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Si xe A, pour tout i, on a f(x) & f (A pour tout i, ce qui prouve la premiére
assertion du Théoréme, Supposons maintenant f injective, et considérons un élément
3 de Pintersection des f (A;}; pour tout i il existe donc un élément de A, soit ,
tel que y = f(x); mais comme f est injective, il existe un seul x tel que y = f(x),
et 0n a done nécessairement x = ¥, pour tout i; ainsi, x & A; pour tout i, et y appar-
tient 4 I'image par f de P'intersection des A;; on a donc

nf{f”--'} Cf( nﬁa),

ce qui établit la seconde assertion du Théoréme puisqu’on a de toute fagon U'inclu-
sion opposée.

Remarque 4. La seconde assertion du Théoréme ci-dessus peut étre en défaut
si f n'est pas injective. Prenons par exemple pour Y un ensemble conte-
nant au moins deux éléments a et b, pour X le produit ¥ x Y, et pour
Papplication pry; soient A ’ensemble des couples (a, 3), ye Y, et B I’ensemble
des couples {6, y), y€Y; on a évidemment ANB =0, done f{ANB)=a;
par contre, f (&) = f(B) =Y, de sorte que F{AYN f(B) est non vide.

TutorEME 7. Soient f: X — Y une application el (AJ)igr une famille non vide de parties

de Y. On a alors )
AN = V.

X=1}

En effet, pour qu'un x& X appartienne au premier membre, il faut et il suffit
que f (x) appartienne & 'intersection des Ay, i.e. que f (x) & A; pour tout i, autrement
dit que xe f-1(A)) pour tout i, ou enfin que x appartienne au second membre,
("ot le Théoréme.

On démontrerait de méme la formule

?{LeE-:J A:.) = L‘?IJ f(-"“f:}-

Iiifortme 8. Soit (Adier une famille non vide de parties d’un ensemble X. On a les relas

fiimes
A UA. m(X--m}: X~ ,AI.|:=U{X-~A,'|

It el | L0

Yoit en eflet xa X la relation

ya X [—] Ay

ial
dquivaut A la négation de la relation

pour tout fal on a se A,
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74
done i la relation
il existe un iel tel que xe€A,
done i
il existe un el tel que reX —A,
done &

xEU(X—"Ag),

el

ce qui établit la premiére formule. La seconde s'en déduit en tenant compte de la

relation X — (X — A) = A, valable pour toute partie A de X,



EXERCICES

11 est parfaitemnent utopique d’espérer apprendre des hMathémartiques, st démentaires ou
si supérieures snient-elles, sans résoudre des Exercices,

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trols sortes. Certaing sont e
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le leciow
débutant ne pourra pas acquérir la technigue du calcul sans résoudre une partie appréciable -
des Exercices de ce genre. D'autres apportent au texte des compléments théoriquen ¢lémen
taires; en les detudiant, le lecteur shabituera & manipuler le langage ot les modes de
raisonnements utilisés dans Ie texte; ceux de ces Exercices qui nc sont pas trés Laciles sont
précédés d'un signe €. Lnfin, la derniére catégorie est constituée par des Fxercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles: ils sont destinds unigquement
aux étudiants déja avancds qui s'intéressent vraiment aux Mathématinues; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme (rois signes €.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consate pia
seulement 4 se convaincre, &4 Paide d’un « browillon » faiv i la hiwe, du fait qu'on ena i pea
prés compris la solution; s1 cette méthode est admissible pour les Exercices de caleul numérigue,
il faut par contre s'efforcer de rédiger fntégralement les Fxercices plus théorigques, ou Pon doit
construire de véritables démonstrations. Do cctle fagon, et uniguement de cette Tagon,
I’étudiant parviendra & acquérir un langage clair et correct, et & utiliser les termen technigues
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiues, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.




§ 3

1. Soient (A}, e, une famille de parties d’un ensemble X, et {B;) ey une famille de parties
d'un ensemble ¥. A l'aide des intersections et des réunions de ces familles, ealculer inter-
section et la réunion de la famille (A; x B))g;, yex de parties de X > Y.

2. Soit (A)),g; une famille de parties d’un ensemble X; on a donc E(A) c£(X) pour tout

ie 1. Les relations
:f(l |A¢) = i:.al £(A)

A0~z

sont-elles vraies?

3. Soient X et Y deux ensembles et (X,), g, une famille de parties de X, avant pour réunion
Pensemble X tout entier. On suppose donnée, pour chaque iel, une application f, de X,
dans Y. Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes : 4) quels que soient
i, jel,onaf (x) = f(x) pour tout xe X, nX;; b) il existe une application fde X dans Y
qui, pour tout ie I, coincide avec f; dans X,. L’application f est alors unique {on dit qu'elle
s'obtient par recollement des /),

4. On appelle recouvrement d'un ensemble X toute famille (U,);e; de parties de X ayant
pour réunion I'ensemble X tout entier. Etant donnés deux recouvrements {(U)er et {Vj} ey
de X, on dit que le second est plus fin que le premier si, pour tout indice j=J, il existe un
indice i = [ tel que l'on ait V;c U,

Montrer gu'étant donnés deux recouvrements quelconques de X, il en existe un troisi2me
plus fin que les deux premiers.

5. On appelle schéma simplicial tout objet formé d'un ensemble K et d'un ensemble de
parties finies el non vides de K (appelées les simplaxes du schéma simplicial considéré) vérifiant
la condition suivante : toute partie non vide d’un simplexe de K est encore un simplexe de K.,
[Un schéma simplicial n'est donc pas seulement un ensemble K, c’est un couple formé de K
et d'un ensemble de parties de K ; néanmoins, on désigne toujours un schéma simplicial par la
méme lettre que l'ensemble correspondant. Dans un schéma simplicial K, on appelle simplexe
do dimension n tout simplexe comportamt & | 1 éléments) les simplexes de dimension 0
u'npp«l]rm les sommots de K, ceux de duncnsion 1 les ardwes de K, ceux de dimension g les
faoos de K, ete..]. La notion de schems simplicial a 44 introduite en particulier pour dtudier
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les propriétés « topologiques » des polyédres de dimension quelconque, et apparait déja
chez Euler, qui a démontré lz résultat suivant : étant donnée dans 1'espace usuel une surface
polvédrale, comportant a sommets, b arétes ct ¢ faces, le nombre s — b + cnedépend pasdela
fagon dont on a décomposé cette surface en triangles. A partir d'une surface polyédrale
décomposée en triangles, on construit un schéma simplicial comme suif : I'ensemble K est
I'ensemble des sommets du polyédre considérd P; toute partie 4 un didment de K est un
simplexe de K; une partic g, #{ 4 deux éléments de K est une aréte si le segment de droite
joignant le point o au point b est une aréte de P; enfin une partie |a, 4, ¢| & trois éléments
de K est une face si le triangle de sommets a, &, ¢ est une face du polyédre P. La généralisation
4 un nombre quelconque de dimensions est facile.]

a) Soient X un ensemble quelconque et (U|),g; un recouvrement de X. On convient de dire
gu'une partie S de I'ensemble d'indices I est un simplexe si elle est finie, non vide, et si 'inter-
section

tes '
est non vide. Montrer que le couple formé par I'ensemble I et les simplexes qu'on vient de
définir est un schéma simplicial (appelé le nerf du recouvrement donné).

b) Soit K un schéma simplicial. On désigne par P(K) 'ensemble des fonctions f définie
sur I'ensemble K, & valeurs réelles, et possédant les trois propriétés suivantes : 'ensemble des
xeK tels que f (x) == 0 est un simplexe de K.; on a f (%) 2= 0 pour tout € K; enfin, la somme

2. 7t

TeEK

des valeurs de f aux divers points de K [{somme qui ne comporte qu'un nombre fini de termes
non nuls) est égale 4 1. Enfin, pour tout xe X, on note U_ I'ensemble des f e P{K) telles que
F{x) 5= 0. Montrer que la famille (U,),g; est un recouvrement de l'ensemble P(K]}, et que
le nerf de ce recouvrement est précisément le schéma simplicial donné K.
[Si le schéma simplicial K est fini et comporte n éléments x;, ..., x,, on peut représenter
chaque f e P(K) par le point de R* dont les coordonnées sont les n nombres f (%), ..., f (%03
on obtient alors une bijection de P{K) sur un polyédre de 'espace R*, polyédre dont la « forme»
dépend précisément des relations combinatoires existant entre les divers simplexes du schéma
simplicial donné. Glest I'opération fondamentale qui permet de transformer un probléme
'en apparence purement « qualitatif », I'étude de la « forme » des polyédres, en un probléme
purement algébrique, I'étude des schémas simpliciaux finis.




