§ 29. Fractions rationnelles

I. Corps des fractions d’un anneau d’intégrité : préliminaires

I ent clair que tout sous-anneau K d’un corps est un anneau d’intégrité. Inverse-
ment, peut-on considérer tout anneau d’intégrité comme un sous-anneau d’un corps?
Nous nllons montrer dans ce § que ce probléme admet une réponse affirmative,
(nnw le cas d’un anneau commutatif tout au moins.

I'our construire un corps contenant un anneau d’intégrité commutatif K donné,
supposons d’abord le probléme résolu; autrement dit, Supposons construit un corps
I+ dont K soit un sous-anneau. Alors tout élément non nul g de K admet un inverse
diunw Ly plus généralement, étant donnés deux éléments a, beK, avec b £ 0, on
pout considérer dans L la fraction

alb = ab1,

L'ensemble de ces fractions est un sous-corps commutatif de L, contenant K. Soit en effet
1" vet enwemble, et considérons deux éléments x, y de L’; on peut donc écrire

x=ab-l, 9= ¢d-1

wvee dew éléments a, b, ¢, d de K, et b # 0, d # 05 un calcul trivial (compte tenu
de ln commutativité de K) montre alors qu’on a les relations

(1) ¥ -y = (ad -+ bc)fbd
u) I = xy = acfbd,
ol comme dvidemment on a

(1) aft = a

pour tout ae I, on voit déjd que L' est un sous-annean de T, contenant K. Pour
dtahlir que L' est un sous-corpy de Ly, on remarque qu'un dément y afb de L
oat non nul wl et soulement i @ o 0; on a nlory

b (aho (b1 gt gt bla,

06 ¢l prouve dvidemment que v ent inversiblo dans 1./,

e

- LIk
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S’il est possible de « plonger » K dans un corps L, on peut donc supposer (au besoin
en utilisant la construction ci-dessus pour remplacer L par L), que touf élément de L
peut s’écrire sous la forme

(4) x=alb avec g, bek, b % Q.
Désignons alors par F P'ensemble des couples

(a, b) telsque q,bekK, b £ 0;
Papplication
v:F-L
donnée par
v(a, b) = afb = ab~!

est donc surjective; désignons alors par R la relation d’équivalence sur I’ensemble I
associ€e 2 application v (§ 4, n° 1), autrement dit la relation

via, &) = v(s, d},
qui s'éerit encore afb = c/d, i.e.
ad = be;

alors v est composée de I"application canonique de F sur F/R, et d’une app}icaFile v
de F/R sur L (§ 4, Théoréme 2), et il est clair que v’ est bijective. Si 'on utilise v'
pour identifier les éléments de L aux éléments de I/R qui leur corresponldcnt, on
voit donc qu’on peut regarder *F/R comme un corps dans lequel les opérations m‘ml
définies par les formules (1) et (2) — plus exactement : si des éléments x et y do /R
sont représentés dans F par des couples (q, b) et (6, d), alors x - y sera élément do
F/R représenté par le couple (ad + be, bd), et x y ’élément représenté par (a¢, bd),

Ces considérations, qui supposaient le probléme résolu, vont nous permetire, A
partir de 'anneau K, de construire effectivement un corps L contenant K,

2. Construction du corps des fractions

Soit donc K un anneau d’intégrité commutatif. Nous désignerons par I' I'ensemble
des couples (a, b) avec a, be K, b o~ 0, Litant donnés deux éléments (a, 4) et (¢, d) do I',
on désignera par
(a, by == (¢, d) mod R
la relation
ad = be.

’
Nous allons d’abord montrer que R est une relation d’dguivalence sur .
Tout d’abord, Ia relation

w

(a, ) v (a, &)y mod R

et toujours venie puinguelle s*éorit : .

ab = b,
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[nutre part, la relation
(a4, 6) = (¢, d) mod R
implique la relation

(6, d)y =(a, ) mod R,

cnr la premiére s’éerit ad = be, et la seconde ¢b = da.
Clonsidérens enfin les relations

(g, ) = (¢, 4) mod R,
(6, d) = (e, f} mod R,
(a, b) = (e, /) mod R;

ollen w'éerivent respectivement ad = be, ¢f = de et af = be; en multipliant la
premidre par fet la seconde par 4 (de fagon 4 faire apparaitre le terme be f dans les
(leux relations considérées), on déduit des deux premidres relations la relation
iff ~ bdo, ou encore (af — be)d = 0; comme d + 0 et comme K est un anneau d "intéprité,
vect implique af— be = 0, i.e. af = &e, et par suite les deux premiéres relations
connlidérées impliquent la troisiéme. .

Nouw avons donc montré que R est une relation d’équivalence sur F, ce qui permet
e construire un ensemble quotient F/R; nous désignerons par 6 l’application
cinonique de 1" sur F/R.

Montrons maintenant qu’dl existe sur Pensemble F|R deux lois de compositions

2ty et (5P
telley que U'on ait
() 0(a, b) + 0{c, d) = 6(ad + be, bd)
(0) b(a, &).0(¢c, d) = 0{ac, bd)

quels que sotent (a, b), (¢, d) € F.

Remarquons d’abord que les seconds membres des relations (5) et (6) ont un
nons, mtrement dit quon a bd 5£ 0 : cela provient des inégalités & 54 0, d £ 0, et du
bt cpue IS est un annean d’intéorité.

Pour prouver maintenant Pexistence d’applications de (F/R) x (F/R) dans F/R
verifinnt lex conditions (5) et (6), nous utiliserons le Théoréme g du § 4, en prenant
N XY 7/ YR =8 ="T, et pour application

i xXF >
bt Pupplication donnée par
S, ), (e, d)) = (ad - be, b},

iolt Papplication donnée par

SN Cay b), (e, d)| = (ac, bd).
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En vertu du Théoréme en question, tout revient 4 établir le résultat suivant : les rela-
tzons

(¢', ) =(a", 8") mod R
&l

(¢, dy = (¢", d") mod R

impliquent les relations

(7) (afdﬂ' + b}sf’ b?d!) = (aﬁl’dn’a’ _f‘_ &UCU, b”dﬁ) mod R
et
(8) (a'e', b'd") = (a"¢", $"d") mod R

Prouvons d’abord la relation (8); celle-ci s’écrit
a."cn'b.f{dﬂ — b.’dfar‘fcﬂ‘;
comme on a par hypothése

(9) a'h’ = ba” et od’ = (I”G”,
la relation cherchée s’obtient en multipliant membre 4 membre les deux relations
qu’on vient d’écrire. Quant a la relation (7), qui s’écrit encore

(a'd’ + b'e'yb"d" = (a"d” + b'¢")b'd',
elle est visiblement équivalente 4

(@b" —a"b")d'd" + (c'd" — "d"}o'" = 0,
et résulte évidemment de (g).

Nous sommes donc bien dans les conditions d’application du Théoréme g du § 4,
et il existe donc sur Pensemble quotient IfR deux lois de composition vérifiant ley
conditions (5) et (6), qui du reste déterminent sans ambiguité les lois de composition
en question comme le montre le méme Théoréme.

Remarque 1. Le lecteur évitera de croire qu’on pourrait simplifier ces misonne
ments dans le cas « élémentaire » ol il s’agit de construire ll::s nombres rations
nels & partir des nombres entiers. Un nombre rationnel peut s'¢erive d'une
infinité de fagons différentes sous la forme d’une fraction, et on ne pent pay
définir la somme (par exemple) de deux nombres rationnels en se bornant
i poser

a ¢ " ad | e

b | d bd

pour que cette lormule définisse In somme de deux nombres rationnels (et non
pas senlement de deux fractions, notion totalement dépourvue d'ntérdt en wol),
on doit montrer que, sl 'on remplace lox fractions afb et ofd par dew fracs
tone degulvalentes (1o, définimant fes mbmes nombres l'l‘nllllllli(‘[ﬂ), le wecond
membre eat do mbme romplacd par une faction dquivalente — par exemple, on

&
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doit démontrer que les fractions

1/2 + 4/6 = 14/12

ol
4/8 + 2/3 = 28/24

sont ¢quivalentes. Le fait qu’on ne se donne généralement pas la peine, dans
enseignement élémentaire, de faire ces démonstrations dte toute espeéce de
vileur mathématique aux définitions (sic) ainsi obtenues de la somme et du
produit de deux nombres rationnels, et constitue une escroquerie majeure,
dlestinée & masquer 4 des enfants innocents et sans défense la difficulté réelle
du |Iu'r;bléme.

in fait, et quelle que soit la méthode adoptée, on est obligé d’utiliser
les raisonnements du § 4, Théoréme 3, ainsi que les calculs, d’ailleurs fort
simples, qui démontrent (%) et (8); une construction qui parviendrait 4 s’en
[sser serait immanguablement erronée.

e Virification des axiomes des corps

Dt ce n® on va montrer que Pensemble F/R, muni des deux lois de composition
déthnies i n® précédent, est un corps commutatif.
Montrons d’abord que 'addition est commutative; il suffit, compte tenu de (5),
do remirquer que Pélément (ad + b¢, bd) de F ne change pas si I’on permute (a, 4)
et (¢, d), autrement dit si Pon remplace g, &, ¢, d par ¢, d, a, b respectivement,
Montrons maintenant que I’addition est associative. Soient

x:ﬁ(a, b), y:{l(g, d), z=ﬂ(g=f)

dew dléments de I'/R; on a

(V1) b 2= 0{ad + be, bd) + 6(e, ) = 6[(ad + be) f + bde, bd f]
XL b2) = 0(a, 0) 4 0(cf + de, df) = 0[ad f+ b(c.f + de), bd f];

IEwudlic done d*établir que
(ad - be) [ bde = ad f + b{c f + de),

oe (qui est fheile,.,
Lladdition ndimet un élément neutre, A savoir

0 = 0(0, 1);

moien ellet d'aprés (5).
00y 1) - 0(ay b) = 0(0.b - 1.4, x.a) = 0(a, b).

Tout dlément
& e Oa, b)

lo F/I admet enfin un opposé, & savoir

N (e b)),
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Eneffeton a
0(a, b) + 68(— a, ) = 6(0, b%)

en sorte qu’il suffit de montrer que
(0, 6) = 6(0, 1) pour tout beK, b £ (;

or cette relation s'éerit 0.1 = 4.0, et est donc trivialement vraie,

Ainsi, nous avons déja établi que F/R, muni de I'addition, est un groupe comimiii=
tatif,

Montrons maintenant que dans F/R la multiplication est commutative, associas
tive, et admet un élément neutre. La commutativité est évidente sur la formule (6).

‘L’associativité s'obtient en observant que

[6(a, 6)6(c, d)]0(e, f) = 0(ac, bd)6(e, £) = 0[(ac)e, (bd) f]

tandis que
0(a, B)[8(c, d)o(es £)] = O(a, bY0(ce, df) = 6[a(ce), b(df)];

enfin, ’élément
1 =6(1, 1)

de F/R est élément neutre pour la multiplication, comme le montre un caleul trivial,

Pour achever la démonstration du fait que F/R est un corps, 1l resterait d'une
part a vérifier I'identité de distributivité (x + )z = xz + yz dans TR, d’autre part
4 montrer que tout élément non nul de F/R est inversible. On laisse au lectenr lo
soin-d’établir le premier point & titre d’exercice. Quant au second, remarquons
d’abord que la relation

6{a, b} = 0

équivaut & a = 0, car étant donné que 0 = 6(0, 1), la relation en question a'derl(
encore a. 1 = b.0. Ceci dit soit & un élément non nul de F/R; on a dong

x = 0(a, b) avec a#0,b+#0;
on a alors le droit de considérer I’élément
&b = (b, a)
de FYR, et celui-ci est elTectivement inverse tl:! A3 on aen elfet
xovt oo (ab, ab)
de sorte que tout revient A montrer que
0(e, €) w1 == 0(1, 1) _ :

sour tout e v Op madw o'ent elale, pubique ln relation conuldérde v'dorlt ¢, 1 = 1.0,
I I .
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4. Immersion de Panneau K dans son corps des fractions

T nons veste, pour résoudre entiérement le probléme posé auno 1, 4 montrer comment
on pent considérer K comme un sous-anneau du corps F/R ; ici comme en heaucoup
("nutres circonstances, nous ne montrerons pas que K est & proprement parler un
fotd-nnnean (ni méme un sous-ensemble) de F/R, mais nous construirons un iso-
morplisme « canonique » de K sur un sous-anneau de F/R (le lecteur aura intérét
e wouvenir de la fagon dont on identifie les nombres réels 4 des nombres complexes
oules éléments d’un anneau commutatif & des polynémes & coefficients dans cet
nntei, ete),
Ponr cela, considérons Papplication

Jji K —=F/R

J(a) = b(a, 1)

pronr tont a e K. Elle est injective, car la relation 6(a’, 1) = 0{a", 1) S'éerita’. 1 = 1.4",
Clent e plus un fomomorphisme d°anneaux. On a en effet ’

Ja) | j(a") = e(a’, 1) + 6(a”, =614+ 1.2" 1.1)
w0 4 e, 1)=j(a' + "),
J)-ja") = 6(a, 1)6(e", 1) = g(a'e”, 1.1) = 9('a”, 1) = j(a'a"),
J) =6(r, 1) = 1.

L'applicadion § est donc bien un isomorphisme de K sur un sous-anneau de F/R,
Auavoir le sous-anneau formé des ééments de la forme 0(a, b) avec b == 1. Dorénavant
noun ne lerons aucune différence entre un élément o de K et Pélément O(a, 1) de F/R;
mntrement dit, nous éerirons

donnde par

(1) i(a, 1) = q,

pour tout ¢ e K,
Ononcnlovs le résultat suivant @ tout élément de FIR est un quotient de deux éléments
fir I3 e Thgon précise, on a

) 0(a, b) = ab—1,
o on préfeae,
i) 0a, b) == 0(a, 1).0(h, 1)1

nenotereque 6(h, 1) wlest pas nul puisque b4 0, done est inversible dans FfR
Fiaprtn le no précédent,
Pour provver (1a), il suflit de montrer que
a, ) 0(h, 1) - 0a, 1),
| I'Ill'
O(ab, b) = 0(a, 1);

W cotie relntion s'derit abt ba, el ent done évidente,
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Le corps F/R que nous avons construit dans ce qui précéde s’appelle le corps des
fractions de I'anneau d’intégrité commutatif K; le lecteur pourra par la suite oublier
la fagon dont nous I'avons obtenu; il suffit, pour toutes les applications, ‘d’en
connaitre les propriétés suivantes : K est un sous-anneau de son corps des fractions, ol
tout élément de celui-ci est quotient de deux éléments de K. En particulier, nous n’utiliserons
plus jamais la notation 4(e, 4) pour désigner les éléments du corps des fractions de

K; nous les désignerons par la notation /6 ou % ou ab-1. Mais bien entendu le

lecteur devra se garder de commettre erreur grossiere qui consisterait & croire que,
pour que deux fractions a/b et ¢/d soient égales, il faut que a = ¢ et b = d; une fraction
west pas un couple (a, b) d’éléments de K, avec b £ 0; c’est une classe de tels couples,

En partantde K = Z, anneau des entiers rationnels, il est clair que les considéris
tions précédentes conduiraient au corps Q des nombres rationnels. Drailleurs, si I'on
connait de nombreuses méthodes « simples » ou « géométriques » pour définir ey
nombres rationnels & partir des nombres entiers, on n’en connait qu’une seule qui soit
mathématiquement correcte — 2 savoir celle que nous venons d’exposer; I'hypos
thése que K = Z ne permet pas de la simplifier si peu que ce soit; voir la Remarque 1
ci-dessus,

5. Fractions rationnelles & coefficients dans un corps

Soit K un corps commutatif; on a vu (§ 27, Théoréme 1) que pour tout entier n “» t
Panneau K[X;,, ..., X,] des polynémes & n indéterminées & coefficient(s dany K et
intégre. On peut donc lui appliquer les considérations des no précédents, Le corps den
fractions de I'anneau K[X,, ..., X.] se désigne par la notation

K(XI: R Xn)

et s’appelie le corps des fractions rationnelles 4 # variables sur le corps K. Les dldmonts
de K(X,, ..., X,) s'appellent eux-mémes des fractions rationnellos & » varlablos A

coefficients dans K.,

Pour manipuler pratiquement des fractions rationnelles, il est inutile, encore une
fois, d’avoir recours aux considérations du n® 2 : celles-ci servent unieuement
prouver Pexistence du corps KXy, ..., X} ; mais ce qui compte dans la pratique, ce
sont les propridtds de ce corps. Autrement dit, Ie lectenur devra retenir les ansertony
suivantes, ef rien &’ autre
(FRv) s Aew fractions rationnelles & n variables &, coefficients dans K sont fes diments d'un
corps commuetatif notd KX, oo X0 g
(UR 2) o parmi lev fractions rationnelles & n variables & cocffieionts dans IS figurent
les polynbmaes & ninddtermindos & conflicients dans K plus précisément, 'nnmean.

KXy oo Xa] des polyndmen & n fndétermindes & coeflicients dans K ex LI HO R

annent du corps K(X,, .0, X014 :
(KR 5)  powr toute fraction rationnelle [w KOXo oo Xy 1 oxiste deny polyntmes
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pqaK[X,, ..., X.], avec g % 0, tels que Pon ait
JS=pq7 = plq.

Bien entendu, il existe plusieurs fagons d’écrire f comme quotient de deux poly-
noémes, et pour que deux fractions rationnelles p'/g’ et p”/q" soient égales, il faut
ot il suflit que p'q" = p'¢’.

fixemple 1. Une fraction rationnelle & une variable & coefficients dans un
corps K est une expression de la forme

—#X)

o(X)’
ol p et Esont des polynomes 4 une indéterminée X, a coefficients dans K, avec
q /0. I'xemple :
Xe4+X2—1
X2—1

On notera que la condition ¢ = 0 n’exclut pas la possibilité que ’on ait g(x) = 0
our certains xe K; elle signifie simplement que ¢ n’est pas ’élément 0 de
"nnneau K[X], i.e. que ses coefficients ne sont pas tous nuls,

Iexemple 2. L'expression
_X4+Y
f= X—Y
est une [raction rationnelle & deux variables X et Y, A coefficients dans Q.

0. Valours d’une fraction rationnelle

Solent L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et f une fraction rationnelle
honovariables & cocellicients dans K. Soit

= (t, ooy th)

un dldment de L, On dit que fest définle en &, ou que u,, . . ., «, sont substituables dans
/i 'l exinte des polyndmes p et ¢ vérifiant

S =Pl gy, ooy ) #0;

celn ne vent pas dire que, guels que soient les polynbmes p et g (avee ¢ 4 0) tels que
S gy onoauren nédeessnirement ¢y, .o, ) A O

Lixemple 4, 1 = O ent substituable dans In fraction rationnelle

X0 X!
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car celle-ci s’écrit aussi
X
X+1

et sous cette forme on voit que le dénominateur ne s’annulle pas pour x = 0,
Supposons f définie en u = (%, ..., %,); on peut alors définir la valeur de f en
u, de la fagon suivante, Ecrivons

Sf=1plg avec  g(u) #0;

élément p(x)/q(u) de L ne dépend alors que de f; et non du choix de g et ¢; en effet,
si 'on a une autre représentation de £, soit

f=p'ld avec g'(u) % 0,
il vient
b =1,
dence (§ 28, formule (6))

p(w)g' (w) = p'(upg(u),

et par suite
plu)fg(u) = p'(u)[q'(u),

ce qui établit notre assertion. Cela dit, ¢’est 'élément p(u)/g(x) de L qu’on appelle
valeur de £ en u; et on le désigne par la notation

S () ou  fluy ..., u);

on a done
S) =pwlqw) si f=plg avec  glu) 0.

Il est clair que, si f est un polynéme, alors f est définie en u quel que soil 4,
et que la valeur f (4) qui résulte de la définition précédente coincide avec celle qu'on
a définie au § 28, n° 1 : il suffit pour le voir d’écrire f = f /1.

Montrons que lensemble des fractions rationnelles qui sont définies en un point donnd
ue L est un sous-anneau de K(X,, ..., X,). Supposons en effet £/ et £ définies en uj
on peut alors écrire

Sh=pl avec q'(u) # 0,
Sr=ple avee q"(u) # 0,

d’'on
h
L .f £t
AR N AN vy
N vt ' o vt
i q74q
et comme on a ¢ (k) g"(n) # Gonvoit quef' - £ et /' /" sont définies en 1} comme
- A polyndmies (et en particulier < 1) sont définis en 4, il 'ensuit bien cque len (ractions
rattonnelles définfes en u forment un sowssannenn de KX, ... X,).

Supposons [ at £ ddfinfos o we Ly alors Lo valeurs en w das fractions £ S ot

S sont dgates vespeotivement & L (u) - S 0) ot S (1) S (), Clonservons en ellet lew
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notations utilisées ci-dessus, etsoit g = f' + f"; on a donc

g=plqg avec p=pg" +p¢, ¢=4q";

I|lll'll'

- p(w)q" () + p"(w)q'(w) _p'(w) | £ ()
: u} = plu u) = ' I = + it
) = plla PZOTRC 76 "
e (qui prouve le premier résultat annoncé; le second se démontre de méme.
Supposons f définie en u; pour que f =2 soit définie en u, il faut et il suffit que f (u) % 0;

on a alors

S u) =)t

Iin cllet supposons f et £ -1 définies en u; on a 1 = f . {1, d’ol, en prenant les
vitlleurs en u,

1=j (). f(u),

co qui prouve que f (u) % 0 et que f ~(u) = f (4)~'. Inversement supposons f définie
en u el f(e) # 0; on a f = plg avec g(u) # 0, et aussi p(u) = 0 puisque f (u) # 0;
derivant f -1 = g/ p on voit donc que la fraction rationnelle f ~1 est, elle aussi, définie
MNP

lixemple 4. Prenons n = 2 et la fraction rationnelle

elle est définie en tout point (u, v) € L? tel que # % v (i.e. en dehors de la diago-
nale); il n’existe aucun autre point de L% ol f soit définie. En effet, soient p
et ¢ des polyndmes a coefficients dans K tels que f = p/g; on a donc

(X + )X, Y) = (X —Y)p(X, Y);

osant p o N, ¢ = Yga ol P, et g, sont homogenes de degré total n, on déduit
immédintement de la relation précédente que ’on a

(X 4 V)X, Y) = (X —Y)pu(X, Y);
on déduit de I (le lecteur le démontrera a titre d’exercice, en mettant en évi-
dence les coellicients de {J" ¢l g, et en dtablissant des relations entre ces coefli-
cients) que pour tout n il existe un polynéme r,(X, Y) tel que
X, YY) o (X YIn(X, Y,

ib W enmit dvidemment que g, #) - O pour
en ancun point de o dingonale de LY comme annoned,

Exemple 5, I étant un corps commutatif arbitraive, prenons

|| I((N“ i h HH}l

o, de sorte que fn'est délinie

nt 6
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et pour z le point
u= (X, ..., X,)el";
alors toute fraction rationnelle / e K(X,, ..

., X,) est définie en u, car en écri~
vant f = pfgavec ¢ % 0, ona ¢(X,, ..

., X.) # O pour la raison que
q(XD et Xn) = (}

comme on I'a vu au § 28, Remargue 1. On peut donc définir £(X,, ..., X,);
cet élément de L est donné par

f(XIs sens X.,.) =p(xh teey Xﬂ)/?(xh sy Xrt) :pf!g :f

Cela explique pourquoi, dans la pratique, on désigne souvent une fraction
rationnelle par la notation f(X,, ..., %(,k); mais les considérations dévelop-
pées ici permettent de démontrer que f(X,, ..., X.) = f, alors que dans ley
manuels classiques cette relation n’est comsidérée que comme une simple
convention d’écriture,

Cet Exemple (et beaucoup d’autres) explique aussi pourquoi il est nécess
saire de définir la valeur d’une fraction rationnelle 4 coefficients dans un corps
K en un point dont les coordonnées appartiennent non a K, mais a un sur-corpy
arbitraire de K. Dans la pratique la plus élémentaire, il est évidemment indis«
pensable de savoir attribuer une valeur & une fraction rationnelle & coeflicients
réels en un point 4 coordonnées complexes.

Remargque 2. Lorsqu’une fraction rationnelle feK(X,, ..., X,) nlest pas
définie en un point zeL?, ol L est un surcorps commutatif de K, deux cay
sont possibles : il peut arriver que Pinverse 1{f de f soit définie en u (on dlit
alors que # est un péle de f), et il peut arriver que 1{f ne soit pas non plug
définie en # {on dit alors que # est un point d’indétermination de /). Le premier
cas se produit si et seulement si ’on peut écrire

S=plg avec  pl) #0,  qu) =0;

s'il en est ainsi, il est en effet clair que /=1 = ¢/p est définie en u, et y a pour
valeur 0, en sorte que £ ne peut étre définie en u; inversement, si u est un pole
de f, on peut écrire, puisque f ~* est définie en #,

Sr=qlp avee  p() A 03

si Pon avait 1 (1) # 0, fserait aussi définie en u comme on "a va plus hiut,
ce qui par hypothése n’est pas le cas; on a done f~'(u) = 0, i.e. ¢(u) = 0, el
par suite

q(e) — 0

S = plg o avee p) # 0,

comime annoned,

Les considérations ¢ui précedent permettent d’anire part de caractériser
les points d'indétermination de £ w est un point d’indétermination de f i,
quels que sotent ley polyndimes pet g tels que

f=plty 940 ' :
plu) == glu) = 0,

on i
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Prenons par,exemple K = L = € et la fraction rationnelle & deux indéter-

mindes
_X+Y,
S= X—Y"’

clle est évidemment définie en tout point (u, v) e €2 tel que z % v; les points
de la diagonale u = v autres que (0, 0) sont évidemment des péles de f; enfin,

le point (0, 0) est un point d*indétermination de f. Pour établir ce dernier résultat,

il laut prouver que, si deux polynémes g, ¢ € C[X, Y] vérifient

b _X+Y
g X—Y
alorg on a nécessairement
H(0,0) =¢(0,0) = 0.
O posons
p=a+aX 4 a"Y 4 ...
g=b+ VX + Y ...,
lew termes non écrits étant tous de degré deux au moins; on a par hypothése
| (X—Y)p = (X + Y)g
e,
(X=Y)(a+aX+aY+ . ..)=(X+Y)(b+ X+ b'Y + cee)
el par suite
a(X —Y) =X 4+ Y), lea=bh=—b,
"ol résulte évidemment @ = & = 0; comme $(0, .O) = g et g{0, 0) = & notre
nasertion est établie.
['étude détaillée des fractions rationnelles, et d’objets similaires (les

« lonctions algébriques de plusicurs variables ») est 'un des principaux buts
de lw Géoméirie Algébrique. '

§ 30. Dérivations, formule de Taylor

Dans la théorie des fonctions d’une variable réelle, la dérivée f7(¢) d’une fonction
() est définie & I'aide d'un « passage a la limite », i.e. & I'aide d’un processus
aussi peu algébrique que possible. Cependant, lorsque f est une fonction polynos

miale, soit
S(t) = Zatr, )
on sait qu’il en est de méme de la dérivée de f, et que celle-ci est

St} = Yraim-1,

Il est clair que, si 'on se bornait 4 étudier des fonctions polynomiales, on pourrait
définir la dérivée d’une telle fonction a ’aide des formules précédentes, dans lesquellen
ne figure aucune opération de passage 4 la limite.

Ces remarques suggérent la possibilité d’étendre la notion de dérivée aux polys
ndémes a coefficients dans un anneau commatatif quelconque, et & démontrer dany
ce cas, par des procédés purement algébriques, des propriétés qui, dans le can clage
sique, s’obtiennent par des raisonnements « analytiques » applicables & des fonctions
beaucoup plus générales que les fonctions polynomiales. Clest ce qu’on va [uire dang
ce §. Les résultats ainsi obtenus ne sont pas de simples généralisations éléganten mala

* dénuées d’intérét pratique de la théorie classique; on les utilisera effectivement plus

loin pour distinguer les racines simples des racines multiples d’une équation algbe
brique, et on s’en sert aujourd’hui & propos d’autres problémes importants (par
exemple pour distinguer les « points simples » des « points multiples » d’une variétd
algébrique),

I. Dérivations dans un anncan

Soit K un anncau; on appelle dérivation do "anneau K toute application

D K-~ K
qui vérilie len relations

(1) Dy ) = D) < D( )
() D(xy) v D) p o ald( 3)
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(uely que soient », y= K. Cette définition est évidemment inspirée par les régles de
onlenl elassiques des dérivées; du reste :

lixemple 1. Prenons pour K ’anneau des fonctions polynomiales sur R; si
x(t) = Yat
est une telle fonction, définissons D(x) comme étant la fonction
X (t) = Yratr-1;

lew régles classiques de dérivation d’une somme et d’un produit montrent
ilors que 'application D ainsi définie est une dérivation de ’anneau K.

Lew relations (1) et (2) montrent qu'on a

() D(1) =0

onr en lidsant y = 1 dans (2) il vient ¥.D{1) = 0 pour tout x, en particulier pour
N w1, Plus généralement, on a, st K est commutatif,

(1) D(x") = na"1D(x)

pour tout ¥ @ K et tout entier n 2= 0; pour n = 0 ce résultat se réduit en effet & (3);
at u'il est établi pour 7 — 1, alors (2) montre que

D) D1 x) = D(x* = Yr 4+ 27~ 1D(x) = (n—1)a" 2D {a)x + x"~1D(x) = nx"~1D(x)

WIS ewt commutatil,

% Dérivations d’un annean de polynémes

Noun allons démontrer le résultat suivant

Trtowiome 1. Soit 1 une dérivation d’un anneau commutatif K. Etant donné un polynime
we )X, il existe dans Panneaw K[ X une et une seule dérivation qui coincide avec D sur
K ol qui applique le polyndme X sur le polyndme donné .

Supposons trouvée une telle dérivation D’; étant donné un polynéme

S = YaX" (aeK),
lew vipglen de caleul (1), (2), (4) cdlonnent
DY XD (aXy = BID (@)X ) ra X0 1Y (X)]

ol vt len conditions imposdes & D' il reste done

() D/(S) = SD(a) X - w(X)Sra Xt
Pour exprimer le résultat, 11 est commaode d'introduire d'une part le polyndme
() SUXY = XD (a) X
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obtenu en appliquant D aux coefficients de f, d’autre part le polyndme dérivé

(7) S1(X) = Tra Xt
de f; ceci fait, la relation (5) s’écrit
(8) D(f)=f"+uf’

et prouve 'unicité de I,
Il reste & montrer que Papplication

D' : K[X] -~ K[X]

donnée par la formule (8) est effectivement une dérivation satisfaisant aux conditions
de I’énoncé. Les formules évidentes

(e =fo+e  (f+e =f +¢

montrent déja que D' vérifie (1). Pour établir (2}, remarquons d’abord que si D, et
D, sont des dérivations d’un anneau L, alors quels que soient u,, 4, € L 'application

b=y . Dy(x) + wy. Dy(x)

de L dans L est encore une dérivation de L. Pour montrer que D' satisfait 2 (2), il
suffit donc d’aprés (8) de prouver que, dans K[X], les deux applications

S=f S

sont des dérivations, autrement dit qu’on a les formules
(fe)? =fP.¢ +/fg (fo) =f'g+/f2
Supposons d’abord f et g réduits & des mondmes,

- f = aXp, g = bX7;

on a alors

(f2)? = (abXrtn)P = D(ah)Xr+? = D(a)XP.bX9 + aXp.D(H) X1
(S = (abXptr)! = (p - glabXeti—1 = paXr-1 pK7 |- aX#, ghX1 1,
ce qui établit évidemment les formules cherchées dans ce cas particulier, Dann lo
cas pénéral, on décompose J/ et g en sommes de mondmes, ce qui permet cle se
ramener facilement au cas particulier qu’on vient d’étudier.
Nous avons déjd établi que Papplication (8) est bien une dérivation; il reste &
verifier d'une part qu’elle coincide avee D sur K, autrement dit que
Joraa K implique  D'(f) = Dfa),

ce qui et claie d'aprés (8) 5 ot d'autre part, que

DY(X) = u,
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ce qui est aussi évident si I'on écrit X = 1.X et si I’on remarque que D(r) = 0. Le
‘I'héoréme 1 est donc entiérement démontré.

4% Dérivées partielles

lie Théoréme 1 s’étend comme suit aux polynémes a plusieurs indéterminées :
Tntorkme 2. Soient K un anneau commutatif, D une dérivation de K, et u,, ..., u, des

polynémes & n indéterminées,d coefficients dans K. Il existe alors une et une seule dérivation D'
de Cannean K [X,, ..., X,] qui se réduit ¢ D sur K et qut vérifie

D'X)=u powr 1 <in

La démonstration est évidemment analogue  celle du Théoréme 1, et nous nous
bornerons & indiquer comment on calcule D'( f) pour un polynéme

F=Ya, X, . Xn
Comme D' est une dérivation, on a

DS BD e XS Xin) = 3D (g, ) Xy X
X WDKK X+ B, X XD (X,

et comme D'(a) = D(a) pour ae K, D'(X,) = u, il vient

) D(S) = YD(a,, . )Xp .. X 4 DA SO CCINND X
+ e "I- Edlizfllar‘{ ...rnX-;' e X:’.!__I'X::"_l-

On est aingi conduit 4 introduire, comme au no précédent, les notations suivantes,
Tout d’abord on posera

S = XD )XY Xy

¢'ent le polyndme obtenu en appliquant D aux coefficients de f. D’autre part, on
appellera dérivéo partiolle de / par rapport & X; le polynéme

(1) S1= N Xt X XX X
al Pon regarde fcomme un polyndme en X, A coefficients dans 'anneau
I(]-Xll L} Xl' -1 X!-f-l! LN} X-rl])

Hent claiv que f{ n’est autre que le polyndéme dérivé de £ au sens du no précédent
(0o qui- correspond bien a4 la notion classique de dérivée partielle d’une fonction de
pltens variables © on dérive par rapport & une variable, en regardant les antres
comme dew « constantes »). Ceci dit, la relation (g) 8’éerit encore

o

Al
(11) D(f) = f | i}_;r
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Dans la pratique, au lieu de la notation f/, on utilise souvent les notations
2
f ;(i: "z
X,
qui sont d’usage courant en Analyse. Sil’on pose

Di(f) =fi,

il est clair que I’application D; de ’anneau K[X, ..
les conditions suivantes : c’est une dérivation, et on a

., X,] dans lui-méme vérifie

Di{a) = 0 si aeK

px) -0 5 121

Et, d’aprés le Théoréme 2, ou d’aprés le Théoréme 1 appliqué a Panneau
KXy oo Xy Xy - 05 X0]

sur lequel D; est nulle, ces propriétés caractérisent I'application D,

4. Dérivation des fonctions composées

Le classique théoréme de « dérivation des fonctions composées » est, lorsqu’il s’agit
de polyndmes, une conséquence du résultat suivant :

THEOREME 3. Sotent L un anneau commutatif, K un sous-anneaw de L, D une dérivation de
L nulle sur K, et f un polynme & n indéterminées & coeflicients dans K. On a alors

-
DLf (- oy ua)] = %lf{(wl, Ces i) D(ug)

quels que soieni 4y, ..., uye L.

-

Il suffit évidemment d’établir ce résultat lorsque f est un monéme, soit

J=aXp X,

on a alors

])!.Jr(”n ey url)] ])(ﬂ'”{l e u::ﬂ)

i=n
- Al
cDadug e b el L w D i L
1 Il i 1 11 i (RA i
Lon
Al

D(ayuyr oo oouin | l_,lgl)(m.) O L A T T AT VTR
s o wae I le premier terme dispiaradt, et 1) veste visiblement n formule
cherehdo,
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CoROLLAIRE. Soient K un anneau commutatif, f un polynéme & n indéterminées & coefficients
dans K, et
Uy oo e K[Y, L., Y]
des polynimes a p indéterminées & coefficients dans K. Les dérivées partielles du polynéme
SV o Y)) = fTa(Yay s Yl ooy (Y ooy Y]

sont donndes par les relations

i=n
oe _ ! ) ]
OYJ“‘Zf-(“l;--':gP)'ij (1<5<p).

Il saflit pour le voir d’appliquer le Théoréme § en prenant L = K[Y, ..., Y]
¢t pour D la dérivation partielle par rapport 4 Y.

l.e Corollaire précédent est & proprement parler le théoréme des fonctions composées
pour fex polyndmes.

(O ne saurait en attendre des conséquences trés profondes, étant donné qu'il
réwulte i peu prés trivialement des définitions posées dans ce §.

& {formnde de Taylor

Holent K un anneau commutatif, f un polynéme & une indéterminée et & coefficients
diuny K, et considérons le polynéme X + Y & deux indéterminées X et Y et & coefli-
cients dans K. En le substituant a la variable qui figure dans f; on obtient un poly-
ndme

S (X +Y)eK[X, Y] = K[X] [Y],
(u'on peat done éerire comme polynéme en Y 4 coefficients dans 'anneau K[X], i.e.
soun o forme

(19) SXAY) = fo(X) +AY + -+ L(X)Ye

ul £ ent de degré n, On se propose de calculer les polynémes f,(X) 4 'aide des dérivées
muooonslvos ce /, & savoir les polyndmes

S =

P'onr celiny dérivons par rapport & Y les deux membres de la relation (12)7 d*aprés le
Corollnive du ‘Théoréme 3, le premier membre a pour dérivée f/(X - Y); il vient

tlone
ST Y) = X)) b 2 a(X)Y e o (X))
eicdériviant d nouvean ce résultat par rapport 4 'Y, on trouve
S Y) e w fl(X) b g2 fa)Y b (1) fu(X) Y

ot en poursiivant aingi de suite on obtient dvidemment

SN Y]  RLACR) b ke /i ()Y
oo () oo (mes ko) fu(X)Ymok,
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Il est clair que la relation précédente, étant une égalité entre polyndmes en X et Y &
cocflicients dans K, reste vraie si on y remplace X et Y par u et v, oft # et o sont des

€léments arbitraires d’un sur-anneau commutatif L de K. En particulier, on peut

remplacer X et Y par X et 0; il reste alors la relation

JOX) =k fu(X), 0k
Donc :

THEOREME 4. Soit f un polynime de degré n & une indéterminée & coefficients dans un anneay
commutattf K, et soient X e! Y deux indéterminées sur K. On a alors

(12) SEAY) =f(X) + XY +AXY + - + AX)Y"
avec
(13) ELfe(X) =F0X) pour 2 k<.

Ce résultat est connu sous le nom de formule de Taylor pour la raison suivante,
Tout d’abord, comme c’est une égalité entre polynémes, on peut y remplacer les
indéterminées X et Y par des éléments quelconques d’un sur-anneau commutatif
arbitraire de K, en particulier par des éléments x et £ de K; on a donc

S@HD =50+ Bk LG+ - LR avee kLfi(x) = fO(x),

quels que soient x, e K. Supposons alors K = R, corps des nombres réels; il vient

¢videmment
10
Sy =126,
et le résultat obtenu s’écrit donc

D R R RN A O}

ce qui est justement la formule de Taylor classique (celle-ci, dans le cas des fonctions
polynomiales, est donc un résultat de nature purement algébrique).

ExeMPLE 2. Prenons K = Z et

S(X) = X
les formules (x2) et (13) s’écrivent
(X b Y)mo X0 nXm 1Y o AV f(X) Y
avec
KULAX) s 1) (ne koo 1) Xnek
01 eneore '

MLA(X) (f)x-- M - 0
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puisque I'anneau Z est intégre, il s’ensuit que
JuX) = (§ )xex

ainsi, on obtient dans ce cas la relation

k;n
(X + Y)r = ;: (;j )X“—"Y*.

=0

Pour en déduire la formule du binéme établie au § 8, n° 4, il suffit de remar-
(uer t[uc si deux polyndmes £ (X, Y) et g (X, Y) a coefficients entiers rationnels
nont identiques, alors la relation

J(x ) = g(x, )

el vraie lorsque x et y sont des éléments arbitraires d’un anneau commutatif
arbitraire L.,

0. Caractéristique d’un corps commnautatif

Revenons i Théoréme 4. Pour que la formule (12} soit réellement intéressante, il
enl nécessaire qu’on puisse calculer complétement les polynémes £, et pour cela il
Wimpose d'essayer de les déduire de la formule (13). Autrement dit, nous avons 2
rewondre le probléme suivant : étant donnés un entier rationnel r 5& ( (en Poccurence,
A1) et un élément 4 de K [en Poccurence, 'un quelconque des coefficients du poly-
nime fMX)], trouver tous les x e K tels que

rox = b,
Biant donné que
x = (r.1)x

ol ent I'élément unité de K, le probléme aura une et une seule solution dés que r. 1
ont fnversible, Si K est un corps commulatif; cela signifie que r.1 £ 0.

Dans Phypothése ot K est un corps commutatif, on est donc amené 4 considérer,
divw Pnnnenn 2 des entiers rationnels, ensemble T des entiers 7 tels que

r.1r =0

I eontient 0, ¢t il contient deux entiers 7 ot 5 il contient visiblement  — s : ¢’est
done un wossgroupe du groupe additil' 2, et par suite (§ 7, Lxemple 8) il existe un
it ps et un seud tel que 1 pZ; on dit que p est la caractéristique du corps K.,

Fivenvactéristique p d*an corps commutatif K peut évidemiment se définir comme
M ewd L velation ror o0 implique 0, alors p == 05 sinon, g est le plus petit
entler meietement posicl tel que por = 0, Dang tous les cas, la relation ri1 — 0

Mgnitie que rest multiple de p, ou encore pour que v O Gl fant et i suffit gue r ne
VO pax divisible par la caractéristiue de K.
I et important de noter que la caractdristique d*un corps commutat(f est lowjours

e e
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s0it 0, soit un nombre premier. Supposons en effet le corps K de caractéristique p # (,
et considérons deux entiers r et s tels que

b=rs;
on a alors

O=p.1=(r.1)(s.1);

comme un corps est un anneau d’intégrité, il en résulte soit 7.1 = 0 (auquel cas p
divise r) soit 5.1 = 0 (auquel cas p divise 5}, ce qui établit notre assertion.
Si K est un corps de caractéristique 0, alors pour tout €K et tout entier r % 0,
Péquation
rx=b
posséde dans K une et une seule solution, & savoir

x=(r.1)"15,

que l'on écrit plus simplement sous la forme

ou bfr.

-qic:-

X =

Exemple 3. Les corps Q, R, C et plus généralement tout sur-corps commulatif
de @, sont évidemment de caractéristique 0,

Exemple 4. Prenons K = Z/pZ ot p est un nombre premier (§ 8, Théoréme 1)}
pour tout entier rationnel 7, la relation r.1 — o dans Z[pZ signifie évidems
ment que r est nul comme entier modulo p, autrement dit que r est multiple cle
p; doncici on a I = pZ, autrement dit fe corps Z(PZ, pour p premier, est de carace
teristique p.

Remarque 1. Soit K un corps de caractéristique 0; 'application
nin.1

de Z dans K est donc injective, et par suite est un isomorphisme de Z sur un
sous-anneau de K. En fait, cette application pent méme se prolonger en un
isomorphisme du corps Q sur un sous-corps de K soit en effet v @ Q et derivonn
X = rr.,(}) avec a, baZ, b + 0; nlors Pélément

J) = (@) by

de K ne dépend que de x, ¢t non de I représentation de x sous forme de (fnge
tion; en elfet, la relation a'fd! a'ib"weeric a'b” o a"y', done implicue

(a' 1) (", 1) (" n) (01,
tone

(acr) (o) e (e o) (0 ),
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ce qui prouve notre assertion. Ceci dit, il est immédiat de vérifier que appli-
clutilgn J de Q dans K ainsi obtenue est un isomorphisme de @ sur un sous-corps
de K.

Dans la pratique, on identifie le plus souvent chaque nombre rationnel
xeQ a son image j(x) dans K, de sorte que Q est un sous-corps de tout corps de
caractéristique 0.

On peut également montrer (cf. Exercice 8) que tout corps K de caractéris-
tique p 0 contient un sous-corps isomorphe 2 ZI[{;Z, a savoir 'ensemble des
multiples entiers 7.1 (r € Z) de I’élément unité de K.

Si K est un corps de caractéristique 0, il est clair que la formule de Taylor du n®
précédent prend la forme

k=n

(14) FXA+Y) = D 79X). %".

k=0

(le résultat est encore valable en caractéristique p ¢ 0 pourvu que lon ait £1.1 0
pour & < n, autrement dit pourvu que p ne divise aucun entier inférieur A r, autre-
ment dit pourvu que

n<_p.

7. Ordre de multiplicité des racines d’une équation

Holent K un anneau commutatif, £ un polynéme 2 une indéterminée a coefficients
dany K, et dans la formule de Taylor

SX+Y) =fX) +f'(X)Y +£2(X)Y + -
remplagons X et Y par a et T — q respectivement, ol1 ¢ est un élément donné de K
ot ot 'I" est une indéterminée sur K; il vient
S(T) =f{a) +f'(a) (T—a) +fofa) (T—a)? + .-
=J(a) + (T — a)¢(T)
ot ge K|'T]. FEtant donnés des polynémes g, 4 4 coefficients dans K, disons que
i ont divisible par ¢ s’il existe un troisitme polynéme ¢, & coefficients dans K, tel

(ue b o gq. Le résultat que nous venons d’obtenir conduit immédiatement 4 1’énoncé
(ue voici (déja établi au § 28, Lemme 1) :

Tihondimu 5. Soit fun polynéme & une indéterminde & coefficients dans un anneau commutatif
K5 pour qu'un dldment a de K soit racine de f, il faut et il suffit que le polyndme f(X) soit
divisible par-le polynbme X — a.

i eflet, si e est racine de f; on a f(a) = 0, et la formule de Taylor montre

done gue ‘ -
FT) = (T — a)g(T).
Inversement, de cette velation résulte

S (a) = (a— a)gla) = 0,

il'of le "T'héordme,
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Etant donnée une racine ae K du polynéme £, on appelle ordre de multiplicité de
a le plus grand entier r tel que le polynéme £ (T) soit divisible par le polynéme
(T —a)-.
Sir = 1, on dit que a est une racine simple; si r = 2, que a est une racine double, etc,

THEOREME 6. Soit f un polyndme & une indéterminée & coefficients dans un anneau commutatif
quelconque K ; pour qu’un élément a e K soit racine simple de f, il faut et il suffit que on ail

Sfla) =0,  f'(a) #0.
En effet, si g est racine, on a
S(T) = (T—a)g(T) avec ¢(T)=f"(a) +fila) (T—a)+ -,
d’otx
q(a) = f'(a).

Supposons f (e} = 0; alors (Théoréme 5) le polynéme ¢(T) est divisible par T — g,
donc f est divisible par (T — )2, et a n’est pas racine simple. Si inversement «
n’est pas racine simple, on a une relation

S (T) = (T —a)%(T),

SUT) = 2(T—a)g(T) + (T —a)%'(T),

ce qui prouve évidemment que f'{q¢) = 0 et achéve la démonstration.
qut p q

d’ol

THEOREME 7. Soif f un polyndme & une indéterminée & coefficients dans un corps commulal{f
K de caractéristique 0. Pour qu’un élément a de K soit racine multiple d’ordre v de f, il faut
et il suffit quil vérifie les relations

(15) f(@) =f"a) = -+ =fCV(a) =0, fa)#0.
Supposons que a soit racine multiple d’ordre r; on a alors
(16) SL) = (T —a)rg(T),

avee en outre g(a) # 0, sinon (Théoréme 5) g(T) serait divisible par T - a, et £ (")
par (I'— a)"*1. Or, en dérivant £ fois la relation (16) on trouve évidemment une
relation de Ia forme

OT) k1) (T a) () (T gy (T,

ol ¢y est un polyndme dont T forme exacte importe pea; de cette relation on tive

SOa) = Opourk < r 1, et en ouire

SO (a) = rly(a);

comme g(a) » 0ot comme I ent de caractérinticque 0, on a blen /() # 0,
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Inversement, supposons réalisées les conditions (15); comme K est de caracté-
rintique 0, on peut écrire

=h

k
o \1 N kY q . (r {r+1) '
/(0 ..:%(T._a; Tl = - [0 4 Lt

autrement dit, on a une relation

J(T) = (T —a)yg(T)

nvee g(a) # 05 si f était divisible par (T — g)"+1 il est clair, puisque K[T] est un
annean intégrité, que g serait divisible par T — a, ce qui est impossible puisque
4{a) W'est pas nul; par conséquent, (T — a)” est la plus haute puissance de T — a
(qui divise /; et a est done racine multiple d’ordre 7, ce qui achéve la démonstration. -

lixemple 5. K étant un corps de caractéristique 0, cherchons 4 quelle condition
I'¢quation

Bt prtg=0

i\ cocllicients p, g dans K admet une racine multiple 4. Celle-ci doit annuler
le premier membre ef sa dérivée (Théoréme 6) i.e, vérifier

a+patg=0
ga® + p = 0;

multipliant la premiére relation par g, la seconde par g, et retranchant membre
A membre, on en déduit que 2pa + 3¢ = 0, i.e. que

a = — 3q/2p;

ot en portant ce résultat dans la relation 3a® + p = 0, on en conclut aussitot
(ue les cocllicients p et ¢ doivent vérifier

4p* + 27¢* = 0.

Inversement, si cette relation est vérifiée, il est immédiat de voir que — 3¢/2p
enl racine double de Péquation considérée.

Lo lecteur pourra vérifier qu’en fait ces résultats supposent seulement
que I caraetéristique de K est différente de 2 et 3, et non pas que K est de
carnetérintioue O,




EXERCICES

11 est parfaitement utopique d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires oy
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Exercices.

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont don
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le legtour
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partie appréciahle
des Exercices de ce genre. D’autres apportent au texte des compléments théoriquen élédmons
taires; en les étudiant, le lecteur s'habituera & manipuler le langage et les moden o
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas frés lucilen son
précédés d’un signe €. Enfin, la dernitre catégorie est constituée par des Exercloon qul
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants déja avancés qui s’intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercicen sont
précédés de deux ou méme trois signes €.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne conmlile [
seulement 4 se convaincre, a l'aide d’un « brouillon » fait & la hate, du fait qu’on ¢n ik pen
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de caleul numdrigqus,
il faut par contre s’efforcer de rédiger intégralement les Exercices plus théorigues, ol I'on lllllll
construire de véritables démonstrations, Dec cette fagon, et uniquement de celtte Tagoi,
I’étudiant parviendra & acquérir un langage clair et correct, et & utiliser les termen toehindepuem
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de ln compréhenslon
d’un sujet.
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41 1. On considére deux fractions rationnelles f; geK(X,, ..., X,) oli K est un anneau d’inté-

pritd commutatif infini. On suppose quil existe dans Pensemble K» un ouvert de Zariski
(B uy, a8, Fxercice 1) non vide A tel que fet g soient définies et aient la méme valeur en tout
point ye A, Montrer qu'alors f = g. (Ce résultat, notamment dans le cas classique ot K = R
ou 0, explique pourquoi on a le droit d’identifier toute fraction rationnelle & coefficients
dunw K i la fonction qu’elle définit sur une partie de Kr.)

A Une fonction rationnelle & une variable ne posséde aucun point d’indéterminafion (st
J = ply ot p et g s'annulent simultanément en a, mettre en facteur dans £ et ¢ les plus hautes
pulmances possibles de X — a).

I, Solent K un corps commutatif, s un élément de K, et A I’ensemble des fractions ration-
nelles fe K(X) qui sont définies en a. Montrer que A est un anneau de valuation du corps
IL(X) (§ 8, Exercice 6) et que I'idéal des éléments non inversibles de A est formé des JeA
tollen que J (a) = 0, _ .

Montrer que les fe K(X) qui peuvent s’écrire sous la forme f = £/g, ol p et g sont des poly-
nimoen tels que

do(p) << d°(g),

forment également un anneau de valuation de K(X).

4, Bolent L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et &y, . .., x, des éléments de L. On
déulgne pue K{xy, o0, ) le plus petit sous-corps de L contenant K ct les ¥; (sous-corps de I,
ongondred par I et les a5 un corps contenant K comme sous-corps et engendré par K et un
nombre fini d*¢léments s'appelle une extonsion do type fini de K, ou un corps de fonetions
nlgdhrliquon vur IK), Montrer que ¢'est ensemble des éléments de I qui peuvent 8’écrire sous
la [orime

S s w)

00 fe (X, 0 X)) et délinio en (x,, ..., x,). Montrer que K (x, .., %) est isomorphe
WREX G X)) nkden vy wont algébricuement indépendants sur K.

by Bolt 1 un corpr commutatifl, Btant donnée une Nfaetion rationnelle fe K(X) non dans K,
montror gue I'dlément X du corps K(X) ent algdbricue war le nous=corps K( /) engendred par
IS ot £ Vi dédubro quiil en ont de méme do tout ge K (X),

Montrer cu'dant donnds deux polyndmes p, g ISIX], i oxiste une relution algdbrigue non trivials, &
wogfllolenti t}rml IS, ontra poat g,
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449 6. Soient L un corps commutatif et K un sous-corps de L,

a) Soient xy, ..., %, ¥, z des éléments de L; on suppose que z est algébrique sur le sous-corps
K(%;, ..., %, ) mais non sur K(x;, ..., x,}; montrer qu'alors y est algébrique sur

Kz, ovny 5, 2).

) On suppose que L est de degré de transcendance finl sur K, autrement dit qu’il existe
un entier n tel que n + 1 éléments quelconques de L vérifient une relation algébrique non
triviale & coefficients dans K. Montrer qu’on peut alors trouver des éléments x,, .. . » ¥, de L,
en nombre fini, algébriquement indépendants sur K, et tels que tout élément de L soit algé-
brique sur le sous-corps K(x, . . ., x,) (on dit alors que les x; forment une base de transcendance
de L sur K.

¢) Solentx,, ..., x.ety, ..., deux bases de transcendance de L sur K. Montrer qu’il existe
un indice ; tel que » ; ne sait pas algébrique sur K(x,, ..., %,_1) (observer que dans le cag
contraire tout ¢lément de L serait algébrique sur ce sous-corps, et en particulier x ). En déduire,
4 laide de la question a), que x,,..., %._1; ¥; forment une base de transcendance de I,
sur K.

d) Déduire de 14 que deux bases de transcendance quelconques de L sur K ont le méme
nombre d'éléments (qu'on appelle le degré de transcendance de L sur K). Montrer que ce
nombre est le plus grand entier # tel qu'on puisse trouver n éléments de L algébriquement
indépendants sur K.

¢) Montrer que si f3, ..., Say1 sont n A 1 fractions rationnelles & n indétermindes, & coefficients
dans un corps commutatif K, il existe une relation algébrique non triviale, & coefficients dans K, entre fi,
v f nt1e

J) On suppose le corps commutatif K infini. Soit A un ouvert de Zariski (88 27, 28, Exercice 1)
non vide dans KP; on dit qu'une application # de A dans K¢ est rationnelle s'il existe des
fractions rationnelles

i o fie KXy L, X))

telles que f}, . .., f, soient définies en tout x€ A et que I'on ait

J&) = (A=), .. -,fq(x}). pour tout xe A

{Cette notion généralise celle d’application polynomiale des 8§ 27, 28, Exercice 14.) Cela dit,
montrer que si une application rationnelle de A dans K7 est surjective, on a p = g. (Ce résultnt
montre que les phénoménes « pathologiques » du type de la courbe de Peano — existence
d’une application continue d’une droite sur un plan, par exemple — ne peuvent pas se Pros=
duire lorsqu’on se limite 4 des applications définies par des fonctions polynomiales ou rations
nelles.)

[La notion de degré de transcendance exposée dans cet Exercice est A la base de la définition
de la dimension d’une variété algébrique,

Soit V une variété algébrique dans v, i.e. unc partie de @ définie par un nombre fini d’éeuas
Lions -~

Jifx) == fe) =0

oi /1y o Sy sont des polynémes b variabiles b coeflicients dans €. On appelle fonction polynos
miale sur V' toute application de V dans O qui ent Tn resteiction & V d'une Tonelion polynos
minle sar O Clew fonetions polynomialen sue V forment dvidemment un anneau A contennnt
O (fonetionn constanten), et d'willours engencré mie ¢ pir e dldments convenablement cholsis
{par oxomplo lon veatelettons b Y den Tomotions coordonnden de O0n) Onedli gue Voest iredduotiblp
nf Panmenu A est Intbigro g 1 veviont au méme, comme on pout le dédmoniror, 'oxlger qua V
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Ne peut pas s’écrire comme réunion de deux autres variétés algébriques distinctes de V. §i V
ont irréductible, on peut former le corps L des fractions de A; en notant S+« f, les restric-
tlons & V des fonctions coordonnées de Cn, il est clair que

L= c(.fls . ')fn)‘

On dit que L est le eorps des fonetions rationnelles de la variéts V. Cela fait, L est de degré
tlo transcendance fini sur C, et on appelle alors dimension de V 1e degré de transcendance de
Linir €. Une « courbe » est de dimension 1, une « surface » de dimension z, etc...

On démontre que la dimension b d'une variéte algébrique irréductible V est aussi le plus
grand entier tel que I'on Ppuisse construire une chaine croissante

Vuc\flc---cvp; A%
e varidtés algébriques irréductibles non vides et deux 2 deux distinctes, Une « surface »

vontlent une « courbe » qui tontient un « point », ce qui explique (sic) pourquoi une « sur-
fhoo » ext de dimension 2.

Liow variéiés algébriques dans € sont utilisées en Analyse, notamment pour étudier les sys-
thmen d'équntions aux dérivées partielles linéaires 4 coefficients constants. Considérons par

exomple I"équation
afs+eotid
Z ai’...in—'_————"-ii=(}
fr oo i 20 ok ... oty

0l f ent une fonction inconnue de # variables réelles, et ot les coefficients 8;, ... sont des
vonutanten complexes presque toutes nulles. Si 'on cherche les solutions de Ia forme

Fly o x) = gumidetue,
Ol ty, o0y 1, sont des constantes complexes, on est évidemment ramené 4 résoudre I'équation
i in —
Eah‘__fn.ul- v tin =0,

oo b dtulier Phypersurface algébrique de C* définie par cette équation.]

T "Prouver les poles et les points d’indétermination des fractions rationnelles suivantes :

Moo XY X_nwron). X4v4z, x_gz
y' Xy ’ Xy —p X—Y ° Y —-Z

(on prenden @ pour corps de base),

th Holt K un corpy commutatify on considére (§§ 27, 28, Evercice 11) Panneau K[[X]] des
nidvken formellon & une variable & cocfficients dans K. Comme c’est un annecau d’intégrité on
preut former non corpy des fractions, qu’on note K((X)). Montrer que tout élément de celui-ci
derie d'une fgon et d'une seule sous la forme du produit d’une puissance (éventuellement

néatlyve) do X piar une série formelle dont le terme constant n'est pas nul, i.e. sous la forme
'une wadrio »

H= o0
\
B 2, ax
A oofliolenta a, dan K, avee la condition que les entiers n ndgatifs teln cuo @, % 0 solent en
noinbre finl,
Ln noters que, conme IKEX] ent un wounsannenn do K[IX]]s le corpn K((X)) contient un
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sous-corps isomorphe 4 K(X), en sorte que toute fraction rationnelle 4 une variable 4 coeffls
clents dans K peut se représenter par une série de la forme (). Trouver les séries formelles (i)
représentant les fractions rationnelles suivantes :

1 . X X g
X—%' xmaoxi

Montrer que la série (%) représentant une fraction rationnelle f ne comporte aucune puissance
négative de X lorsque fest définie en x — 0, et réciprogquement {*),
Montrer que K[[X]] est un anneau de valuation (§ 8, Exercice 6) du corps K{(X)).

9. Soient A un anneau commutatif et S une partie de A; on suppose que S contient mais ne
contient pas 0, et que l’on a #Y&S quels que soient xS, »e8 (si A est un anneau d'intégritd
on peut prendre par exemple pour S I'ensemble des ¢léments non nuls de A; dans le ons
général, un exemple important s’obtient en prenant pour S I'ensemble des xe A qui n'appats
tiennent pas 4 un idéal premier donné de A), '

a) Soit F I'ensemble des couples (x, 5) avec xe A, s & S; étant donnés deux éléments y’ = (x', )
ety” = (x”, ) de F, on désigne par R {3, "1 la relation

il existe un se S tel que " s{x's” — x"s'y = 0.

Montrer que R est une relation d’¢quivalence sur F. Que se passe-t-il lorsque A est intdgre
et qu’on prend pour S I’ensemble des éléments non nuls de A?

&) Soient Ay I'ensemble quotient F/R et 8 I'application canonique de F sur F/R. Montrer
qu'il existe sur Ag une et une seule structure d’anneau commutatif telle que l'on ait les formulen

B, ) + (2, £) = 6(xt 4 ys, st)
0(x, 5).6{2, t) = 0%y, st).

¢} Montrer que I'application J de A dans Ag donnée par

Ji) = 8(x, 1)

est un homomorphisme d’anneaux, que j(s) est inversible dans A pour tout s & S, et que tout
élément de Ag est quotient d’un ¢lément j(x), xe A, par un élément J(s), s&8. Quel ont lo
noyau de ’homomorphisme j? A quelle condition f est-il injectif?

d) Soit fun homomorphisme de A dans un anneau commutatif K. Pour que f (s) soit invers
sible dans K quel que soit s & S; il faut et il suffit que f soit composé de I’homomorphisme f
de Ia question précédente et d’un homomorphisme de Panneau Ag dans I'anneau K,

¢) Soient A un anneau d'intégrité commutatif, K son corps des fractions, et p un idéal premler
de A (i.e. tel que j A et que la relation xye) implique xa) ouyap); on prend pour H
le complémentaire de p dans A. Montrer que 'anneau A, est isomorphe au sous-nnnenu Ay
de K formé des fractions qui peuvent se mettre sous la forme Xy avec x, ya A ot y g p,

(*) L’oPération qui, dtant donnds deux-polynbmes f, gaK[X], consiste & derive noun ln
forme’ (#) la fraction rationnelle fg est connue dans los ouvrages anciens sous le nom e
division dv f {mr & sudvant les puissanices croissantes ds X; elle consinte aussi, pour chacue entler
r 220 (et vi le terme constant e & n'est prs nul, cns auguel on peut toujours e ramener (rls
vinlement), A trouver un polyndme ¢ de degré « r, tel t||m‘{'(' : -qﬁ Rg(x nolt multiple
de Xr11, Le polyndme ¢ v'obtient en supprimant les termen de cloged = rdlo (n nérle formelle !m)

ui représente fg, :
Dann In pratique, on dolt effectuer cen opdratlons lorgu'on veut ddvalopper on sérle ontldre
ou ¢e ]Iinuls'r;nt lo quotlent de deux |u:lyn(‘mr~| ou ndrlen entidres, ou en trouver des ddvaloppes
menta Hmitds,
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J') Len hypothéses restant celles de ¢), on associe 4 chaque idéal a de l’a.nneatlll Ap! distinci’: de
Ay, l'idéal Ana de Panneau A. Montrer qu'on obtient de cette fagon une bijection de I’en-
nomble des idéaux de Ay distincts de Ay sur Pensemble des idéaux de A contenus dans i\
Quelle est Papplication réciprogue?

#) Soient L un corps commutatif et gy, . . ., 4, des éléments de L. On prend

A=L[X, ..., X]

¢l pour p ensemble des polyndmes fe A tels que f{a), ..., a,) = 0. Montrf:r que Ay est
I'otmemble des fractions rationnelles f (X, ..., X,), & coefficients dans L, qui sont définies
n point (ay, ..., a,) de K~

Iy Titendre les résultats de la question £ ) au cas d’un anneau de fractions Ag quelconque.

10, Holent A un anneau d’intégrité commutatif et K son corps des fracti?ns. Montrer que le
aorpi den fractions de I'anneau de polynémes A[X] est canoniquement isomorphe au corps
tle fractions rationnelles K(X).

11, Hoient A un anneau d’intégrité commutatif, M un A-module, et_K le corps des fractions
de A, On se propose de montrer que, si M est sans forsion (§ 10, Exercice 11 ; les résultats de cet
Iiierolee ne seront pas utiliser ici), on peut plonger M dans un espace vestoriel sur K (exemple
trivinl © A ye plonge dans K#).

O ne hit nucune hypothése sur M jusqu’a nouvel ordre.
@) Hoit 1" 'ensemble des couples (m, s) avecme M, seAets # 0. Etant donnés deux éléments
Nty ') et a” = (m”, s”) de F, on note R{#, #” | la relation

il existe un s A tel que s(s'm” — s"m') = Oets 7 0.

Mantrer que R est une relation d’équivalence sur ensemble F. _
b) Hoit V l'ensemble quotient F/R; on note 8 Papplication ca.noniqu? de F sur V. Montrer
(u'om pent délinir la somme de deux éléments de V de telle sorte que 'on ait

0(m', s + 8(m’, s) = 0(s"m’ - &'m”, 5’5"

fueln que oient (m', 57, (m*, s”) €F, et que V, muni de cette loi de composition, est un groupe
aonunutitil, ‘ B

1) Montrer qu'il existe une application (X, 2) ~> dx de K x V dans V qui vérifie la condition
atlviante s nl % < nfs et six = 0{m, {) {(avecn, 5, fe A, meM, et s, non nuls), on a

o= D{um, st).

Montrer que le groupe commutatif V, muni de cette application, est un espace vectoriel
me s,
d) On délinit une application « canonique » j de M dans V par

Jlm) = 0(m, 1};

maonirer que o'ent un homomorphisme de A-mocules (NB : comme V est un espace vectoriel
w1, on pout a fortiord regarder V comme un A-module), dont le noyau est le sous-module
e torslon e M (i.e, Pensemble des m tels que Pon ait sm = 0 pour au moins un se€A non
nd)s Ui dldduire que, st M oest snns torsion, j est un iaumnrpl:u..'nm.'. de M sur un sous-module
to V, xemple (en prennnt A« Z) : tout groupe commutadil’ sans torsion se plonge dans un
eipnon vectorlel rntionnel, o

#) On suppose M sans torslon et de type finl, Montrer que I\/ ent de dimension finie sur K,
Prull "o -||]||||(V) (ot epue noent Lo rang de M) montrer qu'il exinte deux Danen (a,), o<, €

4
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(6)1<im< de V telles que, si I'on désigne par P et Q les sous-A-modules (isomorphes & A"} de
V engendrés par les g, et b, respectivement, on ait Pc M Q.

S} Déduire de 1 et du Théortme 3 du § 18 le résultat suivant : si A est un anneau principal, tout
A-module M sans torsion et de type fini est isomorphe & A* ot n est le rang de M. Traduction lorsque
A=ZL?

&) Soit M un module de type fini sur un anneau principal A. Soit T le sous-module de torsion
de M. Montrer que M/T est libre de type fini. En déduire (4 aide de I Exercice 8 du §1v)
que M est isomorphe au produit direct de T et d’un A-module libre de type fini. (Ce résullat
raméne Iétude des modules de type fini & celle des modules de forsion de type fini. aui sera
faite au § 31, Exercices 8, g, 10.)

&) Soient M un module libre de type fini sur un anneau principal A et M’ un sous-module
de M. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :1) M’ est facteur direct dans M
it) le module quotient M/M’ est sans torsion tii) quels que soient ae A et xe M, la relation
axeM’ implique 2 = 0 ouxe M. Retrouver 4 partir de 1a Ie résultat du § 18, Exercice 2.

i) Soit M' un sous-groupe de Z* défini par un systéme d’équations linéaires et homogénes A
coefficients entiers. Montrer que toute base de M’ fait partie d’une base de Z,

12. On trouve, dans un manuel d’Algébre destiné aux éléves des Lycées et Colleges, la phrase
suivante : « Sous réserve de ne pas donner aux variables des valeurs qui annulent le numérn-
teur ou le dénominateur, ’ensemble des fractions rationnelles muni des lois d’addition et de
multiplication présente une structure de corps. » Que pensez-vous de cet énoncé ?
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{, Soit K un corps commutatif de caractéristique 0 (par exemple K = C). Montrer que
I"dpuntion :

& xn-t i1 =0
ﬁ+(n~!}!+

i'n anocune racine multiple dans K.
#, Bolt K un corps commutatif. Trouver un polynéme feK[X] de degré 7 tel que 1 soit

racine multiple d’ordre 4 au moins de f (X) + 1, et —1 racine multiple d’ordre 4 au moins
do f (X) - 1. Généraliser en remplagant les entiers 4 et 7 par n et 2n — 1.

8, (hacun des polyndmes suivants admet 1 pour racine; déterminer son ordre de multipli-
olid

'xhu ,”x"-ll __|_ an—l —_ XHrH—l —_ (2?1 + I)X""'l + (Qﬂ ,_I_, !)Xn — I;
Xﬂn — ¥ 41 _1__ 2(}12 S I)Xn _RSXH--"I. + 1.
4, Soit fun polyndme A une variable & coeflicients dans un corps commutatif K. On suppose

f! 0, Montrer que f est constant si K est de caractéristique 0, et que fest un polynéme en
Xl K ent de carnctéristique p 4 0, Réciproque?

B, Moit K un corps commutatif de caractéristique 0. On se propose de trouver toutes les appli-
ontlons

L 00
do K dan 'nnneau M, (K) qui vérifient

U(x 4-3) = U@)U(») quels quesoicnt x, ye K,
Uy =1,

ol qqui sont de plun polynomiales, i.e. de la forme
U)o Ay b Agd e ve o 4 At

ol lew matrloes A, e M, (K) sont prescue toutes nulles,
) Montrer que ln dérivée U'(1) de la fonctlon polynomiale U (f) vérifie

U(H) = Ay U,
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8) Montrer que la matrice A; = N est nilpotente et que

Uft) = 2 N = exp(tN)
20 r!
(cf. § 8, Exercice 2),
¢) Montrer inversement que, pour toute matrice nilpotente N, I'application
' t > exp(iN)
satisfait aux conditions requises. '

d) Trouver la matrice N dans le cas de la fonction U(2) du § 12, Exercice 11, et vérifier dans ce
cas qu'on a bien U(t) = exp (N).

6. Soit K un corps commutatif de caractéristique 0. Montrer qu’il n’existe aucun polynéme
JeK[X] non nul tel que I’on ait

S+ =57 ()

quels que soient x, ye K. Méme question pour la relation

S ) =5&) + ().

Quels sont les polynémes tels que

S+ =r&+5(0N? -

7. Soit K un corps de caractéristique p 4 0.
a) Montrer qu’on a

(x + )P = xp 4 yo

quels que soient x, ye K. En déduire plus généralement que

(x + )7 =20 0
si ¢ est une puissance de .

&) Montrer que 'application x — x? est un isomorphisme de K sur un sous-corps de K (que
’on note Kr). Montrer que K# = K si K est fini.

¢} Quels sont les polynémes fe K[X] vérifiant

S+ =)+ ()

quels que soient x, yeK.?

8. Soit K un corps de caractéristique p /0. Montrer que, pour na? et xaK, I'dlément
nxe K ne dépend que de x et de la classe de n modulo £+ En déduire qu’on peat considérer
K comme un espace vectoriel sur le corps &/p.

Montrer que Is nombre d'Hdmants d’un corps fini da caractdristique p est une puissance de p,

0. Soit punnombre premier, Montrer que le coofliciont bindmial ( P ) ent divisible par g pour
r

ot m o 1 ol tout r tel que 1« el e 1, (Uniliser 1 Exeredos bl lllll{l'.lﬂ OT|N K VAT D)
Dédmonstrmtion dldmentalre
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10, Soit f (X, ..., X,) un polynéme 2 n variables 3 coefficients dans un anneau commutatif
I, On suppose f homogene de degré r. Montrer que

K filXy oo, X))+ oo+ XXy X)) =r. /X, ..., X

o0 f| extla dérivée partielle de fpar rapport a4 X,. Cette relation (connue sous le nom d’identité
('liuler) caractérise-t-elle les polyndmes homogénes de degré r?

11, Soit

() axt + a_jrl 4 o g =0

une dquation algébrique 4 coefficients a, entiers rationnels; on suppose dans ce qui suit les a;
promidens entre eux (cas auquel on peut évidemment toujours se ramener en divisant les g,
i lour pged).

Holl v« plg une racine rationnelle de I'équation (%); on suppose £ et g premiers entre eux.
Montrer cue p divise a, et que ¢ divise a,. _ .
Applicition : trouver les racines rationnelles des équations suivantes :

6xt — 118 —x?— g =0
24% - 122% - 13 4 15 = 0
625 £ 1108 — 48 ;- 5x — 6 =
X0+ 8x% 4 4xt 4 g4 1547 — 16x 1~ 20 = 0
2% + 45 —gxt —6xd — 5x% — wx L 6 = (.

(8, Soit X un anncau commutatif, On considére Panneau L = K[e] engendré par K et un
dément ¢ tel que
2 =10

(lidve n 1 dans Plixercice 25 du § 28). Pour que l'application
st~ 2 + Dix)e
do K diany L soit un homomorphisme, il faut et il suffit que D doit une dérivation de
'annean K,
L Do quiels corps a-i-on Pidentité

o a® L= (W — g 1) (2 By 1) P

14, Holt I un corps de caractéristique p 54 0. 8i un xeK vérifie a® = 1 pour un entier #,
(L oxinte nnentier v non divisible par p tel que

x o= I,

L Boit I un momean commutatif, On définit (par récurrence sur l’cnti(fr n 2> 0) les opéra-
forwen ditérondiols d*ordre n au plus sur K comme suit : ce sont des applications D de K dans
I8 védellin

DY{x | ) D) Dy} quels que soient x, ya K,
b possédant en outre ln propridté suivante :si n — 0, il existe un ae 1< (ol que

D(x) < ax  pour toul ve IS}
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sin 2> 1, il existe, pour tout xeK, un opérateur différentiel D, d’ordre n — 1 au plus sur K
tel que Pon ait

Dixy) = *.D(y) + D.(») pour tout ye K,

a) Déterminer tous les opérateurs différentiels d’ordre 1 2y plus sur K.,

&) Montrer que si D’ et D” sont des opérateurs différentiels d’ordres r et s au plus, I"applicas
tion composée

D" D
est un opérateur différentiel d’ordre r =+ s au plus, et Ie crochet de Jacobi
D"eD' —D' o D"
un opérateur différentiel d’ordre r + §—1 au plus.

¢) Soit D un opérateur différentiel d’ordre # au plus. On considére une famille (x),¢, d'élé-
ments de K, avec Card (I) =n + 1. Pour toute partie F de I, on pose

xF-—“lei. etxg = 1.

igr
Montrer qu’on a Pidentité

2 (— 1) Gard(r) *F D{"x—?) ={.

FcI

Montrer réciproquement que toute application D de K dans K, possédant cette propridid
et telle que D(x + 3) = D(x) + D( ), est un opérateur différentiel d’ordre 2 au plus dans I,

d) Déduire de 14 une formule pour calculer les dérivées partielles d’ordre £ d’un produit de
a1 polynémqs, par récurrence sur n. Cas b=1?

&) On prend
K =#[X,, ..., X

olt k est un anneau commutatif, Construire tous les opérateurs différentiels dans K qui sont
nuls sur k.



