Polynomes et équations algébriques

Lew inéthodes développées dans les Chapitres précédents avaient principalement
pour but Pétude des systemes d’équations lindaires. Mais tout le monde sait qu’il est
aumsl important — et beaucoup plus difficile — d’étudier les systémes d’équations
lydbrigues, i.c. ceux dont les premiers membres sont des combinaisons linéaires de
(mondmey en les inconnues considérées. L’étude générale de ses systémes est 'un
lew objectify fondamentaux de 1'Algeébre, et conduit 4 la Géométrie Algébrique,
nctuellement Pune des branches les plus actives des Mathématiques.

Lie hut du présent Chapitre est d’introduire des notions trés élémentaires et
(o fonte fagon indispensables dans toutes les Mathématiques, par exemple celles
(e velation alpébrique, de polynome, de fraction rationnelle, d’équation algébrique,
oley,,

Comme dans les §§ précédents, nous avons cherché a introduire ces notions avec
le degré de généralité maximum, en sorte que, par exemple, nous définissons des
polyndmes & plusicurs variables 2 coefficients dans un anneau commutatif K arbi-
(radre. Iei encore il ne 'agit pas d’une généralisation séduisante mais par ailleurs
fratuite; Innotion de polyndme a cocflicients dans un anneau qui n’est pas un corps
ot fndlispensable si Pon veut pouvoir, dans la théorie des polynémes a n variables,
rdnonner par récurrence sur le nombre 2 (les polynémes A n variables sont des
polyndmen A une variable & cocflicients dans Panneau, qui n'est pas un corps, des
||u||'.'r||"n||||'r| Ao variables), et il y a naturellement d’autres raisons plus sérieuses
!I't' weplacer i ee niven de géndralité — sans parler du fait que, comme toujours,
!nn e wtplifierait pratiquement pas Pexposé en supposant que Panncau de base
ol le-corpudes nombres véels par exemple, (On powrrait alors se tlispenser de faire
ilu distinetion entre « polyndmes » et « fonctions polynomiales », mais non de prouver
iqu'nm- [onetion polynomiale qui est « identiquement nulle » a tous ses coeflicients
Tl
‘ Notons que lea §§ 26 & 43 peuvent dere dtudidn par Lo lectenr qui n’a lu que les
B0 A ey A Pexcoption du no g du § a6 qul de toute fagon n'ent pad pour lo lectours
!ulr‘lnllumn.
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§ 26. Relations algébriques

1. Monémes et polynémes en les éléments d’un anneaun

Soit L un anneau commutatif. Etant donnés un sous-anneau K de L et une partie I}
de L, considérons les sous-anneaux de L qui contiennent 3 la fois K et B; Uintersecs
tion de ces sous-anneaux est encore un sous-anneau contenant K et B, et c’est évideme
ment le plus petit sous-anneau de L contenant A la fois K et B. On dit que ¢'est lo
sous-anneau de L engendré par K et B, et on le désigne par la notation

K[B].

Considérons par exemple le cas oli B se compose de 7 éléments xy, ..., &, ~ 0N
utilise alors la notation

K[y, ..., 2]
pour désigner le sous-anneau engendré par K et les x;. Il est clair que ce sous-annent
contient tout mondme en xy, . .., ,, i.e. tout élément de L qui peut 8'¢erire

XL xn

avec des exposants entiers 7; positifs ou nuls, Il contient aussi le produit d'un (el
monéme par un élément de K, done toute somme d’un nembre fini de tels produl s,
autrement dit tout polynéme en x,, ..., x, & coefflcients dans K; on appelle adonl
tout y e L qui peut se mettre sous la forme

\
(1) Y= ,}J ar, ...

FTR =y ]

o Py
r AT LA,

avee des coellicients a,, ., ., @ K presque tous nuls (*). Un tel polyndme w'derit
encore, si 'on préldre, sous la forme

W W W

(t b“) yoa s (X | . i) | - NN N I ]
Laltegh Lot fan Ll ikan
(*) Clela lgnifie (§ o, nO 8) que Tes systbmes (1, o 1) teli que Pon alt a, a0

nont on nombiea fnl, Clotte aoncitlon mne indbipamanble pour donner un sons wu wnoond meinbre
de (1) en tant que somme d'ddiments de 1,
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nvee des « coefficients » a, a;, ay, @y, ... dans K et presque tous nuls; il suffit
pour le voir de considérer dans (1) les termes pour lesquels ry -+ -+ - 7, = 0, puis
ceux pour lesquels 7y + -+ -+ 7, = 1, puis ceux pour lesquels 7, + .- 4+ 7, = 2, et
ninai de suite,

Non sculement anneau K[x,, ..., x,] contient tous les polyndmes (1), mais tous
lew ¢léments de cet anneau sont de tels polyndmes ~— autrement dit K [x,, ..., £]
ol exactement Pensemble des y e L qui peuvent s'écrive sous la forme (1). En effet, comme
leo produit de deux mondmes en les &, est encore un mondme en les x;, il est immédiat
tle voir que Pensemble L’ des polynémes (1) est un sous-anneau de L contenant
IX et lew ¥, done contenant K[x,, ..., x,]; mais comme on a aussi, d’aprés ce qui
préctde, Pinclusion opposée, on voit finalement que L' = K[x,, ..., x,] comme
nnnoncee,

lie cas le plus simple est celui ol » = 1, i.e. ot B contient un seul élément x;
len polyndmes en x a coefficients dans K, qui constituent le sous-anneau K[x] de L
engendré par K et x, sont alors les ye L pour lesquels il existe un entier p >> 0 et
dew ay, v, ape K tels que ’on ait

Yy =2a,+ ax + --- - apxP.
Remargue 1. Le lecteur débutant, en dépit des idées précongues qu’il pourrait

avoir sur les polyndmes, fera bien d’observer qu’ici les lettres x ou #,, ..., &,
désipnent des éléments fixes de ’anneau L, et non pas des « variables ».

lixemple 1. On a € = R[{] puisque tout nombre complexe s'écrit sous la
lorme a -|- #i avec a, be R.

lixemple 2. Prenons K = @, L = R et considérons le sous-anneau K[x] ou
30
lew puissances successives de x sont
1, %, 4% 2, 2x, 2x%, 4, 4%, 442, 8,. ..

ol par suite le sous-anneau Q [x] de R est Pensemble des nombres réels qui
penvent s'éerire sous la forme

a - bx - cx® avee a, b, ce Q.
bxemple 3. Soient K un annean commutatif et L Panneau des applications de K
v IS (§ 8, focemple g) 5 on regarde K comme un sous-anneau de L en associant
A chague dément ¢ de K la fonetion consiante donnde par
S o pour tout ta K,

Diéulgnonn alors poe y Papplication identique de K dany K, donnée par

N} st pour toul e K,
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Les éléments du sous-anncau K[x] de L sont appelés les fonetions polynomiales
sur Panneau K. Ce sont évidemment les applications f de K dans K pour
lesquelles il existe un entier r 2> 0 et des éléments a,, ..., a. de K tels que
Pon ait

S{t)=a+at+ -+« + at" pourtouttek.

Cette notion sera généralisée au § 28,

2. Relations algébriques

Soient L un anneau commutatif, K un sous-anneau de L, et xy, . . ., x, des éléments
de L en nombre fini. On appelle relation algébrique entre x,, ..., x, & coefficlonts
dans K toute relation linéaire a coefficients dans K entre les monémes en x,, ..., Ay,
autrement dit toute famille {g,, .. }», ..,z d'éléments presque tous nuls de K tely
que 'on ait

(2) Z Gy X5t o X8 = 0,

Lorsque la relation (2) n’a lieu que si fous les coefficients a., .., sont nuls, on dil
que xy, ..., x, sont algébriquement indépendants sur K; dans le cas contraire, i.c, #'ll
existe au moins une relation (2} non triviale, on dit que x4, . . ., x, sont algébriquoment

liés sur K.
Prenons en particulier n = 1, i.e. un seul x € L. Si x est algébriquement lid sur I\
i.e. §'il existe une relation de la forme

(3) G + a + -+ ap =0

pour au moins un entier p 2 0 et des coeflicients @ = K non tous nuls, on dit que ¥
est algébrique sur K. Dans le cas contraire, on dit que x est transcendant sur I,

Exemple 4. Le nombre complexe ¢ est algébrique sur R et méme sur @ pulie
qu’il vérifie la relation

241 =o0.
Exemple 5. Prenons K = Q, L = C et

x = Va2 —V3;

alors x est algébrique sur Q; on a en eflet 4% = 2 Vg el par suile

ce qui §'éerit encore
At e )

On nppoells nombres nlgobriguoes (,Ei’ L1, devemple 11) lon dldments o corpi 0
tles nombres complexen qui sont algdbriquen sur lo corps Q des nombres vations
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nels, i.e. les z& C qui vérifient au moins une relation de la forme

&G+ o F iz ay =0

ot les a; sont des nombres rationnels non tous nuls (on peut du reste les supposer
entiers en chassant les dénominateurs).

lixemple 6. On appelle nombre transeendant tout nombre complexe qui n’est pas
algébrique. Les premiers exemples de tels nombres ont été donnés par Liouville
¢n 1844. En 1882, Lindemann a démontré que le nombre 7 = %,14150... est
(ranscendant, résultat qui implique Pimpossibilité de résoudre par I’affirma-
tive le probléme dit de la « quadrature du cercle », contrairement 4 ce que
I plupart des mathématiciens avaient conjecturé depuis ’Antiquité.

On peut également démontrer (Hermite, 1873) quele nombree = 2,71828...
utilis¢ en Analyse est transcendant,

lixemple 7. Soient L Panneau de toutes les applications de R dans R et K le
wous-anneau de L formé des fonctions polynomiales (Exemple 3), i.e. le sous-
anncau de L engendré par les fonctions constantes et la fonction x donnée
,lm' X(t) = ¢ pour tout te R. On dit qu'une fonction f L est algébrique si
ey éléments x et £ de L sont liés algébriquement sur le sous-anneau R de L,
intrement dit §’il existe des constantes ap; presque toutes nulles telles que 'on
it

(4) Z apt? f(t)9=0 pour tout te R.
>0

1A=

Il est clair par exemple que la fonction fdonnée par

flty =V 1

est algéhrique. Une fonction qui n’est pas algébrique est dite t-raﬁscendante;
c'est par exemple le cas de la fonction f(¢) = sin ¢; supposons en effet que
celle-ci vérifie la relation (4); posant

T ot) = L4 apg.sint
20

I relation en question s*éerit
\
2 1t)0 =0,
P

ety périodicité de la fonction sinus on aura aussi

;.fﬂ(”'(f | an)q = 0

pour-toat entier u; pour ta R donnd, le pelyndme ¥ £,(0) .47 sannule donce
pour e infinité de valeurs de a, ce qul entraine, comme on le monirera
lnluu loin (§ 52, n° 1), que vey :'.::rllil:ir'.nt.-u./‘,.(ﬁ) sont tous nuly, Ainsila relation (4)

miplicpue

\
Lﬂ,.u.ﬂill’f w ()
']
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quels que soient p 2> 0 et t e R; mais alors, pour tout entier p > o, le poly-
néme »a,.4° s’annule pour une infinité de valeurs de # (2 savoir dés qu’on peut
écrire x =sin ¢, i.e. pour tout x tel que — I <L x < + 1), donc a tous ses
coefficients nuls, et on voit en définitive que la relation (4) implique a,, = 0
quels que soient g et ¢, ce qui montre comme annoncé que sin £ est une {oncs
tion transcendante,

3. Cas des corps commutatifs

Démontrons d’abord le résultat suivant :

TufoREME 1. Soient L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et x un élément do 1.,
Les propridiés suivantes sont équivalentes :

a) x est algébrique sur K;
&) K[x] est de dimension finie en tant qu’espace vectoriel sur K ;

6) K[x] est un sous-corps de L.
Supposons x algébrique sur K; on a alors une relation

€g+ e 4 - - +ch-P=0

avec des coefficients ¢;& K non tous nuls. On peut supposer ¢, % 0, et commo K enl
un corps on déduit de la relation précédente une relation de la forme

(5) ar ="au + a4 e gy xP-l

avec des coefficients

a; = — gife,
dans K. On va en déduire plus généralement que, pour tout n >» 0, le mondine A"
est une combinaison linéaire 4 coefficients dans K des éléments I, & oo Al
K[x]. Cest évident pour n = 0, ce qui permet de raisonner par réeurrenos i nj
supposant établie I'existence d’une relation de la forme

Bl = do - dy e dygrd
a coeflicients d; e K, il vient, en tenant compte de (5),

A=At s d e e gt e dpyxP = dox - -+ A d)_pxr-)
+ dpa(ag - ax o gt 1),

ce qui prouve évidemment notre assertion. On voit done que, st x est algébrique, il
existe un entier p tel que foude puissance de & soit combinaison lindaire, \ coefliclonts
dans K, des puissances

L, XNy voay APl
il 8'ensuit dvidemment que cop f Eléments engendrent K[x) regardé comme CNpPROG
vectoriel wur K, ot cecl montre que amertion a) de 'énoncé implique 'asertion ),
- \
Montrons malntenant quae 4) fmplique o), Posons K[x] = 1" et, pour un aw I
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non nul, considérons I'application
f:F—=F
donnée par
f(4) =au pourtoutuelF;

regardant F cémme un espace vectoriel sur K, il est clair que fest un endomorphisme
(e I, Le noyau de f est formé des ueF tels que au = 0; comme F est un anneau
'Intégrit¢ (comme sous-anneau du corps L) et comme a 5 0, on voit que Ker ( f) se
réduit & zéro, donc que fest injective. Si F est de dimension finie, on en déduit (§ 19,
Clorollnire 1 du Théoréme 13) que f est surjective, et en particulier qu’il existe un
el iel que au = 1; ceci montre que tout élément non nul de I’anneau F est inver-
nible dans F, donc que F est un sous-corps de L.

Il veste & établir que ¢) implique a). Or si K[x] est un sous-corps de L, Pinverse
(thany 1) de tout élément non nul de K[4] est dans K[#]; en particulier K[x] contient
I"lnverse de x; on a donc une relation de la forme

s l=g,+ax+ - 4 gz
ivee des coeflicients a5 K, et comme cette relation s’écrit aussi
gxtl 4 o gk —1 = 0,

Ol voit que x est algébrique sur K, ce qui achéve la démonstration.

lixemple 8. Prenons K = @ et L = C; soit ¥ un nombre algébrique, i.e. un
¢lément de € vérifiant une relation de la forme

X"+ - Fax gy =10

A coellicients rationnels @y, . . ., a, non tous nuls (Exemple 5); alors I’ensemble
tles nombres complexes qui peuvent s’écrire sous la forme

6o ;e 4 o+ gpogxnl

avee des coeflicients rationnels ¢y, . . ., ¢4y, €st un sous-corps de ¢. On comparera
ce résultat & PExemple 2 du § 8.

Tikowime a, Solent Lo un corps commutatif, K un sous-corps de L, et K Pensemble des
ddrments de 1. qui sont algébrigues sur K. Alors K est un sous-corps de L.

HSupposons v ety algébriques sur K, I1 existe des entiers p et ¢ tels que toute
priminnee de x (resp. p) soit combinaison linéaire, & coefficients dans K, des puis-
L RR TR

Ly Xy wwwy x0 (resp. 1, 9, 200, 7Y,

W' ennnil évidemment, par multiplication, que fous les mondmes & 9 sont des com-
binadson linéaires, & coellicients dans I, des pg mondmes

N (o el el ey 0 g ),
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Donc le sous-anneau K[x, 3] de L est de dimension finie sur K. Pour tout ze K[x, 3]
le sous-anneau K[z] est contenu dans K[x, »], donc est 2 fortiori de dimension finie
sur K ; par suite, tout élément de K[x, y] est algébrigue sur K; en particulier, x — y
et xy sont algébriques sur K, ce qui montre déja que K est un sous-anneau de L.

Pour achever la démonstration, il reste & prouver que si un x % 0 est algébrique
sur K, il en cst de méme de x~1; or si 'on a une relation

anxn_!_ e +alx+aU:0
a coefficients dans K, il est clair que ’élément ¥~ = y vérifie

a5 + e —I_ al}n_l + aﬂ}n = 01

ce qui achéve la démonstration.

Exemple 9. L'ensemble des nombres algébriques est un sous-corps de 0.

Le lecteur désireux de s’informer sur ces questions, qui jouent un role essentlol
en Algébre « supérieure », trouvera de nombreux résultats complémentaires dans lo
exercices de ce § et des §§ suivants, ainsi que dans certains des ouvrages cités cdans ln
Bibliographie (Van der Waerden, Samuel-Zariski, Lang).



§ 27. Anneaux de polynomes

Holent K un anneau commutatif et n un entier positif. On se propose dans ce § de
construire un anneau commutatif L et n éléments X;, ..., X, de L tels que les
aondlitions suivantes solent remplies :
(A1 1) K est un sous-anneaun de L
(A1 2) los déments Xy, . . ., Xa sont algébriquement indépendants sur K;
(AI'y) L est engendré par K et Xy, ..., X

Avant d’étudier le cas général, nous résoudrons ce probléme dans le cas particu-
lHer oit i == 1 : il s’agit alors de construire un sur-anneau commutatif L de K et un

X @, transcendant sur K (§ 26, n° 2) tel que I = K{X].

I. Préliminaires sur le cas d’une variable

Supposons construit un sur-anneau commutatif L de K et un X e L transcendant
i 1K, tel que L = K[X]. Tout fe L s'écrit alors d’une fagon et d’une seule

(r f-—-—-au—f—allx-—}--nﬁ-an}{"-{-..-
avee des a, @ K presque tous nuls; en effet, comme L = K[X], les puissances
L, X, ..., X" ..

enpendrent 1, regardé comme module sur K, et comme X est transcendant sur K
cen puissances sont linéairement indépendantes sur K (autrement dit, forment
une bave de T, sur KK au sens du § 11, no 5). Réciproquement, il est clair que toute
wilte (a))y -y ’¢léments presque tous nuls de K définit, par la formule (1), un él¢-

ment de 1y,

Mutent

S ay Xy, §=by A+ o X+

teux dléments de L, el posons

S u = TP, S SRR
.fj" — f{u I f{|x | RN
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il est clair qu'on a
(2) &y = dy “l“' b;‘

pour tout n 2> 0. Pour calculer fg, on multiplie chaque terme ¢,X? de f par chaque
terme 5,X7 de g, et on ajoute les résultats obtenus; pour obtenir ainsi un terme en X0,
il faut prendre p 4 g = n, et on obtient alors la contribution 2,5, pour calculer le
coeflicient d,; ainsi

(3) d, = E apby = anby + aniby + - - F ayppy + apbe.
p+g=n
L’intérét des formules (2) et (3) est qu’elles permettent de calculer f -} g et f sany

faire intervenir X; elles vont nous servir de point de départ pour la construction
effective de I’'anneau K[X] cherché.

2. Polynémes & une indéterminée

A partir de K, nous allons maintenant construire effectivement un anneau L siline
faisant aux conditions imposées (ce dernier point sera établi au n° suivant; dann lo
présent n° on va simplement définir les éléments de L, et les opérations algéhricuoen
sur ces ¢léments).

Par définition, L sera ’ensemble des suites

S=A(a)rzo= (2081, ...)

d’éléments presque tous nuls de K; une telle suite sera appelée un polyndmo A wine
indéterminée & coeffleients dans K, ct les éléments a, seront appelés les coofflolonts clu
polynéme £,

Etant donné un polynéme f = (a.),» & coeflicients dans K, on appelle dogrd de /
le plus grand entier d > 0 tel que Pon ait aq % 0; cette définition, touteliin, ol
en défaut dans le cas olt ’on a @, = 0 pour tout # > 0; dans ce cas, on appelle dogrd
de fle symbole — oo [ce symbole ne désigne naturellement pas un entier ordinnlre |
c’est un nouvel objet mathématique que nous utiliserons en observant los doux
conventions suivantes : on posera, par définition

w0 5i oneZ ou sl ome=-— o0,
et, d’autre part, on conviendra que

oo <l o sional o ousio om0

toute autre opdration fisant intervenir le symbaole wo, par exemple Pexpresslon Z

o0 (),

tiera consldérde comme dépourvue de nenal,
Le degrd d'un polyndme fae dénlgne par In notation

(/)
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Dans I'ensemble des polyndémes 4 une indéterminée & coefficients dans K, on va
(léfinir une addition et une multiplication comme suit : étant donnés deux polyndmes

f: (a")n:}m g = (bn)nZOs

lew polyndmes
S+ eg=1{()nzor J& = (d)nzo

wont donnés par les relations
(u) = &, + b,
() d, = aby + oty + -+ abao, + aghy = 2 a-h,

rFs8=n
(n n® précédent. Pour justifier ces définitions, on doit montrer que les suites (c.) et
(¢fy) délinies par (2) et (3) sont encore des polynémes, i.e, quon a ¢, = d. = 0lorsque
I'entier n est suffisamment grand. Or solent g et ¢ les degrés de fet g; si I'on a
n- - Max (p, q), il vient a, = b, = 0, donc ¢, = 0, ce qui montre bien que f + g est
un polyndme, et méme que

(1) d°(f + g) < Max (&°(f), d°(g));

nipposons ’autre part # > p + g¢; alors, dans le terme général a.b, de 1’expression
(4), on a soit r > p (et donc a. = 0), soit s > ¢ (et donc &, = 0); donc tous les
termes de (3) sont nuls; ce raisonnement montre non seulement que fz est aussi un
polyndme, mais en outre que

() 4o fg} < do(f) + d°(g).

Nous devons maintenant vérifier que 'ensemble L, muni des lois de composition
(u'on vient de définir, est un annean commutatif. Les calculs & effectuer pour ce
{hire sont en principe triviaux, et du méme ordre que ceux du § g, n° g; nous laisse-
romn tone au lecteur le soin de vérifier lui-méme la plupart des axiomes, et nous
bornerons ici & établir que la multiplication est associative.

Holent pour cela
f_u (dn)n.‘dm

(o polyndmes i coeflicients dans K. Posons

g = (bn)n?‘u:

Jo = (e gh = @nzo
L coellicient d'indice n de ( fg)h est alors égal &
() T EECI S 11N
el celul de f/(gh) &

(7) datlg | oo o aghy,
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de sorte que tout revient a établir que les expressions (6) et (7) sont égales quel
que soit 7. Or u, est la somme des produits ab; tels que ¢ 4 j = p; par suite (6)
est la somme des expressions

(aibj)er  telles que (i +j) + &k = n;

d’autre part, 7, est la somme des produits bk tels que j + k = g¢; donc (7) est la
somme des expressions

ai(be) telles que ¢ 4 (F + k) = n;

I'égalité de (6) et (7) résulte évidemment de ces considérations.
On vérifie d’autre part aisément que les éléments 0 et 1 de L sont donnés par leg
relations
0=
I

It
——
-
=
=
—

3. La notation polynomiale

Montrons maintenant qu’on peut identifier K d un sous-anneau de L. Pour cela, célinlne
sons une application
J:K—-L
en posant
J(a) = (a,0,0, .. -)

pour tout ¢ K. Evidemment j est injective; et on vérifie trivialement, & I"aide dea
formules (2) et (3), que

Ja+b) =j(a) +56),  j(ab) = j(a) j(b),
J0) =0, j(r)=r

I1's’ensuit que j est un isomorphisme de K sur un sous-anneau de I, el qu'il revient au
méme, pour effectuer des calculs algébriques sur des éléments de K, de ramplaoor
ceux-ci par leurs images par j, et d’effectuer les calculs en question sur lew dléments
de L ainsi obtenus. Par suite, il est naturel de considérer comme identiques un élédment
ade K et Pélément correspondant de L; autrement dit, nous éerirons dorénavant

(8) a=(a0,0,...) pourtout aeK.

Les éléments de L ainsi obtenus sont évidemment les polyndmes de degré 0 & coellls
cients dans K (& ceci prés que Pélément de L qui correspond & Pélément 0 deo 1K oni
de degré — o, et non pas 0). Ces dléments de 1, gappellent souvent des conutanios,

Remarque 1. L notlon de « constante » qu'on vient de définir est relative A
un anneau de base K ¢ c'est un polyndme, nul on de degré 0, & coelllclents
danw K, o, sl Pon veut, un élément de I (regardé comme polyndime & coollis
clentn dany K), La terminologle utilisde lol recevea au § suivant son explleas
tion Intultive,
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On notera que puisque K est un sous-anneau de L, on peut regarder L comme
un module sur K, le produit d’'un eeK et d’'un f eL étant le produit.de £ et de
I'dlément (8) de L. En utilisant (3), on trouve facilement que

(”) a'(bﬂs bls ) = (abos abla ')
Clonstruisons maintenant un élément de L transcendant sur K. Nous poserons
(10) X=(01,00...).

En utilisant la formule (3), on trouve facilement que

Xt =(0,0,1,0,0, ...)
X8 =(0,0,0,1,0, ...),

ot ninsi de suite; d’oll, en utilisant (g), et si ay, a;, ... sont des éléments de K, les

lormules
a = (a,0, 0, 0,...)
aX =(0,a,0, 0, ...
aX?* = (0,0, a,0, 0, ...)
a, X3 = (0,0, 0, a3, 0, ...)

¢t ninsi de suite. Si les g; sont presque tous nuls, on trouve donc
(11) ag+ aX + a, X2+ - = (a, a5, a5, ...).
Cle rénultat, compte tenu de la relation

0=(0,00 ...,

montre que le premier membre de (11) ne peut étre nul quesiqy=a, = gy= ... =0
par suite, X est transcendant sur K. :

Iin outre, la relation (11) montre que fout élément de L est un polynéme en X a
coellicients dans K (au sens du § 26, n® 1), autrement dit que

= K[X].
Cloel montre que Panneau L satisfait bien aux conditions énoncées au début de ce §,
Pana L pratique, on dit que L est I’anneau des polyndmes & une indéterminée &
ooaf olonts dans I, et pour désigner un élément
S = (g, @, )
e Lo on utilise exclusivement 1éeriture
(ru) Soag b e X ayXP e,

fustifiée par Ta relntion (1), Autrement dit, & partie de maintenant, le lecteur peut
]lt‘uulip_rw‘ lon conmtdérations du n® précécdent, qui ne servent qu'd dffinir len polyndmen;;

S ———
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pour tout ce qui suit (et tout ce qu’on peut faire des polynémes en Mathématiques),
il n’y a rien de plus 4 retenir que les conditions (AP 1), (AP 2) et (AP 3) énoncées plus
haut — autrement dit : un polyndme & une indéterminée & coefficients dans K est un objet
qui peut 5*écrire d’une fagon et d’une seule sous la forme (12), avec des coefficients a, € K prosque
tous nuls, et on calcule sur les polyndmes en les considérant comme des éléments d’un anneau
commutatif, i.e. en utilisant les régles de calcul « évidentes ».

Remarque 2. Le lecteur se demandera peut-étre pourquoi nous n’avons pas
défini a priori un polynéme comme une expression de la forme (12) sur
laquelle on effectue des calculs conformément aux régles « évidentes ». La raison
en est qu’en procédant ainsi on n’aurait pas pu donner de signification mathds
matique précise a la lettre X figurant dans (12), en sorte que la « définition »
des polynémes qu’on aurait obtenue ainsi n’en serait pas une en réalité,

Remargue 3. Contrairement 4 des traditions qui ont parfois encore cours, on
aura soin de ne pas considérer la lettre X comme représentant un « élément
variable » de K; la lettre X désigne le polynéme particulier (10), dont ln
définition comporte aussi peu d’arbitraire et d’indétermination que possible,,,

L’idée que X représente un élément variable de K provient de la confusion,
qu’on effectue souvent, entre un polynéme & coefficients dans K et une fonos
tion polynomiale (§ 26, Exemple 3) sur I'anneau K. Les relations entre ce
deux notions seront discutées au § suivant.

I1 va de soi par ailleurs qu’au lieu de désigner le polynéme (10) par X,
on peut le désigner par toute autre lettre (en pratique on utilise fréquemment
les lettres Y, Z, T, etc...), pourvu que la lettre choisie n’ait pas déji été utilinde
par ailleurs & d’autres fins,

4. Polynémes & plusieurs indéterminées

Nous allons maintenant construire, par récurrence sur entier 7, une solutlon nu
probléme posé au début du présent §.

Désignons par K’ un anneau commutatif contenant K. comme sous=nnnont, ol
engendré par K et n — 1 éléments X, ..., X,_, algébriquement indépencdan(s nup
K. Désignons par L I'anncau des polynémes A une indéterminée & coefliclen s dang
K', et par X, I'indéterminée en question : on a donc

L = I{;[Xn] = I{IXIJ AR X“"I-] [X"]'

Nous allons montrer que L répond aux conditions (AP 1), (AP 2) et (AD 3),
Comme K est un sous-anneau de K, lui-méme sous-annean de L, 1a vérifiention
de (AP 1) est triviale.

[Yautre part, soit L' le sous-anneau de 1, engendrd par K et X,, ..., X, comme
il contient IC et X, ..., X, il contient K/ v comme il contient K' et X, |l oxt
identique & L par suite L est engendré par K et Xy, o0, X, co qui est ln condition
(AD 3).

Clonsicdlérons enfin wne relniion

Nt Kl X e ()
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ol les ¢léments a,, ..., de K sont presque tous nuls. Introduisons les éléments

.ﬁ = 2 a"t---"n—l-’xi" ' 'X;"—_l'
LETIERTS - =Y
de K'; la relation considérée s’éerit
W
2-1 SXq =0,

P

et comme X, est transcendant sur K/, il s’ensuit que f; = 0 pour tout s >> 0. Mais
comme X, ..., X, sont algébriquement indépendants sur K, ceci implique

ryerpogs = 0

(quels que soient r,, . .
L' anneau

-3 Tamy €t 5, ce qui établit (AP 2).

L = K[Xy, .. ., X [Xa] = K[Xy, . - ., X0]

(que nouy venons de définir s’appelle 'anneau des polynémes 4 n indéterminées & coeffl-
olonts dans IS, et ses éléments s’appellent les polyndmes & n indéterminées A coeffleionts dans
K. Un tel polynéme fs’écrit donc d’une fagon et d’une seule sous la forme

(19) = Yar. o Xy X,

avee des ooolficients a,, . ., & K presque tous nuls; et les calculs sur ces polynémes
wellectient de fagon « évidente », i.e. en les regardant comme des éléments d’un
nnnean commutatif, ce qu’ils sont en effet !

Ai par exemple n = 2, auquel cas on désigne le plus souvent les indéterminées
Xy et X, par X et Y, un polynéme A deux indéterminées & coefficients dans K est une
expresgion de la forme

f= Ta.XrYs

avee des coellicients a,, € K presque tous nuls; la sommation est étendue A tous les
couplen (r, s) d’entiers naturels. En groupant les termes pour lesquels 7 -+ 5 possede
une videur donnée, on voit qu’un tel polyndme peut encore s’écrire sous la forme

[y | (agX b agY) b (2 X? | @, XY dgy Y*)
4 (30X A @ XY A+ awpXY? - ayY®) A -,

wvee bien entendua un nombre fini seulement de termes non nuls.
De méme, si noee g, on désigne les indéterminées par X, Y, Z et un polyndme &
troln Indéterminées & coeflicients dans IS est une expression

Al
So 24 apXvizh

WY

e ——
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avec des a;, € K presque tous nuls; un tel polynéme s’écrit aussi

J = a0 + (400X + ayoY + aypZ)
+ (a200X® + 2050 Y? + 29022 + 21, YZ + @, 2X + A XY) A e

II va de soi qu'on n’est pas obligé, pour désigner les coefficients d’un polynéme,
d’utiliser les notations ci-dessus : en Mathématiques, chacun est libre de choisir ses
notations (pourvu qu’elles soient cohérentes); on peut par exemple, au lieu de dis,
tinguer les coefficients les uns des autres 4 ’aide d’indices multiples, utiliser pour les
désigner des lettres différentes, et écrire par exemple un polynéme 4 deux indéters
minées sous la forme

J=aF X 4 Y +dX2 + XY -+ FY2 J gX8 4 .oy

Pinconvénient de cette méthode est que lalphabet latin n’offre qu’un nombre
limité de possibilités. On espére en outre que le lecteur détectera la contradiction
interne dans les notations que nous venons d’exhiber a P’instant..,

§. Degrés partiels et degré total

Si, dans la formule (13), on groupe ensemble tous les termes pour lesquels Pexponant
r; a une valeur donnée, on voit que ’on peut regarder f comme un polyndme & une
indéterminée X, & coefficients dans ’anneau

Kg == K[X’l, P Xi-l) Xj+1’ ey X,—,].

Considérant f comme élément de 'anneau de polynémes K.[X,], on peut définir lo
degré de f; celui-ci s’appelle le degré de f par rapport & X, I1 est done défini comme

suit : on écrit
f: 2 My Xr:

nz=l

ou les u, sont des polynémes en les indéterminées autres que X, & coeflicients diang
K; cela fait, le degré de f par rapport & X; est le plus grand entier n tel que u, # (0,
ou bien le symbole — e si f= o.

On appelle d’autre part degré total, ou simplement degré, de f le plus grand entler
d tel qu’il existe des entiers ry, .. ., r, vérifiant

Gryvvory A 0, I RIS O =

On peut encore définir le degré total comme suit. Disons qu’un polyndme & coeflis
cients dans K est homogono do dogré o si chacun des mondmes qu'il contient eflootives
ment (i.e, avee un coeflicient non nul) est de degré total 4. En groupant ensemble,

dans (14), les termes pour lesquels rg < oo < ry noune valeur donnée, on volt que
tout polvndme f° & cosfherents dans I 8"dorit d'une figon ot d'une seute sous fa_forme
WAL (TR o (I SRR B S AR
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0t/ est homogéne de degré r pour tout r > 0, et nul pour presque tout r. Ceci fait, le
tepré total de fest aussi le plus grand entier d tel que f, 5 0 (on convient toutefois
'nttribuer au polynéme 0 le degré total — oo).

Lie degré total de f'se désigne par la notation d° (f), comme dans le cas d’une
nenle indéterminée, On a aussi les inégalités

(4) do(f + g} < Max [do( f), d° (g))]
(h) d°(fg) <d°(f) + do(g).

K ellet, soient p et ¢ les degrés de fet g; on a donc

S=ht S =g+ +g

(on désigne d’une fagon générale par # la somme des monémes de degré total r d’un
polyndme ). En ajoutant terme a terme, on voit que f + g ne fait pas intervenir de
tonbmes de degré supérieur au plus grand des entiers p, g, d’ot la premiére relation,

Dautre pint, £ g est somme des produits fig;; mais il est clair que fig; est homogéne
et de degré total ¢ - j; par suite, les monémes qui interviennent effectivement dans
lo produit /g sont de degré total au plus égal 4 p + g, ce qui prouve la seconde
indynlitd,

0. Polynbmes & coefficients dans un anneau d’intégrité

N nllony établir le résultat suivant :

Tutondmy 1. Soit K un anneau d’intégrité commuiatif; alors, pour tout entier n, I’anneau
IN[Xay ooy X0 est intigre. En outre, quels que soient f, g e K[X,, ..., X\ ],ona

d° (fg) =d° (f) + d° (g).

Pour montrer que K[X,, ..., X,] est un anneau d’intégrité, on tient compte de
liv relation

KXy, o0 X = KXy, .. X ] [Xo]s

cellesel permet, en raisonnant par récurrence (*) sur n, de se ramener au cas ot -

Moo,
Solent alors
Sag A o aXo, ap ()
‘ g=by Ao by X0, by 0
!llrm polyndmes non nals & une variable, & coellicients dans 1. 1 est elajr que fg
contlont wn senl erme de degré p - ¢, A savoir

| 2 pg
‘ aph, Xt

(%) 10 ont fedquent de procéder ainsi dans o (héorie dey polynomes i plusieuy inders
ninden mudy on ne peat le faire que si Pon admel des polyndimes & coetlicienm dam an
bt queloongue, cary mboe sl IS est an oorps, Panmean (X, 00, X, | n'est pas un corps,

|
|
!
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comme K est intégre, on a apb, 7 0, et par suite fg # 0. Ceci établit la premiére
assertion du Théoréme.
Pour établir la seconde (dans Ie cas général de plusieurs variables) on écrit

f=.ﬁ)+"'+fps fp-?éo
g=&+  +gp g # 0;

il est clair que la partie homogene de degré total p + g de fg est f g,; or comme on
sait déja que K[X,, ..., X,] est un anneau d’intégrité, on a f,g, # 0; donc f esl
de degré total p 4 ¢, ce qui achéve la démonstration.

P

Remarque 4. A vrai dire nous n’avons démontré la relation

do(fg) =d° (f) + d° (g)

que dans le cas olt f et g sont non nuls. Si f=0, cette relation §'t¢erlt
— o = — w0 + ¢ (g), et résulte des régles de calcul dont on a convenu do
se servir au n° 2 en ce qui concerne le symbole — .

Remarque 5. 11 est clair que, si K n’est pas intégre, K[X;, ..., X,] ne peut pa
P’étre non plus. En outre, dans ce cas, la relation

d°(fg) = d°(f) + d°(g)

peut aussi étre en défaut : choisir dans K deux éléments a, b non nuls tels quo
ab = 0, et prendre

‘ f =aX, g = bX;
on a

d(fg) =— oo,  d(f) + d(g) = 2.



§ 28. Fonctions polynomiales

l.l.I Valours d’un polynéme
Holent I un anneau commutatif et
(') fzzal"|>--FnX£""X;n

un polyndme A n indéterminées a coefficients dans K. Etant donné un sur-anneau
commuttil I de K, on appelle valeur de fen un point

= (U ..., t)eln
I'dlément

(9) Sar, ol

de L obtenu en remplagant les lettres X, . .., X, dans I’expression (1) de f par les
dldments ny, .., #, de L. La valeur de fen « se désigne par 'une ou l'autré des nota-
tonn

S (), Sl ooy w)
Chn dit que w est un zéro ou, si 7 = 1, une racine de f'si 'on a
S () = 0.

Fant donnés un anneau commutatif L et un sous-anneau K de L, on appelle
fonatlon polynomiale & eoofficlents dans K sur L" toute application ¢ : L* —L telle
qu'il existe v polyndme /& n indétermindes, & coeflicients dans K, tel que ’on ait

p() = f () pour tout ne L,

Plos gdndralement, on dit qu'une application ¢ @ L <> L' est polynomiale & coefli-
clents dana IX wi Pon n (§ 2, n° )

p o= (o e )

ot lew gy nont dea fonotions polynominles & coefliclents dann I& sar LY,
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Exemple 1. 8i’on prend K = L et n = 1, on retrouve évidemment les fonctions
du § 26, Exemple 3, i.e. les applications de K dans K qui sont de la forme

ao‘!‘alf—'- -{-a,‘t"

oll @y, ..., 4, sont des éléments « fixes » de K et ot ¢ désigne I’élément « vas
riable » de K,

\\ Exemple 2. K et n étant quelconques, prenons pour L un anneau de polynémes A
\; coeflicients dans K, autrement dit
L =K[Y,, ..., Y,
Pour tout polynéme
FfeK[X,, ..., X\]
et quels que soient
#, . e K[Y,, o, Y],

on peut donc définir f(u;, ..., u,); pour des raisons évidentes, on dit que
c’est le polynéme en Y,, ..., Y, obtenu en substituant les polynémes u, ..., M,
aux indéterminées X,, ..., X, dans f.

On notera que si I'on prend en particulier L = K[X,, ..., X,] et

Klle, ey E&ﬂ:Xn,

le polynéme f(u,, ..., u,) ainsi obtenu est évidemment f lui-méme, résulinl
que 'on exprime a l'aide de la relation

F=f (X ..oy X))

dans la pratique, on utilise fréquemment la notation f (X,, ..., X,) au leu
de f.

L’emploi de cette notation équi permet de mettre en évidence lew notitlon
utilisées pour désigner les indéterminées figurant dans f) ne devea paa [hire
oublier au lecteur que les lettres X, ne désignent pas des ¢éléments varluhloy
de K; voir la Remarque 3 du § précédent.

2. Somme et produit de fonctions polynomiales

Soient K un anneau commutatif, I un sur-anneau commutatif de K, et n un entier au
moins égal & 1. Ftant donnés des élémentsau,, . . ., 1, de L, considérons "application

v KX, o X, L .
donnée par

v (S) Sy o n)
pour tout polyndme /e 1K [IK,, .0, X, ] On aévidemment

() U(S) e f ol falK (Leond fent une « constante »)
(1) 0 (/) WS - X -
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[Yautre part, Papplication v est un homomorphisme d’anneaux; autrement dit, et
puiscue (3) montre déja que »(1) = 1, on a les relations

(%) v (f+ g =o(f)+ ug)
(0) v (f8) = v (f)v(g)

(quels que soient fet g, En effet, en posant

f: Eaﬁ r‘ﬂ}il_| R X:“: g = }:brd an{' L] X:'ﬂ)

it
fHg=h=Ye . Xi. . X
nvee
Coyuvirn = Gry.rg T+ br,...rﬂs
ot par suite

- u:" + qu ,..rnu;l P i'd:ﬂ
::f(uls Py an) + g(ub ey u,.),

ce qui est L relation (5). La relation (6) s’obtient par des calculs analogues, mais
tn pen plug compliqués,

Liew propriétés (3), (4), (5) et (6) caractérisent du reste Iapplication » comme on le
volt immddiatement, et il est par ailleurs clair que Pimage par v de I'anneau de poly-
nimes 11X, .., Xo] 2est autre que le sous-anneau K [#1y « .., 4] de L engendré par K et
loy ddments iy, . . ., u, de L.

My, ooy ) = Dry. il e Ui = Na, |l

Nemarque 1. Le noyau de I’homomorphisme v est formé des polynémes f tels que
Pon ait f(uy, ..., u) =0, i.e. des familles (g, .. ,) d’éléments presque
fous nuls de K tels que Pon ait

nl .
D, et U = O}

nutrement dit, le noyau de v est formé des relations algébriques entre uy, ..., uy &
cotfheiants dans K, définies au § 26, no 2. Dans la pratique, on ne fait aucune
dillérence entre ces relations algébriques et les polynémes f & coefficients
donw K tels que f(uy, <0y w) = 0,

(e qui précéde montre en passant que, si #,, ..
indipendants sur K, le noyau de » est réduit A o, en sorte qu’alors v est un iso-
morphisme de Pannean KX, ..., X,] sur le sous-anneau K[u,, .. ., #,] de L.

Lew Tormules (5) et (6) peuvent encore s’interpréter comme suit. Pour chaque
polyndme fa K[ X, ..., X,], considérons Papplication polynomiale correspondante

SEL 1,
tithinde par

S ¥y o m) s (e )

(ueln que solent les e L, Les relations (5) et (6) s’écrivent alors

ORI A SAR
(Sa)™ o S ¥,

.y U, sont algébriquement ~
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et montrent que la somme et le produit de deux fonctions polynomiales sur L, & coefficionts
dans K, sont encore des fonctions polynomiales & coefficients dans K. La relation (4) montre
¢videmment que parmi ces fonctions polynomiales figurent les fonctions coordorindes
par rapport a la base canonique de L*, et (3) que parmi ces fonctions figurent lo
applications constantes de L" dans K.

En fait, et si I’on désigne par M I’anneau de toutes les applications de L* dann 1,
il est clair que Pensemble des applications polynomiales considérées nest autre que o souss
anneau de M engendré d’uns part par les fonctions coordonndées, dautre part par les applivations
constantes de L dans K (applications que I’on identifie généralement aux élémenty
de K eux-mémes).

3. Cas d’un corps infini

Soient K un anneau commutatif, f et g deux polynémes & n indéterminées & coellls

cients dans K, et
£e gt KK

les fonctions polynomiales correspondantes sur K. Il se peut que les applications
S* et g* coincident bien que les polyndmes f et g soient distincts (et c’est préclius
ment la raison pour laquelle on ne peut généralement pas identifier un golyndmie &
coeflicients dans K avec une fonction polynomiale sur K»),

£xemple 3. Prenons n = 1 et pour K un corps fini & ¢ éléments. Comme le growupe
multiplicatif K* est & ¢ — 1 éléments, le Théoréme 5 du § 7 montre que 'on i

x7~1 = 1 pour tout xe K*
et par conséquent
¥' =2 pour tout xeK;

les polyndmes X et X7, bien qu’évidemment distincts, définissent done la mame
fonction polynomiale sur K,
Cette difficulté ne se présente cependant pas dans les cas classiques (K = @, R ou 0)
en vertu du résultat suivant :

‘THfoREME 1. Soient f et g dewx polynbmes & n indétermindes & coefficients dans un annean
d’intégrité infini K. Pour que Uon ait [ = g il faut el € suffil que Pon ait

J(x) = plx)  pour towt x e Ko,

En considérant le polyndme £ g, il vevient évidemment au méme de montror
que, pour tout polyndme e KX, ..., X,|, la relation ’

h(x) = 0 pour tout xe Kn

implique i < 0. Nous allonw Pétablir en plusieurs étapes,

Lasmmue o Soit £ un polundme & une inddteriminds o cogffictenty dans un annean commutalif 15,

n
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Pour qr'un élément a de K soit racine de f, il faut el il suffit qu’il existe un polynsme g € K[X]
il quie

S(X) = (X —a)g(X).

(Clette relation exprime que f est un multiple de X — a4 dans 'anneau K[X].)
Soit en effet Y une indéterminée distincte de X, et substituons a X le polynéme
i |- Y; on obtient un polynéme f(a 4+ Y) en Y, qui peut donc s’écrire

f(a""-Y):&o—f—ﬂlY“}—"' + u,Y"

ivee des wye K. Substituant 0 &4 Y dans cette relation on trouve évidemment

Sla) =u

¢l pir suite on peut écrire
Sla+Y) =fla) + Y.4(Y)

ponr un certain polynéme £ en Y. Substituant X — ¢ & Y dans le résultat obtenu,
ol posant (X — a) = g(X), il vient

F(X) =f(a) + (X —a)g(X).

Cleel montre ¢videmment que f (X)) = (X — a)g(X) si a est racine de f; la réciproque
oll triviale,

Limmie 2. Soit [ un polyndme de degré n >> 0 a une indéterminée, a cosfficients dans un anneau
commutatif K. Supposons K intégre; alors f posséde au plus n racines dans K.

81 f'est de degré 0, alors fest une constante non nulle et ne posséde aucune racine,
onsorte (que le lemme est vrai pour # = 0. On va maintenant considérer le cas général
o rdsonnant par récurrence sur le degré n de £

Soit a @ I une racine de f; on peut écrire f (X) = (X — a)g(X), ol g est de degré
n 1 puisque K est intdgre (§ 27, Théoréme 1); si b est une autre racine de fdans K,
ot doit avoir 0 = (b — a)g(b), et comme K est intégre on en conclut que les racines
de fdans K autres que a sont celles de g; comme g est de degré n — 1, il a au plus
o1 racines dans K d’aprés hypotheése de récurrence, et par suite [ posséde lui-
mébme an plus e racines dans K, ce qui démontre le Lemme.

Le Lemme 2 prouve évidemment le Théoréme 1 dans le cas des polynémes 4 une
vierlnble puisqu’il montre que, si 'anneau de base K est intégre, un polynéme
A K[ X | ne peut avoir une infinité de racines dans K que s’il est nul.

[l reste & établir le Théoréme 1 dans le cas d’un polynéme /% 4 n variables, en
ralsonnant par réeurrence sur 2. On peut éerire

h(xlv Fry XH) }_}ﬁ,-f}\:h LY ] er 1]}{:

Xiy v ooy Xooq]s Supposons A{x) = 0 pour tout ye K5 il

nvea den polyndmes /e I
vient nlars dvidemment
:Mr( i e ()
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pour tout y e K*~1 et tout 1= K. Pour y € K*~! donné, on voit donc que le polyndme
a une indéterminée

Lo ()T

est nul en tout point de K, et comme le Théoréme 1 est déja établi pour les polynémes
4 une indéterminée on en déduit donc que

A{y) =0 pour tout ye K~-1

et tout 7; mais alors I’hypothése de récurrence montre que 4. = 0 pour tout r, et on a
bien finalement la relation £ = 0, ce qui termine la démonstration.
On peut en fait améliorer le Théoréme 1; cf. Exercice 1.



EXERCICES

I1 est parfaitement utopique d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Exercices, '

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont dey
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre. D’zutres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s’habituera 3 manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas #és faciles sont
précédés d'un signe €. Enfin, la derniére catégoric est constitude par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinds uniquement
aux étudiants déja avancés qui s’intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes .

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un ‘Exercice ne consiste pan
seulement & se convaincre, 4 aide d'un « brouillon » fait 4 la hite, du fait gqu’on ¢n a i peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de calcul numérigue,
il faut par contre s’efforcer de rédiger intégralement les Lxercices plus théariques, ot 'on doit
construire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de celte fagon,
Pétudiant parviendra 4 acquérir un langage clair et correct, et 4 utiliser les termes techniquos
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.



§ 26

1. Montrer que les nombres complexes suivants sont algébriques et former pour chacun
d’entre eux une équation algébrique 4 coeflicients rationnels : '

Va+ e Ve+vs Vet Vs Va4 va+vs

2. Soient L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et » un élément de L transcendant
sur K. Trouver toutes les relations algébriques A coefficients dans K existant entre les éléments

£ 41 et %3
de L. Méme question pour

M4 x4+ 1 et x5,

g 3. Soient A un anneau d’intégrité commutatif et K un sous-corps de A. On suppose A de
| dimension finie en tant qu’espace vectoriel sur K ; montrer que A est un corps.

' Soient L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et ¥y, ..., %, des éléments de L algé-
‘ briques sur K. Montrer que le sous-anneau K[x,, ..., x.] de L est un corps.

LI mSoit K un corps commutatif. On appelle extension de K tout corps L admettant K pour

——sous-corps (par exemple, C est une extension de R, qui est une extension de Q). On peut
alors regarder L comme un espace vectoriel sur K; si L est de dimension finie sur K, i.c. 8"l
existe des éléments gy, ..., a,€L en nombre fini tels que tout élément de L puisse s’éerire
sous la forme :

xay + o - oxa,

| avec des x,€ K, on dit que L est une extension de dogré fini de K; la dimension de L comme
| espace vectoriel sur K s’appelle alors le degré de L sur K, ¢t se note
4

[L: K]; -

. ct an appelle base de L sur K toute base de L congidéré comme enpace vectoriel sur I, Lorsque
K = Q, les extensions de degré fini de I sont, par définition, les corps do nombros algébriquos
[historiquement, on imposail aux corps de nombres algébricues d'dire des extensions de degrd
fini de Q contenues dans 0, muin il ent ficilo do voir que toute extentlon de degré fini do Q peut ke
« plonger » dinna €, de sorte que cotto condition et superflue], On déalgne dans ca qul sult
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par K un corps commutatif et par L une extention de degré fini n de K. Pour toutae L, on
note u, 'application de L dans L donnée par

u,(x) = ax pour tout xeL.

i} Montrer que u, est un endomorphisme de L considéré comme espace vectoriel sur K,
ol qu'on a les relations

u, + Uy = Uy, Ug 0y = U,

(uely que soient a, be L. Quels sont les endomorphismes de L (regardé comme espace. vecto-
riel wur K) qui commutent 2 tous les u,?
) Pour tout ae L, on pose

Trugla) = Trlu),  Nyla) = dét(u,)

(on regurde 1, comme un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie sur K
lo déterminant de u, est défini au § 23, no 5 etla trace au § 1g, Exercice 22). On dit que Tr, . (a)
ent 1n traco et N,y (a) 1a norme de a (relativement au sous-corps K} ; ce sont donc des éléments
de K, Montrer qu’on a

Trela + b) = Tryp(a) + Tryx(8), Ny/g(ab) = Nisx (@) Ny (5)
(uels que soient @, beL. Si L est de degré n sur K, on a de plus

Tryx(a) = na, Nyjxla) = a»
pour towt e K,

) Holt (1,);.~1-n une base de L regardé comme espace vectoriel sur K; tout xe L s’écrit donc
d'une fagon et d’une seule sous la forme

*=fa + - +a, avec b Eek

On pone

b
B

I

et
L=
8

ol low & sont dang K. Caleuler Try gy (x) et Nk (*) en fonction des Ao

d) On wuppose K de caractéristique 0 (i.e. que si xeK et e vérifient rx — 0, on a soit
Foes Onoitx 05 cf. § 30, n° 6). Montrer que si un ae L vérifie

Tryx(ex) = 0 pour tout xe 1,
o a0, Fin déduire que, si (2,), -, -, ey une base de L sur K,ona
dét (Trl.i'x{a:“j)L Zpj <) 7 0.
#) Mot (@) < <, une base de L sur K ; on considére n éléments

.
b Z . GekK <t
{ 155 Pigty (Pu ek, 1<Ji<n

ilo L, Montrer que, en introduisant les matrices

A (:l._rl,flt("llﬂj)'l e
I I"l..ﬂx“’r"’;) 1

bt (B = dét(A)  dét (p, )N,

On n

in dédulve (nl 18 ent do oarnctéristioue 0) lo rdsultat sulvant | pour quo n dléments vy, ., 8,

qq
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de L forment une base de L sur K, il faut et il suffit que le déterminant de la matrice

(Trux(x,x_,))l <hj<n
soit non nul. Ce déterminant s’appelle le diseriminant des  ¢léments X, oo, x, de L el ga
note généralement
Dyl .., ERP

S K étant supposé de caractéristique 0, soit (1), -, s Une base de L sur K ; montrer qu'il
existe une autre base (s, <<y de Lsur K telle que Ion ait

_ ¥ sii=j
TrLJ"K(“iUJ) - go sig _?/:j
{on montrera que les coordonnées des % par rapport 2 la base (4;) sont donnédes par un ayfs
teme de Cramer). On dit que les bases (4;) et (v,) sont complémentaires.

£) Les hypothéses et notations étant celles de la question (f), montrer que les coordonnden
de tout ¥ L par rapport a la base () sont les éléments

de K Try e (2,
e K.

#) On ne suppose plus K de caractéristique 0. On dit que L est une extension séparablo do
K #'il existe un xe L vérifiant
Tryx(x) # 0.

Montrer que les résultats des questions ), ¢), f) et g) sont encore valables dans ce cas,

5. Soient L un corps commutatif et K un sous-corps de L; on suppose que L est extonnion
de degré fini de K (Exercice 4), et on désigne par E un sous-corps de L contenant K.

a) Montrer que L est extension de degré fini de E, et que E est extension de degré fini de K,

&) Soit (2,);<; <, une base de Lsur E, et soit (5)); <, <, une base de E sur K, Montrer ue lew ry
¢léments 4,6, forment une base de L sur K. En déduire que, si I’on note [L: K] le degré de L,
sur K (i.e. la dimension de L. comme espace vectoriel sur K) on a la relation

[L:K]=[L:E] [E: K]
c} Montrer que, pour tout x L,ona

Trype (%) = Trx!n(Ter(-"))
NLJ’K(“‘) = NEIK(NI.!E(”))

(voir I'Exercice 4 en ce qui concerne les notations utilisées),
d) Soient x un élément de I, et

Ho—a o e (o D'y = )

une équation algébrique A coeflicients dans K vérifide par ¥, et de degré s minimom, Montrer
que les éléments
: I X o, a0l
forment une base du corps K[x] sur K. 1n utilisant la question ¢) de 1 lixercica 4, ot en posan|
K[x] = L, montrer qu'on
Trige(w) = a,., Nygyc(w) = ay.
En conclure cue
- " '
Ly () = v M Npg(n) e (ag)me

ot e (L1 K],



§§ 27 et 28

L, Hoit K un anneau d’intégrité infini. On dit qu’une partie A de K est un ouvert de Zariski
thivon 1 Wil existe des polynémes f, ..., feK[X,, ..., X.]; en nombre fini, tels que le
tomplémentaire de ensemble A dans K» soit 'ensemble des » = K* qui vérifient les relations

A8 = =f =

Ceol dit, woient f et g deux polynémes A indéterminées, 4 coefficients dans K; on suppose
('l exinte dans K* un ouvert de Zariski non vide A tel que l’on ait

S (%) = g{x) pour tout xeA;

montror qu'nlors f= g (prinéipa de prolongement des identités algébrigues)
B Montrer que si trois polynémes f, g, he R[X] vérifient I'une quelcongue des trois relations
milvianten, onn f = g = h = ¢ :

S (XY — Xeg(X)? = Xn(X)®
S (X)F—Xg(X)? + h(X)? = 0
S+ g(X) 4+ (X + 2)(X)2 = o.

Pett-on duny ce qui précede remplacer R par un corps commutatif quelconque?

I, Bolent KK un corps commutatif, £ un polynéme 2 une indéterminée 2 coefficients dans K,
Oy, ooy a, des racines deux & deux distinctes de S dans K. Montrer,  'aide du lemme 1
e ulh, qu'il existe un polyndme g A coefficients dans K tel que

SXK) = (X—a) ... (X —a)g(X),

Appliention ¢ caleuler (sans calculs 1) le déterminant
1 Y 2 3
12—t g 3
2 3 ! 5
2 3 I g—a®
A Mo queation pour le déterminant
t 1 1 . 1
Iy 1 Ve t
! 1 Re=& 0, 1
1 I 1 v ey
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5. Soient fy, ..., f, des polyndmes & une variable & coefficients danx un ‘anneau commutatif
K,etdedegrésn — 2 au Plus. Montrer qu’on a

quels que soient les x, e K.,

8. Soient K un corps commutatif infini et gs « .., @, des éléments donnés, deux 4 deux dig-
tincts, de K. Montrer qu'il existe un et un seul polynome fe K[X] de degré n au plus vérifiant

Sla) =5 (0<ign),

ou les 5, sont des éléments donnés de K, et que f est fourni par la formule d’interpolation do
Lagrange o

X) = D5 E =) (K ) (K—ayy) .. (X—a,)
JX) § ! 8—a) ... (a,—a;_,) ([@—ayq) ... (4—a,)

Exemple : trouver un polynéme Jde degré 3 tel que
S =2 flay=1, f(3) =4 Sl =3.

7. Onpose

H .
z;,=cosﬁ. +s.sm2k—“;
n

trouver un polynéme f de degré n — 1, & coefficients complexes, tel que I’on ait

flz) =k+1 pour 0 <k <n—1
Réponse :

k=n—1
f(X}:g-?w—-—l- E -(1—£.c0tgk-“f) X¢,
: n

2 k=1

8. Soit f une fonction définie sur ’ensemble N des entiers naturels, et & valeury comploxes,
On définit une nouvelle fonction A JSpar

Af(n) = fln + 1) —fin),

et on définit successivement
AL = A(AS), A f = A(ALS), ...
Enfin, on dit que fest polynomiale de degré r 8'il existo des constantes Ggs + v +y a, telles que
S = an + a_n-t 4 ... g, pour tout naN,

avec de plus a, 4 0, !
a) Montrer que ni £ est polynomiale de cdegré ron a

A 0, AMS o 0,
8) Calculer A f lorsque

Jn) = nin 1) . ';’<” =rel 1) (:') pour tout ne N
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on déduire que, si fest une fonction polynomiale quelconque de degré r, on a
foy=a+a(l)+ - +a(]) aveq—acr (o).

¢) Montrer que si une fonction f{(n) vérifie
&H-lf: 0, Arf?é o,
nlory f ent polynomiale de degré r.

fonction polynomiale fsur N, de degré 7, telle que
Af=g SflO)=0.
Iin enleulant £ par la formule de la question 4), en déduire une expression de la somme
g(0) 4 g(r) + - + &),
Application @ caleuler les sommes
12 4 2% - - ol 1424 . 4 nd

I 0. (On rappelle que si A est un anneau commutatif, un idéal I de A est dit premier si I 5% A

olul, pour x, y e A, la relation xye1 implique xe I ou y&1; qu'un idéal T de A est dit maximal
i1 o4 A et ni les seuls idéaux de A contenant I sont I et A; et qu’enfin tout idéal de A, autre
(ue A tout entier, est contenu dans au moins un idéal maximal), On se propose de prouver

(e, 8 1K ast un anneau commutatif, Pintersection de tous les iddaux premiers de K est Uensemble des
ddments nitpotonts de K.

@) Montrer que, si un idéal I de K vérifie I 52 K, alors I'idéal I' de I'anneau de. polyndmes
K| X engendreé par T vérifie I' 55 K[X]. En déduire que, pour tout idéal premier de K, il
adnte un idénl maximal de K[X] qui le contient.

b} On muppose que e K appartient & tous les idéaux premiers de K. Montrer que le poly-

ndme 1 uX n’appartient & aucun idéal maximal de I'anneau K[X]; en déduire qu'il est
invernible dany Panneau K[X].
¢) Montrer que le polyndme 1 — #X (reK) est inversible dans K[X] si et seulement si v

ol nilpotent; en déduire le théoréme annoncé,
d) Hoit 1T un idéal d'un anneau commutatif K, avec I £ K. Montrc_ar que intersection des
ldddnux premiers de I contenant T est formée des xe K tels que 'on ait

xel
ponr mmoine un entier n,

10, Molt 1K un corpy commutalif. Pour que le sous-anneau K[ ] de K[X] engendré par un
polyndme fe 1] X] soit I X] tout entier, il faut et il suffit que

SO = aX - b, a0,

4 11, Holt K un anneau commutatil, On appelle gérlo formollo & une Indétorminde i cocflicients
dann K toute miite

S (ag ayy vy 00)

d'dldments de I (on ne suppose pan Les a, prescue tous nuls), On définkt ln somme ot lo produit

if) Soit g une fonction polynomiale de degré r — 1 sur N. Montrer qu'il existe une et une seule

qq
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de deux telles séries formelles & I'aide des formules (2) et (3) du § 27, n° 2, utilisées pour définir
la somme et le produit de deux polynémes. Montrer qu’avec ces définitions on obtient un
anneau commutalif contenant un sous-anneau isomorphe 4 K[X].

L’anneau ainsi obtenu se note habituellement K[[X]]; au lieu de la notation initiale
f=(apay ...,a, ...), on représente les séries formelles par ’écriture

(*) f=aﬁ+alx+".+anxu+“':2arlxn’

n=n

qui permet de retenir plus facilement les formules définissant les opérations fondamentales ;
pour multiplier deux séries formelles, on les multiplie « terme 4 terme » puis on groupe ene
semble les termes de méme degré dans le résultat obtenu. Bien entendu, la formule () n'a
théoriquement aucun sens, puisqu’elle peut contenir une infinité de termes non nuls; on
ne doit la considérer que comme une simple nofation commode pour représenter la suite
des g,eK. . '
Démontrer les résultats suivants :

a) Pour que 'anneau K[[X]] soit intégre, il faut et il suffit que K le soit,

6) Pour qu'un élément (*) de K[[X]] soit inversible dans K[{[X]], il faut et il suffit que son
« terme constant » 4, soit inversible dans K (différence majeure avec les anneaux de poly-
nbmes...).

¢} Calculer Pinverse de 1 — X dans K[[X]].

12. Soient K un anneau commutatif et
P Y) = p(X) + 5X)Y + - p (XYY"
un polynéme & deux variables 4 coefficients dans K. On suppose $,(0) = 0 et $,(0) inversible

dans K [i.e. 5(0, 0} = 0 et p{(0, 0) == 0 si K est un corgs.]
Montrer qu’il existe une série formelle et une séule

= X+ a,X2 4 ...

a cocfficients dans K, sans terme constant, qui vérifie la relation (X, y) = 0.
[On pourra procéder comme suit : supposant trouvées des constantes g, .,
que le polyndme

o a,a@ls tellon
HE aX 4 aX2 4 o 4 g X

ne contienne aucun terme de degré < r, on montrera qu'il existe a4 € K tel que le polynfime
pX, aX A (.,axs o ag X

ne contienne aucun terme de degré < r - 1.]

Calculer y si K= € et f(X, Y) = (X — ()2 —~Y¥ olt p et g sont des entiers positily
Voyez-vous un rapport entre la série formelle oblenue et le développement en série entidre,
élabli en Analyse, de In lonction

(x 1y

18, Solent p un nombre premier, £ ot g deux polyndmes & coelMalents entlery ratfonnels,

a) Montror quo al p divine toun len coolliclonts de £ g, (1 divise tous lex coefliclonts do f, ou blen
toun lea coolliclents de g,
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b) On dit qu’un polynéme 4 coefficients entiers rationnels est primitif si le pged dc_ ses coeffi-
clents est égal & 1, Montrer que si f; g sont primitifs, il en est de méme de leur produit.

¢) litant donné un polynéme # 4 coefficients entiers rationnels, on appelle eontenu de 4 le
fied, noté e(h), de ses coefficients. Montrer qu’on a

o(feg) = e(f)ele)

(lonime de Gauss).

quels que soient  f; g Z[X]

I, Soient K un anneau commutatif, p un idéal premier de K, et £, g deux polynémes éco?fﬁ-
clentn duns K. On suppose que tous les coefficients de f'g sont dans . Montrer que y contient
ilorn tous les coeflicients de £, ou tous ceux de g.

1B, Soit K un anneau d’intégrité commutatif,

i) Hoient fel g deux polyndmes non constants & une indéterminée, & cocfﬁcfepts dans 'anneau
I Doy Panncan K[X, Y] des polynémes & deux indéterminées & coeflicients dans K, on
conmiddre Pidéal T engendré par les polyndmes f (X) et g(Y). Montrer qu’on a

I#K[X, Y]
(G auppodera qu’on a une relation de la forme
wX, Y) F(X) + o(X, Y) g(Y) =t

ot on examinera les termes homogénes de degré maximum du premier membre).

by Solent f1, ..., /, des polynémes & une indéterminée, 4 coefficients d,ans K. l}dontrcr
(ue Fidéal de Panncau K[X,, ..., X ] engendré par £,(X,), .. +» So(X,) n'est pas ’anneau
[ X400 X, tout entier si les £, ne sont pas constants.

) Montrer que, pour tout entier & tel que 1 <k < n, 'idéal Fle_ K[X,, .
pie Xy X est premier. Ces 2 idéaux sont-ils deux a deux distincts ?

.y X,] engendré

10, Soit K un anneau commutatif. Montrer que les propriétés suivantes de K sont équiva-
lemten s (1) 1K n'a pas d’élément nilpotent non nul (#) tout élément inversible deI'anneau K[X]
antconatant (ol Liverciee g de ce §, ot PExercice 1 du § 8; on pourra aussi examiner les rapports
aven Mivereier 11 de ce §).

7, Bolent Vet W deux espaces vectoriels de dimension finie sur un corps commutatif K,
On dit qu'une application £ de V dans W est polynomiale 8'il existe une base de V et une base
do Wotellew que Tew coordonnées du vecteur y = £ (x) @ W soient données, en fonction de celles
du voctonr e V, par des formules de la forme

Ny = !)J{EU MRS Em) {I : J*J " ”)

ot e pomond des polyndmes Xom = dim (V) indéterminées, 4 coeflicients dans K. On dit
e gue fest homogéne de degré 7 si les p, sont homogénes de degré 7, _ _

Maontrer que ces délinitions sont indépendantes des bases choisies dans V et W (i.e. que si les
vondition dnonedes sont satisfuites pour un choix particulier de ces hases, elles le sont pour
toubnutre choix). Montrer que, si le corps K est fini, toule application de V dans W est ])u_lyr}oj
mindo (o qul die beaucoup de son intérét & celte notion dany ce ead. ). On suppose K infini
divim o cul wait, . . . ,

Qi note 8V, W) Pensemble dew applications polynominles do V dans W, el 5.V, W} I'en-

nomblo de collew qui nont homogénes de degrd ro On pose enlin

SV) BV, K), B,(V) = 8.V, Ky

q
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les éléments de S(V) [resp. S8,(V}] sont appelés les fonetions polynomiales [resp. les fonctions
polynomiales homogénes de degré r] sur V,

Montrer que toute fe S{V, W) s’écrit d’une fagon et d*une seule sous la forme
S=h+hA+ ...

ol £, est polynomiale et homogéne de degré r, avec f, = 0 pour presque tout r.

Montrer que S(V) est un sous-anneau de 'anneau de toutes les applications de ’ensemble V
dans le corps K, que S(V) contient les applications linéaires et les applications constantey
(qu’on identifie habituellement aux éléments de K, de sorte que K s'identifie canoniquement

4 un sous-corps dé l'anneau 8(V)). Soient £;, ..., Jn les fonctions coordonnées de V par
rapport & une base de V; montrer que

S(V) =K[fi ..., £.]

et que les éléments f;, .. ., f, sont algébriquement indépendants sur K.
Montrer que S{V, W) est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel de toutes les applici-
tions de I'ensemble V dans Pespace vectoriel W. Montrer que, sifeS5(V) et si geS(V, W)
Iapplication & = fg de V dans W définje par

h{x) = Fx)g(») pour tout xeV

est encore polynomiale. En déduire qu’on peut regarder S(V, W) corame un module sur 'an«

neau S(V). Soient (z;) une base de V, (4;) une base de W, et notons Ji; Vapplication lindain

de V dans W qui vérifie

' b, sik=1

{a,) = 17 ;

fula) = 1o Gk

montrer que les f;; forment une base du S{V)-module S(V, W).

Soient U, V, W trois espaces vectoriels de dimension finie sur K, et
iUV, g:V->W

deux applications polynomiales. Montrer que l'application composée g o f est polynomiale,
Si fet g sont homogenes de degrés r et s, alors g o fest homogéne de degré¢ rs.

18. Soit K un corps commutatif infini. On considére Papplication polynomiale £ de K dans
K® donnée par
SO =(4 41, 04140, Bt 1)

trouver toutes les fonctions polynomiales sur I8 qui sont nulles en tout point de f (IK). Quol
sont les points de K9 oit toutes ces fonctions sont nulles?
Méme question pour Papplication de K* dans K* donnée par

fmxfﬁh‘w*'”lw

. o o

18, Soient K un anncau commuiatil’ et M un Kemodule; on se propose de « plonger » M
dans un module sur Pannenn K[X] des polyndmes & une indéterminde A coellicients du I,
Pour cela, on considére Pensemble, noté MIXT, dont les dléments sont les suitos

(Mgy myy o)
d*dlédments presgue tous nuly o My oncdéfinit une addition dana MIX] pae ln formule
{ [}
{mgy mfy o\

ol (e ) e (g g, mi iy 00
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onfin, on définit le produit d’un élément de M[X] par un élément de K[X] en posant

(g, a1, a3, - o) (g, my, my, ) = (aymg, aymy +- Gy, - )

Muontrer qu’avec ces définitions 'ensemble M[X] est effectivement un K[X}-moc!ule ; on
'nppelle le module des polyndmes 3 une indéterminée, & coefflcionts dans M. On identifie
chaque me M a Pélément (m, 0, .. .) de M[X]; montrer qu’on a alors

(mo, myy myy ) = my + X 4 m X2 4 -

diiw le K[X]-module M[X] (NB — On écrit ici les scalaires, i.e. les éléments de K[X], &
(lroite des éléments de M[X] pour se conformer 2 la tradition suivant laquelle, dans un poly-
ndme, on éerit les coeflicients 4 gauche des mondémes).

Holent M et N deux K-modules et # un homomorphisme de M dans N; montrer qu'il existe
un et un seul homomorphisme

# : M[X] — N[X]

do K[ X]-modules qui coincide avec u sur M.

On suppose M libre de type fini; montrer qu’alors M[X] est un K[X]-module libre de type
find, ot que toute base de M sur K est aussi une base de M[X] sur K[X]. .
(I'our une application des constructions précédentes, voir § 35, Exercice 10)

#0. Solent K un anncau commutatif, E un K-module, et  un endomorphisme de E. Etant
donnd un polyndme

SX) =@+ aX + o+ aXe

h voellicients dans K, on pose
Ju)=ay. jg + au+ - + au,

d'oft un nouvel endomorphisme de E. Ceci fait, on considére 'application de 'ensemble
produit IK[X] x 1! dans I'ensemble E donnée par

(s ) > f (@) (x);

montrer que I'ensemble I, muni de la loi de composition (x, ) ~ x + y et de Papplication
(quion vient de définir, est un module sur Panneau K[X]; on le note E,. .
Rdciproquement, soit M un K[X]-module; soit E le K-module déduit de M par restriction
dew nealnives (*) & P'anneau K; on considére I’homothétic de rapport X dans M comme une
application « de 1% dans E. Montrer que # est un endomorphisme du K-module E, et que
M o 1. Autrement dit : un module sur Pannean K[X] s'identifie & un couple formé d’un module sur
Linnean 1 ot d'vn ondomorphisme w de ce K-module. (Ce résultat montre que P’étude des endomor-
phinmen den Kemodules revient a celle des K[X]-modules, ce qui sera confirmé dans les
doverviony i § ga).

Onone donne 1 et 1 comme ci-dessus; quels sont les sous-modules du K[X]-module- E,?

On connidirve deux K-modules E et F, un endomorphisme u de E, et un endomorphisme v de F.
Caneli wont lew homomorphismes du K[ X]-module I, dans le K| X]-module F,?

(*} Soient Loun anneau, K un sous-anneau de L, et M un Lemodule 4 gauche, Im_ r_:l_nchllc
dédult do M par rentriction & I dey sealnives s'obtient en considérant le groupe :lultlll.l_i M et
application (a, m) —>am de K % M dann M qui colneide, sur X x M, avee I'application
do % M dana I\thIrmln"l- dns o sirueture de L-nmrlu[c de M, Autrement dit, on parde les
mémoen « veotourn », Paddition reate ln méme, maiv on ne regarde que les homothéties dont le
rpport appartient b K. Par exomple, tout enpace vectoriel compleve délinit aumi un espice
vootorel riel,

§ 27 et 28 EXERCICES 581

g 21. En imitant les constructions de 1’Exercice précédent, montrer que, si K est un anneau

qq

commutatif, les modules sur I’anneau de polyndmes K[X, Y] s’identifient aux triplets (E, u, v)
formés d'un K-module E et de deux endomorphismes u et v de E tels que x o vy = z o u. Généra~
lisation & n indéterminées ?

22. Soient L un corps commutatif et K un sous-corps de L.
a) On consid2re un systéme d’équations lindaires

« ¥y A o

aﬂllxl + re + amnxn = bm

4 coefficients et seconds membres dans K, et un polynéme p 4 coefficients dans K et & n indds
terminées. On suppose qu'il existe une solution

(.‘!‘.‘1, Tty x‘")EL“

telle que p(¥;, ..., x,) 5 0; montrer que, si K est infini, il existe alors dans K* une solution
de (%) qui n’annule pas p (exemple R et C).

b) On considére deux matrices A, Be M, (K). On suppose qu’il existe une matrice Ve GL(#, L)
telle que B = VAV-1; montrer qu’alors il existe Ue GL(n, K) telle que B = UAU-1 (connls
dérer I’équation UA = BU avec la condition dét(U).54 0 et appliquer la question précédenta),

[NB — Ce résultat subsiste si K est un corps fini, mais la démonstration est nettement plus
difficile; cf. § 35, Exercice 13].

28. Soient K un anneau commutatif et I I'idéal de K[X] engendré par X#+1, Décrire 'annenu
quotient L = K[X]/I (on montrera que L est engendré par K et un élément ¢ assujettl A
vérifier la relation &1 =— QY .

Trouver ses éléments inversibles. [L’anneau L intervient, pour K = (, dans la théorie cles
développements limités d’ordre n].



