§ 24. Déterminants

1. Propriétés fondamentales des déterminants

Etant donnée une matrice carrée

a coefficients dans un anneau commutatif K, on a défini son déterminant au § uy,
n® 5 comme étant le scalaire

~
dét(X) = ZJ B(o) Banwy - - - Bty

fES,

SiT’on introduit, dans le module K*, 'endomorphisme # dont la matrice (par rappor|
a la base canonique de K"} est X, et les vecteurs

xi=ule) = (B, « v s bin)
représentés par les eolonnes de la matrice X, on a aussi
dét(X) = dét(u) = D(xy, ..., %)

o D{x,, ..., x.) désigne le déterminant des vecteurs x; par rapport & la hase ¢
nique ¢y, . .., &, de K",
Il résulte évidemment de 18 que le déterminant de X est une fonction multilindatra

‘atternde des colonnes de X, De 14 résultent les régles de caleul suivantes, importanton

dans la pratique :
a) Un ddterminant qui a dewx colonnes dgales ovt nud,

Ciar une forme multilinéaire nlternée ext nulle lorsque deux des veetears vielablos
qu'elle contient sont éganx,

by St Lon fait subly aux colonney d*un ddterminant une permutation a, la valewr dii dédterminant

constiddrd est multiplide par ta signature de a; on pacticulior, un diterminant est multiplid
par <1 lorwgu'on permute deny de sex eolonnes,
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Clela provient de 'identité

S Koy« Kogmy) = P(0) f (%1, - - -, Xa)

vitluble pour toute fonction multilinéaire alternée.
" exemple :

la & ¢ b a ¢ c a b
a b | =—1p 4 =4 & b
an’.f bn’:‘ C”:. bl’ll a” cf-" gﬂ’ a"n’ bﬂ‘

0) Sty dans un délerminant, on multiplie tous les termes d’une colonne donnée par le méme
wealaire \, le déterminant considéré est multiplié par .

i) Stupposons que, pour un entier donné i, les termes de la i® colonne de la matrice X sotent de la
Jorme

=T (<)<
volt X! (resp. X") la matrice déduite de X en y substituant §); (resp. Ei}) @ &y pour 1 < j < n;

on i alors

dét(X) = dét(X’) + dét(X").

Lew propriétés ¢) et d) traduisent les relations {g) et (4) du § 22.
P'ar exemple on a

a u S+ 2w | ia ¢ a v ¢
a WA | =la v ¢ +2.]ld v ¢
.‘.'H !‘J.r _J_ 20” c.’f aﬁ uﬂ' 6” a# yﬁ' cﬂ

i combinant les propriétés a), ¢) et d) on obtient

o) La valowr 'un déterminant ne change pas si Pon ajoule & Pune de ses colonnes une combi-
nafson lindaire quelcongue des autres colonnes.
Par exemple considérons le déterminant

I 2 3
4 5 6f;
7 8 9

en retranchant la secondle colonne de la troisiéme, puis la premidre de la seconde, on
trouve le déterminant

fr 11
4

aqui ent nul puisgqu'il o deux colonnes égales.
['autre part, la relntion

dét (7X) = dét (X)
i § g, Théorsime 6, montre que

/) L valeur o 'un déterminant ne ohange pas lorsgu'on dehange vor lgnes of see eolonne,
4 /
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Il résulte de 13 qu’un déterminant est fonction multilinéaire alternée de ses
lignes aussi bien que de ses colonnes. Par suite :

g) Les rigles a), ..., ¢) demeurent valables si I'on y remplace partout le mot colonne par l
mot ligne.
2. Développement suivant les éléments d’une ligne ou d’une colonne

Soient X un K-module admettant une base (a,, ..., a,) & n éléments, et £ ung
forme (n — 1)-linéaire alternée sur X. Le Théoréme g du § 29 montre que

81,6y e Sn—1, iy
f(xb "'Jxru—-l): . E iy d B

[ —
x = YEya, Y ening =f(a, - )

Mais les n — 1 entiers ¢,, ..., 7, étant deux A deux distincts et compris entre 1 el n,
on voit que les suites #; <C - -+ < #,_,; qui figurent dans la formule précédente sont
au nombre de #, et sont les suivantes :

(2, ..om); (1,3, ...,n); ...; (1, ..., n—1),
autrement dit ce sont les suites de la forme

L, .., j—1, 74+ 1, ..,n

avec 1 & 7 < n. Donc la formule précédente s’écrit encore

Wl
(1) Sl vy fa) = 24 - Dylxn -0y )

sjEn

ot 'on pose

11 P

I El j—=1 E-—l =1

(2) Dj(xl: CRCEY xn---[) = " Eﬂ '

E1 H1 a1, 41

EUI e En-—l,n
ct
(3) TJ ."".J{‘ (d'l) LRI | a} Ly (U,‘." =y (IHJ-

On notera que le scalaire Dy(x,, .., £4.4) est le déterminant de la matrice obtenue
en supprimant laj* ligne de la matrice

ST T
(W) e e

E ]
in U By n

lormdo avee len composanten don vecteurs v,
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Cela établi, prenons pour X le module K", pour base de X la base canonique

de K" et pour f'expression

(.'\) f(x].) LI ':xr\—l) = D(xls LY | x!’—:l.: u} xb AL | xn-—l)

Ol 1 est un élément fixe de K* et ou D désigne le détérminant par rapport 4 la base
canonigue : il est clair, puisque D est n-linéaire alternée, que f est bien une forme
(m - 1)-linéaire alternée sur K*. Posant

u = 2“1‘%‘,
on i d’aprésle no 1
|Eu s Ex-1,1 a3 En .. En-—1,1|
(0) Sy oo x) = | i
Eln Si—-1,n [~ 9% bin Sn—1,n

D'antre part 'expression (2). est le déterminant d’ordre n — 1 formé avec les coor-
tonnées d'indice « j des vecteurs x4, . . ., x,—,. Il reste a calculer

t =Sl oo, By Cpry - - )
Dies, ooy bimn gy ooy €imgy 8y €1y oy 8) S1F 2
Diey, . oy en,thy e ooy €1y, €y oo vy 8) SiJ 7> 15

comme u est somme du vecteur wge; et d’une combinaison linéaire des vecteurs
€15 vy €1y Ejg1y - - o5 En

(qui ligurent dans le déterminant & calculer, on peut remplacer u par «g;; il vient
tone

| Vo Do, oy s By oy Gy €y 8y o, Ea) ST L
Y , L. .
fog. D{er, ooy eimns ey €hy o ony €myy €ipny vy €a)  SLF >4,

d'ol immddintement

1= (_ I)H—j'xj'D(gla DS | gll) = (_- I)Hjaj.

Portant lew résultats obtenus dans la relation (1) il vient donc identité

£ Eaer 1

L1 N, 1
;(‘II o l) j\_f( I)l”a!" El,JlI En- L, 4

By R r

Ein comparant avee (63, et en adoptant des nottions phus syméiricues, on obtient
tdone le réwualtnt saivant

Tuonhve v, Solt X o (Ldoagon tne matrica cards o ‘ovdre n d ooefficlonts dans nn
anngan commutalyf 15, Didsignons par Xy o matrice obtenue en supprimant la 19 oolonne ot la
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Jje ligne de X. On a alors
@ aér(X) = D (—1)y.dét (X,)
lsjsn

pour tout entier i fel gue 1 Lt <

Comme les scalaires dét (X,;) sont indépendants des termes £, ..., &, de la
i¢ colonne de X, la formule (7) met en évidence le fait {évident par définition des
formes multilinéaires) que le déterminant de X est fonction linéaire des termes qui
figurent sur la ¢ colonne de X. Pour cette raison on dit que la formule (7) est le
développement de dét (X) suivant Ia 7/® colonne de X.

Comme dét (X} = dét (X} on a aussi bien entendu la formule

(8) dét (X) = Z (— 1)y dét (Xyy);

1%i€n

celle-ci s’appelle le développement de dét (X) suivant Ia je ligne de X.

Exemple 1. On a 'identité

a b ¢ d .
T ¥ ¢ d a ¢ d a b d a b o
a 4
P b” " d” = a. 'b” ﬂﬂ dﬂ' __b. aﬂ' cf.f dﬂ + €. a.l\f bﬂ‘ a’ﬂ' “d. af-' 6#’ HH .
a ¢
] b.’.\‘! cm db‘f af-fi c))‘nf dM’ a’b’ bhf} dﬂ'} am‘ bm’ r‘.m

a)\‘f bf.f! ch d}.ﬁ'

Exemple 2. Prenons pour X une matrice triangulaire, i.e. de la forme

en la développant suivant sa premigre colonne on trouve

Ogy  Agg e Gng

A6t (X) = ay. | O @ o o

R R R R

0 0 ... om
d’ot résulte, par récurrence sur n, qu'on a
dél (X) R T L TR T

produit des termes dingonaux de X.
Clette formule est un can particulier de la suivante, Soient my, o0y ny
cles entiers strictement positify, et considérons une matrice de ln forme

A Ay o0 Ay
X | O Ay oo An

AR NN NN

0 0 i Ap
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ott Ay est une matrice A n; lignes et #; colonnes quels que soient 7 et j. On a,
alors

dét (X) = dét (Ay) dét (Ay) ... dét (Ay).

Pour établir ce résultat, il suffit, en raisonnant par récurrence sur p, de le
prouver pour p = 2, autrement dit de montrer que

dét(‘g g) — dét(A).dét(D)

4i A est une matrice carrée d’ordre p, D une matrice carrée d’ordre ¢, et
B une matrice & p colonnes et g lignes. Pour cela, plagons-nous dans Ket+e
et soit u Pendomorphisme de K#*7 ayant X pour matrice par rapport a la base
canonique (e, .. -, €ppq); soient E le sous-espace engendré par ¢, ..., ¢, et
I le sous-espace engendré par épi, . . ., ¢, de sorte que

Kt = EEBF;

soient enfin » ’endomorphisme de E admettant A pour matrice par rapport a
ln base (e, - .., &) de E, w 'endomorphisme de F de matrice D par rapport
A L Dase (6ppay « - - pg) de Fy et D&y, .. ., %p14) le déterminant des vecteurs
varinbles &y, ..., %ppg par rapport a la base e, ..., ¢, de KP*7 ensorte
(I”l".

dét (X) = D(uley), - .., t(eprq))
On a visiblement

u(e) = v(er), . .-, ules) = v{ep),

dét (X) = D{v(ey), -5 v{€)s bpsas + s Bppq)
olt 'on pose provisoirement
bprs = ulep));
O, bypay v oy bpgq élant donnds, il est clair que Uexpression
Dy, o5 Xpy Oprrs « + o5 Dppa)s

on lew v, varient dans E, est une forme p-linéaire alternée sur E; donc (§ 23,
nt n, lormule (29)) on a

D((er)s ooy v(en)s bppas « - os bpa) = dét (0) . Dfey, « oy €p bpgay - 2)
coonorte quil vient déja

det (XY odét (A D{ey ooy e bppny oo i)
or
u(epys) 0 w0(epa) b tppn oo ti(0pp) o 0(Epyg) 1y

pved dow veetours ayy @ 1 done

Dty ooy bppg) = Dy ooy o w(e ) b gy o W) 1 dpgg)
o D0y 00 o W{epa)y 1) W(5))
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puisque les a,;, € B sont des combinaisons linéaires de ¢;, ..., ¢, (utiliser la
régle (¢) du n® 1 par exemple). Mais un raisonnement analogue a celui qu’on
a utilisé plus haut montre évidemment que

Dier oy e wlepn)s ooy wleprg)) == dét (w). Dley, ..., eppy)s
et comme dét (w} = dét (D) on trouve en définitive la formule
dét (X) = dét (A) dét (D)

cherchée.

3. Matrices complémentaires

Soit

une matrice carrée & coefficients dans "annecau commutatif K. On appelle complé=
mentaire de X la matrice

dont les termes sont donnés par la relation
(9) = () dée (X))

i
olt Xy, rappelons-le, désigne la matrice déduite de X par suppression de la " ligne
ct de la j© colonne,

Fasll

Tutoritme 2. Soit X une matrice carrde d’ordre n & coefficients dans un annean commutal{f,
(e a alors

XX = X X dét (X))

Pour montrer par exemple que X, X dét (X) .1, Leo que XX est Tn matrice
dingonale dont tous les termes diagonanx sont dgaax & dét (X)), tout revient &
prouver que

\ NOIX) sl
; Gelér (X)) s ) A
(1o) ‘TJE“""" {0 o

Or le premier membre w'éerit

\
L{ R dée (X)

('aprbs [a formule (1), cette expresfon n'est autee que le déterminant de la matriee
obtenue on remplagant lon termen by oo S do Tn A0 Hgne do X par Tes sondulres
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bip o+ ooy Eagy siJ % k la matrice ainsi obtenue a deux lignes identiques, de sorte
(jue son déterminant est nul; sij = £, la matrice obtenue n’est autre que X; d’ott les
relntions (10). La formule X.X = dét (X).1, se démontre de fagon analogue :

fl faut utiliser (7) au lieu de (8).

COROLLAIRE T, Soit X une matrice carrée & coefficients dans un anneau commutatif K. Pour
qun X soit inversible, 1l faut et il suffit que le déterminant de X soit un élément tnversible de K;

ona fors
(11) X-1 = dét (X)-1.X
Si X est inversible, le Théoréme 7 du § 24 montre que
dét(X. X1 = dét(X) dét(X1) = dét(1,) =1,

(e norte que le déterminant de X est inversible dans K. Siinversement cette condition
il rénlisée, le Théoréme 2 montre évidemment que la matrice

dét (X)-1.X
ol Inverne de X,

Remargue 1. Le cas d’un corps commutatif K avait déja été traité au § 23 (Corol-
lnire 1 du Théoréme 8).

OROLLALRE 2. Sotent X.un module libre de type fini sur un anneau commutatif K, et (a,, . . ., a,)
une base do X. Powr que des vecteurs xy, . . ., %.€ X forment une base de X 4l faut et il suffit
(e lowr ddterminant par rapport & {a base (ay, . . ., an) sott un élément inversible de K.

On doit en effet exprimer que les coordonnées des #; par rapport a la base consi-
dérde forment une matrice inversible dans ’anneau M. (K]}.

Lixemple 3. Prenons K = Z et X = Z*, la base (a;) étant la base canonique;
on obtient alors le résultat suivant : pour que des vecteurs

xrz(Em--'sEin) (Ig;g”)
Sorment wne base de T i faut ot il suffit que
dét ((5)) = = 1.

On voil aussi que le grou im GL(n, Z) est formé des matrices carrées d'ordre
n A\ cocllicients dans @ et de déterminant -4 1 ou — 1.

d, Formulon do CGramer

»

On i va que Ta résolution d'an systéme d’équations lindaires & coeflicients dans un
corpi 1§ pouvalt towjours se ramener i celle d’un systéme de Cramer, Le. d'un

Hyutdime
Y "nlli.n —— IJ'I

BEEEREEEE

"rmun - ti i

(10) §TI‘I]:I“|'
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ou la matrice
A = (ay)igiign

est inversible, i.e. de déterminant non nul, Posant

,El) fﬁ].)
x=| 1| b={:
A

le systéme donné s’écrit ' .
Ax=1b
et a pour solution
x = A-1h,

Or, on a donné au n® précédent (Corollaire 1 du Théoréme 2) une formule explicite
pour calculer I'inverse de Aj; il vient donc, si I’on en fait usage, la relation

x = dét (A)-1.Ad;

en explicitant cette formule on trouve évidemment

dét (A) .k = Z (— 1) dét (Ay)B;

ot Ay se déduit de A par suppression de la j¢ ligne et de la * colonne. Mais d’aprén
l¢ Théoreme 1, le second membre de la relation ci-dessus n’est autre que le déters
minant de la matrice obtenue, A partir de A, en remplagant les termes an, .oy
de la & colonne de A par les seconds membres By, ..., B du systéme (12). On voit
parl conséquent que la solution du systtme de Cramer (12) est donnée par les [ors
mules

3% GEi-1,1 ﬁ] i1, 1 “an[
E' .0‘-1;. o 1,n [in osI'-‘}-Iln Lun
]
% ny
%in %nn

Clelles-ci sont connues sous le nom de formules do Crameor.
Loxemple 4. Prenons K R et le systéme
K'A-\' g2 14 a
R R (T B A/
By g | ny e

le déterminnnt du syntéme ent

T a 4 1 o 9 0 0
H O =8 O 1psf 1 a0 Qs
9 0 ] 0 ni | ] oo
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de sorte qu’on a bien un systéme de Cramer. L'inconnue x par exemple est
donnée par

la 3 4 Iia3 1|
& 6 7:~---'!b 6 1

c 9 9 c g 0

I
x = —

= —3a—¢ + 30,

¢l on calculerait de méme les autres inconnues.

HRemarque 2. Si K est un anneau commutatif, les formules de Cramer sont bien
entendu encore valables pourvu que le déterminant du systéme soit inversible
dans K.

§ 25. Espaces affines

1. L’espace vectoriel des translations

Dans ce n® nous utiliserons les mots « espace », « point », « vecteur », « équipollent »,
« translation », etc...; le lecteur devra leur attribuer la méme signification qu'en
Géométrie Elémentaire. Nous n’en donnerons pas de définitions précises, attendu
qu’un concept tel que celui d’espace n'est pas 4 proprement parler un objet mathé-
matique (on ne peut pas le décrire 4 aide des signes fondamentaux de la théorie
des Ensembles...}. Mais on peut en dégager, en quelque sorte expérimentalement, dey
propriétés qui servent de base 4 la construction d’objets mathématiques analogues,
les espaces affines, qui seront définis au n® suivant,

Désignons donc par E I’espace usuel, dont les éléments sont les points usucls, Nous
avons vu- (§ 10, Exemple 2) que si ’'on choisit une fois pour toutes un point O dang It
on peut regarder 'ensemble des vecteurs d’origine O dans I comme un espace
vectoriel réel, de dimension 3. Mais la définition de cet espace vectoriel comporte
un élément d’arbitraire — a savoir le choix du point O — et si 'on remiplace O pir
un autre point (O, le nouvel espace vectoriel obtenu est isomorphe, mais non iden-
tique, au premier (on obtient un isomorphisme canonigue du premier cspace vectoriel
sur le second en associant a tout vecteur d’origine O le vecteur dlorigine O qui lul
est équipollent). Nous allons maintenant montrer qu’en modifiant cette construction,
on peut attacher & U'espace usuel un espace veetoricl canonique, L.e. dont la délinition
ne comporte aucun choix arbitraire,

Pour cela désignons par T" 'ensemble de toutes les translations dans 1 une
translation est une application, d'ailleurs bijective, e IV dans It qui transforme
chaque point Pe I en le point P e I tel que le veeteur PP soit équipollent & un vees
teur donné, Nous allons montrer que Pensemble T peat étre muni d'une Klrueture
d’espace veetoriel réel,

Pour celn on doit définir I somme s 1 ¢ de denx translations, ef le produit a
Qune translation par un sealindre 2 & R, L ce qui coneerne T somme, on posera

) ] { sty

dle worte que s - aern e gquton appoelle, en Glamdirle Blémentatve, In transdation
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produit de s et £, Quant & )s, ce sera la translation dont le vecteur s’obtient en multi-
plinnt par & celui de s,

Choisissons un point O e E et associons, 4 tout vecteur » d’origine O, la transla-
Hon s, de vecteur x : pour tout point PeE, le vecteur d’origine P et d’extrémité
tu(I’) est done équipollent & x. Ceci dit, il est clair qu’avec les définitions précédentes
o n

(1) Sz T Sy = Sayyp Aesz = Dia;

comme I'ensemble des vecteurs d’origine O, muni des opérations algébriques évi-
tlenten, est un espace vectoriel réel, il en est donc de méme de Pensemble T muni
dew opérations définies plus haut, et en fait I'application x> s, est un isomorphisme
(u premier espace vectoriel sur le second.

Nous dirons que T est Vespace vectoriel des translations dans espace usuel.

Fitant donnés un point Pe E et une translation s€T, nous poserons, par défini-
ton,

s+ P =s(P);
onobtient ainsi une application (s, P) k> s + Pde T X E dans E, et il est clair qu’on
i len propridids suivantes
(1WA 1) @ on a la relation
s+HE+P) =@+ +P
quels que soient s, te'l et Pe E;
(1A w) 2 on a la relation
0O+P=P

powr tout 1 e 1 (dans cette formule, 0 désigne bien entendu I’élément neutre de T);
(A 3) ¢ guels que soient P, Q e B, il existe un et un seul s<'T tel que lon ait

5P =Q.

Liv dernidre propriété signifie qu’il existe toujours une et une seule translation
fraslormant un point donné en un autre point donné, ce qui est en effet bien connu.
Laowngu’on

s ~'i* P = 3
i r"l ||| Hi ill\"('l'l“ |}"“' th{"]lili()nn

§ Q=P
[« diftérence » entre deux points P et Q est done la translation (ui ameéne PP sur Q,

Romargue 1. On lora attention au it (e, 8i nous venons de définie no« dilé.
rence » de deux points, Taquelle est une tranalation et non pas un point ou
un vecteur, nous n'avonn par contre pan délind In « somme » de deux points,
attondu que cetle opdration n'a nucun sens géoméielgque ou phyalque,

SN
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2. Espaces affines associés & un espace vectoriel

Soit T un espace vectoriel sur un corps K; on appelle espaee affine assoeié 3 T tout
objet formé par un ensemble E, et par une application de T x E dans E, notée

(5 P)b>s+ P,

de telle sorte que les propriétés (EA 1), (EA 2) et (EA 3) du n précédent soient véri
fiées. On appelle alors points les éléments de E, et tout se T permet de définir une

application de E dans lui-méme, & savoir application, que nous noterons T, donnée
par

5(P) =s + P pour tout PeE.
Ces applications sont bijectives, et prennent le nom de translations dans E.

Exemple 1. Soit T un espace vectoriel sur un corps K. On peut alors regarder T'
lui-méme comme un espace affine associé a T, attendu que I'addition dans 'I'
est une application de T X T dans T qui vérifie évidemment les conditions
(EA 1) 2 (EA 3) — celles-ci traduisent simplement, dans ce cas, le fait que T
muni de 'addition, est un groupe. '

Exemple 2. Soient X un ensemble, A une partie de X, etz unea plication donnde
de A dans un corps K, Désignons par T I’espace vectoriel sur I}{J formé des appli-
cations s de X dans K telles que s(a) = 0 pour tout ae A, et par I ensemble
des applications £ de X dats K telles que I'on ait f (¢} = ula) pout tout ae A
(autrement dit, E est Pensemble des prolongements de # 4 X}, Pour sa'l' ot
J = E définissons s -+ f comme la fonction s(x) -+ £ (x); les conditions du no |
sont alors vérifiées, de sorte qu’on peut regarder E comme un espace afline
associé a T\

Cet Lxemple, comme le lecteur le vérifiera, est en fait un cas particulier
de 1" Eixemple que voici,

Exemple 3. Soit M un espace vectoriel sur K, et prenons pour ‘T' un soun-expaen
vectoricl de M. Puisque ‘T est un sous-groupe du groupe additil’ M, on e
considérer dans M les classes modulo T ﬁ§ 7, 09 6); pour tout ae M nouy cléul«
gnerons par ‘I - a la classe de a modulo T" : c’est” donc une partie de M, A
savoir Pensemble des s e M tels que x —ae'T.

Soit B une telle clagse modulo T'; ce nest pas un sous-espace veotoriel
de M en général; mais pour se'l' et we I3, il est clair que le veeteur sonmime
§ o= estencore dang Iy ol une application de 'I' x B dans B, et collel
permet de regarder 1i comme un espace alline agsocid A ‘I comme on le véri(le
aussiton,

Foxemple . Prenons 1i et "I comme an n® 1 (espnee wmel et espace vectoriel dos
transhitions vsuel), Soit B e I un plan (resp. une droite), et woit "1"e'l’
Mengemible des canslintions de vectenr paveadldle & 1 utrement dic cew (rainlas
tions qui-appliquent B cdang 100 THestelalr que T ent un sous-enpies veetoriol
do "Iy el commeonny | Pelif pour se T ot e I on peut définlr oanonleues
ment une appllention de 1Y 5 W dane B, Clela permet, comme on le voll
lhellement, J]n connlddrer 15" eomme un espace afline amoold i 17,
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Soient T un espace vectoriel sur K et E un espace affine. Choisissons un point O
(le i} nous allons mentrer que l'on peut regarder E comme un espace vectoriel
i K {mais la structure d’espace vectoriel sur K ainsi obtenue sur E dépendra du
thoix de O, 1.e. ne sera pas canonique). Pour cela, étant donnés des points P et () de E,
on posera P 4 @ = R ol R est le point tel que

(u) R—0O=(P—-0)+(Q—0)

(eeln wignifie que la translation amenant O sur R est composée de la translation
amenant O sur P et de la translation amenant O sur Q); et étant donnés un point
I' de 15 et un scalaire & de K, le point P/ = %P sera défini par la relation

(1) P—O =)3(P—-0).
Nouw allons montrer que E, muni de ces opérations, est un espace vectoriel isomorphe
al

P'our cela, considérons Papplication f: T — E donnée par

fs) =5 +0;

olle ent bijective d'aprés la condition (EA 3). Soient s, teT, posons P = f(s5) et
() /(t), et caleulons le point R = P + Q) donné par (2); on a P =5+ O, donc
" O g et de méme Q— O =¢ en sorte que d’aprés {2} on voit que
RO oy |- ¢ mais cela veut dire que R = f (s + (), en'sorte qu'on a

Sl =f0)+/5);

i voil de méme 4 aide de (3) que

S (s) = nf(s)

Cloli dlity puisque Tes axiomes des espaces vectoriels sont vérifiés dans T et puisque /

onl une bijection de ‘T sur B, il est clair que les axiomes des espaces vectoriels sont
nmal vérilids dans B, et que fest un isomorphisme d’espaces vectoriels.

[ enpnce vectoriel obtenu en munissant Pensemble E des lois de composition (2)
ot (1) mern noté 15,

Fovemple 1y, 'renons 15 et "' comme an n® 1; un point « origine » O étant choisi,
Faddition P |- Q) R dans B est alors définie par la condition que le vecteur
O woie L somme dey vecteurs OP et OQ, et le point AP = P’ parla condition
que le veetear OF soit égal an vecteur OP mu lillli('. par k (autrement dit P’
ot Mimage de P opar Phomothétie de centre O et de rapport ).

3 Daryoontros dans un ospace affine

L iy pothiwes et Tes notations restant celles du n® g, nous allons examiner ln fhgon
dont n wtructare d'espaoo veotorlel défintosar 1 A 'alde ducholxdan point « origine »
0 dlépend da oo ohoix,
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Pour cela considérons des points Py, ..., P,eE et des scalaires 4, ..., heK;
une fois chotsi un point O e E, on peut définir dans I'espace vectoriel EO la combi-
naison linéaire

P=':‘1P1+"' ‘JL:'\nPrlE

vu les relations (2) et (3}, on a évidemment
(4) P— O =3P, —O0) 4 - + 1(P. — O),

cette relation étant une relation linéaire entre éléments de ’espace vectoriel T.
Si I'on remplace O par un autre point O, le point P est remplacé par le point I
donné par

(5) PP—0O" =3P, —0) + - + W(Pr—O');
or, étant donnés des points A, B, C de E, on a d’une mani¢re générale la relation
(6) A—C=(A—B) + (B—Q),

car en posant s =A—B et it=B—ConaA=ys+Bet B=1{- C done
A =35+ (t+ Q) et par suite A = (s + ) + C d’aprés 'axiome (EA 1), en sorte
que A — C = s + ¢ comme annoncé. Cela dit, il vient

PP—O' =(Pi— 0} 4+ (0O—09
et par suite (5) s’écrit

P'— O = L[(P, —O) + (O — O] + - + N[(P,—O) + (O — 0)]
= )\1(PI ""O) "!“ e + )n(Pn_“O) "l" (11 "i' o *i" 1»)(() ()*]
—P—O+ (A4 + 1) (O —O;

comme P — O = (PP — O) + (O — O) cette relation s’éerit encore
P—O=P—0+4+0,+  +23—1).(0—-0),

ct comme P — O = (P’ — P} |- (P — O} il vient en définitive

(7) PP = (A oo o M — 1) (O—0).

Ceel montre bien qu'on aen général P o2 P autrement dit que la structure despneo
veetoriel de I dépend effectivement du choix de Porigine O dans 1,
On notera cependant gque Pona P P dds que

(8) | Mo IRV

autrement i, lorsque eette condition ext remplie, te point AP, | [ AP dddis
tout d'nbord en ehaolalwont une ovigine O dpow K oot en falt indépendant du eholy de
O, ot pae conadeuent unsens « nteddeue » o« eanondeue e Ondit gque o'ent
le baryoontrs (ou le oontre do gravitd) des polntas 1’} o 1Y nltootds don nesen ), o A
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Fixemple 6. Prenons E et T comme au n® 1. Etant donnés deux points P et Q, on
peut donc définir le point

1 1
R—‘;P‘l‘;‘Q:

qu’en pratique on écrit

P+Q.

2 3

il st donné par la relation
OR = - (OF -+ OQ)

0l ) est un point quelconque de E. Comme OP + Ofi est donné par la « régle
(i parallélogramme », il est clair que R est le milieu du segment de droite

Joignant PA Q.
Plus généralement considérons le point

R=: P+ (1—5Q

ot £ ext un nombre réel quelconque; il est donné par

OR = 1.0P + (1 —1).0Q = 00 + t{OP — O0);

— i
or OP (JQ est le vecteur d’origine O équipollent au vecteur PQ; on en
déduit immédiatement, en examinant la figure ci-dessus, que R se trouve sur
I droite passant par P et Q — et méme que cette droite n’est autre que I’en-
fiemble des points de la forme tP - (1 —¢)Q ol1 = R.

lixemple 7. Prenons toujours E et T comme ci-dessus, et trois points P, Q, R;on
peut alory définir le point

(0) M = uP -} vQ + wR  pourvu que # + v 4 w = 1;
O est un point quelconque, on a
OM — n, OP |- rJ.(f(_i |- w0, OR ©.OP 4 0v.00Q -+ (1 —u —-v).Oﬁ
— pam— — e —

= OR - u.(OP — OR) - ».(OQ — OR);
o OM - OR est deipollent A RM, OP —OR a i{i-", et (TQ——B_ﬁ- ARQ;
on voit done que le vecteur RM est une combinaison linéaire des vecteurs
R et I{('_‘!', plus précisément que

RM o u. RP | 0.RQ,

of pi rndte que Moe trouve dina le plan déterming par les trois pointy P, Q, R
if'rl HUPPONA N ¢que con troln polinis ne woni Ium situdn wur une méme :Il'n:lr}.

Fent oladr inversement que tow ’minl M do oo plan peut se mettro nous In
forme (0) pour un cholx convennble de u et o,
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En particulier, sil’on prend u = v = w = %. le point M obtenu est donné

par
RM = é(RP +RQ) = % BP_JQ_R_Q-

et n’est autre, par suite, que le centre de gravité du triangle PQR au sens habituel,
Lorsqu’en calcule des barycentres dans un espace afline, on a souvent hesoin de I
Jormule de distributivité que voici :

PIPDITHE IS
(10) d i id hije Py = L pihy. Py
i J L
cette formule est valable dés qu’elle a un sens, i.e. dés que les relations
X
211;; =1 pour touti, Z.u.{ =1
i i
sont vérifiées. (On notera que ces relations impliquent
Z =1,
= Witif

de sorte que le second membre de (10) a effectivement un sens lorsqu'ellen wont
vérifi¢es.) Pour prouver (10) il suffit de montrer que, si O est un point de I, on i

Z W(ZJ] Aij Py— O) = ;}; wiki(Pyy— O);

mais on a par définition
Wl
%J hij Py—O = 2 Ai(Py — O),
J

et par conséquent la relation a établir se réduit & Ja distributivitd dans enpion
vectoriel T,

4. Variétés linéaires dans un espace affine

Les notions de « droite » et de « plan » de la Géométrie Elémentaire peuvent se génds
raliser comme suit. Soient T' un espice vectoriel sur un corps IS, T4 un espnee nlling
associé & T, et V une partie de I, On dit que Voest une varlété lndatro cany 1 i,
cuely que soient les points Py, oL, Py a Vet les sealnirey Ay ooy he IS tels que

on o
}‘II'I SECRICIE B 1 LA A TR

Fixempde 0, 1enworible vide est une varlded Hndalre,
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lixemple g. Pour tout point Pe E, ensemble réduit & P est une variété linéaire;
celi provient de ce que l'on a

WPy - %P, =P si P,=... =P, — P,

Dans la pratique on ne fait naturellement aucune différence entre le point P
et ln variété linéaire { P,

Iixemple 10. Soient Py, ..., P, des points donnés dans E; alors ’ensemble V
tles Pa Ii qui peuvent se mettre sous la forme

P=3P + - + 1P

nvee dey scalaires 3 € K de somme égale 4 1 est une variété linéaire.
lin eflet, étant donnés des points

-
Q; = Py avec hij=11

i i

de Vet des scalaires p; de somme totale 1, on a d’apres (10)

~ O O
J}J.J wQ,; = ‘?TJ H;‘Z:J hPe = %J b P = Z viP;

oo

vi = 2 Hihiss
J
ce (ui montre bien que V satisfait a la définition des variétés linéaires.

On notera que 'V contient les points donnés P, (par exemple la relation
Pye V s'obtient en prenant 3y =1, et &, = ... = A, = 0), et que toute
variété lindaire contenant les Py contient 'V par définition. Par suite, V est
la pluy petite variélé linéaire contenant les P, On dit que c’est la variété
linéalroe ongondréo par les points Py, ..., P,.

ivemple 11, Soient P et Q deux points de E; la variété linéaire qu'ils engendrent
ent [ormée des points AP - (1 —1)Q, ot Ae K est arbitraire. Si P= Q elle
fe rddudt A PCSTP 4 Q) on Pappelle la droite joignant P ot Q. Cette terminologie
ent funtiliée par 'loxemple 6.

On notern que, si K est le corps des entiers madulo 2, corps ne possédant
(ue Ten éléments 0 et 1, la droite joygnant P et Q se réduit & Pensemble | P, Ql.
Clette circonwtance, qui paraitra sans doute étrange au débutant, complique la
peomdtrie vur ce corps (et plus généralement sur les corps do caractéristique 2;

on appelle ainsi tout corps K pour lequel 1 1 (), ot les symboles O et 1
déuignent bien entendu Pélément neutre et Pélément unité de K; voir § g0,
nh),

Wrehontivne v, Soient 1 wun espace vectoriel sur un corps K, 1 un aspace affine associd @ T,
t0 N une partie non vide de 1. Loy propridtds suivantes sont dqutvalontey ;

i) Vo5t une varidtd tinduire,
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b) Pour tout point Pye V, Pensemble des vecteurs P— Py o1 P e V est un sous-espace vecloriel
de'T.

¢) 1l exisie un point Pye'V tel que Pensemble des vecteurs P — Py ot Pe'V soit un souss
espace vectoriel de T

St ces conditions équivalentes sont remplies, le sous-espace vectoriel de T Jorme des veelours
de la forme P — P, (ol P, est un point donné et P un point variable de V) est indd
pendant du choix de Py dans V, et d'est Pensemble des s T tels que {’on aii

s+ PeV pour tout PeV.

Montrons que a) implique 4); il suffit d’établir que, quels que soient Q, Ra'V
et les scalaires ), w e K, il existe un S e V tel que

S — Py = M{Q—Py) + u(R —Py);
or le point § défini par cette relation vérifie aussi
S ““.Pn =MQ—"Py) + u(R—Py) + (1 —%—p) (P — Py),

en sorte que
S =2Q + pR + (1 — 1 — w)P,,

ce qui montre que S eV si V est une variété linéaire.
L’implication #) =3~ ¢) étant triviale, montrons que ¢) implique a), Clonslddrons
le point
i=n

P:E)\"P; avec El.z I,

i=1
on doit montrer que Pe Vsi V contient P, ..., P,. Orona
P—P, = Eli(Pi_Po);

si V contient les P; Phypothése ¢) montre donc que P— Py = P'— Iy pour un
P'eV, ce qui implique évidemment P = P/, donc P e V comme annoncé,
Montrons maintenant que, si V est une variété linéaire non vide, le sous-enpnon
de T formé par les vecteurs P — Py (P e V) ne dépend pas du choix de Py dann V,
Soient en effet Hy le sous-espace vectoriel associé A Py et H le sous-espace obteny
pour un autre choix P, & V; pour tout PeV on a

PPy = (P Py) o (P, ) (P—P) (r, )

comme, par définition, I, contient P — P, et Py P, on n done I’ Pyeall; cool
montre que Hya Hy, d®ott H, 0, par raison de syméirie,

On voit done que le sous-espace veetoriel formé par les veetews P Py (Pa V)
est indépendant du choix de Py dans V; notonsle 11 11 est elalr que o'est nuesl
Pensemble des veeteurs de la forme P Q, ol I’ of Q nont dans V. Solent v e 1 o
Pa Vi en choluimant Py o Py on voit qu'il existe un Qe V el que v = QI
on i alor Q sy |- I co qui montre quion n s o PeV pour toul s e I et tout Pe 'V,
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Inversement, considérons un se T vérifiant cette condition; choisissant un Pe 'V
et posiunt s 4 P = Q, on a d’une part Q eV, d’autre part s = Q — P, et par suite
v I, ce qui achéve la démonstration.

[itant donnée une variété linéaire non vide V dans E, le sous-espace H de T
lormé des vecteurs de la forme Q — P, avec P, Q e V, s’appelle le sous-espace directeur
e V.,

liv connaissance de H ne suffit pas & déterminer V; mais si deux variétés linéaires
non vides V' et V7 ont le méme sous-espace directeur H, alors il existe, dans E, une
translation qui applique V’ sur V*, En effet, choisissons un point P’ de V* et un point
" de V" une fois pour toutes, et considérons le vecteur @ = P’ — P’, Pour qu’'un
point P soit dans V' il faut et il suffit que P— P' e H; comme on a évidemment

P—P = (P +a) —P",

ctconnme T est aussi le sous-espace directeur de V7, on voit que les relations Pe V' et
I" | @& V" sont équivalentes; autrement dit, la translation P — P - ¢ applique V*
e V*,

lixemple 12. Soit T un espace vectoriel sur K, et prenons pour E I’ensemble T
Ini-méme comme dans "Exemple 1 ci-dessus. Soient V une variété linéaire et H
Non sous-cspace directeur; si Pye 'V, on voit que V est 'ensemble des vecteurs
(ici on w'a pas & distinguer les points des vecteurs) de la forme P, + P ol P
décrit M, autrement dit cest la ¢lasse de P, modulo H au sens du § 7, n®6 appliqué
nu groupe addief T,

Comme certains auteurs appellent variété lindaire ce que nous appelons
sous-espace vectoriel, il est utile, dans le cas d’un espace vectoriel regardé comme
expiace wlline, d’appeler variété linéaire atfine ce que nous devrions appeler
viriété linéaire. Dans un espace vectoriel T, une variété linéaire affine est
done, soit Pensemble vide, soit une classe modulo un sous-espace vectoriel de
LNl

Remargue 2. Soit V une variété linéaire non vide dans un espace affine E
nwsocie & un espace veetoriel T et soit He T le sous-espace directeur de V.
On a s PaV pour tout seH et tout PeV, d'ot une application
§ Py s Pde Tl XV dans V; cette application vérifie les axiomes (EA 1),
EA 2) et (A 8) des espaces aflines comme on le voit aussitét. Par suite, on
peut constddrer N comme un espace affine associé & H, et appliquer & V toutes les
(dlinitions de la théorie des espaces aflines. Par exemple, étant donnds des
point I e Vet des scalaires y e K de somme 1, on peut définir dans 'espace
iline V le barycentre des points Py affectés des masses Ai; le point de 'V ainsi
obteme est évidemment le méme que celui qu’on obtiendrait en se plagant
dann espace aflline 15,

Remarque 4. Supposons que V soit la variéed lindaire {'.ll]fuﬂ[[l'ét'. par des points
Py ooy Puea s le souseespace diveeteur H oest Pensemble des vecteurs de la
[orme P~ M, ol I’ varie dans V et oft M est un point choisi une fois pour toutes
dann V. Or lew éléments de V ne sont autres que ley points

P }.‘J L avee E RRT

Oa, e n D lan

n° 5 GENERATION PAR DES DROITES 337

pour un tel point on a, d’aprés la relation (4) ci-dessus,

P—M= E(P; — M).

0Zign

En particulier, prenons M = Py; on voit alors que H est Pensemble des vec-
teurs

EI(PI. - Po) ”I‘ e + an(Pn _ P{})
ol §, ..., £, sont des scalaires arbitraires (car la relation
Eu "JF‘ El. + e + En =

permet évidemment de choisir arbitrairement n des n 4 1 scalaires s+ vy b
Autrement dit, H est le sous-espace vectoriel de T engendré par les vecteurs

.Pi_*Pg (Igigﬂ).

Remargue 4. Soit E un espace affine. On a vu au n° 2 que, si 'on choisit dang
E un point « origine » O, on peut regarder E comme un espace vectoriel don| ()
est 'élément neutre, en définissant par exemple la somme% - Q = Rde deux
éléments de E par la relation

R—O=(P—0)+ (Q—0).

Notons E, Pespace vectoricl ainsi obtenu. Soit V une partic non vide do It
et prenons pour O un point de V; alors, pour que V soit une varidtd lindaire dang I,
il faut et il suffit que V soit un sous-espace vectoriel de Eo. On laisse au lectonr Lo woli
d’établir ce fait a titre d’exercice.

5. Génération d’une variéré linéaire par des droites

En Géométrie Elémentaire, on définit un plan par la condition que, 8'il contlent
deux points, il contient aussi la droite qui les joint. Comme nous avons déjh ndoptéd
une autre définition des variétés linéaires (et en particulier des plans), on pent
conjecturer que, dans 'optique adoptée ici, la « définition » élémentaire va devenir
un théortme (ce qui compense le fait que, dans la situation classicque, notre défings
tion des plans est en fait un théoréme...). C'est en effet ce i s¢ passe pourvi que
le corps de base K ne soit pas de caractéristique 2 (autrement dit pourva que 'on
nait pas 1 -}- 1 == 0 dans K) :

Tukorimi 2. Soient T un espace vectoriel sur un corps K gui w'est pas de caractdvistique
2, I un espace affine associd @ 'Ly et V une partie do 1, Pour que NV soit une vartdtd Undafre,
il fuut ot il suffit que, quels que soient los points distinets 1, Qe V, la droite jolgnant 1" ot

sott cantenne dans 'V,

Supponons que Vowoit une varidté lHndaive, SEV contlent deux polnt divtinet I
et Gy ello contient auml ln variétd linduire engenedréa par 1° of Q (Hixample 10), 1,0, In
trotte jolgnant 1ot Q,



a8 ESPACES AFFINES § 25

Inversement supposons cette condition remplie. Comme 'ensemble vide est une
variété linéaire, on peut supposer V non vide; choisissant un point P,e V, tout
revient (Théoréme 1) & faire voir que 'ensemble des vecteurs Q — P,, pour QeV,
8t un sous-espace vectoriel de T'; autrement dit que, quels que soient les scalaires 2,
pe K ctles points Q, R eV, il existe un Se V tel que

S—Py = MQ—Py) + w(R —Py).
Mais e point S défini par cette relation n’est autre, évidemment, que

S=3Q + R + (1 —r —u)P,

A

O est done ramené 4 montrer, en changeant les netations, que quels que soient
' Q. ReV etles scalaires 3, &, ve K tels que

(11) M dv=1,

onon

WP 4+ uQ + vReV.

O comme K nest pas de caractéristique 2, on a 2 £ 0 et donc 3 # 1 dans K; par
MUHe onne peat pasavoirh = w = v = 1 ; on peut donc supposer par exemple X # 1.
Alors A est inversible, et la formule (10) du no 4 permet d’écrire

MU BR VS =3P 4+ (1 —)M ot M = -I—---L}—Q—f— : i ~R.
S1Q - RonaM = Q =R et M est dans V51 Q # R, le point M se trouve sur la
drolte joignant Q et R, donc appartient par hypothése 3 V. Ainsi on a M e V dans
toun lew cas. Un raisonnement identique montre alors que V contient aussi le point
A (0 %)M, ce qui achéve la démonstration.
Liv conclusion du Théoréme 2 est dvidemment en défaut si K est le corps des
entlers modulo 2, car dans ce cas une partie arbitraire de E, dés qu’elle contient deux

points 1" et Q distinets, n’a aucun mérite 4 contenir la droite joignant P et Q

collesciwe réduit en effet (Exemple 1 1) aux deux points P et Q eux-mémes !

o Enpaoos affines de dimension finie. Bases affines

Aolent 'I' un-espace vectoriel sur un corps I et Iun espace afline associé¢ & T'; on
i que Fent de dimension finie 91l en est ainsi de T on appelle alors dimension de F
(e de corpy de base K le nombre

dim (1) o dim (1Y),

Supposons I de dimension finie n. Choisissons une base (o m) de "0y un
polne Py de 15, ot posons

Peosoag o Py (1 es 4 e m),
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Pour tout PeE, il existe un et un seul systtme de scalaires £;, ..., ,e K tels que
I ’on ait
P— 0 =5y + - + Entty;
posant
B=1—f— . —F,

il est clair que cette relation s’écrit aussi
(“—’) P:EOP0+EIP1+ "‘l‘EnPn;

et 'on voit immédiatement que, pour tout P e E il exisie un et un seul systéme de scalaires
S + - -» bn Vérifiant (12) et

(13) Eg 86 ...+ =1,

Inversement, pour que cette propriété soit vérifiée, il faut que les vecteurs g; = P,— P,
(1 < i < n) forment une base de T.

Lorsqu’on est dans la situation qu’on vient de décrire, on dit que la famille
(Pg, ..., P.) est une base atfine de E, et les scalaires £, vérifiant (12) et {13) s’appellent
les coordonnées affines du point P par rapport 4 la base affine considérée.

Exemple 13. Prenons pour E Pespace usuel de la Géométrie Elémentaire; une
base affine est alors un systéme de quatre points (A, B, C, D) non situés dans
un méme plan, i.e. constituant les sommets d’un véritable tétraddre. Les coor-
données affines d’un point Pe E sont alors les nombres % ¥ 2, Etels que 'on
ait

P==xA 4 3B 4 2C 41D, X494z =1
On a évidemment alors

AP =y AB - 2.AC - ¢, AD

en sorte que y, Z, ¢ sont les composantes du vecteur AP par rapport au systéime
- ooy

. A . YT \
des trois vecteurs linéairement indépendants AB, AC, AD, lesquels forment
une hase de 'espace vectoriel B,

Remarque 5. Soit V une variété linéaire non vide dans E; on a vu (Remargue o)
qu'on |I1(':1|t regarder V comme un espace afline associé & son sous-espace direc.
!

teur . On appellera done dimension de Ja varioté linéatre V' la dimenslon
de L SiV oest engendrée par des points Py, ..., P,, Ia Remarque g montre ¢ue
la dimension de NV est dgale an rang de la Jamille dos wvectenrs P Py (1 <0 < n),
Ftant donndes deux varidtés lindalres Vet W dans 15, telles que VeW,
on a dim (V) < dim (W), et on ne peut avoir dim (V) o dim (W) que al

Voo WL On Jaisse ancleeteur Te moin détablir ce résultad ) titee dexercice,
Soit 1un enpace afline aswocié & un espace vectoriel ‘I de dimension finia; on a
vu plus haut que, pour que des points Py, ., Pyoe 1 forment une base afline de i,
Hfant et i waflic que Tew veeteurs Py P (10« f < n) forment une base de ‘1, On an
déduie dvidermment que toutes lew bases pflines de 1 comportent le mdme nombre de

potnts, b snvole m o 1 oft n e dlim (14),
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[Y’autre part, pour que les vecteurs P, — Py, en nombre n = dim (E), forment une
hiwe de T, il faut et il suffit (§ 19, Théoréme r1o) qu’ils engendrent T, ce qui signifie
dvidemment que tout Pe E peut s’écrire d’ay moins une fagon sous la forme

P = Z EP; avec Z L=,

0Lign oLign

i encore que la variété linéaire engendrée par les P; est E tout entier; comme cette
viriété est la plus petite qui contienne les P, on a donc le résultat suivant :

Tivtowtive 3. Soit E un espace affine de dimension n sur un corps K. Pour que n - 1 points
e 1 forment une base affine de E, i Jaut et il suffit quils ne sotent contenus dans aucune variété
lindaire distincte de E. fout entier. .

I'ar exemple, pour que quatre points forment une base affine de I’espace usuel, il
ent nécessaire et suffisant qu’ils ne soient pas contenus dans un méme plan.

Remarque 6. Soient Q. . .., Q,, des points de E. On dit qu’ils sont indépendants
Wils forment une base de la variété linéaire V qu’ils engendrent, autrement
it si tout P & E peut s’écrire d’au plus une fagon sous la forme

N

P = O, avec =1,
1<7am Q2 0<i2m Y

I revient évidemment au méme de dire que, dans T, les vecteurs Q,—Q,
(t» "7+ m) sont linéairement indépendants.

Par exemple, pour que trois points de I’espace usuel soient indépendants
(vt et il suffit qu’ils ne soient pas situés sur une méme droite, autrement
dit qu’ils engendrent effectivement un plan.

v Calonl do la dimension dune variété lindaire

Dan Ta pratique on a fréquemment & calculer la dimension d’une variété linéaire

chgendrde par des points d’un espace affine. On utilise alors le résultat que voicl :

Writomwion o, Soient I un espace affine sur un corps, (Py, . .., P.) une base affine de I, ot
Jf=n

1
Q- }_J vl {0 <i < m)
e

dox pointy de V. Soit v la dimension de la varidté lindaire engendrie par Qg ..., Q. Alors
L madrice
A (EI.I’J}Q- Lem o <n
it e rang v |1,
D'apres la Remarque 5, Ta dimension r cherchée est dgale au rang de la famille
lon vectenrs Q Qy Orona

=71l

\1 \'1 J\:

(L Ly (1) (Qy !’»)' '.T.Jﬂ'rf(PJ Iy) -;.J‘*uf(l'l |'u) ﬁ(m” ) o 0l
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ou les vecteurs a; = P;— P, (1 <j < n) forment une base de T. Par suite (§ 19,
Théoréme 15) le nombre r est égal au rang de la matrice o

A" = (ay— ap)1<igm1<jgn
I1 reste donc 4 montrer, en utilisant bien entendu les relations
Jj=n
=

(14’) 21?&';‘——- 1 (OQEQM)

J=0

existant entre les coordonnées affines des divers points Q;, que le rang de la matrice
A surpasse celui de A’ d’une unité, o
Considérons pour cela d’une part le systéme d’équations linéaires et homogtnen

i=m
(15) ZE-‘“:‘JZO O<i<n
et d’autre part le systéme
f=n
(16) E Moy — o) = 0.
i=0

Les solutions du premier forment un sous-espace M de K1, et celles du second un
sous-espace N de K"; la matrice A’ étant de rang r, on a

dim (N) =n—7»

d’aprées le § 19, Théoréme 17. Si on désigne provisoirement par sle rang de A, on
voit de méme que
dim (M) =n 4 1 —s;

pour montrer que s = r + 1 il suffit donc de montrer que M et N ont méme dimens
sion, autrement dit sont isomorphes.

Or, en ajoutant membre & membre les équations (15) et en tenant compte de (14),
il vient évidemment £y |- £, - -+ o E, = 0, en sorte que (15) implicue

{=n

)
o (B oo By = 0

[
Al

r—-iEf(mu gy} o
1

On obtient done une application u de M dans N en posant

"(kw Llu iy En) - (Jxlll T Eu):
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un raisonnement analogue montrerait que ’on peut construire une application v de N
dans M en posant

2(N1s vy M) = (=M — =My My e, M)

ceci dit, il est clair que # et v sont des homomorphismes réciproques I'un de autre de
M dans N et de N dans M, autrement dit des isomorphismes de M dans N et de N
(lnns M, et ceci achéve la démonstration du Théoréme.

Remarque 7. Le rang de A ne change pas si l'on ajoute a la premiére ligne
de A la somme des autres, i.e. si I'on remplace la premiére ligne de A par
(1, 1, ..., 1). On peut alors retrancher la premiére colonne de la matrice
ainsi obtenue des colonnes suivantes; on obtient alors une matrice de méme
riang que A, dont la premiére ligne est (1, o, ..., 0), et dont les termes situés
en dessous et & droite de la premitre ligne et de la premiére colonne ne sont
autres que ceux de A'; d'oll une autre démonstration du fait que

1(A) 1 rglAT).

I, Bquations d’une variété linéaire en coordonnées affines
!

Soient Ib un espace affine de dimension finie # sur un corps commutatif K et (Py, ..., Pu)
une hase afline de E. Considérons r points indépendants

f=n

=
Q. :ZJ%PJ (1<igr)

dann B et soit V la variété linéaire, de dimension » — 1, qu'ils engendrent. Soit
P=3X4Lp

tun point de I\ Pour que P appartienne 4 V, il faut et il suffit que la variété linéaire
W engendrée par P, Q.. ., Q. soit de dimension r — 1; en effet, si Pe V il est clair
(qutona W
comine on a de toute fagon VeW, la relation dim (V) = dim (W) méntre que
vV W, et done que P appartient 4 V.,

Pour exprimer que Pe 'V, tout revient donc, d’aprés le Théoréme 4, & écrire
fue b madrice

0 o . )
EI Apg o v e Oy
I\En X yn Urn
ent derang oy anteement dity puisque Koest commuiadil; que tout déterminant
'ovdee s = extrnit de gellesci et nul (§ 2, 0@ 8 Remargue 5), et 1wt dvidem.

moent d'exprimer cotte condition pour s « ¥ | 1

V, d’ott la nécessité de la condition ; inversement, supposons-la vérifiée; _
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En exprimant la condition en question pour s = r + 1, on voit qu’on doit avoir

15, @
By Lig - rig

(17) _E“ e L ) | pour O < 4y <4, << -0 0 < i < 0
[Ei.- i e Bpiy

Ces relations, qui caractérisent les points P de V, s’appellent les équations do In
variété linéaire V par rapport 4 la base affine considérée.

Le cas le plus simple est celui olt 7 = n, de sorte que V est de dimension n — |
(on dit alors que V est un hyperplan dans I’cspace affine E); les relations (17) we
réduisent alors 2 la seule et unique équation

go Z10 “nul
oy ®m| — g;
|En %in Lnn

comme on ne modifie pas la valeur de ce déterminant en ajoutant & la premidre ligne
la somme des autres (§ 24, n° 1, propriété (e)), et comme la somme des coordonnden
affines d’un point est toujours égale 4 1, on voit qu’on peut remplacer la relation
précédente par ’équation

I I I
(18) & wpgp . Lpy| — 0;
En %3 “an

on dit que (18) est 'équation de I'hyperplan engendré par les points (indépendantu)

Q.n LY} Q_n-



EXERCICES

11 est parfaitement utopique d'espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures solent-elles, sans résoudre des Exercices. '

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes, Certains sont dex
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre, D’autres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s*habituera % manipuler le langage et les modes do
raisoninements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas trés faciles sont
précédés d’un signe §. Enfin, la derniére catégorie est constituée par des Exercices qul
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants déja avancés qui s'intéressent vraiment aux Mathématicques; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes .

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pi
seulement & se convaincre, & I'aide d’un « brouillon » fait & 1a hate, du fait qu’on en a i peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de caleul numéricue,
il faut par contre s'efforcer de rédiger intégraloment les Yxercices plus théorigues, ot I'on doit
construite de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cette fagon,
Pétudiant parviendra i acquérir un langage clair et correct, et & utiliser les termes technicuen
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.
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! et si z; = z, il existe des constantes ¢, et ¢, telles que ’on ait

= (en + )2}

) .
pour tout 7. Pour des résultats beaucoup plus généraux, voir § 35, Fxarcice 16.
[}
| g1 12 0 0 0 0 0‘
il 3 4 3 0 0 0 0
i 0 2 5 3 0 (U
0 0 2 5 3 0 0| ({Méme méthode que ci-dessus).
00 00 0 5 3
0 0 0 0 .2 5
Clalenler les déierminants suivants : :"_' 11, 1—n 1 I I
I 1 1—n 1
' a3 05 2. x a b 0 ¢ b 1 1 1—n 1 {déterminant 4 = lignes et n colonnes)
U 0y 0 0 d
2 ¢ 3 0 ¢ 2z 0 f P [ 1 1 1—n
0 0 0 d g h k u !
00 0 0 v i _
[ 12. I a'n ... n 13, X 4 8 ... Gy 1
) [t} b ¢ d 4. 1 1 I 1 ! o2 n n a; X Gy L
b a d —o¢ I . I b non 3 n a a4 X g I
e 4 a i . . do 0 e
d . b al . . L1 nonon n a;, a, a, x !
{ a 4y 4ag 2, f
b, b —5 8 ¢ 6. 24 11 13 17 19 (Chercher les racines de cette fonction polynomiale de .)
9 7 5 2 51 13 32 40 46
T8 3 7 6r 11 14 50 56
q # B —3 62 20 7 13 52 q 14. Montrer que
80 =24 45 57 70 i I ox X ... a7
Tox &f ... a7 .
1, I y 3 n 8. @y @ G al B . 4!';[1 <n (¥ — %)
I 0 9 n —_x x 0 0 1 ox, «f an~t
1 2 0 oo 0 —x x .0 B .
........................................... b déterminant de VanderMonde; on remarque par exemple que le premier membre esl un
ple q premu
] I B Dviien s 0 x | polynéme de degré n — 1 au plus en #,, dont x,, .. ., x, sont des racines évidentes),
3
fl 9o 0 0 .00 { q 15. 1% Al P
1oow 0 ... 0] Notant DD, ce déterminant d’ordre n, on établira une rela- e
0t g 2 .00 tion simple entre D, D,_, et D,_, et on utilisera le Lox, A o xl
----------------- résultat suivant. Soit (#,},; une suite de nombres :
| T | O | R complexes telle que 'on ait la relation de récurrence ! q 16. Uoge) falx) o fioddsy)
‘ ......................... coa|oolt fia) s kb aatl ol L e A,
Moy Mg - bug v file) faled o fialx)
" + i} - | \ o e L} ¢ 3
aolent £, et 2, len racines (distinetes ou non) de I'équation i’| q 17. 1 ( . ) ( . ) . (,,. ) 1) .
At RN (1 A X " v . ’
: | T ul‘ll'llnpnnn( X )-—-"("" 20 ey W A d)
mlorn, ol £y o4 gy, B exite des conitantes ¢, ot g telles que Pon alt | \ 2 Mo A k1
1 Vi
Hy v el o ogell pour toul ( N, ) (.v,, ) ( ¥y )
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18, Montrer que

n b ¢ d e f g k
b a d ¢ f e h g
0 d a b g h e f
d ¢ b a h g f e
o f ¢ h a b ¢ d
J e b g b a d ¢
g h ¢ f ¢ da b
h g f e d ¢ b a

(@+btetdtetftegt+h(atbtotd—e—f—g—hx
_Xletb—c—dtetf—g—Ma+tb—c—d—e—f+g+h X
X{a—bfo—dte—freg—hla—bte—d—et+f—g+h) %
X@a—b—ctdte—f—g+th)(ea—b—ctd—ec+f+g—h

1), Montrer que

r 1 0 0 0 0 ¢ 0
I I 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 . 0 0 0

21, Montrer que

LY () o :
G 6) |-
COYEY G

[ #8, Vn ealeulant le produit

a —b —e¢ —d x —y —z —
b a —d ¢ y x — Z
¢ d a —b |z ¢ x|
d —¢ b a I —z b x

diabliy Pidentité d'laler

(% <) % g e ™y (A Y o 2t e ) e (b by o ez ol dDP o (Y b | el dZ)
o (g = bt —ox <l dy)® o (at o be gy |- de)®.

\'ur‘m-wnm un rapport avoee les Fyvereieas 1o et 1o du § ey
Clilguler lew Inverses des matrloonsulvantes |

§ 24 EXERCICES 569
23. 2 7 3 24, /1 2 3 4 25, /3 —2 —5 1
(3 9 4) 2 3 1 2 2 —3 1 5
T 5 3 I X I —1 I 2 0 —4
1 0 —2 —6 I —1 —4 9
28. Calculer le rang des matrices
2 —1 1 3 4
17 —28 45 11 39 2 —1 2 1 —2
24 —37 61 13 50 2 —3 1 2 —@g
25 —7 32 —18 —ir ) r 001 —2 —6 |
31 I2 19 —43 —55 1 2 1 —1 0
42 13 20 —55 — 68 4 —1 § —1 —8

27. Les vecteurs

(1,0,0,2,5), (0,1,0,3,4), (0,0, 1, 4, 7)s (2, — 3, 4, 11, 12)

sont-ils linéairement indépendants dans R5?

qq 28, Montrer que

2 —1 0 0 0 o 0 0
—1 2 —1 0 0 0 0 0
0 —1 2 —1 0 0 0 0
0 0 —1 2 —x 0 0 of_,
0 0 0 —1 2 —1 0 —1|
i} 0 0 0 —1 2 —1 0
0 0 1} 0 0 —1 2 0
0 0 0 0 —1 0 0 2
29, Calculer

1 4 g 16

4 9 16 25

g 16 25 36

1€ 25 36 49

30. Combien d’additions et de multiplications doit-on en principe effectuer pour calculer
un déterminant d’ordre 10?

81. Résoudre par la théorie des déterminants les Exercices 1 4 17 du § 20,

82. Résoudre et discuter les systémes d’équations linéaires suivants :

a) ax + by | zea
X aby - 2o b
Xop by ooaz e B
b) ax |- by |- PEREN
ax - (@b — 1) y | e w1
ax | by o (b |- 9)g = b1
0) ala | 1)a o qy 08 v d o] |
(44 lg.\’ R (OO R O T B (T R TR
Y O (7 S I A RO {7 TR ) P I R |
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8. (Développement d*un déterminant suivant la régle de Laplace.) Soient K un anneau
commutatif et n un entier >> 1. On désigne par

D(xls rrrs xn)
lo déterminant de n vecteurs x;, e K» par rapport & la base canonique (¢;) de K" On pose
2= Eae 4+ o 4 e

I'nlin on choisit un entier p tel que 1 < p L n
@) Montrer qu’on a la relation

Ellt EPH
Eh e

(regarder D(xy, ..., %,) comme une fonction multilinéaire alternée de xy, ..., x,).

Dixy ooy x,) =
< Lip

1 3 CP eip, Kprls = o es %)
pip

b) Montrer que, pour 1 <{iy <.+ <i,<n,ona

Ep-rl._,h, e E.n.ji

Dieyy oo €ip Kpals <o o5 %) =

oft 'on désigne par J_l'l, e+ o3 Jnop ceux des entiers {1, 2, ..., ln{ qui n’ap'pa.}-ticnncn‘t pas &
Persemble | iy, .. “ ;p1 > rangés de telle sorte que la permutation (fy, ..., i, j1, - -, fup) de
| 1y 00y 1| soit paire.
7) Holt

X = (E.-;}I S

une matrice earrée d’ordre n & coefficients dans K. Pour toute partie 1 del’ensemble§ 1,2,...,n}
vomprenant p éléments, on désigne par X, la matrice formée avec les £, tels que 'on ait
telott L f0 ct par X/ la matrice « complémentaire », formée avec les £, tels que 'on.
bl et po 1 < <ln, Enﬁn on désigne par n2(I) le nombre de couples (i, Ji tels que l’on
altdel, el eti= 3 Montrcrqucl’on_a

dét (X) = Z (— 1) dét (X)) .dét (3
Card{I)=p
(Formule de Laplace), ot la somme est étendue 4 toutes les parties I & p éléments de I’ensemble
[y connly -
d) Dédulre co résulint de la formule d’associativité du produit extérieur [§ 23, Exercice 19, d)]
Appliguer Ia régle de Laplace au caleul des déterminants suivants :

i, 1L g 4 86, |2 1 3 5 36. 1 2 3 4 5 3
a 008 3 4 0 5 0 6 5 7 8 4 =2
49 0 0 2 3 4 5 2 1 9 8 6 4 0 0
A4 4 7 5 I 5 2 4 3 3 2 4 5 0 0
4 6 0 7 0 3 4 0 0 0 0
5 6 0 0 0 ¢
I, LA TR TR | S a8, 94 4 4 e g
e 00 "y 1} " u q
0O v 1 1 I Il 0 | ] -
O a b o A i 4 I 1 Cl
0 ab v ogh g ‘H 1 f u 4




