§ 22. Applications bilinéaires alternées

1. Applications bilinéaires alternées
Holont I.‘( ¢l M des modules sur un anneau commutatif K. On dit qu’une application
billndnire
FfTXxX->M
onl nltorndo si I'on a

(1) f{x, %) =0 pourtout xe X.

Quel que soient », ye X on a alors

O Sy by w y) = f (=, %)+ (%2 + A x) + f {0, ») =[x 2+ (5 x)

ot par suite une application bilinéaire alternée satisfait 4 identité
(u) S x) =—f(x2) quels que soient x, ye X.
Remargue 1. 11 est clair que réciproquement (2) implique
2. f(x %) =0 pourtoutxeX.

81, pour me M, la relation 2m = 0 implique m = 0 (c’est par exemple le cas
nl IS ext un corps de « caractéristique » différente de 2, car aijors 2 est inversible
dann K ¢ voir é 30, n° 6), on voit donc que la relation (2) caractérise les appli-
cations bilindaires alternées, Par contre, si M = K est I’anncau des entiers
modulo 2, la relation (2), qui s’écrit alors /'( p, %) = f (%, ), ne suffit pas &
Impliquer que S soit alternée. Cette situation se rencontre rarement dans la
privique édémentaire,

ILent clair que toute combinaison lindaire d’applications bilinéaires alternées
et encore une application bilinéaire alternée; autrement dit, les applications: bili-
fdalren altorndes forment un sous-module du module ©(X, X; M) de touten les appli-
tntlonn bilindairen de X x X dany M,

no 2 APPLICATIONS BILINEAIRES ALTERNEES 285

Exemple 1. Prenons K = R et pour X Pespace usuel & trois dimensions; alors
Papplication fde X x X dans X donnée par

fxy)=xpn

(produit vectoriel; cf. § 21, Exemple 4) est bilinéaire alternée.

Exemple 2. Si f est une application bilinéaire de X x X dans M, I'application
g donnée par

&%) =f(x2) —f (%)

est bilinéaire alternée. En particulier, si # et v sont des formes linéaires sur X,
I'application -
g%, y) = u(x)o(y) — u(y)v(x)

de X X X dans K est une forme bilinéaire alternée sur X X X; on appelle le
produit extérieur des formes linéaires u et v et on la désigne par la notation

u .

Prenons par exemple K = R et X comme dans I’ Exemple précédent, et
u(x) = (alx),  o(x) = (8%)
ol a et b sont des vecteurs fixes, On a alors, pour g = upy, la formule
g(x ) = (a A bl 3)s
ce qui veut dire encore qu'on a I'identité
(alx) (81 5) — (al 3) (b]%) = (a A blx|y) = (alblx A 3).

On laisse au lecteur le soin d’établir ce résultat soit par des raisonnementy

géométriques directs, soit en calculant en coordonnées rectangulaires (on peut
méme calculer dans un systtme de coordonnées quelconque}.

2. Cas des modules libres de type fini

On a pour les applications bilinéaires alternées un résultat analogue au Théoréme 1
du §ar:

TukorkME 1. Soient X et M des modules sur un anneaw commutatif I, ot supposons X {ibre
de type fini. Soit (a).zicn une base de X, Pour qu'une application bilindaire f do X x X
dans M. soit alternde, 1l fant ot 1 syffit que ses copfficienty

€y '“".f_(n‘ln ﬂl,i)
par rapport & la base (a) vdrifient les relations

(4) o == 0, 0y | ay o Q)
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on a alors

.
(1) Sy = _ZJ_CFI(EK"];"_ &)

)

x = Zieas, ¥ 2271:&‘—

Iin exprimant (1) pour x = g; et (2) pour x = a;, ¥ = a; il est clair qu’on obtient
lew relations (3). Supposons-les inversement vérifiées; dans la formule

ety que sotent les vecleurs

f (xi } s‘ Eﬂhcu

14(;,,_

qui résulte du § 21, Théoréme 1, les termes pour lesquels ¢ = j sont nuls, et en grou-
pant les autres d’apres les grandeurs relatives de ¢ et § on trouve

f{x’y) = EE‘TI;'CU +ZEMJ‘CU;
P t=] .

dlann ln seconde somme, remplagons les lettres ¢ et § par les lettres j et ¢ (il s’agit
done d'un simple changement de notations); il vient

Jx ...a‘ Empcy + 2 Emicsi = Z Emicij _2 &miciy
i< i<j

d'npréw (3); on obtient finalement la relation (4), et celle-ci montre que fest alternée,
cnr il et clair que la différence £x; — Em; est nulle lorsque x =y, ce qui achéve
la démonstration,

Remarque 2. En notant u; les fonctions coordonnées de X par rapport 2 la
base (a;}), on voit d’apres I'Exemple 2 que

by — B = w(%)y( ) — w(Duy) = wmpy; (% 9);

75 9) = Dyl e

(K

par suite (4) 8’éerit encore

L.

ofi 'on pose = u Awuy, et cette décomposition de f est unique car elle
(mplique e /z(ﬂ;, (a'j .
Si en particulier IS, la formule précédente s’éerit

5
¥ ‘--!‘;_”,;rm oll T ACTIEDE
.'j

on en déduit que lew n(n - 1)/a lormes Dilindaives alternden g = w A\ w
(1% f¢ * 0 forment une base du module den formen bilindaires alterndes
A X, X X
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En utilisant la notation

i,‘:ad—bc

déja introduite au § 15, n° 3, on voit que si f est une forme bilinéaire alternée sur X
on a

(5) S (%) —ZJT_:

iy

Faad

i T

‘ ot vy =/ (a ).
< il

Lorsque n = 1, il est clair que f est identiquement nulle, parce que

S, = FGian ma) =5 S (ag, a,) = 0.

Lorsque n = 2, la formule (5) se réduit a

= 1] N
(6) S = yu. El ,:; ou Yie = f (a5, as);
la fonction
D(x, y) :lil M= Sime — &t
52 Tis

s’appelle le déterminant des vecteurs x et y par rapport 3 la hase (a,, a) de X; c¢'oil
une forme bilinéaire alternée sur X telle que

I o
o 1] !

D(alr ﬂg)

et cette propriété caractérise D, car (6) s’écrit

S=/[(a, a).D
ct implique done f = D si f (4, a) = 1

Lorsque # = g, la relation (5) s’écrit

. ; Eu el £ LE |E| "1|
(7) Jx) Tu:l-Eu 'ﬂ:;} f T.'u-[zl. - - Y |6, "12

et dans ce cas les formes bilinéaires alterndes sur X x X dépendent de trols conatanlen
arbitraires
Y S (a an)y S (@ @), tu =S (@ @)

Romarque 4. Lovsque K R et que X est |t'iR‘.hIlt usuel & trois dimensions,
supposons I base (), .0y de X orthonormale; considérant le vecteur

(”) W=y Yty | ¥ ruftn

In relatlon (7) slgultie alor que / (v, ») et le produit sealaive de u par lo
veotenr x Ay aubrement dil gt{ at, Kxempde 10) (ue

S ) = (ulx] ),
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Réciproquement il est clair que toute fonction f donnée par une formule de ce
type est une forme bilinéaire alternée sur X.

On peut ainsi identifier f au vecteur u, ce qui explique pourquoi les formes
bilinéaires alternées n’interviennent généralement pas en Géométrie élémen-
taire ou en Physique. Toutefois il faut observer que l'identification de f au
vecteur (8) n’a de sens qu’en coordonnées restangulaires (et que la notion de
coordonnées rectangulaires suppose le choix d’une unité de longueur); plus
récisément, le vecteur (8) est indépendant de la base (g;) dans la mesure ol
]'on passe d’une base orthonormale 4 une base orthonormale; mais si ’on auto-
rise éa,-) 4 varier dans ensemble de toutes les bases de X, alors le vecteur
(8) dépend non seulement de  mais aussi de la base (a;) considérée. Cela
provient du fait que les formules de changement de coordonnées pour un
tenseur d’espéce (3) ne sont pas les mémes que pour un vecteur, i.e. pour un
tenscur d’espéce (§).

& Applications trilinéaires alternées

[itant donnés des modules X et M sur un anneau commutatif K, on dit qu’une appli-
cition trilindaire

FfiXxXxX->M

onl altornéo si expression f(x, 3, 2) est nulle dés que deux des vecteurs x, y, z sont
dgnux, autrement dit si 'on a

() Jxpy) = {532 =Ff(xx2z)=0

quely que soient x, p, 2. Il s’ensuit alors que pour tout a e X, les fonctions bilinéaires

Jlay v, 2), f (% a, 2) et £ (x, y, a) sont alternées; par suite on a les relations

fl(-\'u W :) 8 - '“f(x; 4;)’), f(x)_y; z) = —f(C;J’: x)s f(x:!}’ ‘Z) = _-_f(yl L7 5),
ou, ce qui revient visiblement au méme, les relations
) S (%3 2) =S (2% =fxy) =—f(*27)=—F(5h*62)=—F(2%

St la relation 2m = 0, pour un me M, implique m = 0, alors les relations (g) im-
pliuent les relations (8), et caractérisent donc les fonctions trilinéaires alternées,

lixemple . Si 'on prend K = R et pour X Pespace usuel a trois dimensions,
le procduit mixte (x| p|z) est une forme trilinéaire alternée sur X.

Lxemplo 4. X et K étant arbitraires, choisissons une application trilinéaire
I el posons
S (%, 2) = gle 9, 7) A+ g 2 ¥) A+ gz % )
xy 2,0) — a0 X 1) a0, 8);
nlora fent une application trilindaire alternée comme on le voit aussitdt.
Iin particulier, soient #, v, w des formes linéaires sur X; alors

Sy v &) = ou(ye(nw(e) 1wl pe(ehoy) 4 u(e)u(xw( )
u(x)o(e)e( p) = u{ pe(x)w(e) — u(e)o( p)wlx)
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est une forme trilinéaire alternée sur X X X X X; on l'appelle le produit
extérieur des formes linéaires , o, w et on la désigne par la notation

HADAW.
Onaupvpw=0siu s, wne sont pas deux 4 deux distinctes, et de plus

UAVAW=UVAWAU=WAUATD
=—UANWAV=—VAUAW=—WAUAN

Exemple 5. Solent u une forme linéaire et f une forme bilinéaire alternée sur
un module X; alors la fonction

g(x 0, 2) = u(x) f (3, 2) + w( ) [ (2 %) + v(2) f (% »)
est une forme trilinéaire alternée sur X X X x X; on Pappelle le prodult oxid=

rieur de la forme linéairc u par la forme bilinéaire alternée £, et on la désigne
par la notation
up S

Il est clair que si #, v, w sont des formes linéaires sur X on a
upvaw=up(vaw,.

De méme, on désigne par

Sfau

la forme trilinéaire alternée

S (2 )uz) +.f (3 Qulx) +.S (2 x)u(9);
on a
up f=s nu

{alors qu'on avait u A 2 =—u A 1 lorsque u et v sont deux formes linda(res)

4. Développement par rapport & une base

On a pour les applications trilinéaires alternées le résultat suivant, analogue au
Théoréme 1

Trtorime 2. Sofent X et M des modules sur un anneaw commutatif. Supposons X libre de
type finid et soit (@)1 ¢ 10 tine base de Xo Powr qu’une application trilinfaire fde X X X % X
dans M soit alterndo, i faut ot il syffit que ses cogfficients

Cif :./I(l‘lr, )y t‘.!;,)
par rapport & la base considdvde vdrifint les relations

(lllJ . Cig) = Oy Oy = ()
(11) gy =8 Oy =5 O = g s s g = g
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ol a alors

Eomi b
(12) S (%5 2) 2_2 T [T TS
i<j<k TR PR 4

ittels que soient les vecteurs

x = ¥, ¥y = ¥ma, z = ¥la.
Dans la formule (12), on utilise la notation

Lo G
(1) 5w L= g + Emadi 4 Banidy — Toneds — Emde — &,
E.EJ‘: LY sz
nnnlogue A celle des déterminants d’ordre 2, et déja introduite au § 21, Exemple 10.
Pour établir le Théoréme 2, on doit d’abord montrer que 'on a (10) et (11) pour
foute application trilinéaire alternée £ ; ce qu’on peut faire en écrivant les relations
() et (n) pour ¥ = a,y = aj, 2 = G
Supposons inversement (10) et (11) vérifiées; dans la formuyle

S, 2) = E it
1£4, k&
(qui résulte du § 21, Théoréme 2, les seuls termes éventuellement non.nuls sont ceux
pour lesquels les indices ¢, j, £ sont deux & deux distincts. En classant les triplets
(i, j, k) d’apres les grandeurs relatives de ¢, 7, £ on obtient donc une décomposition en
uix sommes partielles, a savoir

- > 2 >
f {-\" » ,:} e UuhEim‘ﬁk + 6.';;;2:'"&;@; -+ CU}:;ET[J':J:
k i

i<k j<k<i <i<
) ) 2
-+ . err:Ei'ﬂerr -+ Cij:‘:EfTUz:k + Ctjkgr"]jtk-
i<kaf J<i<k k< j<i

Pour chacune de ces sommes partielles, il est possible de changer les notations de
telle worte que la somme en question soit étendue aux triplets (4, j, k) tels que i < j < £
(pur exemple, dans la seconde somme, on doit pour ce faire remplacer § par £, & par §
ol d par &) on trouve ainsi :

\ ~ -
Sy ) }.J ekl A 2..1 Crifeind >..J Ciibmids
tet fo k tafek e j<te
3

N et St 3
o ila engbindy - .21 el 4 Crjiban il
{fek tafak tef<lh

fenant compte des relations (11) et groupant les termes indices 1, 7, & des six sommes
précédentes, on trouve

1
,f("ﬁ b 1:’) l ‘? ; F:,rkar'fijck | E,f"]’rtf | Ek'ﬂr‘:; " Em:,l:,. - Ej‘filtl'r 'Ek'mti):
afeh

oo qul ent précivdment la formule (ra),
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Il reste & vérifier que f est effectivement alternée; pour cela il suffit évidemment
de prouver que la forme trilinéaire

i, ¥, 2) = Eqile 4 Enals + By — Emaly — Bl — Byl

est alternée; mais en notant %, la ¢ fonction coordonnée du module X par rapport &
la base (a;), on a

u(x, 3, 2) = wi(X)ui( D)u(2) + w( D)u(2)u(x) + w(Duy(x)u »)
— w(x)uj(2)ur( y) — wil p)u(x)un(z) — wiyu y)us(x),
autrement dit
Uije = Uy A\ Uj N\ Uy,

ce qui prouve (Exemple 5) que I'expression en question est alternée. Le Théoréme g
est donc démontré.
Etant donnée une matrice carrée d’ordre trois

a a a"
A= (b Py
¢ ¢ &

4 coeflicients dans un anneau commutatif K, on appelle déterminant de A 'élément
ab'c" + be'a"” + ca'd” — ac'h” — ba'c" — cb'a"

de K; on le désigne soit par la notation

a a &
b éf bﬂ'
e ¢

utilisée dans I'énoncé du Théoréme 2, soit par la notation

dét(A).
On observera que
a o a
bi bﬂ b b” b bu’
' wl ! L .
f.l f; fl,, R PP H'L? ¢ e ¢

Lixemple G, Lorsque n < 2, les indices , j, & ne peuvent jamais fire deux A
deux distinets! les coeflicients e SNt done tous nuls, el par suite o woulo
applieation trilinéaire alternde dans ce cay est e 0,

Lixemple 7, Supposons o= g5 alors (12) se réduait &

_ bom &y
_.f(r"". L TR LT T ol TR .f‘(ﬂn flyy "'-'l)'
T TR
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L’expression
bom O
D(x, », Z)=\5k m &
8 ms L

s’appelle le déterminant des vecteurs x, p, z par rapport & la base (a1, a3, a;
~— sa valeur dépend effectivement du choix de la base. La fonction D(x, », 2
st une forme trilinéaire sur X, pour laquelle on a

I 0 0
D(a’l: ay, as) =10 I o =1y
o 0 1

ct cette relation caractérise D parmi les formes trilinéaires alternées sur X;
en cflet, pour une telle forme f; on a d’aprés le Théoréme 2

f:f(ﬂla y, 33) .D

¢l par suite f = D si fest égale & 1 sur les vecteurs de base.

Fixemple 8. Prenons K = R et pour X Pespace usuel A trois dimensions; consi-
(érons le produit mixte (x| y(z); c’est une forme trilinéaire alternée sur X,
on a done

§1 LIS
(2] 2]2) = (a1]azlas) . |G me te]
Ea Ta  ba

itr rapport a n’importe quelle base de X. On retrouve ainsi le résultat du
.& a1, Fxemple 10.

[’étudle des formes trilinéaires alternées et des déterminants d’ordre trois comporte
beaucoup d’autres résultats que les précédents; mais nous ne les énoncerons pas ici
atlendu qu’ils se généralisent tous aux formes p-linéaires alternées et aux déterminants
d'ordree quelconque dont traiteront les deux prochains §§.

§ 23. Applications multilinéaires alternées

1. La signature d’une permutation

Rappelons (§ 7, Exemple 4) que pour tout entier p on désigne par &, le groupe don
permutations de I'ensemble {1, 2, ..., p}. Parmi ces permutations figurent log
transpositions (§ 7, n° 5), qui consistent & échanger deux entiers consécutifs ¢ ot { «|« |
sans modifier les autres; et on a vu au § 7, n° 5 que toute permutation ¢ @ &, peut §o
mettre sous la forme

(]) G =Tyu -« 0T,

d’un produit de transpositions; bien entendu la décomposition (1) de o n'est pan
unique : si par exemple v est une transposition, on a « o © = ¢ et par suite
T TOTOT == TOTOTOTOT == +4:

"Toutefois nous allons montrer dans ce n° que, lorsqu’on passe d*une décomposition (1)
de o & une autre, la parité de Uentier r ne change pas — autrement dit quo sl o peut
wécrire comme produit d’un nombre pair (resp. impair) de transpositions, nlom
toute décomposition de o en produit de transpositions comporte un nombre pale
(resp. impair) de facteurs.

Supposons provisoirement ce résultat établi. Alors, dans la décomposition (1),

entier
(—1y
dépend uniquement de o, et non de la figon dont on a éerit o comme prodult de

(rivnspositions; on peut done définir sur Ie groupe &, une fonction p, dont ley valewrs
wont les entiers |- 1 et 1, et telle que

(v) Pla) = (1)
lorsue o ent produit de v ceanspositions, On n dvidemment
(9) Pl) s md g ent une eansposition |

d'autre part, ol doux permutations o et o* penvent a'dorlre comme prodults de i et
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(ranspositions respectivement, il est clair que o' o ¢” s’écrit comme produit de 7 + s
transpositions; on a donc

(1) p(a)p(s") = p(s 0 ")
((uelles que solent les permutations o et o”.
On notera que 'ensemble {— 1, 4 1} n’est autre que le groupe multiplicatif

Z* (les éléments inversibles de 'anneau Z des entiers (§ 8, Remargue 1) ; les formules (3)
ot (4) expriment donc que Papplication

(5) p: S, - Z*

ONL un homomorphisme de groupes, prenant la valeur — 1 sur les transpositions.
Inversement, supposons construit un tel homomorphisme; la relation (1) donne
nlorw '

plo) = p(ra). . p(r) = (—1)...(—1) = (— 1),

¢l comme le premier membre ne dépend que de s on en déduit que la parité der
ent Indépendante de la décomposition (1) de ¢ en produit de transpositions.

Nous voyons done que, pour montrer que la parité de r dans la décomposition (1)
ont tonjours la méme, fout revient & construire un homomorphisme (5) égal & — 1 sur chaque
transposition. Nous allons y parvenir 4 I'aide de la notion suivante.

Hoient X un ensemble arbitraire, M un groupe additif,  un entier strictement
ponitify et considérons une application

fi Xe M,

Lew une fonction £ (%, .. ., #,) de p variables x;e X, & valeurs dans M. On dit que f
el antlsymétrique si 'on a

“i) f(xh wvey Xieqy xi'-l—d.) iy xr'+$) ey xp) = _f(x‘la - .,.t'p),
nutrement it si
(7 S Gaay oo xup) = —F (%1 o0y 2p)

pour toute transposition .
Clongidérons done une telle fonction; nous allons montrer qu’on a alors

{") f(xﬂtl)! ‘e ’:""T(m) = (_“ I)'*f(xb ‘e -:xn}

touten len fois que la permutation s@ €, peut s'éerire comme produit de » transposi-
tlonn, )

L can v = 1 we réduisant & la définition des fonctions antisymétriques, nous allons
ralsonner par récurrence sur ¢, Si o est produit de » transpositions, on peut éerire

fq s mom

oty onl une tranaporition, et oft w ent procdult de r - 1 tranapositions ) d'apeds 'hypos
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these de récurrence, on aura donc

(9) S Gy s d0m) = (= 1 (-3 30)

quels que soient les y; e X, Ecrivons cette relation lorsque

J1 = Xqays 0 s Vp == Xep)s

on a y; = %y, €t en remplagant i par »(7) il vient donc

Yatiy = Xgutiyy = Xutiys
donc (g} s*écrit

S oy o Zam) = (— " f (s - o5 Xaemy) s

mais comme t est une transposition, le second membre de cette relation est dgal
d’apres (7} 4 celui de la relation (8), qui est donc établie.

La relation (8) va nous permettre de montrer que la parité de r ne dépend que o
. Comme le premier membre de (8) ne dépend que de s, si I’on a deux décompositions
de o en produits de 7 et s transpositions, on voit que I’on a

(— 1) (o oo 4p) = (— 1) (R, -, %)

pour foute fonction antisymétrique f; pour en déduire que (— 1)" = (— 1)*, il sullit
(’étre dans une situation ot ’'on pourra « simplifier » par £ (xy, ..., 4,), c¢ qui sera
par exemple lc cas si f est & valeurs dans Z et s’il existe %y, ..., ay&@ X tels quo

S {x, ..., x5} # 0. Autrement dit, tout revient maintenant & construire, sur un

ensemble X convenablement choisi, une fonction antisymétrique non identiquement
nulle 2 valeurs dans Z.

(ro) Slxny o xp) = l l ) (2 —x);
lgi<jfap

i<

#i les wsont deux A deux distinets on a évidernment f (xy, ..., ¥p) 24 05 il reste done
i\ [hire voir que fest antisymétricque.

Or supposons qu’on dehange xy, ct ay,, pour un indice donné k. Dans le second
membre de (10, les termes a, — ap ne seront moclifiés que si Pona f = b, owd s ko< 1,
ou o kyoug =k ooy daccontribution de ces termes A fest le produit

(o M) L0 W) e N L (W ) o a8
0y w) e ey ) (e M) )

|
celn dit) lorqu'on échange v, ot Ny e premior theteur est multiphié pae =1, lo
wocond ¢t lo trofsleme procdults pactels ' échangent, de méme que la quatribme el le-
cinquitme, de worte que le prodult total est simplement multiplid par - 1,
Lin fonetion (10) et done blen antlsyméirlgque, ef en comparant (@) et (1) on volt
qulon noen déhnltive démontrd lo rdaultat sidvant |
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I'tfOREME 1. Pour tout entier p = 1, il existe un et un seul homomorphisme
pr &, - Z*

tel que Pon aif p(s) = — 1 pour foute transposition s. On a ¥(e) = (—r)" s la permutation
o st produit de r transpositions.
Bn outre, élant donnés un ensemble X, un groupe additif M, et une application antisymé-
trigue
’ fi Xe M,
on a la relation

S oty « - s %am) = Po) - f (%1, - - -, %)

quely que soient les x;€ X el la permutation c & S,

L nombre 3(s) s’appelle la signature de la permutation o; on utilise aussi fré-
(uemment le mot parité au lieu du mot signature et la notation e, au lieu de p(s).
On dit qu’une permutation est paire si sa signature est -}- 1, et impaire si sa signature
ot 1. Les permutations paires forment un sous-groupe invariant de &,, puisque
leur ensemble est le noyau de Phomomorphisme § (cf. § 7, Remargue 7).

Remarque 1. Reprenons la forme (10}; on a

S Goays -« - s Xorpy) = IJJ (%o — %a(n) 5

les différences xoqy — x5 qu’on trouve ici sont les mémes que les différences
Ny — &y (k< A) & cecl prés qu'on n’a pas toujours o{f) <C ¢(f); onvoit donc
(ue chaque couple i, j tel que PPon ait

i<, ali) > (i)

contribue un facteur — 1 au calcul de la signature de ¢. Le nombre de ces
couples s’appelle le nombre d’inversions de ¢; en le notant I{s), on a donc

We) = (— 1y
Pir exemple prenons p = 6 et la permutation qui applique 1, 2, 3, 4, 5, 6 sur
2, 45 3, 6, 5, 13
lew couples i, § tels que © << f, o(i) > o(§) sont alors
65 285 2065 355 455 465 563

de sorte que le nombre Cinversions est 4, et la signature — 1.

Pour p I|l|t'|{‘ll]|i|l|l‘, l!l)IIHi.[lr"t'llIIH une permutation elreulnlre des entiers
I @, .0y py Les une permudation o donnde par _
0(1) Ay oy a(p k) =y ok @) ey a(p)

oft & st un entler compris entee 1ot o Len oouples £, / tels que Pon alt @< f
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et a(i) > o j) sont ceux pour lesquels on a
aKi<p—k+r1, p—k+ai<yp;

{Jour. ces couples, ’entier ¢ peut prendre p—% + 1 valeurs distinctes, et
’entier § peut en prendre £ — 1; doncon a

o)=G;—0—k+1)=FE—1)(p+ 1) —kE—1)
et comme k(k — 1) est un entier pair dans tous les cas il vient
8(e) = (— 1)t=Dip+1),

Par exemple, pour p = 3 (et plus généralement pour p impair), les permutis
tions circulaires sont paires.

2. Antisymétrisation d’une fonction de plusieurs variables

Soient X un ensemble, M un groupe additif,  >> 1 un entier, et £ une application
de X7 dans M. On appelle antisymétrisée de / I’application g de X» dans M donnde
par

(x1) €t s 55) = D 9(6) S (ot o 5,

sEG,

la somme figurant au second membre étant étendue a toutes les permutations o & @,
Nous allons montrer d’une part que g est antisyméirique, d’autre part que 'on i

(12)  g{xy, ..., %) =0 si X1, <.+, ¥p De sont pas tous distinets.

Lxemple 1. Si p = 3, la fonction ¢ est donnée par

&(%,2,2) = f(%,9,2) + (9 2, %) 1 (2, %,9) —F (%, 2, 9) —S (2, %, 2) =S (&, 3 )

ct les résultats annoncds sont & peu prés évidents,
Pour établir ces résultats, faisons opérer le groupe &, sur Pensemble X0 en posnin(
(cfi § 7, no 11, Exemple 21).

o(%) = (Noaryy « v oy Na wpy)  POUr X = (&), ..., ¥) @ XD,
La formule (11) &’¢erit alors

.
B0) = D0 p() . Sl ).

Soit w une permutation quelcongque; on a alors
Vo g
(18) oK) = o V(1) S (0" (0(N))))

[
oty comme Papploation o om0 a e @, dang &, enty, powe o donnd, une bifection,
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il et clair que pour toute fonction ¢ définie sur le groupe €, on a la relation

2 4(0) = 20 sloe o

cEEP

nppliquant ce résultat 4
o(s) = p(s). f (s7 (e ()

ot observant que

#lw 0 6) = Plo o 6). Fo™ o Holx))) = po)p(s)f (7)),

on voit que (1g) s'écrit aussi

o) = D B (o) = He). 20 W) ()

GE:EP
cecht montre que
glw(®)) = plo)2(*)
el prouve comme annoncé que la fonction g(x) = g(xy, ..., %p) est antisymétrique.

Pour démontrer (12) supposons par exemple x; = x; pour des entiers i et j tels
(ue i < j; désignons par « la permutation définie comme suit :

k) =k si ki @) =4 <) =15

il est clair que p(xr) = — 1 et que, pour 'élément x = (¥15 ..., %p) € X? considéré
on i
(14) =z} = 1(x) = x.

Dinn I'expression

TEE

) = D @) S (o)

on peut grouper les permutations ¢ en deux classes : celles pour lesquelles on a
a(i) <~ a(f), et celles pourlesquelles on a o(z) > ¢( j); notant &} et &}, les deux parties
do @, ninsi obtenues, lesquelles sont disjointes et ont pour réunion tout &,, on obtient
done

Al Al
(19) £ = 290 S e ) E);,,nc«o-f(m—ltx)n

ER]

or 'application o —»a o v est unc bijection de @ sur @4 on peut done grouper les termes
de (1) deux par deux, en associant le terme relatif & o de ln premidre somme au
terme de In seconde pour lequel w = v o g T somme de ces deux termes est

Do) S (a1 (0) o W o 0) f (a1 (1 Hw))

J0,, on overiu de (14),

P) /Gt ) <k W) S (a7 (W)
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et comme p(t) = — 1 cette somme est nulle; ainsi les termes des deux sommen
figurant dans (15) se détruisent deux a deux, ce qui achéve la démonstration de (1),

3. Applications multilinéaires alternées

Soient X et M des modules sur un anneau commutatif K, et p > 1 un entier, On
dit qu*une application p-linéaire
f:XF—>M

est alternée si I'on a f(xy, ..., %;) =0 toutes les fois qu’il existe des indices ¢ et J
distincts tels que x; = x;. Pour p = 1, cette notion se réduit & celle d’application
linéaire de X dans M; pour p =2etp = 3 on retrouve les définitions du § précédent,

TutorkMme 2. Toute application multilinéaire alternée est antisymélrique.

Pour établie la relation (6) du n° 1, donnons des valeurs fixes aux variablon
autres que X; €t Xipq, €t regardons f comme fonction de #; et x.,; on obtient alom
une fonction bilinéaire de x; et x., parce que f est multilinéaire, et alternde car [
s’annule pour x; = xu4,; on en déduit donc (§ 22, n° 1, relation (2)) que Pexpression
S (%1, «.., %p) est multipliée par —1 lorsqu’on échange x: et %y, ce qui prouve
le Théoréme.

D’aprés les résultats du n® 1, on voit donc qu'une application p-linéaire alternde
satisfait 4 'identité

(16) S Forr o o> o) = Pl8) - S (%15 - <o %)

pour $ = 2 on retrouve la relation (2) du § 22, et pour p = 3 les relations (g).

THEOREME 3. Soil f une application p-lintaire de X7 dans M; alors Papplication g donnde
par

el s 5 = D0 1) S (e - or o)

a'E@p
est p-lindaire allernée.
Le terme général du second membre cst évidemment une fonction p-linéaire clo
X1, + s %p, de sorte qu’il en est de méme de g; il reste donc & montrer que (%, « . +y &p)
est nul si les vecteurs #,, ..., #» nc sont pas deux & deux distincts, ce qui n'est
autre quun cas particulier de Passertion (12) du n° 2.

Lxemple 2, Solent iy, .0y 1y des formes linéaires sur X; alors la forme pelinénire

YY)y (Kacp) o tp(Xap)

| ent alternée ¢ il suflic pour le voir d'appliquer le Théoréme g & la forme
Iy oo @y délinle au § a1, fixemple a,

Lo forme pdindalre alternde alnst obtenun a'appelle le prodult oxtériour
clen formos Hndiniven wy, ooy g 00 80 dénlgne par ln notatlon

A o N
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"I'ntorime’s. Soit f une application p-lindaire alternée de XP dans M. On a
Sflay oiiya) =0

lontes les fois que les vecteurs ay, ..., a, sont des combinaisons linéaires de p — 1 vecteurs
i plus,

Supposons en effet qu’on ait des relations

I formule (10) du § 21, n° 3, montre qu’alors

O
Sty = 20 DS o )
o Jp
cela dit, supposons ¢ << p; alors les p entiers ji, ..., j, compris entre 1 et g, ne sont
Jamnds deux & deux distinets; comme fest alternée, on a donc

f(b.h’ "y b..fp) = 0

(uelu que soient fy, «. ., fp d’oft le résultat cherché.

ClononrAamn 1. Sofent X et M des espaces vectoriels sur un corps commutalif et f une applica-
tion mullitindaire alternée de 2P dans M. On a

Sflay ..y ap) =0

lorsque los veetewers ay, . . ., a, ne sont pas lindairement indépendants.
il existe en eflet une relation linéaire

?\1&1-{— e —|—-)Lpt1p=0

non triviale, avee par exemple Xk, % 0, on peut puisque K est ici un corps en déduire
(que a, est combinaison linéaire de ay, ..., ap_,; donc les p vecteurs ay, ..., apsont
dew combinnisons lindaires de p— 1 d’entre eux, et il reste 4 appliquer le Théoréme 4.

Conoveam 2, Soit X un Kemodule libre ayant une base formde de v vecteurs. Toule appli-
vation pedindaive alternde de XP dans M. est nulle pour p > r -+ 1.

Clr quels que soient &y, ..., ¥,€X on peut alors exprimer linéairement les x;
A 'adde de r << pr veeteuars,

Fxemple 3. Sur un espace vectoriel de dimension 7 il est inutile d’étudier les
formes pelinénires alternées pour p = ry il suflit de se borner aux enticrs
T TS :

81 en particulier X ent espice wuel & trois dimensions sy Ko R, il
nexlate nucune forme pelindaire alternéde non identiquement nulle sur X v
ﬂ . ..'1.;

L n® widvant nous permetten de préchier comme sult lo Corollaire préoddent |

n° 4 _FORMES f-LINEAIRES ALTERNEES SUR K7 got

si X posséde une base formée de r vecteurs, il existe effectivement sur X des formes
r-linéaires alternées non identiquement nulles.

4. Fonctions p-linéaires alternées sur un module isomorphe & Kr

Nous allons maintenant étudier les applications p-linéaires alternées de X* dans
M lorsque le module X est libre de type fini. Dans ce n® nous étudierons le cas
particulier oi X estisomorphe 4 K, i.e. admet une base formée de p vecteurs a,, ..., @y}
le cas général fera ’objet du n° 7.

Posant ' .
X = :%pau&i
le Théoféme 3 du § 21 montre que (¥)
(17) S(xs ooy %) = Dby oonighuig oo Epip
ol
(18) Cly..ip =f (@ .05 a);

puisque fest alternée, on a tout d’abord
(19) Giy...ty =0 iy, ..., ipne sont pas deux a deux distincts;

on peut donc se borner, dans (17), aux termes pour lesquels les p entiers iy, ..., 0
sont deux & deux distincts; mais comme ces entiers sont compris entre 1 et p, ily
forment alors une permutation de 1, ..., p — autrement dit il existe une et une seule
permutation ¢ & &, telle que

il = O’('l), . °':£P = G(p);

Clguanlp = f{aaqy - aﬂ'(pl) = (o) f (@, - . -5 ap)

puisque f est alternée.
On voit donc que la somme (17) 8’éerit

mais alors

A
(20) Sy oy xp) = S (e ap) 2‘—;\" P(8) By 000 + o v b, oty
LA L-TH

Inversement, toute application f de X# dans M satisfaisant & cette relation e
multilinéaire alternée. Pour le voir, il suflit dvidemment de montrer ¢ue 'expression

AN
(ar) Dy oy ) = 20 9(0) o oo Bpon
nﬂlﬁ"
ent une forme pedinéaire alternde sur X/, Or |léﬁiﬁmum Pty ooyt len fonetions

’ |
(%) Dans Teow cndonls gqul sudvent on dorlt Tow nonlnire IndiMdremment |Ir_-ul|n ou b gavche
de dlémonts do M, oo qul n's aucune Importance puligue 1K est commutatil; :
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coordonnées du module X par rapport 4 la base a,, ..., ap; 0ona
S = (%)

¢l par suite

(22) Dxy, - .., %) = Xp(a) . ttaiyy (%1) -+ - ton(%p) 5

or au lieu d'écrire le produit figurant au second membre dans ordre 1, ..., p, on
peut, puisque K est commutatif, ’écrire dans ’ordre

5_1(1)1 Y G_l(p);

on voit alors que

Usry(*1) - - o (%p) = w(¥e-yn) - - - Up(Xe—up))s
en norte que (22) s’écrit aussi

D{xy, -0y %) = 2p(a) . th(¥e-s)) - - -tp(¥o—sp) 5

maiy comme &, est un groupe 'application ¢+ s~ de &, dans &, est bijective;
en remplagant ¢ par ¢~ dans la somme précédente on modifie donc simplement
Pordre des termes, et par suite

Dixy, oy ap) = ¥pleHu(xawy) - - - tp(¥aim) s
on tenant compte du fait évident que
p(a=t) = p(a)~' = (o),
I reste en définitive
(@) D(xy, - . .5 %) = 2p(0) . u1(¥aqr)) - - - Up(¥a(p))

co (ui montre (Exemple 2) que D n’est autre que le produit extérieur des formes
Hndnires wy, ..., ap s

(uq,) D = wuA. .. Aup;

par suite I est une forme p-linéaire alternée sur X# comme annoncé, et la formule (20)
caractérise les applications p-lindaires alternées de X» dans un K-module M,
On remarquera que 'on a

(4h) D{a,, ..., a)) = 1;
en ellet, on a
0 M i
uia) o -
on worte que sl Non caleule D(ay, 00 ap) & Paide de la formule (2a) le seul terme
dventuellemont non oul ent celul pour leguel on noa(r) = 1, oo a(p) =i on a

alotw uyp(a) = 1, et dvidemment y(a) = < 1, doworte qu'on trauve blon (ug).

n° 5 DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE 0
3

De plus, la relation (25) caractérise D; en effet, d’apres (20), on a

f=f(a1, S ] aﬂ)‘D

pour toute forme p-linéaire alternée f sur XP; donc la relation f(a,, ..., gp) = I
implique f = D.
En définitive, on a démontré le résultat suivant :

THEOREME 5. Soit X un module libre de type fini sur un anneaw commutatif K. Soit (a,, . . ., ap)
une base de X. Il existe alors une ef une seule forme p-lindaire alternée D sur X2 telle que U'on
ait

D(ay, ..., ap) == 1;
on a

D(x, - o5 2p) = 2 pla) Eran - - - Bpatrr
uE@p
quels que soient les vecteurs

o= Ne (1<i<p);
enfin, pour toute application p-lindaire alternée f de XP dans un K-module M, on a

Flxy ooyxp) =Dy, ooy 3. flay ooy ap)

quels que soient %y, . . ., xpe X,
Voici une conséquence intéressante de ce résultat :

CoroLLAIRE. Soit X un module libre de type fini sur un anneauw commutatif K. Toutes
les bases de X ont le méme nombre d’éléments.

Soient en effet (ay, ..., a,) et (by, ..., b;) des bases de X; d’aprés le Théoréme
précédent il existe sur X une forme g-linéaire alternée f telle que

f(bl} rey b'?) = 1I;

donc f n’est pas identiquement nulle; comme X posséde une base formée de p vees
teurs il s’ensuit que ¢ < p d’aprés le Corollaire du Théoréme 4. Mais on a p < ¢ par
un raisonnement identique, et finalemgnt p = ¢ comme annoncé.

5. Déterminant d’un systéme de vecteurs, d’une matrice, d’un endomors
phisme

fant donnés un Kemodule X possédant une base (a, 0., ap) et p vecteurs
Xy vy Apa X, on appelle détorminant do ¥y, ..., &, parrapport & ln baso ay, 4y dp
lo sealaire D(xy, oy, &) donné par la relation (21) du n® précédent.

D'autre part, étant donnde une matrice carrdo

e (850

\Mip v LI
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A cocflicients dans K, on appelle déterminant de A le scalaire

%11 e-- %p

)
= P(o)ats, any- - « @p, o(p)s

4= EP

Gpp ..+ Upp

on le désigne aussi par la notation
dét(A).

Il est clair qu’avec cette définition la formule (21) sécrit encore

LI I A .

Dixyy vouy ap) =

1 e Epp

Or on a vu au n® précédent que ce déterminant est aussi donné par la formule (23),
l,e, est aussi égal a Pexpression

20(a) Lo, 1 v v e Bagp, pi

celle-ci se déduit de (21) en y remplagant partout §; par ;5 donc.

I'iitonkme 6. Le déterminant d'une matrice carrée & coeffictents dans un anneau commulatif
vt dpal & celui de la matrice fransposée.
Voici maintenant un autre résultat important :

Ttorime 7. Sofent A et B deux matrices carrées d’ordre p & coefficients dans un anncau
commutatif 1. On a alors

dét(AB) = dét(A)dét(B).

Soit X un K-module admettant une base 4,, ..., @p; solent # et v les endomor-
phinmes de X admettant pour matrices, par rapport & la base en question, les ma-
tlees A et B données; la matrice AB correspond alors & l'application composée
it o b,

Soit D(xy, . .., #p) le déterminant de x4, . . ., ¥y X parrapport alabasea,, . . ., a,.
Délinissons une nouvelle application D, de X# dans K en posant

I)u (xl: v ‘ax.ﬂ) = D(“{xl)k ' ‘!u£xl’));

wlore 1y, et encore une application p-linénire alternée. Tout ’abord D, cst multi-
[ndnire; si en eflet Pon donne & &y, « .., &, par exemple des valeurs fixes by, .., by,
ot ul 'on pose e oo u(hy), il reste I'expression

“(”('\'!)l byy vy H’J');

comme fonetlon de xy, cellesci w'obtient en composant avee Papplication lindaire u
Papplioation lindaire vy ~» D{xy, by ooy By o0 worte que le rédsultat ent blen fonction
[ndalee o ay Al Tn fonetlon Dy et mltHindatee, ot 11 ot évidont qu'elle o
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alternée car la relation x; = ; implique u(x;) = u(x;) et donc D{u(x,), . .., u(x5)) = 0.
Puisque D, est p-linéaire alternée, le Théoréme 5 montre que I'on a

(26) Du(xls MR xF) = Du(al: rrrs aF)D(xh rena xp)

quels que soient les x;; or comme

_‘ .
ula;) = }_‘ it si

A = (ayiciicr

i
on voit que
%11 . g
Du(ay, ..., ap) = D{ufay), ..., u(ag) = |-+ o+ -| = dét(A),
®1p - ppl
en sorte que (26) s’écrit
(27} D(u(x1)y. - - ., t(ap)) = dét(A)D(x;, .. ., %p};

on a de méme

D(w(xy)s - .., o(xp)) = dét(B)D(xy, - - ., xp),
et en posant @ = % o v ON & aussi

(28) D(w(x), .- ., wlx,) = dét(AB)D(x,, ..., %,);

mais

D@w(x), ... () = D), - ulo(x)) = dét(A).D(p(x); ..., ()
— dét(AYdet (BYD(xyy vy Ap),

et en comparant avee (28) on voit que le Théoréme est démontré.
La formule (27) conduit & la notion suivante. Soit # un endomorphisme de X
la forme p-lindaire alternée D, étant proportionnelle & D, il existe un sealaire notd
i
dét(n}'|

tel que Pon ait
D)y ooy w{ag)) = dét{uy D, .., xp)

quels que soient les v @ X comme du reste toute forme p-linéaire alternde fuur X9
ent, 'npris le Théortme 5, proportionnelle & Dy on i i

(29) Sy oo nlep)) o détn) (Vo A

On dit que le wonlnive dét(u) ent le détorminant do l'ondomorphisme n, Si A onl la
matrlee de w par rapport & une bise queleongue de X, low calouls ol=temiun (en
appliquant (a0) wu déterminant par rapport & Ty dite base) montrent que

bt (u) = ldi(A),
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11 est clair que, si u et ¢ sont deux endomorphismes de X, on a
(10} dét(u o v) = dét{u)dét(v);

il est d’autre part évident sur la formule (29) que le déterminant de ’endomorphisme
identique de X est égal a 1,

Remarque 2. Ce qui précéde montre que, si # est un endomorphisme de X,
le déterminant de la matrice de u par rapport 4 une base de X est indépendant
de cette base. On peut le voir aussi & Paide du raisonnement suivant. Soit
A la matrice de u par rapport & une base de X; alors les matrices de u par
rapport aux autres ﬂascs 5& X sont de la forme

UAU-!
avec Ue GL(p, K) comme on I’a vu au § 15. Or on a
dét(UAU-Y = dét(U)dét(A)dét(U-1),
d’autre part
dét{U)dét(U-1) = dét(r,) =1,
tonc
dét(U-1) = dét(U)-2,
et il vient finalement
dét(UAU-Y) = dét(A)

comme annoncé,

6. Caractérisation des bases d’un espace vectoriel de dimension finie

Lew résultats des n® précédents impliquent le théoréme suivant :

Tutor v 8. Seient X un espace vecloriel de dimension p sur un corps commulatif, ay, . . ., @,
nne base de X, el
ao=Yhe (1 <i<p)
i fldments de X. Les propriélés suivantes sont équivalenies :
a) Lev veclours xy, + . ., xp sont lindairement indépendants.

b) Les veclenrs xy, .. ., xp forment une base de X.

(E.‘.’. RS

ﬁw O Em:.

¢) La matrice

ast inversible;

d) Ona

TR Y
vieverl vl O
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L’équivalence des conditions a) et §) résulte du § 19, Théoréme ro. L’équivas
lence de b) et ¢) a été établie au § 15, Théoréme 1.

En désignant par D la forme multilinéaire alternée déterminant par rapport & la
base aj, . .., ap, la condition d) s'écrit D(x,, ..., xp) # 0; elle implique a) en vertu
du Corollaire 1 du Théoréme 4. Il reste & montrer que ) implique ) ; or si les &
forment une base, il existe (Théoréme 5) une forme p-linéaire alternée f sur X/
telle que

Flxy oo x5 %05

comme toute forme p-linéaire alternée sur X? est proportionnelle 2 D, on en déduit
qu’on a afortiori

Dy, ..., x5) #= 0,

ce qui est la condition &) et achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. Pour qu’une matrice carrée & coefficients dans un corps commutatif soit invers
sible, il faut ef il suffit que son déterminant soit non nul.

Cela résulte de équivalence entre les propriétés ¢) et d) dans Iénoncé du Théos
réme 8.

COROLLAIRE 2. Soient L un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutalff’ IS
et u un endomorphisme de L. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) w est bijectif.

) u est surjectif.

¢} u est injectif.

d) On a Ker (1) = 0, i.e. la relation u(x) = 0 implique la relation x = 0,

¢) Le déterminant de u n’est pas nul.

I’équivalence des quatre premidres conditions a déja été établie pour K comimus
tatif on non (§ 19, Corollaire 1 du Théoréme 13); d’autre part, pour que u soll
bijectif il faut et il suffit (§ 15, n° 2) que sa matrice A par rapport & une bawe do 1y
woit inversible, i.e. que dét (A) soit non nul d’aprés le Corollaire précédent; mulk
COMme /

dét(A) r-;"ilét (u),
on voit done que les propriétds a) et ¢) sont équivalentes.
Conovrame . Pour gu'un systéme de n dquations lindaires et homogénes & n inconnties
5 apby Lo a0
(b oo+ by = 0

A aogfflolents dans un oorfiy commudat(f' 15, possdde une solution non triviale, A faut ot {0 syffit
que
dét ((uy)) = s
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En effet, d’aprés le Théoréme 2 du § 20 (équivalence entre les conditions ¢) et )
dans I’énoncé du Théoréme), I’existence d’une solution non triviale signifie que la
matrice («;) n'est pas inversible,

(lOROLLAIRE 4. Pour qu'un systéme de n équations linéaires & n inconnues

( a0 b gadl = ﬁl

Lanks - -+ dufe = B

& coefficients dans un corps commutatif, admette une et une seule solution (i.e. soit un systéme
de Cramer) i faut et il suffit que

dét ((as)) # O.

Clela résulte de 1’équivalence entre les propriétés a), d) et f) dans 'énoncé du
Théoréme 2 du § 20. _

Nous verrons au § suivant que la théorie des déterminants fournit en outre un
formule explicite pour calculer la solution d’un systéme de Cramer.

Remarque 3. On verra au § suivant que le Corollaire 1 s'étend aux anneaux
commutatifs, la condition dét (A) 7 o étant remplacée par l,a condition que
le déterminant de la matrice A soit un élément inversible de ’anneau K.

Remarque 4. Supposons que K soit le corps R des nombres réels, et soit X
un espace vectoriel réel de dimension finie g. Etja.nt. données deux bases
(ay, ..., ap) et (by, ..., b,) de X, désignons par la notation

Di{byy ..., bp; @1y « .. @p)

le déterminant des vecteurs by, ..., &, par rapport 4 la base (ay, ..., ap};
¢’est donc le déterminant de la matrice de passage de la base (a;) & la base
(). Si l'on a trois bases (a), (b;) et (&) de X, la matrice de passage de la
premitre A la troisitme est évidemment le produit de la matrice de pas.?a%e
de la premiére a la seconde par la matrice de passage de la seconde & la
troisitme; on en déduit (Théoréme 7) que

Dicy, ooy epsany ooy ay) = Dfers .o oseps by - o bp) Didy, by @y ap).

Comme on a

Diay, ...,y a4y ooy Q) =1,
il #'ensuit que
D(ay, ooy apy byy ooy by) = D0y 0y buy @ty ooy ap)
Celan dtant, on dit que deux hases (ay, ooy a@p) et (byy o0y by) de Xoont
mémo orlontation wi
by ooy Bpd day ooy ap) =0,

i 1
el wont d'orfontations opposdes dann le can contradre, Len trole relations qu'on
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vient d’établir montrent que la propriété pour deux bases d’avoir la méme
orientation est une relation d’équivalence dans ’ensemble des bases de X; de
plus, 'ensemble de ces bases se décompose, pour cette relation d’équivalence,
en deux classes exactement [pour le voir, choisissons une base (¢;) une folf
pour toutes; les bases orlentées comme (a;) forment une premiére classe]
celles qui sont d’orientation opposée forment la seconde classe, car si (b}
et (¢} sont d’orientations opposées A (a;), alors (&) et (¢;) sont de méma
orientation puisque le produit de deux nombres négatifs est positiﬁ].

Par définition, on appelle orientation de X chacune de ces deux classes
d’équivalence : X posséde donc deux orientations possibles. Toujours par
définition, orienter X consiste & choisir une orientation de X, i.e. une dg
ces deux classes de bases. Pour orienter X, 12 fagon la plus simple de procéder
est de choisir une base (#;) de X, et de déclarer qu’on choisit pour orientation
celle des deux classes 4 laquelle la base (a;) appartient.

Lorsqu’on a orienté I'espace vectoriel X, les bases de X qui appars
tiennent a orientation choisie sur X sont qualifiées de directes ou de positis
vement orientés, les autres étant qualifiées de rétrogrades ou de négativemont
orientées.

Etant donné un espace vectoriel X quelconque, il n’existe aucun moyen
« naturel » ou « canomque » ou « intrinséque » de choisir une orientation dang
X — autrement dit, la notion de « base directe » suppose toujours un choix
arbitraire, et n’a aucun sens absolu. Dans I’espace physique; la régle dite du
« tire-bouchon de Maxwell » ou du « bonhomme d’Ampére » semble fournir
un procédé « naturel » pour distinguer les triédres « directs » des triddres
« rétrogrades »; mais la notion de tire-bouchon de Maxwell, comme celles de
« gauche » et de « droite » sur lesquelles elle repose, n'a aucun sens math«
matique.

Les seuls espaces ou il soit possible de choisir canoniquement une orientation
positive sont les espaces R": il est en effet naturel de déclarer alors qu’on
qualifiera de directe toute base orientée comme la base canonique de R", Maiy
Pespace physique n’est qu'isornorphe 4 R3, il ne lui est pas identique, et on ne
peut définir un isomorphisme du premier sur le second sans d’abord choisir
une base du premier...

7. Applications multilinéaires alternées: cas général

Jusqu’d présent on a étudié les applications p-linéaires alternées sur un K-module

isomorphe & Kp. Dans le cas général, oma des résultats analogues mais un peu plus
compliqués : '

Tudoritime o, Seient X et M des modules sur un annean commutatif K, et supiposons X
libve de type fini; soil (@), .w une base de X. Powr qu'une application p-lindairve f de X0
dany M soit alternde, il fawt et 18 suffit que sex coofficienty

f:l{ i ,J(I(Hl'l ' N} Hu,\,

par vapport & la base considdvde vdefiont los conditions suivantes

{41) Cop i = O sy oo L ne sond pas deniy o deuy distinets
(fju) Eiptny o tatn = WOt g fowr tonte permutadion o e @&,
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Si ces conditions sont remplies, on a
El,i, s Ep,u
(33) Flow o) = D |

quels que soient les vecleurs

X = Z tae X

1<j&n

Posons a;, = by, -5 G5 = by; si les indices 4, .- -5 i, ne sont pas deux é. deux
istincts, deux au moins des vecteurs by, ..., bp sont égaux, de sorte que si f est
alternée il vient f (bs, -5 bp) = 0, d’ot1 (31). En écrivant

f(bcu)’ s ba(p}) = ?(G)f(bla SRR bp)

¢( en remarguant que

bowy = Qi)

on obtient de méme la relation (32). ’
Supposons inversement (31) et (32) vérifices; dans la formule

(:H) f(xl.: R xP) = E‘:H --‘ipil,i‘ LR Ep,ip

on peut se borner & étendre la sommation aux suites 2y, - ..y Ip forn_‘mes d’entiers
deux A deux distinets, compris entre I et 7. . ’
Désignons provisoirement par S I’ensemble de ces suites, et soit St < S1 ensemble

(lew suites 1y, - . . 1p telles que
(45) P L

(| est clair que toute suite appartenant a S ¢obtient, d’une facon et d’une seule, en

fitisant subir une permutation convenable & une suite vérifiant (35); autremcnt'dlt,

i A toute suite (&, - .., ip) vérifiant (35) et A toute permutation cE &, on associe la

guite (fays « - o» Bogp) OB définit une bijection de 'ensemble produit 8* X &p sur S.
I formule (34) peut donc s’dcrire encore

>
f (.\.‘I, B .,x,.) = | clqg_\---l'arp)El,fa(n e EP.‘n{p)

By ."_,‘P n&.gp

en tenant compte de (32) on trouve done

' y \!
S 1}(”)El.fn:n re Ef*.fa-,'m;
[y 1ree @y :

.P(I(":In ' 1 'I’\.ﬂ}

madi en posant ay = &y 1 somme pirtielle dtendue b @), n'derit

}_:"!(I‘I)Fl‘;lmn P W ey
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j.e. n'est autre que le déterminant de la matrice

g1y .- Im El,i. e Ep,l,
(36) R T ,
*
@rp .- Upp |El.='p cer Spp

ce qui établit (33). Il restc & montrer que fest alternce.
En désignant par u (] < i< n) les fonctions coordonnées du module X par

rapport & la base (a)i<i<a l'expression Ly ... By €5t la valeur sur les vecteury
X1, - .., %p de la forme p-linéaire 4, ® - - - ®u;, puisqu'on 2 d’une maniére générale
E = wlx);

il s’ensuit, par un calcul analogue a celui qu'on a développé en détail au n® 4 (voir
le passage de (22) 4 (23)), que le déterminant (36) -est la valeur sur les vecteurs

%y, . .., %p du produit extérieur u;, A - - A, défini au n® 3, Exemple 2. Par suite (33)
s’écrit
%
(37) Sy oonx) = Z{_ Cgonrty Wiy ip(%as + o o5 %p)
n<<ip
ot I’on a posé
(38) ﬂi,..“rp = U, FANEIRVAN u,-p,

et comme les formes u, A - -+ Auy, sont alternées (Exemple 2), il en est donc de
méme de f, ce qui achéve la démonstration du Théoréme.

Lorsque M = K, on déduit facilement de ce qui précéde que les formes (38)
pour i, << .-+ <(i, constituent une base du module des formes p-linéaires alternées
sur X?. Les formes (38) sont en nombre

n) . nl
(e T =)t
car ce coefficient binomial est aussi le nombre des suites strictement croissan(en
de p entiers compris entre 1 et n (ces suites correspondent en effet biunivoguement
aux parties 2 p éléments de I'ensemble des entiers compris entre 1 et n),

Il est facile et utile de calculer les v%curs des formes p-linéaires alternées uy, .1,
sur les vecteurs de base. Le résultat est le suivant : on a

(39) (@ ey ) = p(¢) il existe une permutation ce®, telle que

Jo=daay oees Jp = B
(10) iy gy« oos @) = 0 danslecas contraire.

En eflet, le premier membre est ((apres le Théoréme 3 du § 21) le coeflicient
de §y, o 0e E,,j.ﬂ dany le développement de g (W, 00y W) en fonction des coors
donndes den vecteurs ¥y, .. Apy 08 ¢ tdléveloppement est

Wiy !“('\'l- " w"lllj - }.:p(")tl.fnh! 1) Elh‘rr(pl)l

d'ott immédinterent los formules (30) ¢t (40).
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i, Le critére d'indépendance linéaire

Le ‘T'héoréme 8 peut se généraliser comme suit :

T'nforiMe 10, Solent X un espace vectoriel de dimension n sur un corps commutaiif, a, . . ., a,
tine base de X, et

.
X = Z wa; (1< p)

1<i<a

des dldments de X. Les conditions suivanies sont équivalentes :
a) Loy vecleurs x4, .. ., xp sont linéairement indépendants.

by I existe sur X une forme p-linéaire alternée f telle que

Fly ooy 1) # 0.

0) On frent extraire de la matrice

une matrice carrde d’ordre p de déterminant non nul.

Avee les notations du n® précédent, les déterminants d’ordre p extraits de cette
matrice sont les scalaires u;, o, (%1, ..., ¥5)5 si Pun d’eux est non nul, il est clair
(ue In condition 4) sera remplie — et méme avec f = w, ..;, pour un choix conve-
nable de ¢, ..., ¢ Donc ¢) implique &). ID’autre part ) implique @) en vertu du
T'héoréme 4.

81 ln condition a) est vérifide, il existe une base de X qui commence par x,, . . ., 4z}
In velation (39) montre alors Uexistence d’une forme g-linéaire alternée qui prend
BIP Ny ooy ¥ une valeur non nulle. Donc 4) implique ).

[l veste b montrer que &) implique ¢). Orla formule (3%7) montre que si f(x,, . . .,x,)
n'eal pan nul, 'un au moins des scalaires Yiy. . ip (%1, ..., xp) n’est pas nul, ce qui
enl précisément la propriété ¢). Le Théoréme est donc démontré.

Remargue 5. Soit

une wmatrice i coefTicients dans un corps commutatif K. ID’aprés le Théoréme 16
du § 1, le rang de A est le plus grand entier r tel qu’on puisse extraire de A
une mittrice carrdée d'ordre » ot inversible, autrement dit de déterminant -non nul
(Clorollnire 1+ du Théordme 8). La condition ¢) dans I'énoncé ci-dessus signifie
done que In mairice (o) est de rang p, et Péquivalence avee la condition a)
rénulte nlors du 'Théortme 15 du § 19,

Cle raisonnement permet hien entendu — ¢’est son principal intérée — de
cnlealer le vang d'une matrice (sur un corps commutatif) en examinant les
ddterminanta t]ll'nn poeut en exivalre, oo qui est fort utile dang I |n'nlit£|m.

On volt dautre part que, pour exprimer gque p vectours y = M,

n® 9 CONDITIONS DE GOMPATIBILITE D'UN SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES 31§

e . n . ,yr
sont /s, il suffit d’écrire ( s )re[atlons «algébriques » entre leurs coordonnées,
4 savoir

........... = 0 quels que solent &, << + -+ < i

Pour exprimer par exemple que trois vecteurs

X = (E‘La E'.sa Es: E:l)
¥ = (Tils Tizs My TH.)
g = (Cl! L CR: 54)

de R?sont liés par une relation non triviale, on écrit que

Lome G !El (AR Ee ot G 5o &
b e Gl = :E.s N Gyl =& M G| =& e Ll =0
P TN faomy Ly 2 me G {52 s C3|

9. Conditions de compatibilité d’un systéme d’équations linéaires

La théorie des déterminants permet de mettre sous une forme commode les condis
tions de compatibilité d’un systéme d’équations linéaires (§ 19, Théoreme 5) lorsque
le corps de base K est commutatif.

Soit

(41) Jilx) =i+ s Fapd =8 (1<j<n)

un systéme de n équations linéaires 4 p inconnues a coefficients dans K ; nous noterona
rle rang du systéme, i.e. (§ 20, n° 2} le rang de la famille des formes linéaires /', ..., [
sur K#?; ou, ce qui revient au méme, le rang de la matrice (o) formée avec les coeflls
cients des ;. On peut alors extraire de celle-ci une matrice carrée d’ordre r invers
sible, i.e. de déterminant non nul; nous supposons done dans ce qui suit qu'on n

Ay e 0‘.,-1‘ N

W) A0 \

“en sorte que fy, ..., fi sont lin¢airement indépendantes, et que fig, oo Sy 00
Yhont des combinaisons linéaires,

Trikowrime 11, La relation (42) fant supposde virifide, pour que fe systdme d'dqrations
lindaives (41) possdde aw moins une solution il fout of it suffit qu'on ait

|f3f|| ' p ) ﬁt
PR A
oy wy

pour tonl entler f tel gue v | 1o J s
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I, Théoréme 5 du § 19 montre tout d’abord que, pour que le systéme (41}
posstde une solution, il est nécessaire ef suffisant qu’il en soit de méme du systéme

Solx) =B
Silx) =84

pour tout j tel que 7 4 1 <{j < »; on peut donc se borner 3 établir le Théoréme 11
i le cas particulier ol # = ¢ + I, ce que NouS SUPPOSETONS donc dans ce qui suit,

81 le systeme (41) posstde des solutions, on obtient alors celles-ci en résolvant
lo nyntdme formé par les r premiéres équations, et comme I’hypothése (42) montre que
le wystéme d’¢équations linéaires

EHzE:l + -+ GuEr == B‘l

erEl. + - + anﬁ;- = B‘r

it de Ceamer (§ 20, Théortme 2 ou bien Corollaire 4 du Théoréme 8 du présent §),

on volt qu'on peut alors attribuer aux inconnues Fpq, - - 5 £p figurant dans le systéme
+132 3 5P

(41) den valeurs arbitraires (§ 20, n° 5); en particulier, si le systéme (41) admet une

yolution, il en admet une pour laquelle
Er\-{-lz =Ep=0:

ot 1 réciproque est bien entendu triviale. Dans le cas n = 7 -+ 1 qui nous intéresse,
(oul revient done A exprimer que le systéme

’11151 + - —+ G!rler = fh
(41)

of1.r»+1Ex -+ - + Otr,r+1E,- = ﬁwx

de r | 1 équations & r inconnues, ct de rang 7, posséde au moins une sclution, et a
montrer ¢que pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que Pon ait

%1 B
{;1-‘” .................. = 0.
TS I ret Bre
Or ln condition (44) exprime aussi que le systéme
LIRLN e e b Bt == 0
(45) et inarerear b e
By ey ERRII S Ry I I'j'r-l-l"l---l-x w= ()

pomtde une i Jution non triviale (Clorollaire g du Théortime 8); on est done ramené
montrer que, dann Phypothése (42), Pextstence d'une solution de (43) dquivant A U'exislence
d'une solution non triviale de (45).

[ et tout d'abord elalr que 1a promidre propridté fmplique Ta seconde, car s

7o 9  GONDITIONS DE COMPATIBILITE D’UN SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES 31§

(Eyy - .., &) est une solution de (43), alors (&, - .» £, — 1) est une solution non
triviale de (45)-

Considérons inversement une solution non triviale (71, -+ ) de (45); on
a alors
(46) ygr 7 0,

car si I'on avait nq; = 0 il est clair que (#1s -+ > T} SETAIL UNE solution non triviale
du systéme homogéne associé A (43), et a fortiori du systéme

ayny + o e = 0,

ce qui contredirait I’hypothése (42) et le Corollaire 3 du Théoréme 8. Gela dit, 1n
relation (46) permet de diviser par %iry les relations (45), et on voit alors que L
expressions’

E= — il (1<i r)

vérifient (43), ce qui achéve la démonstration.

Exemple 4. Prenons K = R et considérons le systtme de 3 équations lindaires
A g inconnues

([ x+2y+3=2a
34x+5y+5z55
7%+ 8y 9 =2¢6
son déterminant
1 2 3 \
5 6 4 6  _]4 5
4 5 6 =1.|g 2 3. a
7 8 o 9| 7 9l 7

est nul comme on le voit immédiatement, de sorte que le systéme connicérd
n'est pas un systeme de Cramer. Comme

12 7

n’est pas nul, le systtme est de rang r oo 2y il y aune geule condition de compie
tibilité, & savoir

o2 a
45 b0
B oe

e t|||‘. wéerlt encore, comme on le volt fheilement,

(@b o @ == 0) == 0
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ou, si 'on préfére (*),
2b = a 4 ¢
Comme il est évident que

(x+2y+32) + (72 + 8y + 92) = 2(4x + 55 + 62),

la nécessité de la condition trouvée pouvait étre prévue a priori.

Remarque 6. Le lecteur aura intérét a comparer le Théoréme 11 & I’Exercice 23
du § 19.

(*) Le lecteur qui est déjh mu courant de ln notion de caractéristique d'un corps (§ g0,
N fern bien d'étudier complétement le systéme consicéré lorsgue K et un corps commutatif
(queleongue i1 est eludr par exemple que le raivonnement du texte ceme d'étee valable on Caracs
torlatleue 4,




EXERCICES

11 est parfaitement utopique d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Exercices. '

Les Exercices qu’on trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre. D’autres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s’habituera 3 manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas trés faciles sont
précédés d’un signe §. Enfin, la dernitre catégoric est constituée par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants déja avancés qui s'intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes 4.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement 4 se convaincre, & I'aide d’un « brouillon » fait & la hate, du fait qu’on en a & peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de calcul numérigue,
il faut par contre s'efforcer de rédiger intégralement les Exercices plus théoriques, olt I'on doit
construire de véritables démonstrations. De cetle fagon, et uniquement de cette fagon,
Iétudiant parviendra & acquérir un langage clair et correet, et  utiliser les termes techniquen
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
drunsujet.



§ 22

Calculer les déterminants suivants.
1. cost sini 2. |2sintfcost 2sin?i—1
—sint cost 2costt—1 Qsinrt;c-st!
3 |4 —3 5 4. |3 4 —5
3 —=2 8 8 7 —2
I —7 —35 2 —1 8
5. 41 Xy Xz 6. cosa sinacosh sinasinb
¥ P¥+1 0 yz ~—sina cosacosb cosasinb
xz ¥z FARE | 0 —sin & cos b
7. I 0 141 . 8, |t 1 1
0 1 i z 2% otz = cos(4x/3) + isin(qn/q)
1—i —¢ 1 1 2
9, sinfa cos2z costa 10. 1 g a4t
sin®é cos2b costh 1 b b
sinf¢ cosac costo 1 ¢ ¢t
. 11, |1 x 12, |x 4 a b ¢
| 1y M a X b ¢
; 1z 2 a b Xe
. .
13. |a b ¢ 14 |a & ¢
0 d e a x ¢
! 0 o0 f a b x
16. |ab ab' ab” 16. |1 & of
| adb dV Jbr nor
I a'h a"h arh* b e 1|

| Y 17. Soient V un eapace vectoriel de dimension n sur un aorpi commutatlf I, et fune forme
| _ bilindadro alternde nur V, On suppoio que lo soul vooteur ae V tol quo

Sy 8) w0 pour tout xe 'V

o8t 4 = 0 (on it alors que £ esl non ddgdndrda),
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a) Soit A la matrice formée par les coefficients «,; = f (a,, a ;) de f par rapport 4 uneé base (a;)
(le V. Montrer que, pour que f'soit non dégénérée, il faut et il suffit que A soit inversible (uti-
liver le Théoréme 2 du § 20).

) Boient a, be'V tels que f(a, b) 4 0. On pose £,{x) = f(a, ¥) et f,(x) = f (b, x); montrer
(que f, et f, sont des formes linéaires non proportionnelles sur V, et que les xe V tels que

(*) ' fla,x) =f(bx) =0

lorment un sous-espace vectoriel de dimension n — 2 de V.,

¢) Les hypothéses restant celles de &), montrer que V est somme directe du plan engendré .

pir a et & et du sous-espace V' des solutions de (*). Montrer que la restriction de £4 V* est non
ddgénérée.

) Vn raisonnant par récurrence sur #, montrer 7) que s'il existe sur V une forme bilinéaire
nllernée non dégénérée alors la dimension de V est paire i) que si f est une forme bilinéaire
alternée non dégénérée sur un espace vectoriel V de dimension 24, il existe une base de V par
rapport i laguelle la matrice de fest
( 0, 1, )
—1, 0,

ol ¢, déwigne la matrice nulle 4 g lignes et p colonnes,
¢) Une matrice carrée A = (a;); <, ; <, & coefficients dans K est dite alternée ou antisymétrique
i elle vérilie les relations

a; =0, a;+ ey =0

Montrer qu’une telle matrice ne peut étre inversible si » est impair. 81 A est inversible et si
n o« up, il existe une matrice U'e GL(n, XK) telle que

UAU = ( 0p ;p).
—1
J ) Montrer que P

0 x z
—_x 0 y/=0
—z —y 0

queli que soient x, », ze K,

I8, Bolent f, g A trois formes linéaires sur un espace vectoriel V sur un corps commutatif
K. Montrer que, pour que f, g, k soient linéairement indépendantes, i1 faut et il suffit que

fAgAL=£0.

[0 Bolent V un espace vectoriel de dimension r sur un corps commutatif K, (g;);¢.<, une
biwe de V, ot f, g, & trois formes linéaires sur V. Monirer que les coefficients de fA g Ak
prr rapport bl base (q,) sont les scalaires

Sy S (f‘.;) Slay)
!.'("'1) A’("‘.r) &lay)
h(a)y  Ala))  hay)
#0, Bolent V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif, (a) une base

de V) /une forme bilindalre alternde sur V, et g une forme linduiro sur V, Montrer que les
apelllclonts par rapport b la base () do la forme (eilindalre sltornde f'A g sont len nealnives

sk

g o S G ap) gl b S (g ag)alag) b S Gy a)glag)s
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21. Soit V un espace vectoriel de dimension 3 sur un corps commutatif, et soient x, 3, 2 trois
éléments de V. '

a) 8i x, y, z sont linéairement dépendants, on a f (¥, », z) = 0 pour toute forme trilinéaire
alternée f sur V (exprimer 1'un des vecteurs  I'aide des deux autres).

b) 5i x, y, z sont linéairement indépendants, on a f (¥, ¥, z) 54 0 pour toute forme trilindaire
alternée f £ 0 sur V {observer que x, , z forment une base de V).

¢} Soit a, b, ¢ une base de V; pour que %, , 2 soient linéairement indépendants, il faut et il
suffit que le déterminant de leurs coordonnées par rapport 4 la base g, b, ¢ soit non nul (utiliser
les questions a) et &) et I'Exemple 7 du § 22). -

(Les résultats de cet Exercice seront généralisés au §.suivant, mais on conseille au lecteur
d’examiner tout d’abord en détail le cas des espaces 4 trois dimensions, du reste fort important
dans la pratique).

22, Les vecteurs
(2, — 3, 1), (3, — 1, 5), (1, —4, 3)

sont-ils linéairement indépendants dans R®*? Méme question pour les vecteurs

(55 4, 3), (3, 3, 2), (8, 1, 3)."



§ 23

1, Seit K un anneau commutatif: Montrer que les matrices Ue M, (K) telles que

' dét(U) =1
forment un sous-groupe de GL(r, K) — on le désigne généralement par la notation SL(n, K}
ot on 'appelle le groupe spéeial linéaire & » variables sur I’anneau K.

A Le déterminant d’une matrice nilpotente 4 coefficients dans un corps commutatif est
nul,

8, Soit U une matrice carrée & coefficients entiers, de déterminant non nul, Montrer que les
souls nombres premiers p qui figurent dans les dénominateurs des coefficients (rationnels} de
U=t wont ceux qui divisent le déterminant de U,

. Soit U une matrice carrée orthogonale (i.e. telle que ‘U.U = 1) a coefficients dans un
corpy commutatif. Montrer que dét (U) = 4 1 ou — 1,

B, Trouver le nombre d’inversions de la permutation

I 2 3 ... n n+1 nd 2 QH)
I 8 5 ... 2n—1 2 4 6 ... 2n/°

0. De toutes les permutations des entiers L, 2, ..., n, quelle est celle dont le nombre d'inver-
slonw ent maximum?

T, Montrer que pour tout entier & tel que 0 < k< () il existe une permutation des entiers
54y ooy ndont le nombre dinversions est k.

. On conmiclére un déterminant d’ordre 6, dont on désigne les termes par ay (1 i, f <C6),
Quel et le nigne dont on doit fuire précéder le produit

Ay ynannaan o,

s Lo ddveloppement de ce déterminant ?

I Danslegroupe @, des pornutations de l'enssmble [y n ] onddlgne par V, 'onnemble
dlow pormutations palres,
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@) Montrer que 9, estun sous-groupe invariant de &, (groupe alternd de » objets) et que le
groupe quotient &,/¥, est isomorphe 4 Z/27.

-8) Pour 3 <{i<n (on suppose z 2= 3] on désigne par s, la permutation

I 2 3 .. i—1 § {41 A
i 1 3 ..o i—1 2 i41 ... n/i

montrer qug Ies 5; engendrent 9,

¢) Montrer que, pour n 3> 5, les seuls sous-groupes invariants de %, sont %, lui-méme et lo
sous-groupe réduit  I'identité (ce qu’on exprime en disant que 2, est un groupe simple pour
n 2 5). Quels sont les sous-groupes invariants de U, pour n = 2,3 0u 4?

d) Montrer que, pour n =£ 4, le seul sous-groupe invariant non trivial de &, est oA,

10. Soit A = (a;;) une matrice carrée inversible d’ordre n & coeficients dans un corps commus
tatif K. On cherche des matrices X et Y {carrées d’ordre 1) 4 coefficients dans K, vérifiant
la relation

A=XY,
et de la forme
* 0 0 0 EE *
X = * % 0 0 , Y = 0 % = *
F R . * 0 0 0 ¥

(o1 les signes % désignent des éléments arbitraires de K}. Montrer que, pour que X et Y
existent, il faut et il suffit qu’on ait

#0 pour 1L pLn—r1.

Dans ce cas, on peut imposer aux coefficients diagonaux de X (ou de Y) d’étre tous égauxh i,
et cette condition détermine entitérement X et Y.

11. Soit K un anneau commutatif. On appelle dérivation de K toute application D de K
dans K telle que I’on ait

D¥ +3) =D{x) + D(»), D(xy) = D(x).y + £.D(3)

“quels que soient %, ye K (cf. § 30, n° 1),

Soient D une dérivation de K et A = {ai)1 <4, ; =, une matrice carrée d'ordre n & coeflicients
dans K. Pour chaque entier i tel que 1 <. § I n, on note A, la matrice obtenue en appliquant
D aux termes situés sur la i° colonne de A. Montrer que

- D(EL(AY) = dB(A) o o - F dét(A,)

(fermule de dérivation des déterminants).

12, Solent M un module sur un anneau commutal iy / une forme pelindnive nliernde wup M,
ot g une forme g-lindaire alterndo sur M, On définit une application

for Mt ey K



§ 23

1. Soit K un anneau commutatif; Montrer que les matrices Ue M, (K) telles que

' dét(U) = 1
forment un sous-groupe de GL{r, K} — on le désigne généralement par la notation SL (n, K)
ol on 'appelle le groupe spécial linéaire A » variables sur 'anneau K.

%, Lo déterminant d’une matrice nilpotente & coefficients dans un corps commutatif est
nul,

8, Hoit U une matrice carrée a coefficients entiers, de déterminant non nul. Montrer que les
neuls nombres premiers p qui figurent dans les dénominateurs des coefficients (rationnels) de
LY hont ceux qui divisent le déterminant de U.

4. Holt U une matrice carrée orthogonale (i.e. telle que 'U.U = 1) & coefficients dans un
corps commutatif. Montrer que dét (U} = 4 1 ou— 1.

b, "T'rouver le nombre d’inversions de la permutation

(1 2 g ... n n-1 n-2 211)
I 8 5 ... on—1 2 4 6 ... aen/)

0, Do touten les permutations des entiers 1, 2, ..., n, quelle est celle dont le nombre d’inver-
alons ent muelmum ?

T, Montrer que pour tout entier & tel que ¢ < & << () il existe une permutation des entiers
1y iy ooy ndont le nombre d’inversions est £,

i On comlddre un déterminant d’ordre 6, dont on désigne les termey par ay (1 = 4, j << 6).
Quel ont Lo nigne dont on doit faire précéder le produit

gy an Mot afpg

dana le ddveloppement do ce déterminant P

0 Danwlo groupe @, den pormutations de 'ormemble | 1, 4, 0o, 0| on déslgne pae ¥, Permomble
e permutations |mh'nn.

qq
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a) Montrer que ¥, est un sous-groupe invariant de €, (groupe alterné de n objets) et que le
groupe quotient & /¥, est isomorphe 4 Z/2Z.

b) Pour g3 <{i < n (on suppose n > 8) on désigne par 5, la permutation

T2 3 .. di—1 § i4r ... o)

P13 ... t—1 2 §i41 . :
montrer que les 5; engendrent 9,
€)' Montrer que, pour n >> 5, les 'seuls sous-groupes invariants de [, sont ¥, lui-méme et lg
sous-groupe réduit 4 l'identité (ce qu'on exprime en disant que ¥, est un groupe simple pour
n 22 5). Quels sont les sous-groupes invariants de %A, pour 7 = 2, g ou 4?
d) Montrer que, pour n s£ 4, le seul sous-groupe invariant non trivial de & est oA,

10. Soit A = (g, ;) 'une matrice carrée inversible d’ordre n 3 coefficients dans un COrps COMIN1IN
tatif K. On cherche des matrices X et Y (carrées d’ordre n) & coefficients dans K, vérifinnt
la relation

A=XYY,
et de la forme
x 0 0 0 X ok % . *
X = * % 0 0 ; Y= 0 =% * *
* ok k... % 0 0 0 *

(ol les signes % désignent des éléments arbitraires de K). Montrer que, pour que X ol Y
existent, il faut et il suffit qu’on ait

#0 pour T pn—ru.,

Dans ce cas, on peut imposer aux coefficients diagonaux de X {ou de Y) d'étre tous égauxh 1,
et cette condition détermine enti¢rement X et Y.

11. Soit K un anneau commutatif. On appelle dérivation de K toute application D de K
dans X telle que Pon ait
D(x +1) = D() -~ D(3),  D(xs) = D(x}. y + ».D(y)

~
quels que soient x, ye K (cf. § 30, n° 1},
Soient I une dérivition de K et A = (@)1 <4, 2, une matrice carrée d’ordre n A coofliclonts
dans K. Pour chaque enticr i tel que 1 <21 -7 5, on note A, la matrice obtenue en appliquant
D aux termes situds sur la {° colonne de A. Montrer que

DAY = déi(Ay) + - -« |- déL(A,)

(formule de dérivation des déterminants),

12, Solent M un module sur un anneau commutatif, /' une forme pelinéalre alternde mir M,
ol g uno lorme g-lindnlre alternde sy M, On définlt une application

Mt MW s I
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(ot KX est Panneau de base) en posant

(!I-) }l(,\.‘l, a .,xp+q) == E@E .'p(s] .f{xsu\, . .,xs(p)) .g{x,(p+1;, . .,x_,(p_m}}
SET
s(1)y< -‘?4‘;5(::)
s(p+1)< o L pa)

oft ln sommation est étendue a toutes les permutations s des entiers 1, ..., p + ¢ qui respectent
'ordre des p premiers, ainsi que des g derniers, de ces entiers,

i) Montrer que k& est une forme (p -+ g)-linéaire alternée sur M. On Pappelle le produit
oxtorlour des formes f et g, et on la désigne par la notation

h =fA g
b) Montrer que

gAf=(—rmfAg

) Montrer que, si f, g, £ sont trois formes multilinéaires alternées sur M, on a

IN(gAR) = (frg) Ak

(¢ amiocintivité » du produit extérieur),
iy Holentuy, o0y tig vy, -, 0, des formes linéaires sur M. Dans la formule (%) on prend

=y N Auy, g=uv N Ay
(of, § uy, n® g, tixemple 2). Montrer qu’alors

h=u N ANu Ao A

18, (Cénéralisntion du théoréme de multiplication des déterminants.) Soit

A= (aigicmigi<q

une matrice rectangulaire & coefficients dans un anneau commutatif K ; on choisit un entier r
telquot o re petr="rgq

Miant données une partie 1 A 7 &léments de Pensemble f1,...,p} etune partic J A r éléments
de 'enwemble {1, .., g1, on désigne par a;, la matrice carrée d’ordre r formée avec les a;
toln cued @ [ et f e ]; enfin, on désigne par

Ar(A)
ln matrice
(dét {ay,) ) e 1 phir ety o gl cuadild = cardla) =r3

on pent par exemple ordonner lexicographiquement les parties I & r éléments de }1, ..., pi
N convenant qu'une partie

by ooy, avec T
prdoddo une partie
Fho oo dod avee  jy <o

'l exlate un entler A{t < h < r) tel que 'on alt

I T el S R
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(cf. la méthode de numérotation des mots figurant dans un dictionnaire...) Les scalaires
dét (a;) s’appellent les mineurs d’ordre r de la matrice A,

Cela dit, montrer que si A et B sent deux matrices 4 coefficients dans K, telles que le produit
AB ait un sens, on a

A'(AB) = A"(A).A"(B).

14. Soient A et B deux matrices 4 p lignes et ¢ colonnes 4 coefficients dans un anneau commus
tatif K. On dit que A et B sont équivalentes (sur ’anneau de base K) ¢'il existe des matricen

UeGL(p, K), VeGL(g, K)
telles que B = UAV.
S'il en est ainsi, montrer que pour tout r < #, ¢ 'idéal de K engendré par les mineurs d'orcre
rde A est égal & I'idéal engendré par les mineurs d’ordre 7 de B.
[NB — La réciproque est vraie si K est principal; cf. § g1, Exercice 11, (¢).]

q 15. Solent K un anneau commutatifet Ae M »(K), Be M, (K); on considere [§ 21, Lixerciea

S)]la matrice A® BeM,, (K). Montrer qu'on a
dét (A @ B) = dét(A)e.dét(B)r.

qq 16. Soit A une matrice carrée d'ordre # 4 coefficients dans un anneau commutatif XK. On

considére, pour 1 < r < n, la matrice A7(A) de 'Exercice 14. Montrer que

dét(Ar(A)) = dét (a) (),

qq 17. Soient M un module libre de type fini sur un anneau commutatif, et ¥ un automorphitme

de M. Calculer le déterminant de 'automorphisme T8(x) de T2(M) (§ 21, Exercice 1} on
fonction de celui de u.

q 18. Soit A une matrice carrée d'ordre impair 4 coefficients dans un anneau commutntif |,

On suppose A antisymétrigue, i.e. que ‘A = — A. Montrer que dét (A) = 0. (Utiliser ' Fixercice 19
du § 22).



