Déterminants.

Comme on I’a dit dans Pintroduction aux §§ 18, 19 et 20, la théorie des déter-
minants a notamment pour but de fournir des critéres explicites d’indépendance
linénire, et des formules explicites de résolution des systémes d’équations linéaires.

Au lieu de la méthode traditionnelle qui consiste & définir un déterminant a

aide de la formule du § 23, n® 5 et & en déduire ensuite les propriétés des déter-
minants, nous avons adopté, pour exposer la théorie des déterrminants, la méthode

« géométrique » fondée sur la théorie des formes multilinéaires alternées consistant,
au contraire, A retrouver la régle de calcul des déterminants & partir des propriétés
fondamentales de ceux-ci. Cette méthode était déja enseignée par Kronecker il y a
(uatre-vingts ans, et se répand de plus en plus depuis une quinzaine d’années.

Alors que la théorie des modules développée au Chapitre III était valable sur
un nnneau de base K quelconque, celle des déterminants suppose K. commutattf.
Quelques-uns de ses résultats supposent méme que K est un corps commutatif, mais
nous n’avons fait cette hypothdse que lorsqu’elle était indispensable. Dans la plupart
dles cay, on n’a besoin que de calculs mécaniques pour établir les formules qu'on a en
vue, et il est alors aussi simple (et plus utile) de les établir pour un anneau commu-
tatif quelconque que pour un corps, ou méme que pour le corps des nombres réels.

Lo lecteur débutant qui trouvera trop difficiles les calculs du § 23 pourra passer
d'abord au § 24 (en admettant le Théordme 1) et sentrainer, a ’aide des Exercices,
A enleuler des déterminants, Il pourra revenir alors au § 23.

§ 21. Fonctions multilinéaires

1. Définition des applications multilinéaires
Soient X, Y et M des modules sur un anneau commutatif K. On dit
qu'une application
fiIXxY—>M

est bilinéaire si £ (x, b) est fongtion linéaire de x & X pour tout beY, etsif(a y)est
fonction linéaire de yeY pour tout aeX; cela signifie donc qu'on a les identités

(I) f(xF + xﬂs.y) =f(x;s}') —[—f(x”,}‘), f(lx,y) = )*f(x’)')
Flay + ) =fx9) + =7 Slxhy) =1 (x2).
Soient maintenant X, Y, Z et M des K-modules; on dit qu’une application

fiXXYXZ>M

est trilinéaire si f (x, b, ¢) est fonction linéaire de xeX pour beY et ceZ donné,
si f (a, y, ¢) est fonction linéaire de ye Y pour aeX et ceZ donnés, et si f (a, b, £)
est fonction linéaire de z e Z pour ae X et be Y donnés.
Plus généralement, soient X, .. ., X, et M des K-modules; on dit qu’une appli«
cation de la forme
FiXyx oo XX,>M

est multllinéaire (ct, plus précisément, p-lindalre) si, pour tout indice ¢ tel que 1 < i eS
et quels que soient les vecteurs

D, ST T @ X, iy @ Kign ++ 0 ay @ Xy,
I'application
(2) NI Sty ooy @y Xy By e )

de X, dans M ent lindalre, Autrement dlt, /est multilindaire si, en donnant A p o= 1
den varlablen dew valours fxes, on obtient une (onetlon lindaire de la varlable non
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lixée, On pourrait exprimer cette condition par des formules généralisant (1), a
Wavoir

{'l) / (xla ceey Ximg x; "‘!‘ x?’a xr’-}—l: AR | x,p) :f(xls R D) .T;, xl’«}—l) R | xp)
. +f(x1: ceey Kie1s x;,r, Kigrs + 005 xp)
(1) Sy, ooy Ximy A&y Xipns --es Xp) = A S (X1 ooy Koy Ko Higay -0y xp).

On désigne généralement ensemble de toutes les applications multilinéaires de
X, % «++ X X, dans M par la notation

9(X,, ..., Xp; M).

(Pemt un sous-module du module (§ 10, Exemple 4) de toutes les applications (multili-
néalres ou non) de Pensemble X = X, X -+ X X, dans M; autrement dit, si fet g
sont multilinéaires, il en est de méme de X f+ pg quels que soient les scalaires
A ot . Cle résultat (qui provient immédiatement du fait qu’une combinaison linéaire
d'applications linéaires, par exemple d’applications de la forme (2), est encore une
application linéaire) permet de considérer 'ensemble £(X,, ..., X,; M) comme un
module sur I'annean K.
Donnons maintenant quelques exemples importants.

lxemple 1. Prenons X, = ... = X, = M = K et posons

Sy ooy xp) =21 ... Xp;

alors f est multilinéaire en vertu des axiomes des anneaux commutatifs. On
notera du reste Panalogie de la relation (1) ou (3) avec celle qui exprime
ln distributivité de la multiplication par rapport 2 I"addition.

lixemple 2. Soient X, Y deux K-modules; on appelle forme bilinéaire sur X X Y
toute application bilinéaire de X X Y dans I'anneau de base K. Considérons
par exemple une forme linéaire # sur X et une forme linéaire v sur Y; alors

S (%) = u(x)v(y)

ent une forme bilinéaire sur X % Y, car, si 'on donne par exemple a » une
valeur fixe 4, on obtient Pexpression u(x)v(b) qui est proportionnelle a u(x),
et est done fonction linéaire de x,

Plus généralement, si Xy, ..., X, sont des modules sur 'anneau K, on
appelle formo multitingalre sur X, X - - X X, toute application multilinéaire
de X, %+ x X, dans K. Si 'on choisit une forme linéaire ; sur X, pour
tout f, et si 'on pose

Sy ooy mp) = wdx) . uplx),

on obtient une forme multilinéaire sur X, x X X, On appelle le
produit tonsorlol dos formos linéntros wy, ..., 1y oL on ln dénigne généralement
par ln notation —

.f"" Hy RO "pl
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On montrera plus loin (Théoréme §) que si X,, ..., X, sont des K-modules
libres de type fini, alors foute forme multilinéaire sur X, X --+ X X, est
une somme de produits tensoriels de formes linéaires.

Exemple 3. Prenons K = R et désignons par E Pespace vectoriel formé par les
vecteurs d’origine donnée O dans espace usuel a trols dimensions. Supposant
choisie une unité de longueur, on peut définir le produit scalaire de deux vectours
x et y : C’est le nombre produit des longueurs de x et y et du cosinus de I’angle
amenant x sur y. On d%signe ce produit scalaire par I'une ou I'autre des nota-
tions suivantes :

XD {%,2), (xb’);

nous utiliserons exclusivement la troisiéme (la seconde est exclue puisqu’elle
désigne déja le couple formé par x et y). Ceci dit, Pexpression (¥|y) est une

Sforme bilindaire sur E X E; pour montrer par exemple que (x[8) est fonction
linéaire de x, on observe que ce nombre est pmlimrticm nel a la mesure orientée
de la projection orthogonale du vecteur »x sur la droite portant le vecteur by
or Popération consistant & projeter sur une droite fixe est linéaire (*).

Lixemple 4. K& ct B éant comme dans P lxemple précédent, considérons le
produit voctoriel de doux vectours x ot y i c'est le vecteur 2 qui a pour longueur
le produit des longueurs de & et y et du sinus de leur angle, autrement it
Paire du parallélogramme de cOlés v et y, qui eyl orthogonal au plan défin
par & et p, et qui est orienté¢ de telle norte tru' le tritdre Az Holl direct, o,
conforme aux infonctions d’Amptre et de Maxwell (la notion de tritelre direct
n'a pas de sens mathdmatique; In seule notion correcte eit celle de deux triddren

(*) On lalwe au lecteur le soln do dldvelopper an détall los conilddrations e Hl"llllll“l_‘ll‘
dldrnentalre qul sont A ln bise do oot Txemple ol tu anlvant,
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de méme orientation, qu'on peut définir 4 ’aide de la théoric des déterminants
comme on le verra au § 23, Remarque 4). On le note

X Xy ou x Ny

nous utiliserons uniquement la seconde notation. Cela dit, il est facile de
voir (et le lecteur devra montrer 4 titre d’exercice) que I’application

(%) >xNy

tle I ¥ E dans E est bilinéaire.
On notera les formules de commutation suivantes :

(*p) = (Jlx);  xAy=—pyAx

Iixemple 5. K et E restant comme ci-dessus, on appelle produit mixte de trois
vootours x, y, z le nombre

(x| 2]2) = (]2 A 2),

produit scalaire de x et du produit vectoriel de y et z. Clest une fonction
trilinéaire de #, , z. En valeur absolue, (x| |z} est égal au volume du parallé-
lipipede construit sur les vecteurs x, y, z, et le signe de (x| y|2) est positif si
Ifr- ll'u‘l'.qlr.c %, ¥, Z est direct, négatif $’il est rétrograde. Il s’ensuit donc que I’on a
o8 relations

(¥ 12) = (plzla) = (z]x] ) = — (xl2]9) = — (J]x]2) = — (2] ]
lixemple 6. Soient K un anneau commutatif quelconque, X un K-module,
et X* le module dual (§ 16, no 1). Etant donnés des entiers ¢, ¢ 2= 0, on appelle
tonsour p fols covariant et ¢ fois contravariant, ou encore tenseur d’espéca ( b ), toute

q

application (p 4 ¢)-linéaire de

(X¥p x X7=X*x ... xX¥ XX x -+ xX
B e

b 7

dans Panneau de base K. Clest donc une fonction f(u;, ..., tp %y, ..., %)
A valeurs dans K, définie lorsque u,, . . ., u, sont des formes linéaires sur X
ol &y, ..., %, des vecteurs de X, et qui dépend linéairement de chacune des
variables ug, ..., .1:S LEn particulier, on appelle forme g-linéaire sur X tout

» i.e. toute application multilinéaire de X dans K.
Parmi les tenseurs sur X figurent les formes linéaires sur X : ce sont les

0
tenneurs d’espdee ( : ) D'autre part, chaque vecteur x de X définit aussi un

fenseur sur X, d'espéce y Les une forme linéaire sur X*, & savoir la forme

Hndnive u —» u(y) ddjd utilisée au § 16, n® g pour plonger un module dans son
biclunl, Lorsque X ent libre de type fini, la correspondance entre éléments de

1] I 1 ! J i) r ]
X et tenseurs 'espdee (”) est bijective (§ 16, Théoréme ), ce qui pernret—

('identifier cen deux notlons; o'est ce qu'on falt en Physlque notamment,
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La plupart des physiciens donnent des tenseurs (dans le cas des espaces
vectoriels de petite dimension sur R) une définition nettement plus compliquég
ue la précédente, et qu'on trouvera plus loin (n° 5, Remargue 3). En outre, en
hysique, on s’intéresse exclusivement aux champs de tenseurs; on appelle
ainsi toute application de l’espace vectoriel X considéré dans I'ensemble
des tenseurs d’espéce donnée sur X — autrement dit, toute fonction sur X
dont la valeur en chaque point de X est un tenseur d’espéce donnée sur X,
L’utilisation des tenseurs en Physique a été pendant longtemps rendue diflis
cilement compréhensible par le fait qu’on ne distinguait pas entre un tenseur
(au sens donné ici & ce mot) et une fonction dont les valeurs sont des tenseurs|
on obtenait ainsi une situation analogue a celle qui consisterait a4 parler
de fonctions & wvaleurs vectorielles sans avoir d’abord défini ce qu’est un
vecteur... Il faut préciser, 4 la décharge des physiciens, que la notion de forme
linéaire sur un espace vectoriel (sans laqueﬁc il est pratiquement impossible
de donner une définition simple des tenseurs) ne s’est vraiment répandue en

Mathématiques qu’a partir de 1930 environ.

2. Produit tensoriel d’applications multilinéaires

Soient
FiXyx o x X, K, g:Y, X+ xY,—K

des formes multilinéaires. On appelle produit tensoriel de f et g ’application

F®g: X X -« XX, XY, X - XY,—»K

donnée par

(5) Oy, s dmdn 20 =L (%1 oo %)8(J0 -0 5203
C’est encore une application muliilinéaire, car si 'on donne par exemple & x4y, vy )y
des valeurs fixes a,, . . ., by, il reste ’expression

Srna, .o ap)g(by, ooy bg)

proportionnelle, comme fonction de x;, & £ (%, a5, .- ., ap), donc fonction linénire

de x, comme cette derniére.
Si I’on a trois formes multilinéaires £, g, # on a la relation d’associativilé

(f ®g)®h = £ ®(¢®h),
et du reste la valeur commune des deux membres est la fonction
NACITRERTE 116 TN M1 ¢ IARRREY !

comme on le voit aussitot.
Ceci permet de définir des produits tensoriels d'un nombre quelcongue de formes
multilinéaires, et de généraliver In notion introduite dans Pfévemple @ ci-desun pour

les Tormes lindaires,

On notera que ln formule . .
J B -g® S

mdmo lorsgue loa deux membres sont de mbme eapdee, et fause, 81 par exemple /et g
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#ont cles formes linéaires sur un module X,ona

S®8(x, 3) =f(x)g( )
@S (%) = f(»)e(x),

01 ces expressions n’ont aucune raison d’étre identiques.

Y Lxemple 7. Considérons, sur un module X, un tenseur f d’espéce 2 o

un tenseur g d’espéce (?‘); alors f®g est une forme multilinéaire sur le
produit cartésien !

(X*)P x Xo x (X*)r x X
on identifie en général celui-ci 4
(X*)P-H' X Xq-l-s,

ce qui permet de considérer £ ® ¢ comme un tenseur d’espéce (p T r) sur X,
donné par g4

.f‘ I:\jg("l’ fra HHF’ xl! M | xQ‘f"“)

=f(ul} D | “p) X oo ") xq)g(“,m—n S | ""p-f-—r's xt.r"l-lr B | xq'-l-s)
(uels que soient les u, e X* et les x;e.X. On dit que f ®g est le produit tensoriel
dos tonsours f et g.

. Considérons par exemple deux vecteurs a, & X et trois formes linéaires
Jv 4, he X*; identifiant a et 4 & des tenseurs (Exemple 6) on peut définir le
lenseur a®@b® f @ g®h = p; il est deux fois covariant et trois contravariant,
i.e. ¢’est une fonction multilinéaire de deux formes linéaires u, ve X* et de
(rois vecteurs x, 9, ze X; on vérifie facilement qu’on a en fait

o(1 0, %, 9, 2) = u(a)o(b) £ (x)g(3)A(2).

Remargue 1. Dans la formule () définissant £ ® g, il est essentiel, si I'on veut
abtenir une fonction multilinéaire, que les variables y, soient indépendantes
tles variables x,. Par exemple, si fet g sont deux formes linéaires sur un module
L, l'expression /' (x)g( ») est uné forme bilinéaire sur L x L, mais la fonction
S () g(x) n’est pas, en général, une forme lindaire sur L,

I Quolquon idontités algébriques

Lorscpu’on eflfectue des caleuls algébriques dans un anneau, on a souvent a calculer
un produit dont chaque terme est une somme d’autres termes, et 4 le « développer » a
llde de Tn régle suivante : pour multiplier des sommes les unes par les autres, on
cholut arbiteairement un terme dans chaque somme, on multiplic les termes choisis
lew unn par les autres, et on ajoute les résultats ainsi obtenus. Cette régle peut se
traclulre par des formules; par exemple si (x)i@x et (9)@s sont deux (amilles
finden d'éléments d'un anneau K, on a

Al Al T

: \!
(0) l._'_il»va-J-;,J.r; -~mx._m
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si I'on a trois familles finies (x)ie, (3)jes et (Z)rex d’éléments d’un anneau,
on a la relation

(7) in‘Z)’j- ZZ::Z Z&-}‘;Z&i
igel jer kEK 2}
EE

lus généralement encore, supposons données £ familles finies d’éléments d’un anneau,

amilles que nous noterons (xy;)i,er,s - - ., (¥pip)iper,; alors on a
J
(8) e Xpip = Xy v Xpige
LA Bi 1i Bi
qer, p€lp T LEL L ipel, f

Remarque 2. Dans la formule (6) il arrive fréquemment que I = J et qu'on
désigne les familles données par (x):er et (3,)ier; on fera attention dans ce
cas a ne pas écrire la relation (6) sous la forme

210 205 = D

i€I H=1 =33

<car cette relation est évidemment fausse — par exemple, il serait déraisonnable
de croire qu'on a toujours

. (xr _I_ x-‘.’)(}: +yﬂ) — x!-y! + xﬂ'}h"".

La seule méthode siire pour éviter des erreurs de ce genre est de ne jamais
désigner par la méme lettre des indices de sommation figurant dans deux
sommes distinctes. On fera bien aussi de garder présent & Pesprit le fait qu'un
indice de sommation ne figure pas effectivement dans le résultat de la sommas
tion, et ne joue que le role d’une abréviation destinée & désigner une opération
a effectuer; on pehit donc toujours le remplacer par toute autre lettre non
encore utilisée, gi par exemple on a des éléments x,, ..., x, d'un groupe
additif, les expressions

Wl N Y A1
2‘ Xiy 4>—J Ahs Z A

Leign 1<hEn L<hsn

J28

sont identiques.

On peut démontrer pour les applications multilinéaires des formules analogues h
(6), (7) et (8), la raison en étant que les identités de « distributivité de la multiplis
cation par rapport & "acldition » qui impliquent (6), (7) et (8) sont encore vérifidey,
par définition, dans le cas des applications multilinéaires.

Coonsidérons par exemple des modules X, Y, M sur un annean commutntil IS,
et une application hilinéaire fde X % Y dans M. tant données une famille finie
(¥)iar d"éléments de X, et une famille finie (7)er d'dléments de Y, on a alom
la relation

- .'\‘r\‘J h NPT
(6 bis) 'f(i‘;l'“" P n)--- ﬁr VACTRL
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Pour le voir, posons

a= iEZIxi et Jo(9) = f(a,5);

comme fest bilinéaire, f, est une application linéaire de Y dans M, et par suite
N\ N\ '
f(as ZJ‘J) =fa(24 J’:‘) = ZJ‘;(}J) = Zif(a, i)
i€ JEJ jeJ JjET

mais en posant Jil%) =f(x, ;) on obtient, pour la méme raison, une application
linéaire de X dans M, en sorte que

fla, 3;) = fia) =f}(2:d "t) = ;ﬂ(x;-) = ;:J S (0 35);

tE

@n portant ce résultat dans le précédent, on obtient évidemment (6 bis),
Soient de méme X, Y, Z et M des K-modules, et fune application trilinéaire de

X %Y X Z dans M. Alors, si (x)ien {))es €t (2x)xex sont des familles finies
t'édléments de X, Yet Z respectivement, on a la relation

(7 bis) f(; Xy J%:JJU; k%:izk) = 22:.1‘ S(xi 35 20

€K
Posony en effet

c =Yz et Sl ) = f (%0, ¢);

Il ent clair que £; est bilinéaire, et en appliquant (6 bis) A f; on trouve donc que le
premier membre de (7 bis) est égal 4

g; Jelxi yj) = ; NACT /N E{ i)
jEdJ

JEJ
mais application

SR} = f (x5 3 2)

(e Z dans M est linéaire, et comme le terme général de la somme qu’on vient d’écrire
ent ln valeur de £ sur le vecteur Yz, on voit que ce terme est égal &

NPT
Lo fi) (2} = I S (% Y5y 20) 3
fea K feel K

en définitive, le premier membre de (7 4is) est done épal &

T\ v
;ll: h}:ﬂ NACT TR :?—'J FACTR IR .

!

k:llt
ce qul prouve (4 bis),
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Enfin, pour généralfser (8), on considére une application p-linéaire
JiXix o xX,-M

et 'on choisit dans chaque module X, (1 < 4 < $) une famille finie de vecteurs, soit
(xm',l) €13 ON 2 alors I'identité

(8 bir) f(:E Kliyy oo o3 2 xp.-p> = f;. S (R « v o5 ¥pip)-

=8 ip&lp
ip€lp

Cette identité se démontre par récurrence sur p; posant
= Z Xpip et Sfo(xy oo xpmy) = F (¥, oo, Xy, 6)
tp€lp

on obtient une application (p — 1)-linéaire f.; pour celle-ci la formule analogue &
(8 bis) donne

fc( ; Kligs - -+ Z Xp 13 sp.ﬂ) = Z fc(.xl.i.: - X1, [p.._|)

Lel ipi€Ip—y ;eI
ip1EIp—y

ot 'on a posé

f:,.‘.gp_i (x) = (%0 - s Xp—1,ipo x) pour xeX,;

or cette derniére expression est fonction linéaire de #, et on voit donc que le premier
membre de (8 4is) est égal A

>h‘ \1
L4 Ll fr,...:_,,._.(r"-‘.wp);
el in€lp

Ly

.f'i codpey (x}'fp) o= .f (x‘ll'l‘ LIRS | x."“p)

el comme

on obtient bien (8 bis),

On observera que dans ces formules Panneau de base K n’est jamais intervenu,
autrement dit on n’a utilisé que Pidentité (3) du no 1, et non pas Pidentitd (4).
Pour faire intervenir celle-ei dang (8 bis), choisissons en outre des fumilles

(}Ih)l.ﬂlu N} (Mn’],}l,.ﬂl‘,

d"élédmentn de 15, et danw (8 bis) remplagons chaque vecteur xy, par At le
terme géndral du second membre cle (0 bis) et alo remplacé par

*Ih b }‘i!iﬂ,f‘(”lhl Y | NMH)



474 FONGTIONS MULTILINEAIRES § 21

en raison du fait quon a d’une manitre générale

{(]) f(Elxl} AR prp) = El e Epf(xu ey xp).

Cleci fait, on voit que (8 4is) conduit 4 la formule plus générale que voici :

W Y
(“'J f( ; )\liqxliu reey ZJ lp:‘pxpip> = 2 }1:" P )\p.-pf(x“,, ey xP‘IP)

=i ipeip HEIL

_ ip€lp
(qui permet de calculer les valeurs de f sur des combinaisons linéaires de vecteurs.
Pour p = 2 cette formule s’écrit encore

(rn) f(l%:i A, ;: 5*;)’;) = ; A f (x5 1),
jex

€7

el pour p = g on obtient

X X
B )\i ] i*is i )= i) i .
( } f(; ad %P’J}r} k;i VJ“‘“’) %{lp}ka(xi: Fis zk)
ie

kEK

4 Can dos modules libres de type fini-

Lew formules du no précédent permettent de déterminer toutes les applications
multilinéaires lorsque les modules de départ X, ..., X, sont libres de type fini
(par exemple lorsqu’il s’agit d’espaces vectoriels de dimension finie sur un corps,
can de loin le plus important dans la pratique).

Fxaminony d’abord le cas le plus simple, celui ot p = 2 :

Titortme 1, Soient X, Y, et M des modules sur un anneau commutatif K. Supposons que X
ot X sofent tibres de type find, et soient (@)1 <icm une base de X, et (b)), < ;<. une base de Y.
Pour qu'une application f de X x Y dans M soit bilinéaire, il faut et il suffit qu'il existe des
iy M iels que on ait '

(19) J(xp) = 2 ey
Li<m
. 12)<n
quels que sotent fos vectenrs
Al A
B id EaeX ety Ll wheY;
Leiaim 1< j<n

Il an ext ainsi on a nédeessaivement
(1) i) ./-(”n by

Lin formule (11) montre que si fest bilinénire on n nécessalrement

3
(v ) -}.JE-'ru./'(fh. )
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de sorte que fest bien donnée par une formule du type (13). Inversement supposons
S donnée par (13}; pour montrer que f est bilindaire il suffit de montrer que le
terme général £y de la somme (13) est fonction bilinéaire de » et »; comme
¢; est indépendant de x et y, il suffit méme de montrer que §m; est bilinéaire; or
en désignant par w; les fonctions coordonnées de X par rapport 4 la base (a), et
par z; celles de Y par rapport a la base (b)), ona

Emy = w(x)vi( ),

ce qui montre bien (Exemple 2) que cette expression est une fonction bilinéaire de x

et y.
I1 reste 4 montrer que la relation (13), i.e.

.
Fx0) = Z?-—(x)w(y)cu,

implique nécessairement ¢; = f(a;, &;). Orona

!
f(a.', b)) = Zuk(af)f"n(bj)fkh

ko i

¢t d’autre part

0 st hsty,
1 si h=yj,

0 si ko£i
ua) = gr si k=1 on(b;) =

(cl. par exemple § 16, n® 2, ou observer directement que

a=0.a + - + 0.2, + 1»ai+0-ﬁi+1+ +0-ﬂ¢m);

le seul terme éventuellement non nul de la somme définissant f(a;, ;) est donc le
terme pour lequel & = ¢ et & = j, lequel se réduit visiblement & ¢, ce qui acheéve
[a démonstration du Théoréme,

Les ¢léments ¢y de M s’appellent les coefficients de f par rapport aux bases ()
de X et (8) de Y; lorsque X = Y, on prend habituellement la méme base (a;)
dins X et dans Y, et alors les ¢ = f(a, aj) s'appellent les coefficients de [ par
ripport & fa base (a;) de X,

Lorsque M = K, on éerit généralement (13) sous la forme

S ) = Yygkmy ol vy = flay by);
comiene
Eony == g 8 0y, )

In formule précédente a'éerit encore, dans le module €(X, Y; K) des formes bills
nénires sur X 3 Y, soun I [orime

S S ® vy

ot comme cotte décompontition de fest unlque on en dédult que len ma formes ug 8 v,
vonsttuent une base de 00X, Y K), -
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Exemple 8. Considérons la forme bilinéaire (x| ) de I'Exemple 3. Etant donnée
une base a;, ¢,, a; de E, on a donc

(¥]2) = Xlala) Eonse

Cette formule se simplifie lorsque la base a,, a,, @, est orthonormale, i.e. formée
de vecteurs de longueur 1 et deux a deux orthogonaux, autrement dit. lors-

(qWon calcule en coordonnées rectangulaires; il est en effet clair que dans ce cas
ona

0 s1i 547,
@le) =5, & =]
el par suite il reste

(%] ) = By + oo + Eams,

lormule qui permet de calculer le produit scalaire de deux vecteurs en coor-
données rectangulaires. '

Cette formule permet aussi de calculer, en coordonnées rectangulaires,
lan distance de deux points P et Q dans Pespace. C'est en effet la longueur

du vecteur
— —
PO — 0Q — OF;

#i I a pour coordonnées (x, ¥, 2) et Q pour coordonnées (¢, ', 2'), le vecteur
PQ, (ou, plus exactement, le vecteur d’origine O équipollent & PQ} a pour
mml|_msantca x' —x, y' —y, 2’ — z; sa longueur, i.e. la racine carrée de son
produit scalaire par lui-méme, est donc

Vix' — 22+ (0 —0) + (& —2)%

et ¢’est Pexpression cherchée de la distance des points P et ) en coordonnées
reclangulaires.

lixemple . Dans I'Exemple précédent remplagons le produit scalaire (x| y)
par le produit vectoriel £ A y de I'Exemple 4. On a alors

x Ay = YEma A a;
or, quelle que soit la base choisie, on a les relations
aa =0, aha=—aAa;
il reste done en fait la formule
NA Y (Byng o bymg)ag A ag F (Sann — El"ql.l)ﬂll Aag A (Eing — Eu‘ﬁ_t);t: Aay;
st fa buase ext orthonormale, on a en outre
ty N\ ety = dy, ANty o0 Ay, ity N ay o ay,

et 1l reste ln formule suivinte, vilable en coordonndes rectangulaires :

N Y e (b= Bendag b (Reny == Limdag & (Kymy == Byny)dy N
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Ces formules, ainsi que celles de I'Exemple précédent, sont tout 4 fait fonda-
mentales dans les applications pratiques (Géométrie analytique A trois dimen-
sions, Mécanique, Physique, ctc...), ct reposent exclusivement sur la bilinéarité
des produits scalaire et vectoriel.

On a un résultat analogue au Théoréme 1 pour les applications trilinéaires :

THEOREME 2. Svient X, Y, Z ot M des modules sur un anneau commuiatif K. Supposons que
X, Y et Z soient libres de type fini, et soient (@) <i<m tne base de X, (b;)1<jxn une base
de Y, et (6)1<nzp une base de Z. Pour qu'une application fde X X Y X Z dans M soit
irilinéaire, i faut et il suffit qu'il existe des ¢ & M lels que Uon ait

W
(15) f(x: »z) = ZJ Emniluin

l.
e

e
AN
AT
may

quels que sotent les vecteurs
x = YtaeX, y=Ynbe¥, z = NleeZ;
$’tl en est ainsi, on a nécessatrement

(IG) Cijk zf(ﬂb f’ja C:;)-

La formule (12) montre que si f est trilinéaire on a effectivement la relation (15)
avee des ¢, donnés par (16). Inversement, si f est donnée par une relation (15),
il suffit, pour établir que £ est trilinéaire, de montrer qu’il en est ainsi de la fonction
Einucyn, ou méme, puisque ¢y est indépendant de #, », z, de la fonction £ty
or cn introduisant les fonctions coordonnées u;, v;, w; des modules X, Y, Z par rapport
aux bases considérées, il est clair que

Enibe = w(x)v;( y)wi(2),
expression qui est bien une forme trilinéaire sur X X Y X Z, 4 savoir la {orme
B0 ® wy.

Pour terminer la démonstration il reste & montrer que (15) implique (16); or de
(1) résulte
.
Slan by o) = L wla)va(bw.(er) e
Ao fhe
le el terme éventuellement non nul du second membre est celui pour lequel on a
by poe ety o ket alors onoaomag) oo (B) 0 we(e) ooor, dPon (16),
Lew éléments gy de M w'appellent, ici encore, les cootflelonts do /' par rapport
wux hawes (a), () et () de X, Y et 7 lorsque X Y 7y onuatilise généralemaont
[ mbme bave (a) dane X, Y ot Z, et on dit alom que Tew e S (ay ay ay) sond

low coelllcients de f par rapport & fa base (a) de X,
Lovague M os 15, on derle hablituellement (1g) sous T forme
J v f} L ETU&I;J"H"IM ol Yiin ".f'(llu f’u 'y}
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on a alors
J= Yy u.®0,Quw,

dans le module €(X, Y, Z; K) des formes trilinéaires sur X X Y X Z, et comme la
décomposition précédente est unique on voit que les mnp formes u;® o,® w, consti-
tuent une base du module (X, Y, Z; K).

Iixemple 10, Considérons le produit mixte (x| y|z) de I'Exemple 5; on a

(x| y|2) = X(adaslan)mle;

miis on a (a;jajja,) = 0 si les indices ne sont pas deux a deux distincts, et de
plus

(@] aylas) = (an]aslay) = (as|ay|os) = — (a)]as|ay) = — (ay]as]as) = — (as|@lay);
par suite il reste
(-\'|,J’|r’-') == {G1Iaz|as) - (E:.TJQCS + Enaly - Eenals — Emste — Lamils — Ea*latl)-

81l base a,, a,, a; est orthonormale, 1l reste

(x| 2|2} = Eimala + Eamala + Eamile — E1male — Eomals — Eanalye

On désigne habituellement le second membre de cette relation par la notation
condensée

ol

L me Gaf

s 15 Ls

On reviendra sur cette expression dans les § suivants.

(] Iixemple 11, Soit T un tenseur deux fois covariant et une fois contravariant
sur un module X, i.e. une forme trilinéaire sur

X* o X* x X;

mltl])(mnllﬂ que X posséde une base (a,, .. ., a.), et désignons par la notation é*)
(aly o0y a"g la base duale dans le module X* (§ 16, n° 2) — autrement dit,
lew formes linéaires af ne sont autres que les fonctions coordonnées du module X
pie vapport & la base (e} considérée, Pour calculer T'(u, v, x) pour, #, ve X*
ol v & X, on pose

o= Moy, d’on o = ula),
v N d’oft Bi = v{a),
A = }.‘It"ﬂfl

(") Lew indicen nupdrieurs dans len formulen qui suivent ne sont naturellement pas des
expowants, I ent conforme aux teaditons du Claloul Tansorlel de noter les componantes des
peclanrs mveo cles Indloos supdrienrs, vellen den formar Hndadrer aveo den (ncloon iyfirdenrs, ot d'obsers
vor des conventloms anslogues pour les ootmpoiantes des tenssurs da elle sorte quune simple
[napeotion de tn posttion des indioos ndlgue nunltdt Peapbon du temsour conalddrd,
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et alors il vient
T(ua ty "‘) = ETEQ"'EJE}‘
avec des constantes

T =T(a, &, ax)

u’cn appelle les coefficients (ou les eomposantes, ou les coordonnées) du tenseur
par rapport 4 la base {(a;) de X.

Pour terminer, il nous reste 4 étendre les Théorémes 1 et 2 aux applications
p-linéaires avec p quelconque :

THEOREME 3. Sotent X, ..., X, ef M des modules sur un anneau commutatif K. Supposons
Xy - - -y X libres de type fini, eb, pour lout indice k tel que 1 < b < p, 508t (@ny, Qngy + 5 Gun )
une base de X,. Pour qu'une application f de Xy X -« X X, dans M soit multilindaire,
il faut et il suffit qu’il existe des constantes

Cil---IpEM (Igilgnh"'aléipgnﬂ)
telles que I'on ait '
-
1 Xyy oo, Xp) = b e ae Epi il
( 7) f( 1y 3 P) 1<t %, El:; Eprp iy ip
1<€ip<ng,

quels que sotent les vecteurs

Xp = Z E!lfhahihsxh (I -< h -‘gp);

LES I 11

§'1l en est ainsi on a nécessairement

('8) Cig...ip =f(ﬂ1f,, "y (I_n;'p).

La formule (1%) lorsque f est multilinéaire résulte évidemment de la relation (10)
du n° 3. Pour montrer qu’inversement (17) rcprésente toujours une application
multilinéaire, il suffit de montrer que la fonction

et toujours p-lindaire; or en désignant par uu,, tg, . . ., iy, Les fonctions coordonndes
du module X, par rapport i la base @y, . . ., @, il est clair que '

Moy oot (.‘q, ey v"a-) i, CTV A “:-rp("".u)t

en worte que la fonetion
TR p.r',lt)(: ) l-"ﬁr.r,,,,.

et bien multilindaire (Hyemple @), Enfin, on lalwe au lecteur le soin de montrer
que (17) implique (10) en procédant comme dans les démonsteations des "Théordmen
[ ol @, :

Lew dlémentn e, o M a'appellent len oooffalonts do / par rapport aux lses
consldérdes dann X, o Xpp lorsgue X s 000 s Xpoe X on utllise habituelles
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lnr:-ul. [a méme base () dans X;, ..., X,; la formule (17) ne change pas et (18)
w'dorit

(18 bis) Cipovcip =S (@i« 1y diy) ;
cen ¢léments de M sont alors appelés les coefficients de f par rapport a {a base (a)
e X,

| Fxemple 12. Soit T un tenseur d’espéce 2 sur un module X libre de type
lini; choisi dans X une base (a;), et dans le module dual X* la base duale

Al
(¢); pour calculer T (uy, ..., up, xy, ..., %) pour des vecteurs xeX et des
formes linéaires {ou eovecteurs) u; € X*, on pose

U, = 2 .a *ot =
h ™ Lhty @ d’our Lag, = ﬂh(ﬁxh)

-
X = ZJ Ef‘.a,-k;
%
on a alors
T(Hl, ey Upy Xy 00y xq) = ZT}"‘_“‘:-ngu[‘ . 'a:prE'IP' . .Eéq

avee des constantes

fgr.dp — f i
Ty =T ., d% 0, .. a)

( In‘un appelle les coeffieients (ou les composantes, ou les coordonnées) du tenseur
par rapport & la base (a;) de X.
Supposons par exemple p = 2 et ¢ = 3; on a alors

T(“: v X2 = ETH,M@;E* g
Il”l"'

[T ?ja,a', v = ¥pal, x = Yi¥a, ¥ = ¥ria, z = N,
et les composantes T%, de T sont données par
’11:5!'.! = T(a'l! HJ, Ay ay,y Cﬁ)-
On notera qu’on peut facilement calculer les composantes d’'un produit

tennoriel (Fyemple 7). Soient par exemple U un tenseur d’espéce ( ? ) etV un
!

- o N
tenmeur d'espéce ( | }; alors T U@V est le tenseur despece | 3 ) donné
par / 2

Vluy vy, x, 9) o Ul v, 2)V(w, 9);
lon composintes

P s Taty ady a*y a0
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de T sont donc données par la relation
L — i k
_ Tk = UY.Vh
On a évidemment des formules analogues dans le cas général.
Le lecteur débutant fera bien de ne pas se laisser impressionner par ces

formules et les « débauches d’indices »; les résultats de ce § sont de simples
identités algébriques ni plus ni moins profondes que la formule

Wy +2) =x+ a2;
ar conséquent, toutes ces formules sont essenticllement iriviales malgré
eur aspect imposant, la seule difficulté en Poccurence étant de choisir des
notations commodes, et non pas de construire des raisonnements ingénieux.
5. Effet d’un changement de base sur les composantes d’un tenseur
Soit X un K-module libre de type fini, et considérons deux bases
(ahrgign  (Brcrgn

de X; on utilisera des indices latins pour tout ce qui se rapporte a la premiére
base, et des indices grecs pour tout ce qui se rapporte a la seconde. Etant donné un
tenseur T sur X, on se propose de calculer ses composantes par rapport a la base (b))
en fonction de ses composantes par rapport 4 la base (a:).

Posons pour cela
51=29{-5h ai:ZP}-bh

de sorte que les matrices de passage (6) et (p!) sont inverses 'une de autre (§ 18,
n° 4). Nous aurons besoin des formules faisant passer de la base duale (a') de X*
A la base duale (5*). Observons que pour tout f e X* on a

f=2f(a).a"=2Nf(h).&
en vertu du § 16, n° 2. Done
-
b = 2,1 b (a) .a';

or

Al Al
B a) = m( }_;p;-'.f;,) }_Jpll".f)"(hi.)
of comme . I

by - 1L

RIREER"

par déftnition d'une base dunle, il reste

W) =
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par conséquent, il vient

5‘=ZP§-G"
a’ =Z*Jeﬂ.b‘

Clela dit, considérons par exemple un tenseur T d’espéce ( 3 );scs composantes
. . 2
par rapport A la premiére base sont les scalaires

et tle méme

T = T(d, o, a*, an, a))
el new composantes par rapport 4 la seconde sont les scalaires
A L B .
Tok = T(&% b, b, bay bg);
Or on i vu que '

T(”:.U: w, x, JJ) = ETU& ai?‘kaEh"’]d

i
oy

u = Yad, v = Ypid, w = yya
x= e, = Yna
remplagant u, o, w, x, y par &%, b*, &, ba, bs il vient donc
T T‘;\LP» — Z :\ #orghg Tk
(19) 3 b pipipidz0a 13,

ce qui est la relation cherchée. On aurait évidemment des formules analogues pour

lew nutres t‘H]l{‘f{:(!S de tenseurs.

Remarque 3. La formule (19) est trés souvent utilisée comme dcg)ﬁrzftion des
tenseurs, et 'a méme été exclusivement jusqu’a une date récente. On procéde
alors comme suit : on appelle tenseur trois fois covariant et deux fois contra-
vitrinnt un « objet géométrique » dont on ne précise pas la nature « concrete »,
main dont on convient que, par rapport & chaque base (&) de X, il possede des
« composantes » Ti¥, ces composantes étant assujetties a varier avec la base
choisie conformément A la formule (19). Pour montrer que cette définition
dquivaut i celle du texte, tout revient & prouver que si ’on associe a chaque
hane (a) de X des scalaires
'I‘Uk

hi

de fagon que les relations (19) soient vérifiées quelles que soient les bases

(a)) et (h) de X, alors il existe un et un seul tenseur T d’espéce 3 sur X dont

len composantes par rapport & toute base (a) de X sont justement les T
aasocién & cette bane, Pour cela, cholsiswons une base (a,) une fois pour toutes,

ot & 'rddo e cotte bano particulidre construsons le tenseur

(T T ) R 0 B AT T A

ne 5
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tout revient A montrer que ses composantes par rapport a toute autre base
(&) de X sont les scalaires

r[s': E‘\,

attachés a celle:ci; or, d’aprés les calculs précédents, les composantes de T
par rapport a la base (b,) sont les scalaires

2 T,
I
et comme par hypothése ces expressions sont justement les Tit" attachés & la
base (#,), notre assertion est établie. .
On peut aussi regarder ce raisonnement sous la forme suivante : les {or
mules (1g) expriment qu’étant donnés des vecteurs #, yeX et des covecteury
u, v, we X*, Pexpression

LTyt

calculée a Vaide des coordonnées de ¥, », u, ¥, w par rapport & cette base,
est en fait indépendanie du systéme de coordonnées choist pour la définir. Cest précisdn
ment parce que les formules analogues & (19) permettent de définir den
objets ayant une signification indépendante des systtmes de coordonnées
utilisés pour les construire que la théorie des tenseurs s'est finalement intro=
duite en Physique et en Mathématiques. L'idée fondamentale est que les 8y
témes de coordonnées ne sont que des instruments pour étudier des .nbgctu
ayant une signification intrins¢que, et que seuls ces objets présentent un intérét

quelconque.



EXERCICES

Il est parfaitement utopique d'espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures solent-elles, sans résoudre des Exercices,

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre. D’autres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s’habituera & manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas trés faciles sont
précédés d’un signe €. Enfin, la derniére catégorie est constituée par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants déja avancés qui s’'intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes .

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement & se convaincre, & 'aide d’'un « brouillon » fait 4 la hate, du fait qu’on en a 4 peu
prés compris la sclution; si cette méthode est adrmissible pour les Exercices de calcul numérique,
il faut par contre s’efforcer de rédiger intégralement les Exercices plus théorigques, ol ’'on doit
construire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cette fagon,
I'étudiant parviendra 4 acquérir un langage clair et correct, et 4 utiliser les termes techniques
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.
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I, Holt V un espace vectoriel de dimension finie 7 sur un corps commutatif K ; quels que soient
lew entlera p, ¢ = 0, on désigne par

Te(V)

I'enpinco veetoriel formé par les tenseurs p fois covariants et ¢ fois contravariants sur V.
) Holent (a)y <, une base de V et (a'); &<, 1a base duale de V*, Montrer que les 4léments

*) 4, ®  Re,®"Q - Qds
(ot fy, ..., f, prennent toutes les valeurs comprises entre 1 et #) forment une base de Pespace

1
vootoriel "1 (k/} [NB — On trouvera dans I"Exemple 6 du § 21 la régle pour identifier chaque
a@V houn tenseur d'espece (§); elle est essentielle pour donner un sens i I’expression (*)
Obetlennm],
Iin déduire que TH(V) est de dimension #2+7 sur K.
) Hoit u wn antomorphisme de V. Etant donné un tenseur feTE(V), on considére sur
(V*)r » V4 ln fonction f* donnée par

.f.‘(ﬁ']! R T TR xq’) =flu(r), .. s tu(yp)a wxy), oo, ”_l(xq)]

(uely que noient les », @ V* et les x,& V. Montrer que f' & TE(V) et que P’application f — f
ol ddtinle dann 'I'!}(IV) est linéaire. On désigne dans ce qui suit cette application par

Th{u).
Monteer que 1'on s
Th(v o u) = Ti(v) o THt)

fuels que wolent v, pe GL(V). En déduire que Papplication # — Th{u) est un homomorphisme
du groupe des nutomorphismes de V dans le groupe des automorphismes de TH(V).
O pona

\

ulag) o ‘:T‘ afa,

o worte que (af)) e, e, ot I mateioo do w par rapport b la base (a) de V, Calouler ln matrice
the "Df() pur rapport & 1 base de “UYCV) délinle dana I quention a),
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¢} Soit u un endomorphisme de V. Etant donné un tenseur f € TZ(V), on définit une nouvelle
fonction £ sur (V¥)# x V7 en posant

S0 oo s oy ¥as e s %q) =1{Z“-Pf[yl’ o dimn W0 Yieas Cras P By ovas &)
L
“

- SFLom s Pp % o vy gy “(xj)’ Xitgs v ey X 1
P i 7
1£j57

Montrer qu'on a encore f”eT2(V) et que Papplication f— % de T§(V) dans lui-méme
ainsi définie est linéaire. On la note dans ce qui suit DE(x). Montrer qu’on a

D2(x + 2) = Dj() + D§(y)
Df(wov— v ou) = Dj(u) o Df(z) — DE(z) o Di(w)

quels que soient les endomorphismes et v de V. Connaissant la matrice de u par rapport & la

base (a;) de V, calculer celle de D{(u) par rapport 4 la base (*) de la question a).

2. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K, et T un tenseur
deux fois covariant et trois fois contravariant sur V. Montrer qu’il existe un et un seul tenseur
U une fois covariant et deux fois contravariant sur V dont les composantes par rapport i
toute base de V sont données, en fonction de celles de T, par la relation

Interpréter cette opération (contraction du tenseur T par rapport au second indice covarinni
et au troisiéme indice contravariant) en regardant U et T comme des formes multilinéaires,

8. Soit T un tenseur deux fois covariant et deux fois contravariant. Montrer que le scalaire
2 T
1<hygn

est indépendant de la base choisie pour le définir.

@ 4, Soient L et M deux modules sur un anneau commutatif K. On considére le module

N = Kd>xM

admettant pour base I'ensemble L X M (8§ 10, 11, Exercice 15); identifiant chaque élément
de L. X M & I'élément correspondant de N, on considére dans N le sous-mocule N’ engandrd
par les éléments de N qui sont de la forme

(xrxr + l”x”, [Jf}’ _|__ |J-”}”) I 1!”! (x:’ ,}"} —_— ).rv-#(xl:y”) —_— XH[J."(.’C”, yr} — )“l"p(x"l ‘3,4).

On appelle produit tensoriel des modulos L et M le module quotient N{N’; on le dénigne
par la notation
LM,

Ftant donnés des 4léments ya L et y @ M, on désigne par
A
I"élédment de LM « N/N' représentd par 1'dldment (v, ») da N,
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#) Montrer que I'application
(%0} — “Qy

e 1 < M dans L@M est bilindaire, et que les « produits » x@y .engcndrent le module L@ M.

b) Boit f une application de L. X M dans un K-module quelconque E. Montrer que, pour
(que foit bitinéaire, il faut et il suffit qu’il existe une application lindaire

f:L®M > E

telle que 'on ait

Sx) = f(x@y)

(ueln que soient xe L et ye M; I'application £ est alors unique. {Ce résultat est la propriété
fondamentale des produits tensoriels de modules : ils servent & ramener ’étude des applica-
thon bilinéaires & celle des applications linéaires).

1) Onsuppose L et M libres de type fini; soient ()1 <; <p une base de L et (b;)1<;<, une base
tle M montrer que les produits
a®b;  (<i<p1<i<g)
lorment une base de LM, En déduire que
dim (L@M) = dim (L) .dim (M)
IS estun corps.,

i) Monirer qu'il existe un isomorphisme et un seul de LM sur M®L qui applique x@y
Mar peN guels que soient se L et ye M. _
¢) Holent 1, M, I/ et M' quatre modules sur K; on considére des homomorphismes

u: L -1/ et v: MM,
montrer qu'il existe un et un seul homomorphisme

S LM - L'@M’
tel que on adt

S (xQ) = u(x)®@u( )

(uels que woient ye L et y& M (observer que le second membre est fonction bilinéaire de x
ol 3}, Ondit que £ est le produit tensoriel des homomorphismes u et v, et on le note générale-
ment igdo, [Cette notation traditionnelle peut préter 4 confusion, car elle désigne aussi un
dlédment du module

Hom (L, L') @Hom (M, M’} ;

an pratlgue, on n'a presque jamais A considérer ce dernier produit tensoriel, et # @ v a toujours
I wlgnilication définie plus haut.]

£) Onomappose Ly o0y MY libres de type fini: on choisit des bases de ces modules, donc
(quention o) ci-dewsus) de L@ M et L' ¢ M’; caleuler la matrice de u @ v par rapport i ces
hinen on fimetion des matrices de et v par rapport aux bases choisies dans L, ..., M.

[Lo rémnltat obtenu conduit & Ta notion de prodult tonsorlol de doux matrices; soient
A ("u)l gy el B (’JMJI TR TR

dev matrlcon & coelliclents dans un anneau commutatif 1K, On appelle produit tenioriel de
A ot I i matrion b r:m colonnes ot gn Hgnes définde comme salt 1 on numdérote len colonnes du
prodult tensorlel h 'nlde dow couples (4 &) tels que o oS Fal pyon A o0 my ot lon Hgnes b 'aldeo
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des couples (i, 4) tels que 1 <{j<{gq, 1 <k <{n; cela dit, le terme de la matrice produit
tensoriel

AQ®B
situé & I'intersection de la colonne d’indice (i, £) et de la ligne d'indice (j, &) est par définition

dub,m.
Par exemple :
ar av bu by

‘o cu v du do
a b vy e a' b b,
(c d ) ®le, )=\ o o o do |’
wov aw” av’ bu" W |

ew’ " du' dv”
on utilise, pour ordonner les couples d’entiers (, ), 'ordre lexicographique, qui consiste
4 convenir que (7, ) précede (k, k) si i <{k, ou biensii = ket j < 4.)
g) Soient L, I', L”, M, M’ et M” six modules sur 'anneau K ; on prend des homomorphismen

L > L v L' =L, v ' M - M, v M - M”;
montrer qu'on a |
(o) @ @ ot ) =W @) o (¥ @ ).
En déduire que si A’; A”, B', B” sont des matrices 4 coefficients dans K, la formule
(A"A') ® (B'B) = (A" ® B"). (A’ ® B

est vraie pourvu qu’elle ait un sens.
#) Soient L, M et N trois modules. Montrer qu’il existe un et un seul isomorphisme

LeM)®N->L® (MQ@N)

qui, quels que soientxe L, ye Metze N, applique (x @ ») ® zsurx® (¥ ® 2). [« Associativitd »
du produit tensoriel; dans la pratique on ne fait aucune diflérence entre (x 6 ») & # ot
*® (¥ ®2z), quonéeritx @ y @ 2]. '

i) Soient M, ..., M, des modules sur K; on forme le module

M1®Ma®"‘@MPWM1®(M'§®"'®M”)

(définition par récurence sur p). Soit / une application de M, X M, X « . . X M, dansun
K-module N. Montrer que, pour que fsoit p-linéaire, il faut et il suffit qu'il existe un homomors
phisme de modules

JiM® @M, >N
tel que 'on ait

J'.(xls ey -‘:p) '.;{‘(-\'] [ IR -\",)

quely que soient les voa M; Vapplicntion lindaive / ont alors enticrement dédterminde par f
(raiwonner par eéourronce sur poon attribuant une valeur fixe & 1'ane des vieiables (gurant
danm /),

1) Bolt M un K<modulag on consldérs lo module

M@ M M*
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alt M* el le dual de M; 4 Paide de la question précédente, montrer qu’il existe un et un seul
homomorphisme ' .

F:M®M® M* - THM)

to M % M & M* dans le module des tenseurs 2 fois covariants et une fois contravariants
war M qui, quels que soient x, y& M et ue M*, applique I'élément

*xRyQueM e M@ M*
war 'élément
*®y @ ueTi{M)

[on rappelle, fixemple 7 du § 21, que cette dernitre expression est la forme trilinéaire sur
M* s M* % M dont la-valeur en ( f, g, 2) e M* x M* x M est I'élément

J () &(9) u@)
ta 18], Montrer que j est bijectif si M est libre de type fini. Généraliser ce résultat en remplagant
M®M @ M* par 'M®---®M®M*®..-®M*
(fr Tnotanrs M et ¢ [acteurs M*) et
THM)  par  TH(M),

ddtfind wi déhut de 1 Exergice 1 ci-dessus,

Ay Onoprend K o0 Z et M = ZfpZ; montrer que Ti(M} est réduit 4 0, mais qu’il n’en est
pos il de M ¢ M [considérer Papplication (x, ») - xy de M x M dans M, multiplication
den entlers modulo #]. Iin conclure que dans ce cas ’homomorphisme j de la question précé-
dente n'ent piw bijectif (et est méme nul...).

| Liv notlon de produit tensoriel de deux modules définie dans cet Exercice est beaucoup plus
wille que colle de tenseur définie au § 21, sauf lorsqu’il s’agit de modules libres de type fini. .
L ritdnon en et que les tenseurs du § 21 sont adaptés & 1’étude des applications multilinéaires
dans 'annean de base K lui-méme, tandis que les produits tensoriels de 1’ Exercice 21 servent 4
dludler lew npplications multilinéaires dans des K-modules quelcongues, Or il peut arriver, cf. la
fuentlon (A) de I"fxercice 21, que les premiéres soient toutes identiquement nulles, sans qu’il
an #oll de mbme des secondes. Notons enfin que le produit tensoriel, lorsqu’il s’agit de matrices
on ('ewpaces vectoriels de dimension finie, remonte essentiellement & Kronecker; pour cette
vidion, certining autenrs Pappellent le produit kroneckerien.]




