§ 19. La notion de dimension

|
!l. Exintence de bases

e eésultat suivant a déja été annoncé au § 11, n® 4:
|
Fyfonise 1. Tout espace vectoriel de dimension finie (*) sur un corps admet une base.
Ce théoréme est évidemment une conséquence du résultat plus précis que voici :

Crifton v 2. Soient M un espace vectoriel de dimension finie sur un corps, X un ensemble
fini de gindrateurs de M, et A une partie de X. Supposons les éldments ds A linéairement indé-
pendants. Alors it existe une base B de M telle que l'on ail.

AcBeX.

Considérons en effet toutes les parties de X qui sont libres et contiennent A; il
e existe, ne serait-ce que A elle-méme. Parmi ces parties, considérons celles qui
comportent le plus grand nombre  passible d’éléments; soit B l'une de celles-ci.
Pour établir le Théoréme 2 il suffit de montrer que B est une base de M, ou méme
que B engendre M puisque B est libre par construction.

Comme X engendre M, il suffit pour cela d’établir que tout x = X est combinai-
won Lindaire d'éléments de B, Comme ¢’est clair si x= B, nous supposerons, pour le
démontrer, que xa B,

Lensemble B' — By fx! est contenn dans X et contient alors strictement plus
('dléments que By comme on a en outre Ac B, onvoit que B’ ne pas peut étre libre.
8 done 'on désigne par x,, ..., % les divers éléments de B, il existe une relation

(1) 11-'51-5—"'+}\r-’fr+:kx=0

pver en sealiires Jy, ooy hes A 1100 TOUS nuls. On a méme » 0, car dans le cas
contratre (1) se réduirait & une relation linéaire non triviale entre les éléments x; € B,
contraieement au fait que B est libre.

(*) Les résultats du présent n® sont en fait valables pour tous les espaces vectoriels méme
i dimension infinie, mais les démonstrations générales sont trop compliquées pour étre
feproduites lol.

Puisque ) n’est pas nul, et puisque 'anneau de base K est un corps, A est inver-
sible dans K, et en multipliant le premier membre de (1) par l'inverse de,) on
trouve

X = _)\_1)\1-5;[ i )l_l;\lpxr;

nous avons donc démontré que tout x« X est combinaison linéaire d’éléments de B,
d’ot1 le Théortme 2,

Les théorémes 1 et 2 (dont la démonstration aurait pu étre donnée dés le § 11)
ont des conséquences importantes; outre les deux Corollaires ci-dessous, on en
trouvera quelques-unes dans les n® 2 et 3.

COROLLAIRE 1, Soit M un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Pour gue des
léments donnés de M fassent partie d’une base de M, il faut et il suffit qu'ils soient linfairement
indépendants. '

5%l existe une base de M contenant des vecteurs donnés ¥y, ..., xp, il est clair
que ceux-ci sont linéairement indépendants. Inversement, si cette condition est satigs
faite, I'existence d’une base de M contenant les vecteurs donnés s'obtient en choisis-
sant un systéme fini G de générateurs de M, et en appliquant le Théoréme 2 aux
ensembles

X=GU]jx, ---s %t, A= {& ..., %l

COROLLAIRE 2. Soit M un espace vecloriel de dimension finie sur un corps. Tout sous-espace
vectoriel de M est facteur direct dans M.

Soit en effet M’ un sous-espace de M. D'aprés le § 18, Théoréme 2, M’ est de
dimension finie, donc (Théoréme 1) admet une base (x):<igp; appliquant le
Corallaire 1 & ces vecteurs et 3 M on voit qu'il existe des vecteurs £pqy, - - -, % tels que
les x, (1 << i < r) forment une base de M. Il est alors clair que le sous-espace de M
engendré par %4y, - - -, % €st un supplémentaire de M’ dans M.

Remarque 1. La démonstration du Corollaire 2 ci-dessus utilise le fait qu'un
sous-espace d’un espace vectoriel M de dimension finie sur un corps K est
lui-méme de dimension finie sur K, ce qui résulte en effet de ce qu’un corps
est un anneau noethérien (on utilise alors le Théoréme 2 du § 18) ou principal
(on raisonne alors 4 I'aide du Théoréme 3 du § 18). Mais il est évidermment
possible de donner de ce fait une démonstration directe et élémentaire (qui
ne differe d’ailleurs pas sensiblement de celles des Théorémes 2 et § du § 18);
on procéde comme suit.

Comme on sait d&ja (Théoréme 1) que M admet une base, on peut supposer
M — K" Sin = 1, les seuls sous-espaces vectoricls de M sont 0 et M puisjue
K est un corps, et sont donc de dimension finie. Dans le cas général, soit M'
un sous-espace vectoriel de K°, et identifions K*=1 au sous-espace de K"
formé des vecteurs (£, ..., &) tels que &, = 0. 51 M’ c K"~1 on peut supposer
M' de dimension finie (on raisonne par récurrence sur n). 5i M’ n'est pas
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contenu dans K*—1, choisissons dans M’ un vecteur
= (&, +..p %) telque a, 70
et posons M" = M'NK"-1; pour tout élément
x= (4 <05 &)
de M, on peut écrire, puisque a, est inversible dans K,
x=fwta+y

avee un vecteur y dont la dernidre composante est nulle, donc appartenant A
Kh 1 et évidemment & M’, done & M’; ainsi, on voit aussitét que M’ est
somme directe du sous-espace Ka engendré par a et de M'; mais celui-ci,
#ant contenu dans K -1, est de dimension finie d’aprés 'hypothése de récur-
rence; il en est done de méme de M/, ce qui achéve la démonstration.

On trouvera dans la Bibliographie beaucoup d’autres méthodes de démons-
tration, Par exemple, on peut établir d’abord les Théorémes 2 et 6, puis les
Théortmes 1o, 11 et 12; le résultat établi dans cette Remarque se déduit alors
aumiitdl du Théoréme 12,

9. Définition d'un sous-espace vectoriel par des équations linéaires
P P q

Soient 1, un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, et M un sous-espace
vectoriel de L. Dans le dual L* de L, considérons I'ensemble, noté

Mo,
des formes linéaires fsur L qui vérifient
f(x) =0 pourtout xeM.

Clet ensemble est un sous-espace vectoriel de L¥, car s'il contient deux formes fet g,

et ui I'on pose h == o f 4 8¢ ol a et § sont des scalaires arbitraires, on a

hix) = x.f(x) + B.g(x) =0 pour tout xeM,

dune he MO, ce qui prouve notre assertion.
On dit que Mo est 'orthogonal de M dans L*. Le résultat suivant montre que la
connaimance du sous-espace Mo permet de reconstituer le sous-cspace M

Tudowhse 4. Sotent T, un espace vectoriel de dimension finie, M un sous-espace de 1., ot Mo
Porthogonal de M dans 1L*. Pour qu'un x @ L, soit dans M, il faut et il suffit aue l'on ait

(9) f(x) =0

pour toite forme lindaire f@ MO,
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La condition étant trivialement nécessaire, nous allons montrer qu'elle est suffi-
sante. Comme on I’a vu en démontrant le Corollaire 2 du Théoréme 2, il existe
une base (g;);<:<- de L et un entier p < r tels que M soit engendré par gy, .. ., 45
Soient f3, ..., f» les fonctions coordonnées par rapport a la base a;, ..., a,de L}
il est clair que M est défini par les relations

(3) Sonlx) = - =£(x) =0,

autrement dit que Me contient les formes foy,, - .., f; et que les relations (3) carace
iérisent les éléments de M. Comme les relations (3) sont évidemment vérifiées si la
condition (2) est remplie pour tout fe Mo, le Théoréme est démontre.

‘Remarque 2. En fait les formes fa, ..., /i construites ci-dessus forment
une base de Mo, Il est en effet clair qu'elles sont linéairement indépendantes
(du reste les formes f;, ..., f; constituent la base de L* duale de la base
ay, .. ., g de L)} il suffit done d’établir qu’elles engendrent Me. Or considérons
une forme fe L*; posant f (a) = a, on a

) =S (a4 e+ ak) = ad ok
pour x = @iy 4+ - + ake, et comme & = f(x) il vient donc
f=ufi+ 4 xf avec % = fla);
si fe M® on a en particulier f(a,) = -+ =_f(gz) = 0, donc
S=tpforr + 0+ afe

ce qui montre bien que fo,, . . ., f engendrent Mo,
On notera inversement que, si des formes f; (1 < { < m) engendrent Mo,
alors les éléments de M sont caractérisés par les relations

Fi) = oo =Fal0) =0,

En effet toute f &€ M® peut s'éerire sous la forme f=a, fy + -+ + S
avee des coefficients x, & K, et il est clair que les équations considérées ims
pliquent alors f {x) — 1), donc x & M d’aprés le Théoréme 3,

Le principal intérét du Théoréme 3 réside du reste dans la propriéié que
nous venons d'établir, et qui mérite un énoncé explicite :

COROLLAIRE 1. Soit ( [}y it Systéme de génératenrs de Mo, Alors les diéments de M
sont caractériseés par les équations

falx) Cas S w(x) 0.

Voici une autre canséquence importante du Théordme 3 :

ConoLLat 2. Seient 1 un espace vectorial de dimension finie sur un corps et M un sours
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espace vecloriel de L. Pour que Uon ait M # L, il faut et il suffit quil existe sur L une forme
lindaire f non nulle vérifiant

Flx) =0 pourtout xeM.

Si M =L il est clair qu'ona Me = |0!. Inversement, si M@ = {01, le Théoréme
4 montre que M = L. Les relations M = L et Mo = 0| sont donc équivalentes;
par suite, la relation M # L équivaut i la relation Mo 3£ 01, ce qui établit le
Clorollaire,

8, Conditions de compatibilité d'un systéme d'équations linéaires

La théorie des systtmes d'équations linéaires sera étudiée en détail au § 20;
fmais nous pouvons dés maintenant résoudre la question de savoir a quelles conditions
un systtme d’équations linéaires posstde des solutions. Ce sera I'objet des deux
‘I'héortmes établis dans ce n®,

TwhorkME 4. Soient £, ..., f. des_formes linfaires sur un espace vecloriel M sur un corps
K. Les propriétés suivantes sont equivalentes !

a) Les formes [,

b) (Quels que sofent les scalaires By, ..
relations

<+ oy f o sont linfairement indépendantes.

., Bee K, il existe au moins un x & M qui vérifie les

(4)

Considérons en effet "homomorphisme f: M — K" donné par
S = (falx)s - o felx))s

ln propriété b) exprime que f est sugjectif. Or f{M) est un sous-espace de K'; en
vertu du Corollaire 2 du Théoréme 3, tout revient donc & exprimer que, si une forme
linéaire u sur K est nulle sur le sous-espace f (M), ona u = 0.
Mais soit
!‘(Eh ey Er) = }ilEI + .- + }‘rEr

une telle lorme; on a
u(f () =k Sfule) + -0 + o f e(x)

pour tout x € M; dire que u est nulle sur f (M} signifie donc que les formes f; satisfont
i la relation linéaire

it o+ nfe=0.

Ainsi, la propriété @) de Pénoncé signific bien que la seule forme » qui soit nulle
sur le sous-espace /(M) est u = 0, et le Théoréme 4 est démontré.

Considérons maintenant un systéme d’équations

{Srlx) =B
(5) i
(£l =5
o1 les formes linéaires f;, . . ., fa sur I'espace vectoriel M ne sont plus nécessairement

linéairement indépendantes. Dans le dual M* de M, ces formes engendrent un sous
espace vectoriel F de dimension finie, et d’apres le Théoréme 2 on peut extraire de la
famille ( £);<cicn une base de F; en modifiant au besoin la numérotation des fi,
on peut donc supposer que les formes f;, ..., f; forment une base de F. 11 est clair
qu’on est alors dans les conditions d’application du résultat suivant :

THEOREME 5. Soisnt fy, ..., fo des formes lindaires sur un espace vectoriel M. Supposons
que frr . . ., fr soient Hnéairement indépendantes, et qu’on ait des relations de la forme
(6) fi=enhfi+ o ek powr rHr1jsm

avec des constantes sy e K. Alors, pour que le systéme & équations (5) posséde au moins une
solution x & M, il faut et il sufil que U'on ait

(7) B == opfy + o0+ opupe powr rH1LJEN

le systéme (5) posséde alors les mimes solutions que le systéme

WAOES By
@
Jelz) = B
Les relations {6) signifient qu’on a
(7 bis) %) = enfils) + -+ enfilx)

pour fout x = M; il est donc clair que, &'il existe un x vérifiant les relations (5), lea
relations (7) seront nécessairement vérifides,

Inversement, supposons les relations (7) vérifides et considérons une solution de
{(8); on a alors, d’aprés (7 bis),

L&) = gabr + 0 T ik

et en tenant compte de (7) on voit done que les systémes (5) et (8) ont les mémes solus
tions. Comme (8] posséde effectivement des solutions en vertu du Théoréme précés
dent, le Théortme 5 est done démontré.

Remarque 3. Les relations (7), qui sont nécessaires et suffisantes pour que le
systéme d’équations linéaires (6) admette au moins une solution, sont appelées
les conditions de compatibilité du systéme (6], Le Théoréme 5 montre que, pour
trouver les solutions d'un systétme d'équations linéaires, on peut toujours se
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ramener (si les conditions de compatibilité sont vérifiées) & un systéme d*équa-
tions dont les premiers membres sont des équations linfairement indépendantes.
(e résultat doit naturellement étre complété par le Théortme 4 — & savoir
qu'un systéme d’équations linéaires linéairement indépendantes posséde
tenjours des solutions.

On notera également que nous n'avens pas supposé M.de dimension finie
dans les énoncés précédents; cette hypothése est superflue dans le contexte
actucl, et ne sera utilisée que pour établir les résultats plus précis du § zo.

4, Existence de relations lindaires

Nous allons maintenant établir 'un des résultats fondamentaux de I’Algébre linéaire.

Pitorime 6. Soit M un espace vecloriel de dimension finie sur un corps K. Toutes les bases
e W ot le méme nombre d’éléments.

Soient (a);<i<p €t (67)12i<, deux bases de M; pour montrer que p = ¢, il
willit de prouver qu’on a p =< g et g < p; par raison de symétrie, il suffit méme
d'établir que g <2 p. Cela va évidemment résulter de 'énoncé suivant :

Vadomiome . Soten! M uh espace vectoriel de dimenston finie sur un corps K et p un entier
tel que K posside une base formée de p vecteurs. Pour que g éléments de WL soient lindatrement
indépendeants il faut que g < p.

11 va de soi que la réciproque du Théoréme 7 est fausse.

Soient (@), zizp une base de M et by, ..., by des €éléments de M; nous allons
montrer qu'il existe une relation linéaire non triviale entre les vecteurs &; dés que
I'onw g - p, ce qui établira le Théoréme 7.

| 'assertion & établir est trivialesi p = 0 : on a en effet alors M = {01, et comme
¢ - 1 il est clair que les by vérifient par exemple la relation

Lby b 0.y 4+ oo + 0.8, =0,

Nous supposerons maintenant le Théoréme établi pour p — 1, et allons en déduire
qu'il est vrai pour p. Soit M’ lesous-espace de M engendré parlesvecteursay, . . . dp1j
pimisque @y, . ., a, engendrent M, on a des relations

(1) bi= b+ wa, (1<j<q)

avee des vecteurs 8 e M et des scalaires z;,& K. Si tous les a; sont nuls, les §; sont
dans M': mais comme M’ admet une base formée de p — 1 vecteurs, le Théortme
Wapplique & M, et comme la relation g = p implique a fortiori ¢ > p — 1, on voit

iue Pexistence d’une relation linéaire non triviale entre les b; s’obtient immédiate-
ment dans ce cas,

Reste done 2 examiner le cas ot les =; ne sont pas tous nuls; supposons par
exemple

Iu‘?éop

donc «, inversible puisque K est un corps. Alors la derniére relation (g) donne
ap = ag~t (by — b;)

et en portant dans les autres relations (9) on obtient, aprés un calcul facile, les
relations

{10) by—vb, =8 — bl (1 Ljslg—1)
avec v; = ajeg L
Les relations (10) montrent que les ¢ — 1 vecteurs b; — v, sont dans le sous-

espace M'; comme ¢ > p implique ¢ —1>>p — 1, I'hypothése de récurrence
montre donc 'existence d'une relation

:‘\.1{51 —_ ‘ulllE’u-:' e 'Jr- j‘.,_lf&q.J _ V¢_Ir£'q:] == 0
avec des scalaires Ay, ..., Ay, #o7 fous nuls; mais cette relation s’écrit aussi
b4 s A, =0 avec he = — [hpwy + -0 2 hgmiVe—1)s

e: Pexistence d'une relation linéaire-non triviale entre by, .. ., b, est ainsi démontrée,

Remarque 4. Le Théoréme 7 est en fait valable non seulement pour les espaces
vectoriels sur un corps [commutatif ou non), mais aussi pour les modules sur
un anneau commutatif; on peut le montrer & l'aide de la théorie des détermi-
nants {(§ 23, Corollaire du théoréme 5).

COROLLAIRE. Sot!

{11} e .
by e o abe =0

ur systéme de n équations lindaires et homogénes & p inconnues 5y, ..., §p @ coefficients dans
ur corps K. 8i Pona p = n (i.e. sile nombre des inconnues dépasse celui des équations),
le systéme (11) admet au moins une solution non triviale (i.e. pour laquelle les inconnues
I, ne sont pas toutes nulles).

Considérons en effet les § éléments

G = (1:13 ey 5:'n:]
de K" les relations (11) sont évidemment équivalentes 4 la relation
H ) q
a5y + -+ aph, =0,

et pour que le systéme (11) posséde une solution autre que §, = -+ = gy = 0 il ent
done nécessaire et suffisant que les vecteurs a soient liés; c’est toujours le cax sl
p = nen vertu du Théoréme 7.

Remargue 5. Lexplication intuitive du Corollaire précédent est la suivante |




wyl LA NOTION DE DIMENSION § 19
comme le systéme (11) admet toujours la solution triviale
= =5=0

(oul revient a trouver des hypothéses assurant que (11) admet au motns detix
wolutions, antrement dit assurant que les relations (11) ne déterminent pas
entitrement les inconnues £ ar, si l'on impose au moins p conditions & p
ineonnues &, on a de fortes chances de les déterminer entiérement, alors
(u'inu contraire il est peu probable gquon arrive & les déterminer 'aide de

moins de p conditions..,

§, La notion de dimension

4oit M un espace vectoriel de dimension finie sur K; il existe, d’aprés le Théoréme
6, un enticr n bien déterminé tel que toutes les bases de M possédent n éléments. On
dit que n est la dimension de M sur le corps K (ou la dimension de M tout courtsiaucune
ambiguité n’est possible sur le corps de base), ou que M est de dimension rsur K, et
Ia dimension de M sur K se désigne par la notation

dimg (M)

on shmplement par dim (M} s'il ne peut y avoir aucune confusion quant au corps de
base choisi. On convient de prendre dim (M) = 0 lorsque M = {01.

Remargue 6. Un cspace vectoriel complexe M peut aussi &tre regardé comme un
eapace vectoriel réel; on a alors la relation -

dimg(M) = 2.dim¢(M)

(el. Exercice 15), c¢ qui montre bien qu'il est indispensable de préciser le

corpu de base choisi.

Remargue 7. On peut aussi définir la notion de dimension pour les espaces
vectoriels de dimension infinie, mais on doit, pour ce faire, utiliser la théorie
des nombres cardinaux (§ sl la méthode élémentaire consistant 4 poser
dim (M) |- » lorsque M n’est pas de dimension finie ne présente aucun
intértt, parce quiavee cette définition trop simple de la notion de dimension
ancun des énoneés quion aen vie (et en premier lieu une généralisation du
Thiéortme B ci-dessous) West vraig or intérét d'une définition est avant tout,
ponr ne pas dire exclusivement, de conduire a des théorémes (*).

Le principal intérét de 1 notion de dimension est concentré dans 1'énoncé sui-

wvanl |

(#) Cleal wimn parfols le cis daris la vie de touy les jours. Si on a par excmple pour but
de démontrer que o Uarmée poldive ne tire pas sur les Poldéves », il suffit d"introduire la
délinition suivante @ en Paldévie, on appelle Poldéves les gens contre lesquels I'armée poldeve
po tre pas, e prod dddd, mnlgrd mon ellicacité certaine, présente un grave défaut @ on peut en

wilat lo petourner en une définition de 'armde poldéve elle-méime,

o
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TutorkmE 8. Soient L et M deux espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K. Pour
guie L et M soient isomorphes il faut et il suffit que dim (L) = dim (M).

il existe un isomorphisme fde L sur M, celui-ci applique une base de L sur une
base de M, de sorte que dim (L) = dim (M). 5i inversement cette condition est
réalisée, et si n est la dimension commune de L et M, alors L et M sont isomorphes
2 K® en vertu du § r2, Corollaire 1 du théoréme 3, donc isomorphes entre eux.,

Remargue 8. Il n'est pas vrai que deux espaces vectoriels de dimension infinie
soient toujours isomorphes.

Exemple 1. On a évidemment
dim (K") = n

quel que soit 2.

Exemple 2. Prenons K = R et pour M lespace vectoriel formé des vecteurs
d’origine donnée O dansl’espace usuel (§ ro, Exemple2). On a alors dim (M) = 3.
Si 'on prend pour M l'ensemble des vecteurs portés par un plan donné passant
par O, on trouve dim (M) = 2. 5i enfin on prend pour M I’ensemble des vec-
teurs portés par une droite donnce passant par O, onadim (M) = 1.

Soient L et M des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K; on a alors

dim (L x M) = dim (L) + dim (M};

plus précisément : si (a)12icp €t (fil1gicq sONT des bases de L et M respectives
ment, les g -+ g vecteurs

(:‘?1, 0); RIS ] (ap: 0}: I:O} 61}3 ety (0! b'}]

forment une base de L x M.

Exemple 3. L’espace-temps des physiciens est l'ensemble des couples (%, ¢)
ot x est un vecteur d’origine donnée O dans Iespace usuel, et # un nombre
réel qu'on appelle le termps. (Pest donc le produit cartésien M X R ol M est
I'espace usuel, Par suite, regardé comme espace vectoriel réel, I'espace-temps.
est de dimension § + 1 = 4. Le savant Clsinus a beauccup travaille pour pas
grand’'chose.

Yoit L un espace vectoriel de dimension n; on a vu au § 16, Théoréme 1, que son

dunl admet une base formée de r vecteurs; par suite, omn a

dim (L) = dim (L*),

TrforiME 0. Sofent Loun espace vectoriel de dimension finie sur un corps, M un sous-espace

de L., et M2 Porthagonal de M dans L*. On a alors
dim (M)} + dim (M®) = dim (L).
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Posons dim (M) = p et dim (L) = r; comme on I'a vu en démontrant le Coral-
laire 2 du Théoréme 2, il existe une base (x);<:1<- de L telle que (x]),<i<p s0it une
base de M. La Remargue 2 du n® 2 montre alors que le sous-espace M¢ de L* admet
une base de r — g vecteurs, donc est de dimension r — p, ce qui achéve la démons-
frition.

COROLLAIRE. Soit M un sous-espace d'un espace vectoriel L de dimension finie sur un corps.
On a alors

dim (M) < dim (L},
of on ne peut avoir dim (M) = dim (L) gue si M = L.
[a premiére assertion résulte immédiatement du Théortme 9. Celui-ci montre
anssi qque la relation dim (L) = dim (M) équivaut 4

dim (Me) = 0,

j.e. A Mo — 101 ; or on sait (Corollaire 2 du Théoréme 3) que cette dernitre relation
dopuivant & L = M.

&, Caractérisations des bases et de la dimension

I'énoncé suivant fournit plusieurs caractérisations utiles des bases d'un espace
vectoriel de dimension finie :

FiforkME 10, Soient xq, .. s %n des éléments d*un espace vectoriel M sur un corps K. Les
propnidids suivantes sont équivalentes :

a) Les vectenrs x{1 << i << n) forment une base de M.
b Lex vecteurs x; sont lindairement indépendants et M est de dimension n.

o\ e vecteurs x, sont lindairement indépendants et toute partie libre de M comporte au plus
n dldments,

d) ey vecteurs x, engendrent M et M est de dimension n.

o) Les vecleurs x; engendrent M et fout systéme de générateurs de N comporte an moins
Adments,

Il ent clair que a) implique #).

Pour montrer que &) implique ¢), on remarque qu'une famille libre fait partie
d"une base de M (Corollaire 1 du Théoréme 2), donc (Théoréme 6) comporte au
plus i éléments si M est de dimension r.

Pour montrer que ¢) implique d), considérons un xeM; d’apres ¢} les vecteurs
Vi x., x, en nombre # - 1, sont liés par une relation non friviale

By e e o hake = hr =0
on a du reste » # 0, car dans le cas contraire on trouverait une relation non iriviale

entre les v, contrairement 3 ¢) ; donc & est inversible et il vient

B

¥o= — Ay, — - — 2,

ce qui prouve que les x; engendrent M — et donc forment une base de M, qui est
par suite de dimension a.

La propriété d) implique la propriété €], car tout systéme de générateurs de M
contient une base de M (Théoréme 2), donc comporte au moins n éléments si
dim (M) = n.

Pour achever la démonstration, il reste & montrer que ¢) implique a); or d'aprés
le Théoréme 2 on peut extraire de la famille (%), <<, une base de M; celle-ci,
étant un systéme de générateurs, comporte au moins # éléments d’aprés e); c'est
donc nécessairement la famille (%), <<, toute entidre. Ainsi, celle-ci est une base
de M, ct le Théoréme est démontré,

THEOREME 11. Saient M un espace vectoriel sur un corps K et n un entier. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

a) M est de dimension n.

b) n est le plus grand entier tel qu'on puisse extraire de M une famille de n vecteurs linéaire
ment indépendanis.

¢) n est le plus petit entier tel quion puisse extratre de M une famille de n vecteurs engendrant
M.

L’¢quivalence des propriétés a) et b) provient de I'équivalence entre les pro-
priétés o) et ¢) du Théoréme ro. De méme, Péquivalence entre les propriétés a) et
¢) du Théoréme 11 provient de 'équivalence entre les propriétés a) et ¢) du Théos
réme 10,

THEOREME 12. Pour qu'un espace vectoriel M sur un corps K soit de dimension finie, il faut
et il suffit qu'il existe un entier n tel que toute partic libre de M posséde au plus n éléments. On
a alors dim (M) < n.

La condition est évidermnment nécessaire d’aprés le résultat précédent. Inverse-
ment, si elle est vérifiée, on peut considérer le plus grand entier r tel que M contienne
une famille de r vecteurs linéairement indépendants; on a r < n par hypothese, et
M est de dimension r d’aprés le Théoréme 11, ¢); donc M est de dimension finie

et dim (M) < n.
7. Dirnensions du novau et de Pimage d'un homomorphisme

Lorsque 'anneau de base est un corps, le Théorgéme 1 du § 18 se traduit comme
suit :

THEOREME 13, Soient L ef M deusx espaces vectorlels sur un corps et f un homomorphisme
de L dans M. 51 L est de dimension finie, on a

dim (L) = dim (Ker (f)) + dim (Im (f}).

En effer, Ker (f) est de dimension finie, donc isomorphe & K" ofi
p = dim (Ker {f)), et Im { f) est aussi de dimension finie (I'image d'un module
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(e type fini par un homomorphisme est ¢videmment de type fini), donc isomorphe
A K' ot ¢ = dim (Im (f)); pour obtenir le Théoréme 13 il reste donc & utiliser le
Théoréme 1 du § 18.

Remargque g. Le Théoréme 13, bien qu'étant un simple cas particulier du résul-
tat beaucoup plus général établi au § 18, ne peut pas se démontrer plus simple-
ment que celui-ci; il est par contre trés facile d’en donner des démonstrations
plus compliquées que celle du Théoréme 1 du § 18...
[es Corollaires du Théoréme 13 que nous allons maintenant énoncer sont au
moins aussi importants dans la pratique que le Théoréme 13 lui-méme, tout parti-
culitrement celui que voici

ClonOLLAIRE 1. Ssient L et M deux espaces vectoriels de dimension finie sur un corps et I
un homomorphisme de L dans M. On suppose dim (L) = dim (M). Alors les propriétés
vilbantes sont éguivalentes :
a) [ est bijectif.
b f est surjectif,
t) [ est injectif.
d) ona Ker (f) = {0},

On sait depuis longtemps (§ 7, Théoréme 8) que les assertions ¢} et 4) sont équi-
valentes. Comme d’autre part a) est la conjonction de 6) et ¢}, tout revient 4 prouver
I'"équivalence de &) et d). Or &) équivaut (Corollaire du Théoréme gl 2 la relation

{12) dim (Im {f)) = dim (M),
el d) équivaat &
(1) dim (Ker (f)) = 0

I'dquivalence de (12) et (13] résulte donc du Théoréme 13 et de I'hypothese
dim (1) — dim (M), d'ol le Corollaire.

On utilise le plus souvent le Corollaire 1 lorsque L = M. On verra au § suivant
qu'il peut aussi se traduire dans le langage de la théorie des systémes d’équations
linduires,

ClononLAIRE 2. Soient T et F des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel M de dimension
finte sur un corps, On a alors

dim (E + F) = dim (E) + dim (F) — dim (ENF).

Considérons en effet 'homemorphisme £ : E % F —» M donné parf (e ) =x -+
(ef, § 17, 00 ) on o B F o= Tm (f), et d'autre part Ker (f) est isomorphe 4
Byl (& 1y, Remargque 1) 5 done

dim (B) 4 dim (F) = dim (I x ) = dim (Ker ( 1) 4 dim (Im (f))
dim (ENF) - dim (B -} F),

oo gul est la relation annoncée,
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CoROLLAIRE 3. Svient By, ..., E. des sous-espaces vectoriels d’un espace vecloriel B de
dimension finie. On a alors

dim (E, + -+ + EJ) < dim (E;) + -~ + dim (E/)

et pour que les deux membres de cetle relation soient égaux, il foul et il suffit que les sous-espaces
E,, ..., E, soient linfairement indépendants.
Considérons en effet ’homomorphisme

FiE x oo X E =B 4o + E,
donné par
Flay o) =% + o0 T %5
il est surjectif, et par suite il résulte du Théoréme 13 que

dim (E; 4+ -+ + B,) =dim (E, x .-+ X EJ) —dim {Ker {f))
— dim (E,) + -+ + dim (E;) — dim (Ker (f))

Pinégalité cherchée résulte de la, etily a égalité si et seulement si Ker (f ) =10, ce

.qui signifie précisément (§ 17, n° 3) que les sous-espaces E; de E sont linéairement

indépendants.

8. Rang d’un homomorphisme, d'une famille de vecteurs, d’une matrice

Soient L et M deux espaces vectoriels de dimension finie et £ un homomorphisme de
L dans M. On appelle rang de ’homomorphisme f la dimension du sous-espace
Im {f) = f(L} de M.

Soit {a);<i<s un systéme de générateurs de L; alors Im (f) est engendré par
les vecteurs x; = £ (a;). On est ainsi conduit & introduire la notion suivante : étant
donnée une famille (%), zi<, d’éléments d’un espace vectoriel M (de dimension
finie ou non), on appelle rang de la famille (x) la dimension du sous-espace de M
engendré par les #; (on notera que, méme si M est de dimension infinie, ce sous-espace
est toujours de dimension finie].

Soit r le rang d'une famille (x);<izn d’éléments d’un espace vectoricl M, ol
désignons par M' le sous-espace de M engendré par les x; D’aprés le Théoréme 2, on
peut extraire de la famille (x)y i <n une base de M, base comportant nécessaires
ment r éléments. Au besoin en modifiant 1a numérotation des x;, on peut donc suppo-
SeT (UE Xy, - ., & forment une hase de M'. 11 s’ensuit qu'alors les vecteurs ay, .o &
sont lindairement indépendants et que tout élément de M’ est combinaison linéaive de

Ces vecteurs; en particulier, on a des relations

(14) X o opaxy b b e pour [ B B

Inversement, 4 P'on a des relations (14}, le sous-espace engendré par xg, oo K
contient non seulement ces vecteurs cux=mémes FALE BUNST Xppqy « o oy Xy €0 pAF BULLE
Xy oo X engendrent M’ oui de plus xyy o0 X sont lindairement indépendants;
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ils forment une base de M’, qui est donc de dimension r, et par suite la famille
(¥1)1 < 12n €st de Tang 7.

Cles considérations s'appliquent naturellement lorsque M est le dual d'un espace
vectoriel L; les % sont alors des formes linéaires £ sur L, ce qui permet de définir
le rang d'une famille de formes linéaires sur L; c’est évidemment cette notion qui
figure implicitement dans I'énoncé du Théoreme 5.

Soit maintenant

A = (ayhgiga12i<n

une matrice & p colonnes et n lignes, 4 coefficients dans un corps K. On appelle rang
do In matrice A le rang de ’homomorphisme de K dans K* représenté par A (§ 12,
no 4, Remarqus 1), L'image de cet homomorphisme est le sous-espace vectoriel de
K* engendré par les images des éléments de la base canonique de K, i.e. par les
colonnes de la matrice A, Donc, le rang de la matrice A est la dimension du sous-eipace
wectoriel de K engendré par les p colonnes de A.

TritoniMe 14, Soient L et M des espaces vecloriels de dimension finie, f un homomorphisme
de 1, dans M, et A la mairice de f par rapport & une base (a),<izp de L et & une base
(b)), (v o de M. Alors le rang de f est égal au rang de A,
Considérons en effet les isomorphismes
u: KF L, p1 K" =M

-

qui appliquent les bases canoniques de K* et K" sur les bases données de L et M;
wlors I"homomaorphisme

v=te fou: KF K"

a précisément A pour matrice par rapport aux bases canoniques de K et K (§ 12,
ne 4, Remarque 2), et le rang de cet homomorphisme est donc égal 4 celui de A par
définition. Mais comme u et o sont bijectifs, il est clair que les images de f et de

p V' f o usont isomorphes, de sorte que ces deux homarnorphismes ont méme rang.
D'ah le Théoréme.

TritowrtMe 15, Ssient M un espace vecloriel de dimension finie, (b)1< < une base de M,
il

wo= anhy 0 A oawbe (1 <i= P

une famille d'éléments de M. Alors le rang de la famille (x)1 i p est égal au yang de la

riidrice |‘.'||j'|- [ T T

11 wuthit pour le voir d'appliquer le Théoréme préeédent en prenant pour L
I'espace K*, pour base de L 1a base canonique, et pour fI"homomorphisme qui applique
len éléments de la hase canonique sur les vecteurs X, donnés: ceux-ci engendrent le

sous-espace Tm (), de sorte que le rang de la famille (x) est égal au rang de f,
i.e. au rang de la matrice de f, laquelle est justement I matrice ().

nr° 9 CALCUL EFFECTIF DU RANG L LDNE MALTREL pat ¥ 0

9, Caleul effectif du rang d’une matrice

Les résultats du n® précédent montrent que le caleul du rang d*un homomorphisme
ou d'un systéme de vecteurs peut se ramener 4 celui du rang d’une matrice. Le résul-
tat fondamental & ce sujet est 'énoncé suivant :

THEOREME 16. Soit A = (w)1<icp 1<i<n une mairice & coefficients dans un corps K,
Le rang de A est le plus grand entier 1 tel que Pon puisse extraire de A une malrice carrés invers
sible d’ordre 7.

Soient L et M des espaces vectoriels de dimension p et n respectivement sur K;
choisissons une base (a),<i<p de L et une base (f)i<in de M, et considérons
'homomorphisme f de L dans M admettant A pour matrice par rapport aux bases
considérdes; le rang de A est égal & celuide f, l.e. 2 la dimension de Im (f). Soit r
ce rang; nous allons montrer tout d’abord qu’on peut effectivement extraire de la
matrice A une matrice carrée incersible d’ordre 1.

En vertu du Théoréme 13, on a dim (Ker (f)) =p —r, et par suite Ker (f)
admet une base formée de p — r vecteurs ¢, .. ., Gpr} COMME les vecteurs

Cis o vvy Cpmry Bpy v vy ap

engendrent L, et comme les p —r premiers d’entre eux sont linéairement indépens
dants, il est possible (Théoréme 2) de former une base de L en adjoignant aux p —r
VECLEUTS €y, . - -, £pr (€S VECLEUTS €N NOMbIE 7, choisis parmi a;, . . ., 4,5 €0 modifiant
au besoin la numérotation des vecteurs aj, ..., dp (ce qui revient a permuter entre
elles les colonnes de la matrice A}, on peut donc supposer que les vecteurs

€45 ++-3 Cpory @13 oy Or

forment une base de L. Désignant par L' le sous-espace de L engendré par a,, ..., ar
on a donc

L =Ker (f)a®L'.

Six= y+ zavecyeKer(f), ze L’ ilest clair que f (x) = f(2}; donc f (L) = Im(f)
et comme Ker (f)nL! = {0}, la restriction de fa L est un isomorphisme de L' sur
le sous-espace Im (f) de M. Il en résulte que les vecteurs

| S a), oo S lar)

forment une base de Im [ f).
En utilisant & nouveau, comme ci-dessus, le Théoréme 2, on voit donc qu'au
besoin en modifiant la numérotation des vecteurs b; (ce qui revient & permuter les

“lignes de la matrice A}, on peut sUpposer que les vecteurs

Flay)s - oS (@) brss R

forment une base de M, On a alors

(15) M =1Im (f)oM"



e LA NOTION DE DIMENSION § 19

ot M” est le sous-espace engendré par Broyy -1 B0 On 2 aussi du reste
{1l M= M'a@M"

e désignant par M le sous-espace engendré par by, ..., b. Nous désignerons par #
I'homomorphisme de M sur M correspondant & la décomposition (16) — autre-
ment dit, si

x=x +x avec eM, x"eM’,

on pose w(x) = x' (cf § 17, n® 4]).
O a évidemment Ker (u) = M’ et comme la somme (15) est directe on a donc

Ker(w)NIm(f) = 0;
done I':lpplication. de Im (f) dans M’ induite par u est {njective; mais comme
dim (Im (f)) = dim (M') =r,
cette application est en fait bijective (Corollaire 1 du Théoréme 13); et comme on &
déjh montré que finduit une bijection de L' sur Im (£, il s'ensuit que Papplication
FriL s M
donnée par

(%) = u(f(x)) pour tout xeL

est elle-méme bijective, autrement dit est un isomorphisme, en sorte que la matrice
de /' par rapport & la base (ay, - ., &} de L' et & la base (b, ..., &) de M’ est
lﬂl'ﬂ.lfl'hlrl‘ f§' 15, n" I). Ol', si A = [at=}1£15_,l 1= ns on a

f(m} = ’qubi + - + ‘zinbn

el par suite

H(f(d,—}} = “tléﬁ 4o e abs;

Ia matrice de £ est donc la matrice ()12, j<- formée avec les r premiéres lignes
et colonnes de A, ct ceci démontre comine annoncé que, si A est de rang r, on peut
extraire de A une matrice carrée inversible d’ordre r.

Remarque 10. En général ce n'est pas la matrice (x)yzqj<r Qui Sera inver-
wible: on n'oubliera pas en effet que, dans la démonstration précédente,
on a di admettre la possibilité de permuter les lignes, et les colonnes, de la
matrice A,

Pour achever la démonstration du Théoréme, il reste 4 faire voir que si A est de
pang £, ot si Pon peut extraire de A une matrice carrée inversible d’ordre s, alors
on i nécestairement § o T

Or supposons par exemple que la matrice (ag) i 0 SOIt inversible. Dési-
ghons maintenant par L' le sous-espace de L engendré par a;, ..., &, par M le

nY 4w AR dmd TR WA T T T e e

sous-espace de M engendré par by, ..., b, par M” le sous-espace engendré par
Bup1y - - s bay €t par u ’homomorphisme de M sur M’ consistant & projeter paralléle-
ment 4 M?. Alors (s}« j<. €5t la matrice, par rapport aux bases (@) <ico €
{(6)1 <21, de I'homomorphisme f* de L' dans M’ donné par f(x) = u(f(x))
pour x L. Cette matrice étant inversible par hypothése, f ' est bijectif, donc injectif,
et la restriction de fa L' est & fortiorf injective; done f applique L’ sur un sous-
espace de méme dimension § que 1, ce qui montre que Im (f) est de dimension
5 au moins; autrement dit, on a s <7, ce qui termine la démonstration.

Remarque 11. Si le corps K est commutatif, on dispose en outre d'un critére
théoriquement trés simple pour décider si une matrice carrée est inversible
ou non : il suffit d’examiner son déterminant (§ 23, Corollaire 1 du Théoréme
B).

Exemple 4. Considérons dans K® deux vecteurs
= (d, b, ), = (a", &, "),
dire qu’ils sont linéairement indépendants signifie que le rang de la matrice
-af a!
@ "
est égal 4 2, autrement dit que I'une au moins des matrices
& b") a a" a a
¢ ) ¢ ) A
est inversible., Si K est commutatif, cela signific que les scalaires
be” — 6", a'ct —a’d, a'b" — a'b’'
ne sont pas tous nuls (§ 15, n® 3).

COROLLAIRE. Le rang d'une matrice A 4 coefficients dans un corps est égal au rang de ln
malrice transposée 'A.

11 est en effet clair que les matrices carrées extraites de tA sont les transposées
des matrices carrées extraites de A; or, si une matrice carrée est inversible, il en eat
de méme de sa transposée, et réciproquement.

10, Calcud de la dimension d’un sous-espace vectoriel & partir de ses dqua-

rions

Soient L un espace vectoriel de dimensian finie n sur un corps K et M un sous-espace
vectoriel de L; on a vu plus haut [Corollaire 1 du Théoréme g) qu'il existe dea
formes lindaires fi (1 < i< m) sur L telles que M soit l'ensemble des xmLi
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wntishisant aux relations
(r7) Falx) = - =falx) =0

11 est clair inversement que, quelles que soient les formes linéaires fi, les relations (17)

définissent un sous-espace vectoriel M de L.
Cleci dit, le caleul de la dimension de M ¢’effectue comme suit :

TuhoREME 17. Soient fi, .. ., fu des formes lindaires sur un espace vectoriel Lo de dimension
finie n sur un corps K. La dimension du sous-espace vectoriel M de L défini par les relations (1 7

ast dpale & n— v, ou v est le rang de la famille ( f 1 gigm
On peut supposer {1, -« S+ linéairement indépendantes, auguel cas on a des

relations
Fi=gaf1+ o +pefr pour 11 LjEm

il est alors clair que les solutions de (17) sont aussi les solutions de

(113) Saux) = =fr(x)=0:

Ce (Ui NoUs TAmene au cas ot les formes f | données sont linéairement indépendantes.

Considérons alors "homomorphisme f: L — Kr donné par
Flx) = (fal®)s oo foleD)s
il ext clair que M = Ker (f), et par suite (Théoréme 13} que -
dim (M) = n— dim (Im (/));
{out revient donc & montrer que
dim (Im (f)) = r = dim (K),

auntrement dit que Im (/) = K'; mais cela résulte du Théoréme 4.

§ <ZU. Lguanions Hieattes

1. Notations et traductions

Etant donné un anneau K, on appelle systéme de n équations lindaires & f inconnues &
coefflcients dans K tout systéme de relations

rqu: "‘ cee “plEp = ﬁ:.
(ty e

@by + o+ “pnap = fa
ol les coefficients a;; et les seconds membres §; sont des éléments donnés de K. On
appelle solution de (1), ou solution dans I‘anneau K lorsqu’on veut écarter toute

arbiguité, tout vecteur
x= (b o b €K7

dont les coordonnées satisfont aux relations (1.
Pour étudier le systéme (1), il est utile, et méme indispensable, de le considérer

sous les trois points de vue que voici.
Tout d’abord, on doit introduire I’homomorphisme

FrKP K

dont la matrice, par rapport aux bases canonigues, est

‘2) A=l ......
oh eonsidérant le vecteur
b = (ﬁl, e a ﬁn}EKn,

il est clair, d*apres le § 12, n° 3, que les solutions de (1) ne sont autres que les vecteurs
x @ Kr qui vérifient la relation

(1) f(x) =20
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['n second lieu, identifions les vecteurs x et b aux matrices colonnes

i By
x I( i l b =( : )i
- EP ! I 'pn.
alors le systéme (1) prend la forme
(4] Ax = b

Finfin, introduisons sur K# les formes linéaires

Jr.lﬁn FIEES EP} =z T T %piip}

alors le systeme (1) s’écrit

|I'IJ .........
Seolx) = B
I3ans toute la suite de ce § nous utiliserons sans explication les notations introduites
cielessus, et nous supposerons que K est un corps

2, Rang d'un systéme d’équations linéaires. Conditions d’existence de solu-
tiona

On appelle rang du systéme (1) le rang 7 de la famille de formes linéaires { fi)y<jzn;
comme les coordonnées de f: par rapport 4 la base de (Kr)* duale de la base cano-
nique de Kr sont les scalaires zy, on voit (§ 1g, Théoréme 15} que le rang cherché
eal anssi celui de la matrice

ie, de la transposée de A; donc (§ 19, Corollaire du Théortme 16) lz rang du systéme
(1) et dpal aw rang de la matrice A.

Soit r ce rang; au besoin en modifiant la numérotation des équations (1), on peut
supposer que les formes fy, . ., £ sont linéairement indépendantes; on a alors des
relations e la forme

Jo=anhi o ek P 1T,
ot comme on Ua établi au § 1o, n® 3, le systtme (15) posséde des solutions si et seule-
ment st les conditions de compatibilité
B pafy b oo e (P iSn)
gont vérifiées, 8hl en est ainsi, les solutions de (5) sont les solutions de
( Silx) = Bs

©) U7 b

n® 4 SYSTEMES DE CRAMER =24

On est ainsi ramené i étudier les systémes dont les premiers membres sont des
formes linéaires linéairement indépendantes; un tel systéme, comme on I'a montré au § 19
(Théoréme 4), posséde toujours au mains une solution.

3. Systéme homogéne associé

Si I'équation (2) posséde au moins une solution z, les autres sont évidemment les
vecteurs ¥ + y ol f(¥) = 0,ie. ol ye Ker ( f). La question du nombre de solutions
de (2) dépend donc de 'équation f { y) = 0; cf. § 7, Théoréme 8.

8i Pon pose y = (71, - . ., %p)s il est clair que la relation f{ #) = 0 s'écrit

(1 bis) ‘;1“*“ + - _:_':‘FITI.D:D
1 bis)

!-J-Iln""n 4o T = 0;
on dit que (1 fis) est le systéme d’équations linéaires ef homogénes associé au systéme (1)
donné; on appelle solution triviale de ce systéme la solution pour laquelle

‘r|1= v :‘[ip:{).

On peut encore écrire (1 bis) sous la forme
(5 bis) é .........

Les solutions » de ce systéme d’équations forment un sous-espace vectoriel de Kr dont
la dimension, d’aprés le Théoréme 17 du § précédent, est g —r, ol r est le rang de la
famille { f) 1 <i<a

4. Systémes de Cramer
Rappelons que, jusqu’a la fin de ce §, Panneau de base K est supposé étre un corps,

TukorkMe 1. Les proprietés suivantes sont équivalentes :
a) Quels que soient les scalaires By, . . ., B K, le systéme (1) posséde une et une seule solution,
b) Onap — nel le systéme homogéne assocté au systéme (1) n'admet que la solution triviale,

() Onap = netles formes lindaires f, ..., fy sont linéairement indépendantes.
La propriété a) exprime que 'lhomomorphisme

" JiRKe Ko

eat bipectif; &'l en est ainsi, fest un isomorphisme, de sorte que Ker (/) |04
et que dim (K#) — dim (K*), done que p = a; ainsi a) implique 5). Reéciproquemant,
s £ est injectil et si p = nalors fest bijectil en vertu du § 1g, Jorollaire 1 du Théos
réme 14; done &) inplique @),
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Montrons que ) implique ¢) ; on a déja vu que @) implique p = n; si
it e Frfa=0
eut une relation linéaire entre les formes f;, on a
Mmfilx) 4+ o+ kafa{x) = 0 pour tout xe K¥;
prenant pour x une solution de (1) il vient donc

",” ‘Alﬁt—i_ +}n?'n.=0;

sl (1) admet une solution quelles que soient les valeurs des seconds membres, la
relation (7) est donc vérifiée quels que solent les §; e K, ce qui implique évidemment

hy= e o= by =10

done @) implique ¢) (on pourrait aussi remargquer que, si les f; ne sont pas linéaire-
ment indépendantes, le systéme (5) n'admet de solutions que si les B vérifient des
conditions non triviales, 4 savoir les conditions de compatibilité du n® 2).

[ reste a établir que ¢) implique a). D'apres le n° 2, ou le Thégrtme 4 du § 10,
le systéme (1) posséde toujours au moins une solution; done "homomorphisme f est
surjectif; mais comme K# et K ont par hypothése méme dimension, il est aussi
injectil, et par suite (1) posséde toujours au plus une solution, ce qui termine la démons-

framtiom,
On appelle systéme de Cramer tout systéme d’équations linéaires vérifiant les

conditions a), ), ¢) du Théoréme 1. Le but du présent § est essentiellement de
montrer que la résolution d’un systeme quelconque d’équations linéaires peut loufours se ramener

A celle d'un spsiéme de Cramer.
Lorsqu'on sait d’avance que p = n (autrement dit, lorsqu’on a un systéme com-

portant autant d’équations que d’inconnues), on peut utiliser le Théoréme suivant,
qui donne plusieurs caractérisations importantes des systémes de Cramer :

[ytonritme 2. Etant donné un systéme
(4) Ax = b

de n dquations linéaires & n inconnues, les propriétés sutvantes sont équivalentes
) Quel que soit b, le systéme (4) admet une et une seude solution.
b Ouel que soit by le systéme (4) posséde au moins une solution.
() Ouel que soit b, le systéme () posséde au plus une solution,
A1 I eviste une valeur de b pour lagquelle le systéme (4) posside une el une serle solution,
¢) Le wytdme homogéne Ay = 0 associé au syitéme (4) n'admet que la solution Iriviale
¥y 0,
f) La matrice A est inversible.
J1 outre, si ces conditions sont verifices, la solution du rystéme (4) est

() x = A",

En écrivant {4) sous la forme f (x} = b, o1 fest Pendomorphisme de K* dont la
matrice par rapport 4 la’ base canonique est A, on voit que g} signifie que f est
bijectif, b) que f est surjectif, ¢) que f est injectif, ) que Ker (f) =0, et f) que f
est inversible dans 'anneau des endomorphismes de K® (cf. § 15, n° 2); I'équivalence
des conditions &), 4}, ¢, €) et f) résulte donc du Corollaire 1 du Théroéme 13 du
§1q.

1l est clair par ailleurs que a) implique 4); et que &) implique ¢) comme il résulte
des raisonnements du n® 2.

Pour achever la démonstration, il reste donc a.établir la formule (8), ce qui est
trivial,

Exemple 1. Supposons r = 2 et K commutatif; on a donc un systéme

axr + by =u
ex +dy=uv

de deux équations linéaires 4 deux inconnues x et y. D’aprés le § 15, n° g,

. a b . . . ,
la matrice (c a’) est inversible si et seulement si
ad — be = 0,

de sorte que cette condition caractérise done les systémes de Cramer dans ce
cas. Si elle est remplie, il est facile de voir que la solution du systéme considéré
est donnée par les formules

oo 8 — bu y — e
= = £

ad — be T ad—be
La théorie des déterminants permet, comme on le verra au § 24, d’étendre ces
formules aux systémes de Cramer a un nombre quelconque d’équations, A
cocfficients dans un corps K commutatif. Toute la question est évidemment
de trouver des formules explicites pour calculer I'inverse d’'une matrice carrée
inversible.

5. Systémes d'équations indépendantes : réduction & un systéme de Cramer

Nous allons maintenant examiner le systtme (1) dans le cas ot les formes linéaires
filt < i< n) sont linéairement indépendantes, cas auquel on peut toujours se
ramener comme on 1'a vu n° 2; mais nous ne supposerons plus que p = n. On a alors
nécessairement

n n

puisque f 1, ..., f . sont par hypothése des éléments linéairement indépendants d'un
espace vectoriel de dimension p (4 savoir le dual de K7},

La matrice A = (x)12i<p, 1<) <n ¢st alors de rang n (n° 2), et par suite (§ 19,
Théoréme 16) on peut en extraire une matrice carrée inversible d'ordre #; nous
supposerans que la matrice

U= faif}lgi,j.{.n




ulia EQUATIONS LINEAIRES g 20

ext inversible dans ce qui suit — on peut toujours s’y ramener, au besoin en modifiant
la numérotation des inconnues £,
ficrivons alors le systéme (1) sous la forme

'11151 =+ - - Hajhe = Y3
mwy e b e e e e e aas
C"-mE], } + ﬂ'—nnE.n = Yn
ofi I'on a posé
(10) vi=Bi— (1n+1.j‘:-n+1 + o ek

comme U est inversible, (g) est un systéme de Cramer par rapport aux inconnues
{,, . .., E et par suite admet une et une seule solution quelles que soient les valeurs
les seconds membres vy, : or ceux-ci dépendent uniquement des inconnues ST T H
il #'ensuit donc que le systéme (1) possede une et une seule solution pour laquelle
les inconnues Eupy, - - ., 5 ont des valeurs données d’avance.

'ailleurs, la solution de (g) est donnée par la relation

g" i
( : ): U_l-( E);

B “Yn i
promint

U-! = (vijhrziign

il vient donc
{(1t) =Yty T o <+ Ynifns

¢t en remplacant les y; par leurs valeurs (10} il vient évidemment des formules
du Lype

(ra)] Eh= \'1.ﬁ1 R Vnasn -+ )~;+1,:‘En+| + -+ }\,ui-;»p (I i< n)

oit les Ay sont de nouvelles constantes, qui ne dépendent que des coefficients a;;
i mystéme (1),

Comme (1) est équivalent 4 la conjonction de (g) et {10}, et comme {g) est
dquivalent & {11), il est clair que Pensemble des relations (1) est équivalent & l'en-
semble des relations (12). Autrement dit

Trikorbme 5. Supposons que les formes linéaires fr, .- [ sotent linairement indépen-
danter, On peut alors numéroter les inconntes ¥, de telle sorte que le systéme (1) passéde une et
wna seule solution pour laguetle les inconnues Sapyy - - Ep atent des valeurs arbitrairement données.
S0 en est ainst, il existe des constantes v el iy e dépendant que des coefficients oy diu $ys-
time (1), of telles que les solutions de (1) soient toutes les suites {8y, . ., bp) vérifiant les rela-
Hons (1),

Exemple 2. Prenons un systéme

drx +bn"?_|_ﬂ.n'z=ul
ax+b'y+ez=u

de deux équations & trois inconnues. Le rang du systéme est 0, 1 oU 2.
Silerangest 0, on a
ﬂrzb!=ci=a"| méqunﬁ[}’

et le systétme n’a de solutions que si 4 = u" = 0 (auquel cas toutes les suites
(x, », z) sont des solutions).

8i e rang est 1, cela veut dire que les coefficients a, ..., ¢" ne sont pas
tous nuls, mais que les deux formes linéaires ﬁiurant dans les premicrs membres
du systtme donné sont proportionnelles; si Z est commutatif, cela veut dire

aussi (§ 19, Exemple 4} que
(r3) bt — b = a'¢" —a'c’ = a'b" —a"d' = 0.
Supposons alors par exemple a’ # 0; on a nécessairement une relation
a"x + by L ¢"r = pla'x + by e'z),
ce qui donne en particulier a" = pa’, donc
p=a'fa.

Dans ce cas, le systtme admet une solution si et seulement si u” = pu', Q.0
sia'a’ — w'a’ = 0.8l en est ainsi on est ramené & résoudre
“ax 4 by +e=u
et puisque a' # o0 la solution « générale » est donnée par
_u—by—cz

ﬂi

en sorte qu'on peut choisir arbitrairement y et 2.
Si enfin le systéme est de rang 2, et si K est commutat
ne sont pas toutes vérifices; supposons par exemple que

f, les relations (19)

ael —a't' #F O
en écrivant le systéme donné sous la forme

ax ~r=u —by
a'x Loz =u — by

on est ramené & un systéme de Cramer en x et Z5 autrement dit, on peut attris
buer & y une valeur arbitraire, et alors 1a solution du systéme donné est fournie

par les formules

_ W — bly) — ¢ (0" — &} _ cu — ' b — b

a’liﬂ“? ___a-'(r alc'.' — ﬂrcr ! a.lcr.l _ a!.'cr.yF
_aw—du @b b,
a'c" — a'c’  a'dt — ac?
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Il est parfaitement utopique d'espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures soicnt-elles, sans résoudre des Exercices.

Les Exercices quwon trouvera dans ce livre sont de trols sortes. Certains sont det
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partic appréciable
des Exercices de ce genre. D'autres apportent au texte des compléments théoriques élémens
taires; en les étudiant, le lecteur s'habituera 4 manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; cews de ces Exercices gui ne sont pas trés faciles sont
précédés d'un signe §. Enfin, la derniére catégoric est constituée par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants £t difficiles; ils sont destinés uniquement
aux émdiants déja avancés qui s'intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme irois signes .

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement & sc convaincre, i Iaide d’un « brouillon » fait a la hate, du [ait qu'on en a 4 peu
prés compris la solution; si cetie méthode est adimissible pour les Exercices de caleul numérique,
il faut par contre s'efforcer de rédiger intégraloment les Fxercices plus théariques, ot I'on doit
construire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cette fagon,
Vétudiant parviendra & acquérir un langage clair et correct, et A utiliser les termes techniquen
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d'un sujet.
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{, On considére dans R* les vecteurs

(1,0,0,—1), (HnLL 0, (L1 nLih (6, 9 %o )i f
extraire de ces cing vecteurs une base du sous-espace qu'ils engendrent,
9. On considire dans R* le sous-espace L engendré par les vecteurn

{1, 1, 1, 1}, (1,—-1,1,-1), (1, W hﬂ

et le sous-espace M engendré par
(1,2, 0, 2) (1,2, 1, 2 {4, 1y N

calculer les dimensions de LN Met L 4+ M. :

3, Soient V un espace vectoriel de dimension a sur un corps ot L iy

¢ de V. Pour gu'un sous-espace M de V soit un suppldmunl.llrl‘l 11

qu'on ait o
LaM =0}, dim(M) = 0 K

4. Soient ¥ un espace vectoriel de dimension finie sur un ti
-

PRI & des sléments de Ven nombre r = n. Pour que Tew g walii 10
il faut et il suffit qu'il existe un automorphisme u de V tel que 1'on alt

ula) = x pourt ih

5. Soicnt L ct M des espaces vectoriels de dimension finie sur uh '. '
phisme de L dans M, de rang 7. Montrer qu'il existe une base (i) j 41
(bheisq de M telles que 'on ait les relations

Flay = b pour1<i<r
flag =0 pourf+‘l-:2i€ﬁ.

En déduire le résultat suivant . soit A une matrice 2 g lignes el foa
K, de rang r; alors il existe des matrices

UaGL( K) et VaGL(p, K)
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telles que
UAY = (i" 0)
p 0

{les O figurant au econd membre désignent des matrices nulles ayant les nombres de lignes
1 e colonnes requis pour que le second membre soit une matrice 2 g lignes et p colonnes).
Goient A et B deux matrices & g lignes et p colonnes a coefficients dans K; pour qu'il existe
des matrices U e GL{g, K et VeGL(p, K) telles que B = UAV, il faut et il suffit que AetB

pienl méme rang.

0, Soirnt E et F deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel v de dimension finie;
pour qu'il existe un automorphisme u de ¥V tel que F = u(E), il faut et il suffit que
dim (1) = dim(F).
7. Soient xy, . . ., ¥, des ¢léments d'un espace vectoriel; on suppose que &g, - -+ x, sont linéai-
rement indépendants, et qu’on a des relations

Xp=pp¥ o + 2ife (r+1 e § =m)s

Boit 1 Pespace des relations linéaires entré Xg, . .-» j.e. des systémes de scalaires

(hgy o b ERE tels que

e+ o+ hx, = 0.

Montrer que les n — r éléments

{9_1: cans Fe [ o, e D)

oy — 1 se trouve & la f* place, forment une base de L.

B, Soient fi, ..o f, des formes lindaires sur un espace vectoriel; pour gue le systéme d'équa-

Lo .

Sl =8 a<Lism

posside aumoins une solution, il faut et il suffit qu'on ait
M+t B =0

pour toute relation lindaire (A oo ) entre f1s oo oo f

f#, Soit K un corps commutatif.
a) Pour qu'une forme lindaire f sur M (K), regardé comme espace vectoriel de

i par K, virilie
SIXY) = f(¥YX),

dimension

il fant et il suflit qu'il existe un sealaire Lea K tel que

(X 3. Tr(X)  pour tout XeMJK)

{on tappelle — § 14, Foxercice B — que TriX) désigne la somme des cocflicients diagonaux
de X). '
by Déduire de lhet du Théortme 3 du § 1gle résultat suivant @ pour qu'une matrice Aca M (K}
!minn sderire comme somme de matriees de la forme Ky — YX, il faut et il suffit que

Ie(A) =

B .

§ 19 EXERuUILES

10, Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et TP 1L

de V. ]
a) Soit x un élément non nul de V. Montrer (sans utiliser les résultats du § 19) ¢ i
un indice i tel que les vecteurs ag, -« s &y ¥4 Big1r - 0 a, forment encore une Lonait
b) Soient xy, . . ., ¥, des vecteurs linéairement indépendants dans V. A laide do 1
et en raisonnant Par réCUITENCE SUr f, montrer qu'il existe une base de V forméa il
« et de n — p des vecteurs g, En déduire une nouvelle démanstration des -

du§1g.

11. Démontrer directement le Corollaire du Théoréme 7 en raisonnant par
# (on utilisera 'une des équations pour exprimer une inconnue A I"aide dos pood
on se Taménera A un systéme den— 1 équations &3 p— 1 inconnues). ]

q 12. Soient L et M deux espaces vectoriels de dimension finie sur un corpa, f e & 1
linéaire de L dans M, et
Lf i M* > L*

V'application transposée (§ 16). Montrer que Im( f) est le sous-capaca i 14w
A Ker( f), et que Ker{'f) est le sous-espace de M* orthogonal & Im(f) (utiliaes s ¥
3) Déduire de 1a que f et sa transposée ont le méme rang, et applicuer o8 1
obtenir une autre démonstration du Corollaire du Théoréme 16, Montrer que sl f

morphisme de L, les noyaux de fet ! f ont méme dimension.

18. Soit K un corps. Pour qu'une matrice Ae M (K) soit inversible, il it o4 1 '
ne soit pas diviseur de zéro dans Panneau M (K). 41

14, Soit X une matrice 4 coefficients dans un corps. Montrer qué 1o ™
modifié lorsqu’on ajoute & une ligne (resp- colonne) de X une combinalson
des autres lignes (resp. colonnes) de X, ou lorsqu'on fait subir une peri
aux lignes {resp. colonnes) de X

15. Soient V un espace vectoriel complexe de dimension fimie et ())& s WIS
regarde V comme un espace vectoriel réel; montrer que les 2n vecteun

Gy eeer B ldg, +ees 14,

ni
forment une base de V sur R. In conclure que

dimg(V) = 2.dimg(V).

4 18. Soient L un corps et I un sous-corps de L; on dit que L eat une oxtanal
K si L, regardé comme espace vectoriel sur K, est de dimension finie | I il

_ tion s'appelle alors le dogré de L sur K, ct se note [L: K],
So0it V un espace veetoriel de dimension finie sur L. On regarde V commims Ui

- sur K ; montrer que, si Loest extension (inie de K, on a
dimy (V) (L K] dimy (V)
(imiter lo raisonnement de 1" Eyereice pricédent).

Solent K un corps, L un corps extension finte de K, et M
trer que M est extension finie de K et que

IM H }\1 - IM H Ia]‘[LIKh

i corps extanalin ik .
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17. Soit
UL NS TS SR L T

une suite formée d’espaces vectoriels de dimension finie sur un corps, et d*homomorphismes
de chaque espace dans le suivant. On suppose que fj est injectif, [, surjectif, et que

Im(f;) = Ker(f41) pourt SiEm
Montrer qu'on a alors

dim (L,) — dim {Ls) + dim Ly—- + {(— e dim (Loy) = 0

{#, Soit # un nombre premier. Quelles conditions doivent vérifier les entiers u et v pour qu’on
puisse résoudre les congruences

x + 23+ gzzuémndp}
4xr+ 5y +bz=v mod g} ?

19, Soit V un espace vectoriel de dimension finie rt sur un-corps.
a) Soient Ly, ..., L, des sous-espaces vectoriels de 'V tels que

L,el,c...cLl, =V;

on pose dim(L;) = d; montrer qu'il existe une basc de V telle que, pour chaque i, les d;
premiers éléments de cette base forment une base de L.

b} Soit & un endomorphisme nilpotent de V, i.e. tel que ¢t = 0 pour un entier k au moins.
Soit r le plus petit entier non nul tel que .

ut o= 0;
“IL'IHI‘I(‘:

L, = Ker{u), L, = Ker(@®, ..., L, = Ker ().

Muontrer que ces sous-espaces de V vérifient les hypothéses de la question a). En déduire qu’il
exiate une base de V par rapport a laquelle la matrice de z est de la forme (*)

Uttt &
0 0O % * &
c 0 0 * *
¢ 0 0 0 0

Wéciprogque?
() Soit NeM (K} une matrice nilpotente. Montrer qu'il existe une matrice UeGL(n, K}
1elle ue

Réciprogue !

20, Soil V un eapace ves toriel de dimension finie s sur @, et soit M un sous-groupe de type
fini de V., '

@) Montrer qu'il existe une base de V par rapport & laguelle les coordonnées de tout xe M
palent enlidres,

(%) O Lrouvers urn réaiial plus prdeis w45

qq

§ 19 EXERCICES 549

b) Montrer qu’il existe un entier 7 < 2 tel que M soit le sous-groupe de Y engendré par r
éléments linéairement indépendants convenablement choisis de V (autrement dit que le
groupe M est isomorphe & Zr pour un entier r == n). (Utiliser le Théoréme 3 du § 18.)

¢) Soit (a),<,<, une basede V. Montrer qu'il existe une base (b)), <. <, de V telle que (i) M
soit engendré par by, . .., b, (i) Ja matrice de passage de la base (a;) 4 la base ib,) soit trians
gulaire {imiter la démonstration du Théortme g du § 18).

d) En déduire, que lonts matrice XeM,(Q) est produit d’une matrice U e GL(n, Z) et d'une malrice
triangulaire.

91, Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n a coefficients dans un corps. Montrer
qu'on a
rg (A) + rg (B) — n << 1g (AB) -~ Min (rg (A), 18 (B)

{inégalités de Sylvester).

99, Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel V de dimension finie sur un corps commis
tatif K; montrer que, si A et B sont les matrices de u par rapport a deux bases quelcongues
deV,ona

Tr (A) = Tr (B)

(§ 12, Exercice 8). La valeur commune des traces des matrices de u par rapport aux diverses
bases de V s'appelle la trace de 'endomorphisme u, et se note

Tr(u).
Montrer qu'on a

Tri{u + v) = Tefu) + Triz),
Tr(uev) = Tr{zveu),

Tr(u) = 3Tr(u) pour hekK,
Tr(jy) = dim(V),

et que ces propriétés caractérisent entigrement 'application
q P PP

Tr: (V) - K.
Montrer qu'on a aussi

Tr{u) = Tr('u)

pour tout endomorphisme z de V.

93, Pour qu'un systtme d'équations linéaires
q ¥

& coefficients dans un corps, posséde au moins une solution, il faut et il suffit que les deus

matrices
CITEEEER ‘ay e @, by
........ et (
@py e Byn 4 coeooa b

ml win m

possédent le méme rang.

24. Soient L un corps commutatif et A un sous-anneau de L; on suppose que, comme A-mindils,
L eat de type fini; on se propose d'en dé hulre que A st un sous-corps de L,

a) Solt K VPerwemble des we L qul peavent 'derire sous In forme ufe avec u, v@ A ot o 0,
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i i nie en tant qu'espace vectoriel
Montrer que ¢'est un sous-COTPS de L, et que L est de dimension fi qu'esp

wur K.

by Soit (tg, -- s u,) un 8y
} de L regardé comme espace

(bgy Tas =02 Pr
U, = Z I =il
i iy
nejar

avee des 5 e K. Montrer que le A-module K est engendté par les dléments .
la démonstration & l'aide de U Exercice g des §§ 10, 11

stéme de générateurs du A-module L; on cheisit une base
vectoriel sur K, telle que v = 1s et on pose

¢] Terminer

§ 20

Reésoudre les systémes d’¢quations linéaires suivants (*) par la méthode des tliminationa
successives (celle-ci consiste & utiliser une équation pour calculer une inconnue en fonction
des autres, puis & reporter le résultat ainsi obtenu dans les autres équations, de fagon  se
ramener & un systtme comportant une inconnue et une &quation de moins que le systémeo

initial).

L. 22— y+32=09
x—5y+ £=—4¢%
ax—9y+ =35

2. ax + 33 + 52 0
ae + 70+ 42
X+ 2y + 2z

[

1
3
3
8. 42y ar=—2

gx—2y 4 52=10
3x a4y +2z=—10

[

4. ghex + acy —oabz =10
shex + 3acy — 4abz = — abe
abex 4+ umcy — abzr = 4abe {on suppose abe 5= 0)

b, x+ ¥+ z=2a
x4 wy4ofz=1
x4+ wly 4 wz=¢ (00w estune racine cubique de 1'unité)

B. ax — 3% -+ 5

z = 4
x—ay| 3z =12
gy — 73 + Haz = 0 {discuter suivant les valeurs e o)

(*) Dans les Fxereices 1 hory (extraits du recueil de Proskurjakov, ofl 'on en (rouveria
beaucoup d'antres) le corps de base est C. Toutelois, le lecteur désirenx dtintroduire plus de
varietd dans les caleuls pourea se places Sur un conps | ommutatil K quelcongue et tenir comple
de 1a caractéristique de K, ou bien chercher les mluuum dans 1'anneau Z des entiers rationnels
forsque In question a un sens, 11 va de woi d'autre part quaprés avoir étudié Tn théorie dm
déterminants, 1o loctenr devea Fappliquer i la résolution de cos Exercioer,
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10,

18,

1.

14

{on détern

1B,

18,

EXERCICES

ax + 22 =12

sx+ 2y =1
x—ay+ bz=3 (discuter suivant les valeurs de 2 et )

ax + 2y — 24+ t=4
st 3y— z2+2="6
Bx+5y—3z+ 4f=12
3x+3)‘——22+2!=5

gx— y—bzr 4+ st=—1
Tx—4y+ 22— 15 = —32
x—2y—4z+ 9l=35

¥— y+az— B=—2

ax — 53+ 32+ t=
gx— 70+ 33— t=
sx—gy+ bz +2t=
ge—6y+3c+ =8

5
—1
7

6x + 6y + 5z 4 1B+ 20u=14
10x + gy+ 72+ 24t + 30u= 18
g% + 129 + 132 + 27¢ + 358 = 32

Bx 4+ 6y+ 6z 1 15 L+ 20u = 16
4+ 59+ 42+ 1504 150 =11

2x + 7y+3t b=
x4+ 3y+3z—al=
x4+ 3y—9rfBi=1

5¢ 4 18y 4 42+ 56 =12
ax + 55— Bz=13
&+ 3y—8e=19
ax + 33— 52=7
x+8B8y—7z=12
6x + gy+ 2z 3+ 4u=25
ax+2y+ 22w+ 3u=4
4:—1—2)!-!—3:—]—2?-{- =40
ax + Y+ 7zt ou=1

iinera en outre toutes les solutions entifres de ce dernier systéme),

ax -k gy 4z at=
4 b By 3z 4=
e - gy sz 6=y

By | 12y 4 72 |+ M= g (discuter suivant les valeurs de 1)

tn L3

IRE

o+ o
fay | &£=1
by oaz e 1 (disouter suivant fes valeurs de a)
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§ 20 EXERCICES Judd

17. fat+1xLty-+z=2a"4 3a
s+ la+ 1Dy +z=a+ 34
x+3+ (a4 1) z=a*+ 3a* (discuter suivant les valeurs de a).

18. Scit K un corps. On considére d’'une part le systéme

, apF b o g, = by
(i) .

de n équations linéaires 4 n inconnues, 4 coefficients dans K, et d'autre part le systéme

. api+ - Faata— b =10
(i1} 3
L1, 1 + -+ Ten Y — bn)’n-]—l =90
de n équations linéaires et homogéncs An 4+ 1 inconnues,
a) Montrer que si une solution de (ff) vérifie y,4q 7% 0, alors les
X = Yid¥ih
forment une solution de (i}, et que réciproquement toute solution de (i) permet de construire
une solution de (i) telle que ¥, 7= 0.
b) Montrer que les deux propriéteés suivantes sont équivalentes : le systtme homogéne associd

A (i) ne posséde aucune solution non triviale; toute solution non triviale de (#) vérifie y 4, ¥4 0,

¢) En utilisant le Corollaire du Théoréme 7 du § 19, déduire de 12 une démonstration du fait
que les conditions 4) et ¢) du Théoréme 2 du § 20 sont équivalentes.

19, Si un systéme d’équations linéaires a coefficients réels admet au moins une solution coms
plexe, il admet une solution réelle.

90. Soient L un corps et K un sous-corps de L,

4 On considére un systéme de n équations lintaires et hamog@nes & n inconnues, A cocfficienta
dans K. Montrer que si le systéme admet une solution non triviale dans L, il admet une solus
tion non triviale dans K (raisonner par récurrence sur f €n utilisant par exemple la méthodn
des éliminations successives).

b} Montrer que si une matrice A e M, K] est inversible dans 'anneau M, (L), elle est invers
sible dans I'anneau M, (K).

¢) Si des éléments de K* (resp. des formes linéaires sur K" sont linéairement indépendants
sur K, ils sont aussi linéairement indépendants sur L, et réciproquement.

d) Pour gquun systéme d'équations linéaires, 4 coefficients et seconds membres dany K,
admette une solution dans K, il faut et il suffit qu'il admette une solution dans L.

¢) Les solutions dans L d’un systtme d’équations linéaires et homogénes 4 coefficients dans K,
sont les combinaisons linéaires, i coefficients dans L, des solutions dans K du systéme considérd,
/) Si un systéme d’équations lindaires et homogenes & coefficients dans Z admet une solution
“non triviale dans G, il admet une solution non triviale dans Z.



