§ 17. Sommes de sous-modules

I. Semme de deux sous-modules

Seient K un anneau, L un K-module & gauche, M et N deux sous-modules de L. On
appelle somme de M et N le sous-module de L engendré par 'ensemble MUN,
autrernent dit le plus petit sous-module de L contenant & la fois M et N,

Il est facile de donner une construction explicite de ce sous-module; c’est Pene
semble des z & L pour lesquels il existe un x e M et un y e N tels que

z=a-+p

En effet, il est clair que tout”sous-module de L contenant M et N contient tout

‘vecteur £ possédant la propriété en question. Il suffit donc de montrer que ces vees

teurs forment un sous-module P contenant M et N, Or il est clair que P contient M
et N (faire x = 0 ou bien ¥ = 0 dans Ia relation z = x 4- ) ; d’autre part, si
=4 {x’eM, y eN)
2h=a" 4+ (x"eM, 3"eN)

sont deux éléments de P, alors quels que soient les scalaires 3 et p on a
W' =x oy
avee
x=ax 4 pa'eM, y=un' Fur'eN,
cre qui montre bien que P est un sous-maodule.

Eiant donnd ce quon vient d'¢ablir, on désicne 1a somme des sous-modules M
et N opar la notation (*)

M | N

(*) Plan géndealement, si G est un groupe multplivadd (resp, addind] et si A et Bront
des parties de G on note AD (reap. A 4 D) Pensemble des 2 @ O pour lesquels i1 existe & A ol
el tels gue g oo xy (reap 2 o x|y,
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Fixemple 1, Prenons K = R et pour L P'ensemble des vecteurs d’origine donnée
() dans Pespace usuel; prenons pour M et N des droites passant par O; alors
M + N est le plan engendré par ces deux droites si clles sont istinctes, ou
bien M +— N = M = N si elles sont confondues.

La définition et la construction précédentes se généralisent immédiaternent & un
nombre quelcongue de sous-modules. Soit My, ..., M, une famille finie quelcongue
de sous-modules de L; désignons par P Pensemble des z « L qui possédent la propriété
siivante il existe x, e My, ..., 2 M, tels que

(1) =&+ - + %

alors P est le plus petit sous-module de L contenant M,, .. ., M.

Il est d’abord clair que P contient M; (faire x; = 0 pour j # ¢ dans la relation
précédente), et qu'un sous-module de L contenant les M; contient nécessairement les
vecteurs (1), Il reste donc 4 faire voir que P est un sous-module de L; mais si

z’:xi_l_..._"—x:“ znzx;—l-.-.—i—x;

sont des éléments de P, on a quels que soient 3, 3" e K la relation

Wzl =W = e Ay
e
wo=Wxl L atale M, (1= i< p),

ce qui établit le résultat cherche.

lei encore, on dit que le sous-module P est la somme des sous-modules M, ..., M,
et on le désigne par la notation

M, — - + M,

%, Produit direct de modules
Dans ce qui précéde, les modules M,, ..., M, étaient des sous-modules d’un module
donné 1.. On va maintenant partir de K-modules & gauche M,, ..., M, et, sans les
supposer contenus dans un méme module, construire un module qui les contient

tous A un isomorphisme prés.
(tonsidérons pour cela Penscmble produit

L=M1 W X MP}
fisrind des Gunilles
X (%, o xp) avec xeM, ..., xeM,.
Nous allons définir sur L une structure de K-module & gauche en posant

(X1y +vos -\'p) + (F - o ¥e) = (3, =+ P -- s Fo +.}'P)

My -eoy 5p) = (1, e W)

- AR AR A TSR RS e R R RS e A

le fait qu’on obtienne une structure de module sur L de cette fagon se vérifie immé-
diatement, et nous laisserons au lecteur le soin de le faire.

Lorsque M, = ... = M, = K, on retrouve évidemment le module K’

Lorsque K = Z, on retrouve la notion de produit direct de groupes commutatifs
définie au § 7, n® 2.

Dans le cas général, on dit que M, x .- X M, muni de la structure de module
qu’on vient de définir, est le produit direct des modules M,, ..., M,

11 est clair que, pour 1 = { < p, I'application

pri: M; % - x M, =M,

donnée par pr; (£, ..., #} = & est un homomorphisme de modules, Il en est de
méme de l'application
oMM, x o0 X M,

donnée par
wix) = (0, ..., 0,50, ...,0),

la lettre xe M; étant précédée au second membre de { — i zéros.

En fait, il est clair que 'homomorphisme u; est injectif; ¢’est done un isomor-
phisme de M, sur un sous-module de M, x --. X M,. Dans la pratique, on iden-
tifie le plus souvent M, & son image par . La formule

(xlrxzs"':xp}’__-(xl! 0,...,0)—:—(0,::2,0, <>>:0}+ = +(G, ...,G,A:'p}

montre alors que tout élément de M, X ... X M, est somme d’un élément de M,
d'un élément de M,, ..., d'un élément de M,; autrement dit, M, % .« x M,
est somme des sous-modules M,, ..., M,

2. Somme directe de sous-modules

Reprenons comme au n® 1 des sous-modules My, ..., M, d’un K-module 4 gauche L.
Considérons 'application

f: My = oo XMP—-;-L
donnée par
S (E ooy %) =& e ap;
c’est évidemment un homomorphisme de modules. De plus ,on a

Im (f) = My + -+ + M,

par définition méme de la somme d'une famille de sous-modules.

On dit que les sous-modules M, ..., M, sont linéairemsnt indépendants lorsque
Phomemorphisme f est injectif, autrement dit lorsque tout xe M, + -+ + M, s'écrit
d'une seule fagon sous la forme x = x, + -+ + x, avec x,eM,, ..., x,eM, 1l

revient au méme de dire (§ 7, Théoréme 8) que Ker (£} est réduit & 0, autrement it
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que les relations
oA +x =0, vnebM, ..., xpeM
tmpliquent
x1= L T—xp=0-

Titoni:me 1. Pour gue deux sous-modules M et N d’un module L sotent lindairement indépen-
dants i faut et il sufit ue M O N = 0.
SireMAaNonax-+(—x)=0avecxreMet —reN,doncr=0siMet N

ponl lindairement indépendants. Inversement supposons M A N =0; si xeM et
ye N vérifient x +3 =0, on a x =—yeM AN, donc ¥ =y =0, ce qui achéve
la (i monstration.

Remargue 1. Considérons 'application /1 M x N — L donnéc par

Sx ) =x+7;
le raisonnement qui précéde montre que son noyau est formé des couples
(x,— x) avec x& M N N;il est clair que Papplication x — (x, — x) est un isomor-

phisme de M O N sur Ker ( f). Cette Remarque est fort importante pour calculer
la dimension d'une somme de sous-espaces vectoriels (cf. § 19, n® 7).
Lorsque des sous-modules My, ..., My d’un module L sont linéairement indé-
pendants, on dit que M, + +++ - M, est la somme directe des sous-modules donnés,
et an désigne cette somme directe par la notation

M, & -« & M,;

I'emploi du signe @ au lieu du signe - habituel indique donc qu’on a affaire 4 une
somme de sous-modules linéairement indépendants. 1] est clair qu’alors 'application

{ délinie plus haut est un isomorphisme du module My X -+ x M, sur le module

M, @ - - ¢ M,; cet isomorphisme sera qualifié¢ de « canonique ».
Remarque 2. Le module produit M, x ... x M, est évidemment somme
directe des sous-modules auxquels on a idencifié M, .. ., M, au n® précédent.
Remarque 3. Soient @y, ..., g, des éléments d’'un K-module 4 gauche L, et
prenons pour M,, ..., M, les sous-modules en endrés par a, ..., 4, respecti-
vement, Alors M, 4+ .-+ -+ M, estle sous-module de L engendré par gy, . . ., 453
lew sous-modules My, .. ., M, sont linéairement indépendants si et seulement si
les vecteurs gy, . . -, @ple sont; et la relation

L=-\"[1@ e @Mp

signific que a,, ..., a, forment une base de L. On laisse au lecteur le soin de
virilier lui-méme ces assertions.
Soient L un K-module & gauche et M un sous-module de L; on dit que M est

faotour direet dans L s’il existe un sous-module N de L tel que L soit somme directe

de M et de N; on dit alors que N est un supplémentaire de M dans L. On verra au
§ 19 que si L est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps, tout sous-espace
de L admet un supplémentaire, Mais cette propriété ne s’étend pas aux anneaux
quelcongues,

Exemple 2. Prenons K = L = Z et M = pZ avec p # 0; soit N = ¢Z un sous-
meodule non nul de L; on a alors M NN £ 0, parexemple parceque pge M N N;
par suite (Théoréme 1) M n'admet pas de supplémentaire dans Z {sauf bien
entendu si M = L ousi M = o).

4. Sommes directes et projecteurs

Soit L un K-module 4 gauche, et considérons une décomposition de L en somme directe
i.e. une relation de la forme

L=>M@a@ - &M,

oli les M; sont des sous-modules de L, linéairement indépendants, Tout xe L s’écrit
done d’une fagon et d’'une seule sous la forme

x=x 4+ +x avec xneM, pour 1<l:slp,

de sorte qu'on peut poser
&= Ug(.\ﬁJ

ol o, est une application de L dans L. D’ailleurs, si I'on introduit I'isvinorphisme

FiM, x oo x M, =L
donné par
f(xls.-.,xp)le_.}._,____l‘_xp,

et les injections canonigques
jl' :ME —_ L,
il est clair qu'on a

w=jioprio 7N

ce qui montre que y est linéaire (résultat que le lecteur démontrera aussi par un
calcul direct).

L’endomorphisme z; a évidemment pour image le sous-module M,;; pour tout
xeL, vfx) est le seul et unique vecteur de M; tel que ¥ — () appartienne au souss
module engendré par M,, ..., Mi_,, My, ..., M;; on dit pour cette raison cue
z;(x) est la projection de » sur M.

1l est clair qu'on a #(x) = x si et seulement si xe M, Comme w(s)eM, pour
tout ¥ &L, il s’ensuit que »,((x)) = v./x) pour tout xeL, ce qui veut dirc gue

Pyoly = Wy

on dit qu'un endomorphisme » d’un module L estun projecteur s’il vérifie la condition
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e tdente, 1.e. si
ey =1,
ID'autre part, il est aussi évident que y;{x) = 0 pour xeM; i j; donc on a
(0 (x)) — O pour tout xe L si i 3 j, autrement dit

oy, =0 si {47

Enfin, pour tout xel on a x =x, + -+ + % = v (%) 4+ -+ + pplx), ce qui
|I|l||“.'f' :|'Lli.!
vt =g,

application identique de L dans lui-méme.
(les propriétés admettent une réciproque :

TitorkMe 2. Soient 2y, ..., p des endomorphismes d’un module L vérifiant les conditions

iMivanies :
r",l'; si t.:j
y~"°”‘=}0 i,
b s U =

Alors L est somme directe des sous-modules M; = v,(L).
La relation

x = ”1("‘) + e+ Up{":)

montre déja que L est somme des M,. Considérons maintenant desx;e M, (1 <1< #)

tels que
() fi e k=05
il existe des y, & L tels que »; = il y); on a donc

0 sifistj
U,-l:.‘i.'_lr} = I}:[U‘r(‘}'ﬂ] = rlvi{_yl-} = Ay sii 2‘];

il W'ensuit qu'en appliquant z; 4 la relation {2) il reste la relation x;, = 0, ce qui

montre (ue les sous-modules M; sont linéairement indépendants, et achéve la démons-

frabicn,

Conortatie. Soit M un sous-module d’un module L., Les propriétés suivantes sont équiva-
lenter

(K1) 1) M est facteur direct dans L;

(K1) 2) il existe un endomorphisme v de L tel que

voyp =1, (L) = M,;

(F1) q) il existe un homomorphisme g de L dans M tel gue ¢(x) = x pour tout xs M.

Il est clair que (FD 1) implique (FD 2) : on éerit L = M@ N et on prend pour
v(x) la projection de x sur M parallélement a4 N,

(FD 2) implique (FD 3) : comme v applique L sur M, on peut définir un homo-
morphisme ¢ du module L dans’le module M en posant g(x}) = v(x) pour tout xe L,
(la seule différence entre v et ¢ est que z est une application de L dans L, tandis que
g est une application de L dans M); pour x e M, il existe un y e L tel que »(y) = ¥,
et on a alors g(x) = #{x) = o{v(¥)) = () = »

Montrons enfin que (FD 3) implique (FD 1). Soit N le noyau de . On a

MAN =0,

car si xe MM N on a d’une part g{x) = x, d’autre part g(x) = 0, donc x = 0. Par
ailleurs, pour tout rxeL, on a g(g(x)) = g(x), donc g(¥x —¢(x)) = 0, donc
x—g{x)eN; écrivant x = ¢q{x) + {x — g(x)) on voit donc que L =DM - N,
Comme MAON = 0, ceci prouve (Théoréme 1) que M est facteur direct dans L
et achéve la démonstration,



Espaces vectoriels de dimension finie

Le but des 8§ 18 &4 20 est d*étudier les espaces vectoriels de dimension finie
sur un corps quelconque K, en particulier d’introduire la notion fondamentale
ile dimension, et d’établir les propriétés les plus importantes des systémes d’équations
lindaires sur un corps. )

Bien que, dans la pratique élémentaire, et en Analyse, on ne s'intéresse qu’au
can i corps des nombres réels ou ‘des nombres complexes, il ne servirait @ rien de
nupposer K R ou K = € dans ce Chapitre.

Lew exposés classiques de PAlgebre linéaire utilisent d’autre part la théorie des
déterminants, mais il y a plus de cinquante ans qu’on sait s’en passer; I'exposé
purement « géométrique » ainsi obtenu est non seulement plus simple, il est aussi
plus général que ceux reposant sur la théorie des déterminants, car celle-ci suppose
le corps ou Panneau de base commutatif. En fait, la théorie des déterminants {qui
nera exposée dans des §§ ultérieurs) a pour principal intérét de fournir des critéres
exphicites ('indépendance linéaire, et des formules explicites de résolution des systémes
d'¢dquations linéaires; elle n’est d’aucune utilité pour établir les théorémes d’existence
iles &Y 1g et 20,

I'un des résultats les plus importants de I’Algébre linéaire est le Théoréme 13
du § 19, qui, étant donné un homomorphisme £ d'un espace vectoriel I de dimension
finie dans un autre, établit une relation simple entre les dimensions de L, du noyau
e £, et de I'image de /2 Quand on analyse la démonstration classique de ce Théoréme,
o constate qu'on peut le formuler de telle sorte qu’il se généralise aux modules
s un anneau queleonque. Le résultat général permet alors de démontrer trés
sinplement des énoneds qui sont le point de départ de la « grande » théorie des
armeanx dits noethériens et des anneaux principaux. Ces résultats font Iobjet du
§ ol Pétnde de ce § ot des Exercices correspondants, quoique peu utile en principe
pour comprendre la suite, donnera au lecteur un apergu de Pune des théories les
phus importantes de ' Algebre actuelle.

3 lo. lheorémes de nDmtude

1. Homomorphismes dont le noyau et image sont de type fini (*)

Les résultats de ce § reposent sur le théoréme suivant :

TutorkMe 1, Soient K un anneau, L et M deux K-modules & gauche, et fun homomorphisma
de L dans M.

Si Ker (f) et Imi [ f) sont des Kemodules de type fini, il en est de méme de L.

Si Ker (f) est isomorphe & KP, et Im [ f) tsomorphe & K, alors L est isomorphe i
K+,

Supposons Ker ( f ) engendré par des vecteurs ay, . . ., a5, et Im { /) engendrd par
des vecteurs by, .. ., b,; choisissons dans L des vecteurs g,py, .. ., G tels que

.
by = flawa)y <o by =S ap)s

pour démontrer le Théoréme 1, il suffit d’¢tablir d’une part que a;, ... dpyy €0
gendrent L dans tous les cas, d'autre part que ces p -+ ¢ vecteurs forment une base
de L dans le cas oti ay, ..., 4, forment une bare de Ker (f) et by, ..., b
de Im { /).

Pour établir la premitre assertion considérons un vecteur xe L. Comme f (¥)
appartient au sous-module de M cnsendré par by, L., by, il existe des scalaires
w, (1<) 5 g) tels que

L une hage

Slx) by oo "Iuh-.'r
ce qui §'éerit encore
Six) i (e 1 b g S ) e b T A
on it done
\ Mg | Cob Tty b

(*) Le lecteur débatant pourea se borner & Lee le ot 1 de ce §, les anteen n'etnt s
utilinds dans la suite. Néanmoing la lecture des n® 9 A 8 seva cortainement un exercice (ree
prafitable méme pour e dédbutant,
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avee ye Ker (f); mais alors il existe des scalaires §{1 < 7 < p) tels que
Jzzlal + e +Epdp:

ol en portant ce résultat dans la relation précédente on voit que x est bien une com-
binaison linéaire des vecteurs ay, - . ., Gppq.

Pour établir la seconde assertion, il suffit de montrer que si les vecteurs
ai(t 1 -7 p) sont linéairernent indépendants, ainsi que les vecteurs §;(1 <7 << g,
alora il en est de méme de gy, . . ., g,y Or considérons une relation de la forme

M+ Rppalpry = 0;
appliquons fau premier membre; comme ay, ..., ¢, Ker (£}, il vient
hord (@pr) + -o0 + }-qu (2ppe) = 05

or les vecteurs fan,) = by, ..., f(ap,) = b, sont par hypothése lindairement
indépendants; on voit done que

}\P‘F'l:“':}‘Hq:D;

la relation initiale se réduit alors & kpay + +++ 4 J8, = 0, et comme ay, ..., 8,
sont lindairement indépendants il fensuit que

}\1: . =1p=0,

oe (ui termine la démonstration.

Remarque 1. On verra plus loin (§ 19, Théoréme 13) que lorsque K est un
corps, de sorte qu’on peut parler de la « dimension » d'un espace vectoriel
e dimension finie sur K, le Théoréme 1 signifie que

dim (L) = dim [Ker { /)] 4+ dim [Im { f)].

I va de soi que, comme toujours, il ne servirait 4 rien de supposer que K
ent un corps dans la démonstration du Théoréme 1, et la suite de ce § montrera
que, s P'on veut exploiter toutes les conséquences de ce Théoréme, il est
au contradre tout A fait essentiel de énoncer en toute généralité, 1\

& Maodules de type fini sur un annean noethdérien

Bott T un dddal d ganche 'unanneau K (autrement dit, un sous-module de K regardé
comme Kemodule X gauche); rappelons (§ 11, Exemple 61 que T esc dic de type fini 8%l
out de type fini comme K-module & gauche, antrement dit 8'il existe un nombre fini
d'dléments xy, ooy vy de T eels que T soit ensemble des éléments de I qui peavent
we mettee sous o forime wey, o0 b

n" & ANNEATUTX NOETHERIENS 233

On dit qu’un anneau K est noethérien & gauche lorsque fouf idéal & gauche de K
est de type fini. On définirait de méme les anneaux noethériens a droite en considé-
rant les idéaux a droite. Lorsque K est commutatif (cas de beaucoup le plus impor-
tant dans ce contexte), on dit simplement que K est noethérien.

Ezemple 1. Un corps est un anneau noethérien (car ses seuls idéaux 3 gauche
sont (o} et K, qui sont évidemment de type fini). Un anneau principal
(§ 8, Exemple 10) est aussi noethérien.

En dehors des anneaux principaux, les exemples les plus importants
d’anneaux noethériens sont les anneaux de polynomes A # indéterminées 4
coeflicients dans un corps (cf. § 32. Exercice 27); ces anneaux — qui ne
sont pas principaux pour n# 3> 2 — jouent un rdle fondamental dans I’étude
des « variétés algébriques », i.e. des « courbes », « surfaces », ete... définies
par des équations algébriques.

TutorkME 2, Seit K un anneau. Les propriétés suivantes sont dquivalentes :

a) L'anneau K est noethérien & gauche.

b) Tout sous-module de tout K-module & gauche de tvpe fini est lui-méme de type fini,

Il est immédiat de voir que &) implique a) : en effet, le K-module & gauche K
est de type fini, donc ses sous-modules (i.e. les idéaux & gauche de K) doivent tre
de type fini si 4) est vérifide,

Montrons maintenant que 4) implique 5). On va procéder en deux tempa |
tout d’abord montrer que, pour tout entier z = 1, tout sous-module de K" est el
type fini; puis en déduire #) en toute généralité,

Montrons donc que tout sous-module L de K" est de type fini. Si n = 1, totin
assertion n’est autre que "hypothése a); nous allons donc raisonner par récurrence
sur n, en supposant la propriété i établir vraile pour n — 1. Pour cela, définissona
une application f: L — K en posant f'(%,, ..., £.) = £.; c'est un homomorphinme
de L dans K. Pour montrer que L est de type fini, il suffit {Théortme 1) d¢tablir
que Im ( f] et Ker { /) sont de type fini. Or Im ( f) est un sous-module de K, done
est de type fini d’aprés 'hypothése &). Quant & Ker ( f), c’est un sous-module du
sous-odule de K" défini par la relation %, = 0; ce sous-module de K" étant
évidemment isomoerphe & K" tous ses sous-modules, et en particulier Ker ( /),
sont de type fini d’aprés 'hypothese de récurrence,

Nous avons done démontré, a 'aide de a), que tout sous-module de K" est de
type fini. Prenons maintenant un K-module & gauche M et un sous-module M’ de
M on va montrer que, si M est de tvpe fini, il en est de méme de M/,

Puisque M est de type fini, il existe (§ 12, Corollaire 2 du Théoréme ) un entier
# et un homomorphisme f de K" sar M. Considérons L = V(M) comme f enl
surjectif, /1 induit un homomorphisme de Loswr M*; d'autre part Lioest de type fini
d'apres ce qu’on a déjh établiy done M luisméme est de type fini (de fagon précise,
si Loest engendré par des vectewrs g, 1 o 0 p, il eat elaic que M eat engenird
par les vecteurs f (a), 1< 1« p), Ceci achéve la démonstration,
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1. Sous-modules d’un module libre sur un anneau principal

L méthode utilisée pour démontrer le Théoréme 2 conduit aussi au résultat suivant :

Pitiorime 3. Soit K un anneau. Les propriétés sutvantes sont équivalentes :

o) Pour toul idéal & gauche non nul 1 de K, 1l extste un ael tel gue Papplication x — xa de
IS dans 1 sott bijective;
by S un Kemodule & gaucke M admet une base composée de n vecteurs, et 5i M est un sous-
module de M, il existe un entier p << n tel que M’ admette une base composée de p veclers.
Pour montrer que b) implique a), on prend M = K; alors M admet une base
comprenant un vecteur; done tout sous-module de M (i.e. tout idéal & gauche de K)
doit admetire une base formée de zéro ou de un vecteur, ce qui est précisément la
propriété @) de I’énconcé.
Montrons maintenant que @) implique ). 11 est clair que b) est équivalent &
Iassertion suivante :

Wy Pour toul entier n 2= 1 ef fout sous-module L. de K, il existe un entier p <o n tel que L
vl fvomorphe ¢ K7

Pour # 1, il est clair que &) se réduit a I’hypothése 4); on va done raisonner
par récurrence sur n, en supposant by établi pour n — L. Soit done L un sous-
module de K*, et considérons, comme aun® précédent, Phomomorphisme f: L = K
donné par f (By, o3 Ba) = &3 I'image de f est un sous-rnodule de K, donc est iso-
morphe & K pour un entier r < 13 le noyau de f est isomorphe & un sous-module
de K*', done, d'aprés hypothése de récurrence, est isomorphe & K’ pour un
entier s« n-—— 1. Faisant usage du Théoréme 1, on en déduit que L est isomorphe
WK, e comme

s L (n—1)=n
In démonstration est achevée,

Remargue 2. L’hypothése a) est vérifiée lorsque K est un annean principal le.
un anneau intégre, commutatif, dont tous les idéaux sont principaux. En eflet,
woit 1 un idéal de K; ona 1 = Ka pour un ae K; I'application

X —r Ad

de K dans I est done surjective; de plus, son noyau est form¢ des x tels que
xa 0 mais si T n'est pas nul (auquel cas on a évidernment a = 0], cect
implique x — 0 puisgue Panneau K est intégre; done Papplication considérte
et injective, ce qui montre bien que I"hypothése a) est vérifice.

I vat de soi qu'elle est aussi virifide lorsgque K oest un corps {commutatil
ou non), car alors le seul idéal & ganche non nul de K oest I, et il suffit de
prendre a — t dans Pénonee de 'hypotheése a).

Cles denx can sont, dany ln pratique, les seuls ot Pon fasse wsage du Théo-
rime 4,

n' % EQUATIONS LINBAMRES s w7

On notera que, I'anneau Z étant principal, le Théoréme 3 implique le
résultat suivant :

CloROLLAIRE pU THEOREME 3. Tout sous-groupe de " est isomorphe & TF pour un entier
p=n
< n
Bien entendu an a résultat analogue lorsqu’on remplace Z par un corps; mais
dans ce cas, on trouvera des résultats plus précis au § suivant.

4. Applications aux systémes d'équations linéaires

Soient K un anneau et f un homemorphisme du K-module & droite K" dans le K-
module & droite KP. Soit {ay)12t<s, 14555 12 matrice de f (par rapport aux bases
canoniques de K" et KF);six = (Ess - - vy Ea) €St un vecteur de K", son image

y=FE="{m -

est donc donnée par les relations

111E1 + e 9—n1En = Ta

1l s’ensuit que le noyau de fest le sous-module de K* formé des vecteurs qui vérifient
les relations

"}ﬁuEi + T ffntEa =0
(1) E .................. e

-
'I:LpEl + v T Hnpin =0

On dit que (1) est un systéme de £ équations linéaires et homogénes & © inconnues A
coeflicients dans K.

Soit L le sous-module de K formé par les solutions de (1). Nous allons interpréter
en langage d’équations linéaires les propriétés suivantes de L (i) L est de type
fini. (i) Tl existe un entier r << n tel que L soit isomorphe & K'. La premiére est vrale
pourvu que K soit noethérien a droite (Théoréme 2}, et la seconde Pest si K est un
carps ou bien un anneau principal (Théoréme 3).

Supposens L de type fini; alors il existe un nombre fini de vecteurs (*)

[ al = E]i_: Cey Elﬁ):-

Vot — @

{IJ} s @ ow e ® @ P om e
§ = (E e k)

dan L tels que les éléments de Lsolent les vecteurs
X = {E]! DI -;m‘l

(*) Les imdices supérieurs figurant dans les formules ci-dessous ne sont naturellement pias
e exproannit,
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(Ui peuvent se mettre sous la forme
(1) s =xl5 + - L'
oft 1y, ..., T sont des scalaires arbitraires. Tenant compte de (2), la relation (3)

dquivaut évidemment au systéme de relations que voici :

IEIZEi'ﬁ—II' +&i"1
[ E R T e
En = 511111 + - + E:TI"-

Adnwi, lorsque P'anneaw K est noethérien 4 droite, il existe des constanles tleK telles que les
solutions du systéme (1) soient les familles de scalaires By, « . -y bn qui peuvent §écrire sous la
farme (4), avec des scalaires arbitraires ;e K. On exprime ce résultat en disant que les
solutions du systéme (1) dépendent d’un nombre fini de paramétres arbitraires (A savoir
len variables =, .. ., < figurant dans les formules (4)).

Lorsque K est un corps, ou un anneau principal, on peut méme supposer que les
vecteurs (2) forment une base de L; alors chaque xeL g'éerit d’une seule fagon
youn Ia forme (3). Autrement dit, st K est un corps ot un anneay principal, il existe des

P tanles

HeK (1=i<n i ran)

telles que I"application
(T!.: T Tr] = (Eu fe ey En:]

donnée par les formules {4) soit une bijection de K" sur U'ensemble des solutions de (1)
Lorsque K est un corps, on donnera plus loin des résultats beaucoup plus complets

et explicites.

#. Autres caractérisations des anneaux noethériens

Dans ce n® nous allons donner quelques propriétés caractéristiques des anneaux
noethériens. Introduisons tout d’abord la terminologie suivante.
Soit (A,) une suite de parties d’un ensemble X on dit que c’est une suite eroissante

N
al 'om n

A,c A, pour toutn,
el qque ¢'est une suito stationnaire s'il existe un entier p tel que
A, = A, pourtout n2zp,

de worte quion a alors Ay = Appy = Bppa = 00
Dantre part, considérons un ensemble F de parties de X; on dit gu'un AeF est

v Aldment maximal de 1 si les relations

AcB e Bal impliquent A = B,

LA o

autrement dit si F ne contient aucun ensemble strictement plus grand que A (ce
qui ne veut pas dire que tout Be F soit contenu dans A...).

THEOREME 4. Soit K an anneau. Les proprielés suivantes sont équivalentes !
(AN 1) K est noethérien & gauche (i.e. tout idéal & gauche de K est de type fini);
(AN 2) toute suite croissante d’idéaux 4 gauche de K est stationnaire;

(AN 3) tout ensemble non vide d*idéaux d gauche de K posséde au moins un élément maximal,

Montrons que (AN 1) implique (AN 2). Soit (I,) une suite croissante d’idéaux
4 gauche de K; la réunion I des I, est encore un idéal & gauche (§ 10, Théortme 1),
Comme K est noethérien a gauche, I est engendré par des éléments x;, ...y & €N
nombre fini; et, par définition d’une réunion, il existe des entiers f,, - .., fr tels que
l'on ait x,e1,, ..., x= L. Posons p = Max (f1, - .-, pr); alors Ipcontientxy, ...y
x, puisqu’il contient Ip, ..., Ip done I, contient l'idéal engendré par xy, ..., %y
autrement dit I; pour n = p on a alors [l IcI, donc I, = I,, ce qui établit
(AN 2).

Montrons maintenant que (AN 2} implique (AN 3}, Soit F un ensemble non
vide d’idéaux a gauche de K. Si F n’admettait aucun élément maximal, alors
pour tout IeF on pourrait trouver un JeF contenant strictement L Choisissant
un I, eF, il existerait un I,eF contenant strictement I,, puis un I;eF contenant
strictement T, et ainsi de suite; de cette fagon il est clair qu'on obtiendrait une suite
strictement croissante d'idéaux & gauche de K, contrairement a (AN 2).

T1 reste & montrer que (AN 3) implique (AN 1). Soit I un idéal & gauche de K;
soit F Pensemble des idéaux 2 gauche de K qui sont de type fini et contenus dans 1.
L’ensemble F est non vide (il contient par exemple I'idéal 0 de K). D’aprés (AN 3§),
lensemble F admet donc un élément maximal J. Soit (%15 ..., %a) un systtme de
générateurs de J. Pour tout x& 1, 'idéal & gauche engendré par #;, ..., %a et X esl
de type fini et contenu dans I — donc appartient 4 F — et contient J; comme J
est un &lément maximal de F, cet idéal ne peut étre que J lui-méme; on a donc x a |
pour tout xe I, d'oul = J, ce qui prouve que I est de type fini et achéve la démons-
tration du Théoré¢me.

Remarque 5. On dit qu'un idéal a gauche (resp. & droite, bilatére) I d’un anneau
K est maximal si I % K et si les seuls idéaux a gauche (resp. a droite, bilatéres)
de K contenant I sont I et K. On peut démontrer, & I'aide de raisonnementa
assez compliqués de théorie des ensembles, que si K est un anneau, foul iddal
& gauche (resp. & droite, bilatére) 1 de K, distinet de K, est contenu dans ai moins un
idéal & gauche (resp. & droite, bilatére) maximal de K (Théoréme de Krull).

' Qe résultat, qui joue maintenant un réle fondamental en Algébre, peut se
démontrer élémentairement si 'anneau K est noethérien : il suffit pour cela
d’appliquer l'assertion (AN 3) du Théoréme 4 & I’ensemble des idéaux A
gauche (resp. a droite, bilatéres) J de K tels que

1c], J#K




EXERCICES

11 est parfaitement utopique d’esperer apprendre des Mathématigues, si tlémentaires ou
si supéricures saient-elles, sans résoudre des Exercices.

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livre somt de trois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technigue du calcu! sans résoudre une partie appréciable
des Excrcices de ce genre. D'antres apportent au Lexic des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur Jhabituera & manipuler lo langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas #rés faciles sont
précédés dun signe . Enfin, la dernitre catégorie est constituge par des Exercices qui
apportent au texte des compléments impartants et difficiles; ils sont destinds uniquement
aux étudiants déjh avancés qui s'intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes €.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
geulement & se convainere, & l'aide d'un « brouillon » fait 4 la hate, du fait qu'on en a & peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Excrcices de calcul numérique,
il faut par contre s'eflorcer de rédiger intégralement les Exercices plus théoriques, ou 'on doit
construire de véritables démonstrations. Dc ceite fagon, et uniguement de cette fagon,
I'érudiant parviendra & acquérir un langage clair et correct, et a utiliser les termes techniques
dans leur sens propre, ce qui, €n Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.



14

1, Seient K un anneau, L un K-module et
L=M@a. &M,

une décomposition de L en somme directe de sous-modules.

a) Pour tout endomorphisme 4 de L, montrer qu'il existe un et un seul systéme o' o
phismes

uzj:M'—:-Mj {1<Li,j<im)
tels que Lon ait
wlx) = u;(x) + - + u,;(¥) pour tout xeM,;
et tout j tel que 1 = j < 1. Montrer inversement qu’étant donnés de tels homormaorplilsies
uy;, il existe un et un seul endomorphisme u de L vérifiant les conditions précédenten,
b} A tout endomorphisme de L on associe la « matrice »

formeée avec les homomeorphismes définis dans la question a). fitant donnés deyx andimim
phismes « et v de L, comment caleule-t-on la « matrice » de v o u en fonction de calles 8 §
ete?

9. Soient r un entier 2= 1 donné etry, ..., 1, des entiers = 1 tels que

r=ry 4+ - 1.
1 A

f.iant donnée une matrice carrée

4 coelficients dans un anneau quelcongue K, on désigne par U (1 < £, 0o n) la walilie
(i r, colonnes et 7, lignes) formée avec coux des termes g, de la matrice U pour [esciikls i &
i la lois

I e T -:'fp_‘.f_'_;rl o by

- 1"'_1—1‘:‘3"."11"'"}"1;1



(€ ¢qui permet, avec des conventions évidentes, d*écrire U sous la form

ot V' oune autre matrice carrée d’ordre n A coefficients dans K, et soit W = VU la matrice
produit, Montrer que les « blocs » W,; qui composent W sont donnés par la formule

W= VU, + - + V, U,

analogue & la régle de calcul usuelle des matrices (formule de multiplication par bloes des
matrices). Peut-on étendre ce résultat & des produits de matrices rectangulaires ?

i, Montrer qu'avec les notations de I’Exercice précédent, la transposée d'une matrice U
ol lllll'l.ll(‘l.‘ par

4, BSoit K un corps commutatif. On considére la matrice carrée
_— 0 - '1n
=0, )
(01 0 eat la matrice nulle 4 n lignes et # colonnes), et on cherche les matrices carrées
A B
U =
(C D)
'onidre un, i cocfficients dans K, telles que
I u=7]

(oft A, B, G, D sont des matrices carrées d'ordre n 4 coefficients dans K). Ecrire les relations
fue doivent vérifier A, B, C, D. Trouver les matrices U pour lesquelles G = ¢,

B, Hoit 5 = 15 une matrice syméirique carrée d’ordre # & coefficients dans un corps commutatif

K O pose
G 19‘
_]=(0 s o )
1, 0 0

(ile sorte que ] est une matrice carrée d’ordre 5 -+ 2p). A quelles conditions la matrice

X Z
M=(0 V ¥
00w

(0h I décomposition en blocs de M est de méme nature que celle de ]) vérifie-t-elle Ia relation

M.J.M = J?

6. Soient K un anneau etry, ..., r, des entiers = 1. Onposer = r, + ... + r,, et on consi-
dére les matrices

' (U -0 Uy
U = ( lllllllllllll
Ulll e Unn
(avec U; & r, colonnes et r; lignes) qui vérifient les conditions suivantes ton a
U;;=0 pouri < j

et de plus les matrices U, sont inversibles, Montrer que les matrices U forment un sous-
groupe du groupe linéaire GL(r, K). Méme question pour les matrices telles gue

U= 0sii<j, U,=1.

Montrer que le second sous-groupe est invariant dans le premier, et formé de matrices unipo-
tentes.

7. SoitL = M, & ... HM,une décompesition en somrme directe de sous-modules d’un module
a gauche L sur un annean K. Dans le module & droite L*, dual de L, on considére pour chaque
itel que 1 =71 <7 p lensemble M| des formes lindaires fsur L telles que

S M) =0 pour toutjs=i
Montrer que les M) sant des sous-modules de L* et que L* = M@ ... @M,

8. Soient M un module & gauche sur un anineau K et M’ un sous-module M. On suppose que le
module quotient MM’ (§§ 10, 11, Exercice 10) est libre de type fini. Montrer qu'alors M’
est facteur direct dans M (considérer le sous-module de M engendré par des éléments dont
les images dans M/M' forment une base de M/M'}. Pour une application importante de ce
résultat, voir § 29, Exercice 11, g).

q 9. Soient M un medule 4 gauche sur un anneau K et 2 un élément de M tel que da = §
implique 1 = 0; pour que le sous-module Ka engendré par a soit facteur direct dans M, il
faut et il suffit qu'il existe sur M une forme linéaire f telle que f (g} = 1; on a alors

M = KadKer(f).
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1, Montrer que tout sous-graupe de tppe fini du groupe additif @ posséde une base d'au plus
n éléments {imiter la démonstration du Théoréme 1),

%, Pour qu'il existe une base de Z* contenant un élément donné (g, ..., a,) de Zn, il faut
et {1 suffit que les entiers g soient premiers entre eux (choisir des u,eZ tels que Fua, = 1 et
considérer le sous-groupe de Zn défini par I'équation Tugy, = 0).

I"lus généralement, soit K un anneau; pour qu'il existe une base de K" contenant un as K~
donné, il est nécessaire qu'il existe une forme linéaire [ sur K telle que f(a) = 1, et cette
vondition est suffisante si K est principal (cf. § 17, Exercice 9).

8. Pour qu'il existe une matrice U e GL(n, Z) ayant une premitre ligne donnée
Gy Gy -er S

il Taut et il suffit que les entiers ayy, @y, .. ., 4, SOiCOL Premicrs entre gux.

4. Soient L et M deux modules de type fini sur un anneau commutatif noethérien K. Montrer
que le K-module Homg (L, M) est de type fini (construire un homomorphisme injectif de
ve module dans une puissance convenable de M).

B. Soit M un module de type fini sur un anneau noethérien K. Montrer que toute suite
Croisante de sous-modules de M est stationnaire, et que tout ensemble de sous-modules de M
posstde au moins un éément maximal.

. Soit @ un idéal d’un anneau commutatif noethérien K. Montrer qu'il existe une suite finie
d'ldéanx premiers B, ..., P, (pas néeessairement deux & deux distincts) de K telle que en

il
Pro-o Pucn

(ramonner par Pabsurde, considérer un élément maximal de Tensemble des idéaux ne possé-
dant pas cette propriété, et lui appliquer I'Exercice 11 du § 8).

7. Soient K un corps commutatif et A un sous-anneau de K admettant K pour corps des
fractions (i.e. tel que tout xe K soit quotient de deux éléments de A). On utilise dans ce qui
sl les définitions et résultats de I’ Exercice 14 des §§ 10, 11,

4) 5i A est un anneau de Dedekind, A est noethérien.

oq

q9q

b) On suppose A noethérien, et que tout idéal maximal de 'anneau A est inversible; montrer
que tout idéal de A est produit d’in nombre fini d’idéaux maximaux (méthode analogue &
celle de I’Exercice précédent). En déduire que A est un anneau de Dedekind.

¢) Soit A un anneau de Dedekind, Montrer que tout idéal fractionnaire de A s’écrit sous Ia
forme d’un produit fini de puissances (positives ou négatives) d'idéaux premiers de A, et (ue
cette décomposition est unique & Pordre prés des facteurs.

d) Soit § un idéal premier de 'anneau de Dedekind A. Pour tout x& K non nul, on déaigne
par vy(x) Pexposant (qui peut étre nul) de p dans la décomposition de I"idéal fractionnaire Ax
de A 'en produit de facteurs premiers; et on définit vy(0) = + . Montrer que la fonction iy
est une valuation diseréte (§ B, Exercice 6) du corps K.

8, Soient K un anneau commutatif nocthérien, M un K-medule: de type fini, et u 'homothétis
de rapport s K dans M, donnée par

u{x) = ax pour tout xe M.

a) Montrer qu'il existe un entier p = 0 tel que Pon ait Ker(u*) = Ker{u™?) pour tout n 2 p
{utiliser 1" Exercice 5).

&) Montrer quion a Im{r nKer(x) = jo} pour tout n 2 p.
¢) On dit que le module M ecst primaire si, dans M, toute homothétic est soit injective sall

nilpotente. Montrer qu'il en est ainsi lorsque le module M posséde la propriété suivants |
Vintersection de deux sous-modules non mils de M n’est jamais nulle.

4} Soit q un idéal de I"anneau K. Pour que i soit primaire (§ 8, Exercice 13) il faut et il sulliy
que le quotient K/a, regardé comme K-module, soit primaire.

¢) Un idéal q d’un anneau K est dit irréductible si 1 7= K et si, quels que soient les idéaux
a et b de K, la relation
ant = qimplique a.= qou b = 4.

Montrer que tout idéal irréductible d'un anneau noethérien est primaire.
NB. — La réciprogue est fausse.

9. Soit K un anneau commutatif nosthérien,.

a) Montrer que tout idéal a 7 K est intersection finie d'idéaux irréductibles {méthode da
1" Exercice &).

&) En déduire que tout idéal d'un anneau commutatif noethérien est inlersection finie d’idéaux primalrai
(Emmy Noether).

10. Seit M un module de type fini sur un anneau commutatif noethérien K. On dit qu'un
idéal premier p de K est associé & M s'il existe un xe M tel que P soit I'annulateur de x dana
M (i.e. tel que la relation a e b soit équivalente & la relation ax = o).

¢) 8i M == {o}, il existe au moins un idéal premier associé & M (considérer les annulateurs
des éléments non muls de M et en prendre un maximal).

) 1l existe une suite croissante
0=MecMc---eM =M

de sous-modules de M et des idéaux premiers By, . . -, §, de K tels que M,/M,_, soit isomorphe
au module quatient K/p, pour tout i tel que 1= £ r [observer que si Pannulateur d'un
élément » d’un module est un idéal a de K, alers le sous-module K« engendré par x est inos
morphe & K/a].

€) Avec les notations de la question précédente, tout idéal premier associéd 3 M est l'un des P,
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d) Soit u(x) = ax{aeK) une homothétie dans M. Pour que u soit injective, il faut et il suffit
que ¢ n'appartienne & aucun des idéaux premiers associés 4 M. Pour que u soit nilpotente,
il faut et il suffit que 2 appartienne & tous les idéaux premiers associés 4 M,

¢} On prend dans ce qui précede M = K et on note Py, ..., . les idéaux premiers associés
i M. Montrer que

Pu-up,
est Pensemnble des diviseurs de zéro dans K, et que
]:‘1 n---n pr

est I'ensemble des éléments nilpotents de K.

Montrer que tout idéal premier de K contient I'un des p,. En déduire que, dans un anneau
noethérien, I'intersection de tous les idéaux premiers est I'ensemble des éléments nilpotents
{ce résultat s"étend en fait & tous les anneaux commutatifs : §§ 27, 28, Exercice g).

11. Soit a un idéal d'un anneau commutatif noethérien K; on suppose a £ K. On appelle
idéal premier minimal de ¢ tout idéal premier § de K qui contient a, et qui ne contient aucun
idéal premier contenant o autre que lui-méme.

Montrer gue les idéaux premiers minimaux de # sont en nombre fini, et que leur intersection
est le radical (% 8, Exercice 12) de a (appliquer & K/a la question ¢) de I'Exercice précédent).
{Les anneaux noethériens ont été inventés vers 1920 par Emmy Nocther et ont été ['un des
principaux points de départ de I'Alg¢bre « abstraite » moderne. Leur théorie, aujourd’hui
extraordinairement développée, est 4 la basc de la Géométrie Algébrique; mais on les utilise
aussi ailleurs, en particulier dans la théoric des fonctions analytiques de plusieurs variables
complexes; en fait, I'invention de ces anneaux est certainement 'une des découvertes mathé-
matiques les plus utiles des temps modernes. Avant introduction des anneaux noethériens,
on se bornait 4 en démontrer certaines propriétés sur les anneaux de polynémes — ee qui
conduisait fréquemment 4 des démonstrations beaucoup plus compliquées que celles qu'on
connait aujourd’hui puisqu’on n’avait pas encore isol¢ l'idée fondamentale qui permet de
les simplifier, & savoir les Théorémes 3 et 4 de ce §.)




