§ 15. Matrices -inversibles et changements de bases

1. Le groupe des automorphismes d’un module

Rappelons (§ 12, n® 1} qu'on appelle automorphisme d'un meodule M tout homomaors
phisme bijectif de M dans M, ie. tout isomorphisme de M sur M. Les automor-
phismes de M sont donc en particulier des permutations de I’ensemble M; et le
Théoréme 1 du § 12 montre que, si # et v sont des automorphismes de M, il en est
de méme de Papplication # o »~1; par suite, I'ensemble

GL(M)

des automorphismes du module M est un sous-groupe du groupe (M) des permutas
tions de Pensemble M; on dit que GL(M) est le groupe des automorphismes du module
M, ou encore le groupe linéaire du module M. Les groupes de la forme GL(M), et
leurs sous-groupes, ont joué un role de premier plan dans le développement de la
théorie générale des groupes.

On remarquera qu’on pourrait aussi définir le groupe GL{M) & partir de I'ans
neau Hom (M, M) des endomorphismes du module M; on a évidemment

GL(M) c Hom (M, M),

et les éléments de GL(M) ne sont autres que les éléments inversibles de
Panneau Hom (M, M); si en effet un endomorphisme u est inversible dans "anneau
Hom (M, M), il existe un endomorphisme o tel que o g == 2o = Jyo €t par suite u
et bijectif, done appartient 8 GL{M); et la réciproque est évidente En conclusion,
Gl M) n'est autre que le groupie des fléments {nversibles de Panneaw Hom (M, M), au sens
du § 8, Remargue 1.

2. Les groupes GL (n, K]

On dit quiune matrice Uw M, (K) est Inversiblo 8"l existe une milrice Ve M(K)
telle gue

UV « VU = 1,
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()
_E

it faut qu'il existe £, ¥, 2, 1 € K tels que

® (G065
i.e, tels gue
(2)

Pour trouver des conditions nécessaires et suffisantes de résolubilité des équations (2)
introduisons la notion de détermenant d’une matrice carrée d'ordre 2 & coefficients
dans un anneau commutatif K : pour une matrice

A= 2

on appelle ainsi le scalaire ad — be qu’on désigne par

a &
¢ d

autrement dit si U est un élément inversible de 'anneau M,(K); la matrice V est
alors unique, se note U~1, et s’appelle I'inverse de U. On note

GL(n, K)

matrice

admette une inverse
I'‘enmemble des matrices carrées inversibles de degré n & coefficients dans K; muni
de Ia loi de compasition (U, V) UV, cet ensemble est un groupe, appelé le
groupe linéaire & n varizbles sur I'anneau K ce n'est pas autre chose, par conséquent,
que le groupe multiplicatif des éléments inversibles de 'anneau M,(K).

Soit M un module libre de type fini, et choisissons une base a5, . .., aade M;a
chaque endomorphisme f de M on peut alors attacher sa matrice par rapport a la
" Dbase en question (§ 12, n° 3); en la notant A ( f), on obtient une bijection

fALS)

- de 'anneau Hom (M, M) sur 'anneau M,(K) des matrices carrées d'ordre n &
coeflicients dans K, et la fagon méme dont on a défini la somme et le produit de
deux matrices montre qu’on a les relations

ALf+0) =AU +Alg),  Alfg) = A(NAL) Alju) = La

autrement dit que Papplication f — A(f ) est un isomorphisme (§ 8, n® 6) de I'anneau
Hom (M, M) sur 'anneau M. (K).

Comme un isomorphisme d’un anneau U sur un anncau V applique évidemment
ensemble U* des éléments inversibles de U sur P’ensemble V* des éléments inver-
sibles de V, on en conclut que, pour qu'un endomorphisme f de M. soit un aulomorphisme
da M il faut et il suffit gue sa matrice A(f) soit un élément inversible de Panneau M (K);
autrement dit, les relations

feGL(M) et  A(f)eGL(n K)

ax + by =1 -,az—l—bl=0
cx +dy=10 fer + dt = 1.

dét(A) ou

Nous étendrons plus loin cette définition aux matrices carrées d’ordre n quelconcue,
Pour le moment, il nous suffira de savoir yu'on a

dét(AB) = dét(A).dét(B)
quelles que soient A, Be My(K); cette relation est en cffet équivalente a 'identité

(ad — be)(at — y2) = (ax + &)z + dt) — (az + bt)(ex + D)y

sont équivalentes,

Si I'on identifie M,(K) a I'anneau des endomorphismes du K-module & droite
K* comme on I'a dit au § 14, n°® 3, on voit donc que GL(n, K) s'identifie au groupe des
automorphismes de K, autrement dit au groupe des applications
que le lecteur vérifiera sans mal en tenant compte de la commutativité de K.

(Biy oo s B = (Aas «oes Tin) . ) c :
Cela fait, et comme le déterminant de la matrice unité 1, est évidemment

de K* dans K" qui sont d'une part bijectives et d’autre part linéaires, i.e. données par égal A 1, la relation

dles formules du type dét(A) . dét{ATT) =T
montre que, pour que la matrice A soit inversible, il est nécessaire que son déters
minant le soit, Inversement, supposons ad — b¢ inversible; considérons dany le

ysteme (2) les deux relations en x ety; elles seront visiblement vérifiées sl 1'on

wo=ab ot e (1 I n).

3. Exemples: los groupes GL (1, K) et GL (2, K)

rend
Pour n = 1, lannean M (K) est identique A 'anneau K lui-méme, et par suite P x o (ad — be)~'d, y = (ad — b},
que le groupe GL(1, K) se rédult au groupe multiplicatifl K* des éléments inversibles
de IS,

Pour étudier le groupe GL(a, K), nous supposerons K commulatif. Pour qu'une

ot len relations en 2 et ! le seront pour

[ A '[[ll'll i) b, | = (mf . bﬂ}"'d;
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(5 %)

alnsi construire est inverse a droite ef & gauche de A. b
Iin conclusion, si K est un anneau commutatif, la matrice ( ) ext inversible
. . . ¢ d
i et sewlement st ad — be est inversible dans K. b
S5i par exemple K est un corps commutatif, GL(2, K) est formé des matrices (a d)
¢
telles que

on vérifie facilement que la matrice

ad — be = 0.

B ia s . .
['ar contre, le groupe GL{2, Z) est formé des malrices ( iJ a coefficients entiers
c

telles que )

ad —be = 4+1 ou —1I.

Remarque 1. Soient L un anneau et K un sous-anncau de L; on peut évidem-
ment considérer M,(K) comme un sous-anneau de M.(L}. Cela dit, il peut
arriver qu'une matrice

Ue M, (K)

2

wit inversible dans Panneau M,(L) sans I'étre dans l'anneau M, (K) :

¢'est ainsi que la matrice (2}, ou la matrice ([l} S>, est inversible lorsqu’on
9
la regarde comme matrice & coefficients dans le corps @, mais ne I'est pas en
E tant que matrice & coefficients dans 'anneau Z. La notion de matrice inver-
\:lhln- risque done de préter & ronfusion si I'on ne précise pas 'anneau de base
ChosL,
Cependant ce genre de difficulté ne se présente pas lorsque les anneaux
Jde hase considérés sont des corps; autrement dit, soient L un corps et K un
sous-corps de L3 alors si une matrice Ue M,(K) est inversible dans 'anneau
M., (L), elle est déja dans I'anneau M (K). Voir une démonstration au § 20,
Joxercice 20 si L est comrmutatif, on peut aussi utiliser le Corollaire 1 du Théo-
véme 18 du § 23,

4. Changements de bases: matrices de passage

Soit M un K-module A droite libre de type fini, et considérons deux bases (@y, - a)
et (by, .., b)) de M ayant le méme nombre n d’éléments [cette condition est d’ail-
Jenrs toujours réalisée si K est un corps (§ 19, Théortme 6), ou bien est commu-
panl (4 g, Corollaire du Théoréme 5)], On se propose, pour chaque xe M, de cal-
culer Tew coordonnées de & par rapport a la seconde base en fonction de ses coor-
donndées par rapport A la premitre,

Comsdérons pour cela les homomorphismes

v K* o M
donnds pi

() u(e) = a,  wle) =b (ST <)
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ol e, ..., & est la base canonique de K° Pour que (a) et (b) soient des bases
de M il faut et il suffit que u et v soient des isomorphismes (§ 12, Corollaire 1 du
Théoréme 3) et si 'on désigne par &, ..., 2. les coordonnées de x par rapport a la
base {a/), par My, - - -» Tin 5€8 coordonnées par rapport & la base (&), on a les relations

'1':“':51: --<;_En:] =B('ﬁ1,...,'qn:];
en introduisant Uautomerphisme (§ 12, Théortme 1)
(4) w=o3ou

de K", on a donc
{"]1: ceey M) = U-"(EJ.: .
¢t en désignant par

CHITINES
la matrice de w par rapport & la base canonique de K", on obtient les formules
(5) 1= 2k + + mfa (17 n)

qui résolvent le probltme posé. On les appelle les formules de changement de coofs
données, et la matrice (ay) qui figure dans ces formules s’appelle la matrice de passage
do la base (@), zi<n & 1a base {8, <ig,; comme c’est 1a matrice d’un autornorphisme
de K, on a

() € GL{n, K).
On observera que la relation (4) S'éerit aussi u = v o w, et implique don

(6) v =uowl
K00t

(E‘I’J} = {1u') -1

In matrice de w~t {par rapport  la base canonique de K"}, matrice qui est nécens
wirement Pinverse de la matrice de passage (zy); on a les relations

w_l(fi} = fl['}n 4 oeee B an}m,
¢t en tenant compte de (3} il vient

b = vie) - ufw Hedl TN TR SRR Eafiin)

cufe B o b ulea) B

n b ayfly o | I‘n'q['hu (1 - £ n;

on nura soin dfobserver que les matrices (a, ) ol (fo) figurant dans les relations (5)
el () sont non pas fdenticues mais fruerses Puwne de I autre,
O démonteerait par un caleul analogue lew relations

(7 bur) a = byag 00 b B
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Remarque 2. Le cas le plus simple est celui ot n = 1; 0on a alors deux bases (g}
et (b) comprenant chacune un vecteur, avec les relations

x = af = b3
posant
7 = af

on doit avoir af = baf quel que soit §, done a = ba, ie.
b = qa—l

Autrement dit, si I’on remplace le vecteur de base a par le vecteur az, la coor-
donnée E de x est remplacée par =%, ce qui est conforme au bon sens puisque
le produit @i doit rester constant !

Les résultats précédents permettent, & partir d'une base de M, d’en construire
toutes les autres ;

TrkorkMe 1. Soit ay, .. ., an une base d’un K-module & drotte M. Pour que les vecteurs
bizalﬁil‘+‘"'+anﬁén (lét-‘f-;ﬂ)

forment une base de M, il faut et il suffit que la malrice (Bi)r<iign soit inversible dans
{'annean M, (K).

tonsidérons en effet les homomorphismes u, v : K* — M dennés par les forrnules
{4); on sait, puisque les a; forment une base, que u est hijectif. Pour exprimer que
les b, forment une base, on doit exprimer que v est bijectif, ou, ce qui revient évidem-
ment au méme, que 4~ o v est un anfomorphisme de K"; orona

uto E"{‘!i) = u_l(bi;' = ”_l(alﬁn -+ e+ ar.B.-n}
= uultal)gfl 4+ + u_ll:an)gm
= + -+ efuns

il w'ensuit que (B,) est précisément la matrice de I’endomorphisme u=!e v de K7;
comme un endomorphisme de K" est bijectif si et seulement si sa matrice est dans
GL(n, K), le Théoréme est démontré.
L condition du Théoréme 1 peut encore s’obtenir en introduisant 'endomor-
phisme fde M tel que
fla) =b (1<i<n)

(son existence résulte du § 12, Théoréme 3) ;5 pour que les &, forment une base de M,
il ot et il suflit que fsoit un awtomorphisme de M (§ 12, Corollaire 1 du Théoréme 3);
or, la matrice (B,,) n'est autre que la matrice de f par rappart a la base {a,) de M.

Cle résultat est d'ailleurs évident directement, car en introduisant 4 nouveau
len homomorphismes et o ci=tlessus on g

S vouty

comime i est bijectil, dive que v est bijectil revient & dire que f1'eat...
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5. Influence d’un changement de bases sur la matrice d’un homomorphisme

Soient L et M deux K-modules 4 droite libres de type fini et f: L — M un hemo-
morphisme. Soient

(a1, -+ ap) et {ai, ..., a;)
deux bases de L possédant le méme nombre p d’éléments, et
(Bl .0 b) et (B, 0g)

deux bases de M ayant le méme nombre g d’éléments. Soit A’ la matrice de f par
rapport aux bases {ai) et (bf), et soit A" sa matrice par rapport aux bases (ai) ct
(8%); on se propose de ealculer A" en fonction de A', de la matrice

UeGL(p, K)
qui fait passer de la base (ai) & la base (a}), ef de la mairice
VeGL(g, Kj

gui fait passer de la base (b]) & la base (bf).

Pour cela considérons les homomorphismes u’; ¥ : KP ~» L qui appliquent la
base cancnique de K? sur les bases (af) et {ai} respectivement, et les homos
morphismes o', 2" : K¢ - M qui appliquent la base canonique de KY sur les bases
(b!) et [£7) de M respectivement. On a des relations W =u"ou o =v"ovolu
(resp. ) est un automorphisme de K" (resp. K} dont la matrice par rapport A
la base canonique de K* (resp, K7 est précisément U (resp. V) en vertu du n® prés
cédent. D’autre part, si 'on introduit les homomorphismes

VA AR S S
donnés par

fr=v-te fou, fr=v"le fou

alors les matrices A’ et A" définies plus haut ne sont autres que les matrices de
' et f" par rapport aux bases canoniques de K* et K* en vertu du § 12, Remargue @,
Or en introduisant les applications u et v définies ci-dessus il vient

f’ = ({J' o ;r:] ~1lg f o I:H' o H)

o lep"lo fouan vt foou;

comme la composition de deux homomorphismes se traduit par la multiplication de
lewrs matrices, on a done, en prenant les matrices de u, o, f7, f 7 par rapport anux
hases canoniques, la relation

A= VLA,

laquelle résoud le probléme posé an début de ce n® Ainsi

Tytorkmn 2. Sodent L ot M deux Kemodules d droite libres de bype fint, f un homamarphisme
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de 1 dans M, A la matrice de f par rapport & une base (ai)1<i<p de L et & une base (b5)14;<
de M, et A" sa matrice par rapport & une base (a7)1<ip de L et a une base (B} 1< jaq @ Nf
Noient en enfin U la matrice de passage de la base (a}) & la base (ai), et V la matrice de passage
de la base (b)) & la base (b)), On a alors la relation

Al = VIA'T,

lorsqu’en particulier L = M, on peut supposer dans ce qui précéde que la base
(i) est identique 2 la base (af), et la base (&}) identique a la base (i), auquel cas
on a évidemment U = V; done :

ConoLLAIRE, Ssient L un Kemodule & droite libre de type fini, [ un endomorphisme de L,
ol

{ﬁ::}ig:‘rs;p, l:ﬂljl}lgfg._p

deux bases de L ayant le méme nombre d’éléments. Soient A’ la matrice de _f par rapport & la
base (a) et A" sa matrice par rapport i la base (ai). Ona alors la relation

A" = UA'U?

oil Ul st la matrice de passage de la base (a!) & la base (aj).
(ie dernier résultat conduit & une notion importante : étant données des matrices

AL A" e M,K),

on it que A’ et A" sont semblables {sur I'anneau de base K) §'il existe une matrice

UeGL(p, K)
telle que Pon ait la relation

AT =TUAU-L

Remargue 3. 11 existe toujours (Théoréme 1) un changement de base admet-
tant pour matrice de passage une matrice inversible arbitrairement choisie.
On voit done que le Théortme 2 admet une réciproque : si 'on se donne
d'avance Phomomorphisme £, et les bases (af) et (5)), dene la matrice A/,
alors quelles qlm: soient les matrices Ue GL{p, K] et Ve GL(g; K] il existe
dans L et M des bases par rapport auxcuelles fest représenté par la matrice

VoIAL
O o eésulta aoalogne dans L situation déerite par le Corollaire.

Remargue 4. Loy démonstration (ue nous avorns donnée du Théoreme 2 évite
tont calonl explivite, mais oblige par contre 4 passer par intermédiaire des
tiodules « protolypes » ] et K7, ce qui risgque de géner le lectear débutant.

On peat encore démontrer le Thioréme 2 comme suit, Soient U et 'V
lew matrices de passigge, et posons

I IR V-l (pan)rn hgus

CHANGEMENTS DE BASES ET MATRICES -k

d’aprés le n® 4 on a alors les relations

Wl "
(8 a = th eI b = AIJ Bhpnns

d’autre 'P;EI,.I‘t> en Pﬂsaﬂt
!
A = (=nhigigprangs
A" = (e gigp1grsy
il wient

N
(9) Sfla) = %J bl flal) = 2. Bl

tenant compte de (8}, la seconde relation (g) s'écrit

Ef (ajjuy = 2 E Biprattiic
) k h

ou encore, d’aprés la premiére relation (9),

SN v
Ll b;.ocjwu = Ll e H?.rmﬁik;
i h k h

comme les vecteurs bi sont linéairement indépendants, leurs coeflicients
dans les deux membres doivent étre égaux, ce qui conduit & la relation

‘-\1 Wl
’ "
e RN = Z Pieh by
1 k

valable quels que soient i et A Or au premier membre figure le coefficient
dlindices &k et 1 de la matrice A‘U-L, et au second membre le coefficient
dindices b et i de la matrice V7IAT 5 il vient donc A'U-1 = V-1A", d'olt
Ia relation cherchée A" = VA'U-L

Les caleuls de ce genre étaient autrefols [réquents en Algtbre linénire
et dans la théorie des « tenseurs », ¢t impressionnaient grandement (et A
juste titre) . les nombreuses personnes qui croyaient qu’Einstein était seul A
pouvoir comprendre ses propres travaux. Aujourd’hui, la plupart des mathés
maticiens préferent remplacer Tes déluges d'indices par des raisonnements
plamétrigues ou, pour micux dire, coneeptuels, quiont Pavantage d'étre
heancaup plus simples, Néanmoins, la plupart des physiciens utilisent encore
dew méthodes analogues & celle gquon a exposte dans cette Remargne (e qui
eat dautant plos érange quiun physicien, encore plus qu'un mathématicien,
devrail s'intéresser aux objets « gomérriques » ou « phiysiques » et nor pas
i leurs coordonnées, tont au moins g longletps gqutil nla pas en vae ilen
caleuls effectifs), 11 est done utile de se familiariser avee les caleuls sur led
indices of les ¥, méme en sachant qu'ils sont théoriquerment superfius,



§ 16. Transposée d'une application linéaire

1. Dual d’un module

Soit L un module @ droife sur un anneau quelcongue K. Rappelons (§ 12,
0o 4, kixemple 3) qu'on appelle forme linéaire sur L tout homomorphisme de L
dans le K-module a droite K, autrement dit toute application

f: L—=XK

telle que 'on ait

(1) Flxa +5B) =S (x)2 + F ()P

quels que soient x, yeLet o, e K. En vertu du § 13, ces formes linéaires sur L sont
les éléments du groupe commutatyf Hom (L, K), la somme f+ g de deux formes
linéaires sur L étant par définition la fonetion Flx) + glx),

Nous allons voir (en utilisant le fait que K est non seulement un K-module a
droite mais aussi un K-module A gauche) qu’en fait on peut regarder l'ensemble
Hlom (L, K) non seulement comme un groupe commutatif mais méme comme un
K-module & gauche. Soient pour cela une forme linéaire f sur L et un scalaire reK;
considérons sur L la fonction g donnée par

glx) = h. flx);

en multipliant & gauche par » la relation {1), et en tenant compte des régles de
clenl (associativité, distributivité) dans un anneau, il vient

glxa -+ pp) = glx)a -+ g()B,
(€ (Ui Prouve que g est encore une forme linéaire sur L. On écrit naturellement
gty

et on oo ainu déline gue l'ensemble Mom (1, K) une seconde opération, consistant &
« multiplier » un élément de cet ensemble par un scalaire, I restermt i voir que

no 1 DUAL D'UN MODULE =15

Pensemble Hom (L, K}, miuni de ’addition définie au § 13 et de la seconde opéra-
tion que nous venons de définir, est effectivement un K-module 4 gauche; on laisse
au lecteur le soin de le faire 4 titre d'exercice {on peut aussi utiliser le fait suivant :
soit E ensemble de toufes les applications de L dans K, linéaires ou non; en regar-
dant L comme un simple ensemble, et K comme un K-module gauche, 'Exemple 4
du § 10 permet de considérer E comme un K-module a4 gauche; cela dit, pour
faire de méme avec Hom (L, K), il suffit de montrer que Hom (L, K) est un sous-
module de E — ce qui était évidemment le but des considérations qui précedent).

I’ensemble Hom (L, K), muni de la « structure » de K-module & gauche que
nous venons de définir, s’appelle le dual du K-module & droite L; on le désigne généra-
lement par la notation '

L*,

plus commode que Hom (L, K}.

Si I'on partait d’un K-module ¢ gauche L, on définirait de méme son dual; ce
serait, cette fois, un K-module & droite.

Rappelons 4 ce sujet que les distinctions entre « droite » et « gauche » n’ont
aucun intérét si 'anneau de base K est commutatif, ce qui, dans la pratique, est
presque toujours le cas.

Remarque 1. Soit f une forme linéaire sur un K-module a droite 'L; pour
montrer que »f est encore linéaire, on peut aussi observer qu’elle est com-
posée dejqct de P'application § >} de K dans K; il suffit donc de mentrer
que cette dernitre application est un endomorphisme du K-module & drofte K,
autrement dit vérifie

WE W) =08 om, MEw) = (e,
ce qui est clair.
Soit L un K-module & droite; puisqu’on a défini sur 'ensemble L* des formes

lindaires sur L une structure de K-module & gauche, on peut appliquer & L* len
Aéfinitions et théorémes de la théorie des modules. En particulier, ¢tant données

den formes linéaires fi, ..., fp sur L, on dira qu'une forme linéaire f/ sur L eat
combinaison lindaire de fi, ..., fp s'il existe des scalaires &y, ..., e K tels que I'on
il
S = :l'l.fl B A S
pedation qui, vu la définition des apérations sur les formes linéaires, signifie que
[ (x) Al b e b fpla)  pour tout rel.
De e, an appellera relation lindaive entre fy, . . fo tout systéme

(hyy voey by K7
do sendabres tels que 'on ait

MA e a Sy =0



it TRANSPOSE D'UN HOMOMORPHISME § 18

danes ¥, 1.e.
e falx) &= --o A heSfply) =0 pour tout xel,

e, e,

9 Dual d’un module libre de type fini

Dans la pratique élémentaire, le débutant n'aura pas besoin de résultat plus
« profond » que le suivant :

Piforiag 1. Soient L un K-module & droite libre de tipe fini et (a1, - - - a.) une base de L,
(omsiddrons Uapplication 6 @ L¥ = K, donnée par
0 f) = (flads oo Flaa))s

alors o est un isomorphisme de K-modules & gauche, et L* posséde une base (g, - -5 ) telle
yur Vo ait '

(1 sii=]
ula) =10 siij
( Fal
Solenl wy, ..., @ des éléments arbitraires de K; le Théoréme 3 du § 12 montre

quiil existe une el une seule fe L¥* telle que l'on ait fla;) = = pour 1 < i<n, ie-

telle que
6l ) = ley ooy 2a)}

PFapplication o est donc bijective. Pour montrer que c’est un isomorphisme, il reste
A faire voir qu'elle est linéaire; or on a, pour f, ge L¥ cten posantf + g = A

WF ) = (@), e han) = (Fla) + glans - f (@) + glan)
— fla), - S (@) F (gla)s o gla) = 0(f) + 0(g)s

d'autre part, en remplagant f par »f, on multiplie évidemment les coefficients
f (1) & gauche par b, d’ol Uidentité

Wf) = 200f)

e sorte que § est bien linéaire.

Pour terminer la démonstration du Théoréme, il reste & prouver Pexistence
e base (), 1w de L* possédant les propri€tés indiquées; or les relations
e es X g sienifient que

By == (1, 0, 0, oo, )]
D) — (0, 1,0, o 0

() = (0, 0, ooy 0, 1),
anteement dit gque b applique la base (1), o de L* sur Ta hase canonigue de K
comme 1 est un omorphisme de modules, Pexistenee de la base (1) cherehée est
elatre 1l sl de prendre Tes images par Papplication 6 des éléments de la base
canoniggue de 1K, ce qui termine ln démonntration
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On notera que les relations imposées aux #; donnent, pour tout élément

x = "IIEI + e +'ﬂnzn
de L, la relation
w(x) = u:‘(ﬁ}il + o+ u,(an)En =
autrement dit, les u; ne sont autres que les fonctions coordonnées du maodule L par rapport

a la base (a)yzi<n de L (§ 11,00 4], Pour toute f & L*, solent ay, .. ., «, les coordon-
nées de f par rapport a la base ()1 2i<n de L*; la relation

JF=ap 4 o ougly
s'écrit alors
S0 ==k + ...+ ad, pour tout x e L,

et par suite il vient

w = f(a);

autrement dit, les coordonndes de f par rapport & la base () de L* ne sont autres que les
coefficients de f par rapport & la base (a)) de L, définis an § 12, Evemple 3.

Le Théoréme 1 mantre qu'a toute base (a;) de L, on peut associer une bade (i)
de L*; on dit que (u) est la base duale de la base {a)) de L.

3. Bidueal d’un module

Soit L un module & dreite sur un anneau K; nous lui avons attaché un modulo A
panche L* sur K; celui-ci posséde 4 son tour un dual, quon note

L** = (L¥)*,
et qu’on appelle le bidual de L; comme L, c’est un K-module & draite. On définirait

de méme le fridual L¥** = (L**}*, le quadridual L##sdk — (L***)% ot ainsd do

suite indéfiniment.
On peat, dans tous les cas, définir une application canonique do L. dans L* * e
la lacon suivante, Soit x un élément « fixe » de L, et considérons 'application

w: L* - K

donnée par

w( ) flx) pour tout  feL*;

clle consiste done A associer i chaque forme linéaire £ sur T, sa valenr au point v de
L. Lapplication u est {indatre, i, vérifie

ula f 1 Pl woul f 0 Boaln)
quels que soient f, g @ L* et les sealnires o, B e K posani

“J‘. | r'.l: — "'I
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In relation en question s'écrit en effet
hix) = af (x) + Belx),

ot sous cette forme elle se réduit purement et simplement 4 la définition méme de
['élément b = o f -+ Bg de L*.

Ainsi, u est une forme linéaire sur L*, autrement dit usL*¥, et de cette
fugon nous avons bien attaché a chaque xeL un xeL**; d’ol une application
de 1, dans L**, et c’est, par définition, I'application canonique de L dans son
biclual.

Cette application est d'ailleurs linéaire; soient en effet ¥, ye L, «, f = K et posons

xa |- ¥4; soient u, v, we L*¥ les images de #, 3, z par I'application canonique;
tonl revient & établir la relation

w = ux + 3;
ks comme u, o, w sont des formes linéaires sur L*, celle-ci signifie
w( f) = u(f)x+o(f)8
or, par définition de Papplication canonique de L dans L**, on a
w(f) =flx, o f)=S0)  wlf) =/

et par suite tout revient 2 montrer que f(z) = f(x}a + f (2B, ou, en remplagant
£ par sa valeur, que

pour tout  f eL*;

pour toute [ &L*;

Sz 4 8) =S¥z + f(8
or celte identité n’est autre que celle qui définit les formes linéaires sur L.
Trdomw kst 2. Soit L un module libre de type fint; I'application canonique de L dans son bidual

god un somorphisme.
Pout élablir ce Théoréme il nous reste a faire voir que l'application canonique

ji1 L—>L**
eat bijective si Loest libre de type fini, Or soient {a)y <.z, une base de L, (fheiza
I Lo iluale dans L*, et posons
u, — jla) e L¥*;
i sl évideniment de montrer que les w, forment une face de L** @ nous allons en

faft montrer qu'ils forment la base de L** duale de la base (f;) du module L*,

putrernent dit qu'on a les relatinns

(r osidi=j
wlJf ) ;aIJ B

- = " RS BETEE O

Or, par définition de I’homomerphisme canonique de L dans L** ona
w( f) =f(a) pourtoutfeL¥,

et par suite #: ( ;) = f,{ai}; rmais comme les £ ; forment la base duale de la hase {a)

de L, on a les relations .
g1 osi =j
flad =jo sii£],

ce qui fournit les relations cherchées et achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. Soient L un K-module & droite libre de type fini et u une Jforme {infaire sur
le module dual L*. Alors il existe un et un seul x & L lel que Pon ait

u(f) =F(x) pour tout f e L*.

En effet, il existe un et seul xe L tel que x = j(x}, ot j désigne Pisomorphisme
canonique de L sur son bidual.

COROLLAIRE 2. Ssient L un Kemodule & droite libre de type fini et (f s -+ -5 fn) une base
du module dual L*, Alors; quels que soient By, .. ., Ba€ K, 1l existe un el un seul xe L el
que U'on ait

fil=) =8 (1 <in)
En effet, puisque les f; forment une base de L* il existe une et une seule forme

linéaire u sur L* telle que u(f.) = B pour tout ¢ (§ 12, Théoréme g), et comme
ul [} =f(x) pourun xe L entitrement déterminé par u, le Corollaire est démontré,

4. Transposé d’un homomorphisme

Soient L et M deux K-modules & droite et f : L = M un homomorphisme. Soit 1k une
forme lincaire sur M alors application composée ue f est évidemment (§ 12,
Théoréme 1} une forme linéaire sur L. On peut done définir une application
i M* - L¥
en posant
‘f(u) = uo f pour tout ue M*,

I’application f s’appelle la transposée de ’homemorphisme f.
Clette application est, comme f, un homomorphisme, Soient en effet u, va M*;

[N i
Flutt)=(uts)of=uofrvof
en vertu du § 14, Théortme 1, et par suite

fla+ ) =50+ 7@




aih TRAKSPOSE D'UN HOMOMORPHISME § 16

de méme, pour tout A€ K notons A Ihomothétie § — 3% dans K; on a alors, pour
tonl e M*,

) = o) = (oo £ =holue f) =hotfl) =hFE
ce qui établit la linéarité de I'application transposée 'f

Remarque 2. La démonstration que nous venons de donner risque de paraitre
inintelligible au lecteur débutant, 4 cause de son aspect purcment mécanigue.
Bien entendu on conseille vivement au lecteur de s'exercer & la retraduire
en langage clair (Scn ramenant tout & la définition de la structure de module
du dual d’un module), Cependant, on doit aussi faire observer que lorsqu’on
inonee un théoreme (par exemple le Théoréme 1 du § 14) c'est dans P'espoir
(e $'en servir a Poccasion ! Gette Remarque s’applique aussi 4 la démonstra-
tion du résultat suivant.

Pnfonioan 2. Lopération consistant & passer d*un homomorphisme & son transposé posséde
fe propridtds suivantes :
o1 Soient Lo M deux K-modules & droile et f, 2 L — M deuzx homomorphismes; on a

Hf+ g ="' +"¢
b Seient 1o M, N trois K-modules & droite, f 1 L — Met g : MM — N deus homomorphismes;
(Lt
gof) =Yg

) Nt 1, un Kemodule a draite; le transposé d'un automorphisme (resp. de P auiomorphisme
vlentique) de 1o est un automorplisme (resp. P automarphisme identique) de L*.
Pour établir Uassertion @), pasons & = f & g; pour ueM*ona

‘J':(u)--z:o}:ﬂz:r-{f—!—g)=unf—|—ur-g=ff(u)—'i—'g(u),

co qui pronve que e = - g comme annonce.
LI | | . £
Pour établir b), posons h = go f; pour 4 N* ona

thin) - aeoh =uo (gof)==(ue g) o f="gl#) o f = f['glul],

A'oft th ' o 'g, ce qui prouve bl
Donr établiv ¢} montrons d'abord que si f: L —» L cst Papplication identique
il en eat de méme de son transposés on i en eflet, pour wute forme linéaire # sur L,

() = o f=u

pubsgue et Pidentité, Q'oi notre assertion, Ceci dit supposons que fsoit un auto-
morphisme de Ly il y wdone un homomorphisme g de L tel que

fogegof =l
it enmnt que

i,lf"'l.l‘ I!I'Ig Fl'r'l} '}I'i
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et par suite ‘fest bien un automorphisme de L*. On a du reste, comme le montre le
calcul précédent, la relation

=
pour tout automorphisme fdeL.

Remarque 3. On aura soin de ne pas remplacer I’assertion 6} du Théortme j
par la formule « évidente », mais fausse (et méme dépourvue de sens), que
voici ¢

{fog)=Y-'g

5. Transposée d’une matrice

Soit f: L —M un homomorphisme de K-modules & droite libres de type fini,
Choisissons une base (@, ..., ap) de L et une base (b1, ..., b;) de M ; désignons par
(83, ..., #p) la base de L* duale de la base {a), ..., ap) de L, et par (1 +oor By)
la base de M* duale de la base {8y, ..., &) de M. Par rapport aux bases (a;) et (),

I’homomorphiisme
fiL—=M

est représenté par une matrice de la forme
(mi)1gigp 124595
et par rapport aux bases {v;) et (i), I’homomorphisme transposé
tf: M* — L*
est représenté par une matrice de la forme
(Bidigigprgigss

on e propose de calculer celle-ci en fonction de la matrice de f.
Par définition de la matrice de 'f; on a les relations

tf (o) = Buiy + -~ + Bpttp (1 <j=gq)

soo f=PButh + -0 T Bietin:
velin wignifie que pour tout xe Loon a ¢
{u) ol f{x)] = B iyfx) + oo 4 Bip-upla);
ol e ol
X afy b gk ps ffl} =bmy+ 0 T banq

g, diapres le ne g, les relationg

wx) = &, w ()] = s
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par suite la relation (2) équivaut &
T = 3}151 + vre ,gjpEp:

ot comme par définition de la matrice (x) de fon a aussi les relations

- ¥
Ty = @b T o T %eke
on voit en comparant les deux résultats que

3= =y pour 1lip1jL g

(e résultat conduit A introduire la définition suivante. Ltant donnée une matrice

A=)

A coeflicients dans un anneau K, on appelle transposée de A la matrice

{3y B E1g
‘A:k.....
Bpp e

Loy

abtenie, comme on dit, en « permutant les lignes et les colonnes » de A.

l!ﬂ Remarque 4. Le passage de A & 'A correspond évidemment 4 celui de f &Y
dans ce qui précede. Or, si fest un homornorphisme de K-modules & droite, 'f
est au contraire un homomorphisme de K-modules 4 gauche, i.e. de modules &
droite sur 'anneau Ko opposé a K (§ 10, n? 4). Comme le calcul des matrices
est adapté, lorsque K est non commutatif, 4 la théorie des modules & droite,
on doit donc regarder la transposée *A d'une malrice A d coefficients dans un anneau K
comme wne matrice & coefficients dans Panneau opposé Ko, Clest ce qu'on fera, sans
y référer i nouveau, dans ce qui suit.

Bien entendu, les considérations qui précédent sont superflues si 'anncau
K st commutatifl

Tudouime 4. Seit K un anneai.
a) Ftant données dewx matrices A et B & coefficients dans K on a la relation
YA+ B)='A+B
pourvu que la somme A+ B soit définie.
by Ftant danndes dewx matrices A et B é coefficients dans K, on a la relation (*}
“AB) = ‘B.'A
pouron que le produit AB soit défine.

(*) Conformément & In Remarque 4, le produit 'B.AA doit étre calculé dans 'anneau
Ko oppost b K (Le, dans Panneau K i K est commutatif).

¢) Si A est une malrice carrée & cogfficients dans K, pour que A soil inversible il faut et il suffit
gue *A le soil.

d) Pour toute matrice A a cogfficients dans K on a
A) = Al
Pour prouver a}, posons
A=(a), B=({)
alors A + B = (x; + Bji), et par suite
(A +B) = (e + B) = () + (B) = ‘A +B.
Pour établir maintenant ’assertion &), posons
A= (ap)izigergesr B= (Bligigracize
la matrice
AB = (ya)igige 120gr

est donnée par les relations
(3) T = ZI %k

(cf. § 14, n® 2}, les produits z,8; étant bien entendu calculés dans J'anneau K
donné. D'autre part on a

‘A = (aiy)1grgr, 1250 avec @k = ks
‘B = (Bfi)rzicerzics  avee  Bi=fy
posant
'B'A = (Tj‘ijléksr. 15iE
on a

TLE = 2‘ ﬁ}f"z;b

ot le produit 3jec est calculé dans Panneau opposé & K. En calculant dans K, et
en tenant compte des relations 87, = B, ai; = w4, 1l vient done

Tllh' = Z“E—ﬁjﬂ = ;ﬂjkﬁij = Tix

en vertu de (3); ce qui prouve la relation figurant dans Pénoncé b).

L’assertion d) est triviale.

1l reste & prouver lassertion ¢). Soit AeM,(K); supposons A inversible et soit
B son inverse: des relations AB = BA = 1, résultent les relations 'B'A = 'A'B = '(1,}}
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or 1l est clair que
‘(L) = 1a;
done *A est inversible, et de plus le calcul fait montre que
(*A)=1 = A,

Wéciproquement, si ‘A est inversible, ce gqwon vient d'établir montre qu'il en est
de méme de la matrice '('A), i.e. de A elle-méme, Le Théoréme 4 est donc entitre-

ment démontré,

Remarque 5. On pourrait évidemment déduire les assertions a) et b) du
Théoreme 4 des assertions analogues du Théoréme §; on laisse au lecteur le

woin de le faire & titre d’exercice.



EXERCICES

11 est parfaitement utopicgue d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures soient-elles, sans résoudre des Exereices.

Les Exercices quon trouvera dans ce livre sont de lrols sortes. Certains sont des
iNustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecleur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du caleul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre, D’autres apporient au texie des compléments théorigues élémens
taires; en les étudiant, le lecreur s'habituera A manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas trés faciles sont
précédés d'un signe Q. Enfin, la derniére catégorie est constituée par des Exercices qul
apportent au texte des compléments importants ¢t difficiles; ils sont destinés uniquement
anx étudiants déja avancés qui s'intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sont
précédds de deux ou méme trois signes Q.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait gue résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement & se convaincre, a l'aide d'un « brouilion » fait 2 1a hate, du fait qu'on en i b peu
prés compris 1a solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de caleul numérigue,
il faut par contre s'efforcer de rédiger intégralement les Exercices plus théoriques, ol 'on doil
construire de véritables démonstrations. De celte fagon, et wiiquement de cette fagon,
P'étudiant parviendra 4 acquérir un lanzage clair et correct, et utiliser les termes technigques
dans leur sens propre, ce qui, ¢ Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.
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4, L'anneau de base étant R, trouver les inverses des matrices suivantes (*) 3

L s 2 5 7 1 2 = 2 2 3
H ] g3 4 ) 0 1 2 3 1 —1 0.
(3 4) )
5 —2 —3 d 0 1 —1 2 1

2. Calculer I'inverse de la matrice

3. Soit N une matrice carrée nilpotente (i.e. dont une puissance est nulle} a coefficients
dans un annean. Montrer gue la matrice 1 — N est inversible, et que

(1 —N)t=1 4+ N4 N+ -

Application : calculer l'inverse de la matrice

I 2 3 4 5

01 2 3 4

o 0 1 2 3

00 0 1 2

00 0 0 1

4. Calculer l'inverse de la matrice

14 ay 1 1 1
1 Ty 1 e 1

(*) Le lecteur plus avanod poures s pdanilee oot fverviee on utilisant les formules de
Clramer,
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q b6. Soit w = cos (amfn) 4 i.sin (2w/n). Montrer que Vinverse de la matrice

1 I 1 e 1
1w ot ... w?
w? wh R wiin—1)
e et
I ' el L wih— L

s'obtient en remplagant w par w1 dans cette matrice, et en divisant par n la matrice ainsi
obtenue.

@. Trouver une matrice carrée X d’ordre g telle que {*)

2 —3 I g 7 6 ;2 0 —2
k:} —5 Q)X 11'25{[8 12 g).
5 —7 3/ 111 »23 15 i
7. Montrer que les vecteurs
{1, 2 1), (2, % 3) {3, 7 1)
forment une base de R?, ainsi que les vecteurs
(‘3: 1, ‘5;)1 (5-; 2, 3}: {11 I, — 6},

et calouler 1a matrice de passage de la premiére base 4 la seconde.
Méme probléme, dans RE, pour les vecteurs

(1,1, 1y 1) (L, 2, 1, 1), {1, 1, 2 ), {1,3: 2 3)

UI-: 0, 3 30 (_'Qs'_fu‘_ﬁ:—'é): {2, 2; 5 41, {"_2:"'3:_"4:_'4]'

8. Les mairices
(£ .2,)
—y *—J

o1 x et y sont des nombres rationnels arbitraires, forment un sous-corps de V'anneau M, (Q).

P2
(zz x ;-)
2y 2z %

of %, ¥, z sont des nombres rationnels, forment un sous-corps de M;(@).

9, Les matrices

g 10. Soient K unanneau commutatif, p et g deux £léments donnés de K., On considére 'anneau

L = K[y7)

et I'ensemble Mo M,(L) des matrices de la forme

(: 'U'I) avee X, ye b

&

(pour les notations, voir le § 0).

(*) Valt note page priotdante,

§ 15 EXERCIUES

&) Montrer que M est un sous-anneau de My(L).
5} Pour toute matrice

(1) zz(" )
§ox
de M on pose
z*=( x —w).
—3 2!

montrer qu'on a (mz)* = 2.*z,* qucls que solent z;, 2 =M.
¢) Pour la matrice (1), calculer le produit 2%z, et montrer que 2 est un £lément inversible de
Vanneau M sl et seulement si
Nizl = Fx—gqFy

st un élément inversible de 'anneau L.
d) On suppose que K soit un corps commutatif et que  ne soit pas un carré dans K. Montrer

e les assertions suivantes sont équivalentes : (i) I'anneau M est un corps (i) il nexiste aucun
couple d’éléments %, ¥ de K tels que

g =2 —pi
¢) On suppose K = R. Montrer que M est un corps o et seulement sil'on a
b0, g0

‘Montrer que le corps M ainsi obtenu est isomorphe a celui guon obtiendrait en prenanl
p=g=—I1 (et qu'on appelle le corps des quaternions, ptemier exemple, historiquement
d’un corps non commutatif).
f) On suppose K = Q et p et g eniers. Montrer que, pour que M soit un corps, il faut ekl
suffit que 1'équation

pd g =2
pe posséde aucune solution (x, y, ) enfifre autre que {0, 0, 0). Montrer que cette condition o
satisfaite dans les cas suivants par exemple

p=r5 g=2(mods); p=35 9=3(modsh
p=1iI, g=z2, 6, 7,80u10 {mod 11).

q 11. Montrer que les matrices de la forme

v —y —z —F
¥ x — t Z
z 4 - x -—J:)1
b —Z ¥ &/

ol x, ¥, &, fsont des nombres réels arbitraires, forment un sgus-corps de M, (R), et que
sous-corps est ispmorphe au COTPS des quaternions défini dans I"Exereice précédent. Monl
que, considéré comme espace vectoriel réel, ce vorps admet une base formée de qualrd [
ments ¢, i, j, k vérifiant les formules suivantes :

gt = ¢, =jl=k=—5
l!‘ls!‘«!.——'h 5‘}_—"}35_)'; fk5k8£j(1
ij = —ji=F fh=—k=1i i = —ik = J.
Obtiendrait-on encore un corps ai I'on autorisait les variables x, %, & iA prendrc des vald
complexes quelconques?
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12, L’anneau de base étant C, calculer l'inverse de la matrice

U S A — 1
(0 i1 —ai |,
1 1 i
18, On considére la matrice U(f) de 'Exercice 11 des §§ 12, 13, 14, Calculer son inverse en

effectuant le moins possible de calculs,

14, Soit K un anneau commutatif. Montrer que les matrices de la forme

1 x oz
0 1 ¥
0 0 or
{x, 3, z€ K) forment un sous-groupe de GL(3, K). Déterminer le centre de ce sous-groupe.

15, Soient K un anneau commutatif et n un entier. Montrer que les matrices carrées dordre
n, & coeflicients dans K, et de la forme

1 L * E
01 * *
090 @ ... *
0 0 0 1

foi les signes * désignent des éléments arbitraires de K) forment un sous-groupe de GL(n, K),
dont on déterminera le centre.

16.” Soit K un corps. On désigne par H le sous-groupe de GL(n, K) formé des matrices diago-
nales de GL(n, K). Trouver le normalisateur (§ 7, Exercice 13) de H dans GL({n, K).

17, Pour que des éléments (a, b) et (¢, d) de Z* forment une base de Z* il faut et il suffit que
aill — b —= + 1 00— 1.

{8, Soient K un anneau commutatif et I un idéal de K. Soit H Vensemble des matrices
("l ':;), 4 coefficients dans K, qui vérifient

i [

ad — be = 1, a=d=1 {med I), b =c=10(modI).

Maoutrer que H est un sous-groupe invariant de GL{2, K).
19. Soit K un corps fini a g éléments, Calculer le nombre d’¢léments du groupe GL(n, K}.
20, Pour tout entier n = 1, on note G, ensemble des matrices (: :) avec
a, b, ¢, del, ad — be = n,
cton pose G, = G.
a) Montrer que G est un sous-groupe de GL(2, Z). En est-il de méme de G, pour n 2> 2?
B Montrer que si X &G, on a UXV e G, quelles que soient U, VeG,
¢) Montrer que, pour toute X e G,, il existe U, VeG telles que UXV scit diagonale.

3 & S

g 17. Soitu = (2, §) un élément du Z-module Z2,
a) Montrer que §'il existe une base de Z* qui contient u, alors il existe une forme linéaire,
sur le module considéré telle que £ (v) = 1. En déduire qu’alors les entiers a et b sont premigt
enire rux.

& On suppose inversement a et & premiers entre euwx. Montrer qu'il existe une forme linéair
Fsur T telle que fin) = 1. Montrer qu'il existe un vecteur v tel que Ker{ £} soit lensemble de
multiples entiers de o, Prouver que les vecteurs u et v forment une base de Z2,

¢) Onprend o = {6, 33); trouver un vecteur v tel que u et v forment une base de Z2,
18, Soient L et M deux modules & gauche sur un anneau quelconque K, et
J:M L
un homomorphisme surfectif. On suppose L libre de type fini. Mantrer qu'il existc un homg

morphisme
gL+ M

Joeg=1id

tel que

g 19, Soient L et M deux modules i gauche sur un anneau, L' et M’ des sous-modules de Let M
et v un homomerphisme de L dans M tel que «{L") © M. On note p et ¢ les applications cany
niques de L sur LiL’ et de M sur MM’ {§§ 10, 11, Evercice 1o). Montrer qu'il existe un et 4
seul homomorphisme

i LfLS — MM
tel que l'on ait
gqou=tdup

{on dit que 4 est "homomorphisme déduit de « par passage aux quotients). A quelles conditiog
i est-il injectil, ou surjectil, ou bijectif?

!
M . 1 i u - . A
20, Soit & un carps commutatil. Dans o groupe SLoz. &1 des matrices ( f\' A coefhcien

L . ol
dans & et telles que ad — bc = 1. on considére les matrices Wt
B 1o
x_il = }. v = \]
o1 [
ol f=k Désignant par = 'un des deux symboles — ou —. e par — = le symbole apijus
on définit pour ¢ # o les matrices
w o= x i (— 1 ot =t L

r . '
a1 Caleuler cos matrices, el mentrer gue les matvices o (4 et x (4 cogendrent SLig, 4)
b1 Etablir les relations suivantes

R b w = ) v poLr touel;
(R 2 w (w0 = e = e poLr Luek {# o
R 3 hoto= kUt pour Luek i F o uE o
£ B .
¢ Montrer gue toute matrice g = [\" ?\,e.‘ﬁ]dm, £ opout se metre diune fagon of (100
c )

H ¢ , i L Foit e ¥ i
seule soit sous la forme g = .0t o (i), soit sous la forme g = 00w (a0 e (00, ol 1o "
w o= .1 distinguer deux cas. sulvant que ¢ = o ou que ¢ F 0.

d) On appelle groupe derivd d'un groupe G e sous-groupe G de 6 cngendré par les o GO
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Lateurs » (%, 3 — syx~Yy~1 de ses éléments, Montrer que SL{z2, k) est égal a son groupe dérive
pourvu gue k contienne au moins 4 éléments,

21, On considére dans SL{z, k) = G lc sous-groupe U formé des x.(t), et le sous-groupe H
forme des f_(f1; on a done G = HUUHUU d'aprés la question ¢) de Pexercice précédent.
O se propose de montrer gue si I posséde au moins 4 éléments le groupe G contienf un seul sous-
proupe inzariant M autre que {e} el G, & savoir le sous-groupe Z formé des matrices 1 et — 1 {qui se
récluit d'aillours A Pélément neutre en caractéristique 2; noter que, dans tous les cas, oo sous-
groupe est le centre de G, comme on le vérifiera facilement’. On pose B = HU.

a1 Montrer que BnuBuet = H, eten déduire que st Mc B alorson a MecH.

& Om suppose Mc H. Supposons b = k(2. En calculant le comrnutateur de & et de
v (n) montrer que M contient & (4 — ¢/, et en déduire que Me 2.

(1 O suppose M non contenu dans B. sontrer., 4 Paide de la question ¢) de exercice précédent,
que (G MB, et en déduire (§ 5, exercice 16) que le groupe quotient GiM cst isomorphe &
1B M.

41 On suppose Card (k) = 4. et donc G = G d'aprés exercice précédent. Montrer que le
proupe (7'M est égal & son groupe dérivé. Déduire de 1a ct de la question précédente que
M G osi M nlest pas contenu dans B {remarquer que B eU et que U’ = {e}, et observer
que le seul sous-groupe invariant L de B tel que B/L soit son propre groupe dérive est B lui-
TORCTRIe .

€ 22. Dans un groupe G, on considere deux familles d'éléments que l'on notera Z.(t et Tt

et oqui dépendent d'un paramétre ¢ qui varie dans un corps commutatif # donné. A partir des
léments 8,00 de G on définit des éléments o, re1 et bl de G par les formules de Vexercice 20,
e e posant

2,00 = % 0% - ORI, R = @ th@ 0

et on suppose veérifides les relations

Wiy ®0+u = B (NE U, Rzt 0@ fnd (7 = F_ 0 — uit®

o

e Vexercice 2o,

al Dmontrer les formules suivantes @
R TACINACNT SR AN T B :i"u-.I}:’\i,“(u‘u?'ul,I-‘l =h_,i- wtBh_ (= i
- ] o . LT
G %S 0t = & 0w 121, horg wh ot = BN,
. - s -~ -~
J:,l:'.-?-,m'?ru{r 1o B, bt ikt = Bk o
i, Ve Gt vt

?Iu- (RIS I qui}ﬁ_:— IR £¢| L

. N , % )
RSN NI N (R SR PRI M AR
by Soient U be sonsegroupe de G forme par les o0, et H e sous-gronpe engendré par les R
Uhe pose o a1 el N Mookl Montrer gque N oest un sous-groupe de G et que H oest
ivariant dans N Maontrer que Ponea alie UNU jensernble des produits w'me’ avee u',
Wre U et ne N, e gue Pensemble UH o B et le soussuroupe de G engendré par les
‘I-I"I

o Onoreprened le gronpe Sl ia hede Vevercne 20 et e elements v, TARE de ce groupe.
Mantrer, en ttilisant la question o0 de Peverae 2o qu'il existe une application = de SLiz, A
dare G, et une sevle, telle gue

bk, un, bk, ik, 1

wih, (11w, (W) i, (0, (i, L

€q

§ 15 EXERGICES je ke Ju §

Montrer que, pour que & soit un homomaorphisme, il fautl et il suffit que la relation
R 3 bty = honh,w

soit vérifide. Autrement dit, pour construire un homamorphisme de SLi2, k| dans un groupe guelconge
G il suffit de e donner des élfmenis 2,08 et §_00) de G vérifiant lei relations (Ro1 iRz el (R
{« définition de SLi2, &1 par générateurs et relations »).

88, On considére e groupe G = GLia, £} sur un corps commutatif &, le sous-groupe T de €
formé des matrices diagonales, le sous-groupe D des matrices dont les termes situés en dessoul
de la diagonale sont tous nuls, et le sous-groupe U de B formé des matrices de B dont tous I
rermes diagonaux sont égaux & 0. Tafin on note N Pensemble des ne (G wels que =t =l
(normalisateur de T dans G, On identific les éléments de G aux automaorphismes de espie
vectoricl &, dont la base canonique sera notée e, .-, &y
ar Montrer que ge N si et seulement il existc une permutation we 2, o des scalaite
[, # o tels gue Pon ait gy = Ly pour | = i = n En déduire que le groupe quotien
N/T = W est isomorphe au groupe symétrigue Z,. Pour 1 i< — 1. soit w el |
matrice qui permute les vecteurs de base ¢ et €., €t laisse fixe e, pour toul j # & @4 |
Montrer que N est engendré par T et les w, ’

b Pour i = jet ek on nate x, [0 I'élément de (3 défini par les formules suivantes

w e =0, = e, ¥ e = ¢, sk = J

Quelle est la matrice de (012 Monwrer que Pon a x 1 = =% i gquels gue §0i

t. uek, et que les x (t1, pour i et j donnés et ! variable. forment un sous-groupe U, do
En posant d'une maniére générale (a2, bt = aba-'h~1 montrer qu'on a

si i, j. & sont deux & deux distincts.
sij#£ keti#E L

RN U T AN
i : ] —
\x‘.’;l_'!_n. gl =1

Maontrer que U est engendre par les matrices v - £ (1 = i €1 — 1. fe b, Caleuler g, (00
pour ne N,

o1 Soit B’ le sous-groupe de G forme des matrices dant les termes situés au-dessus de ln iy
nale sont tous nuls, Montrer qu'il existe un ne N tel que B = nBal, et que B est engendid |
T et les x,_, (1" Soit g un élément guelconque de G montrer qu'il existe un balb ol

b e B rels quen posant g = bbg la matrice g, soit de la forme

'

1 [n} 0
o w *

g1= ‘ |'
a * *

In déduire que G est engendré par B et B' ou. ce qui revient au méme, par B et N (ralsih
P reCUTTeNCe U 8

Montrer, en wtilisant les formules de Uexercice 20, que le sous-groupe de G engendid pl
vt erlesy o estSLon b ensemble des ge GLon & tels que detigr 1 (ertle IR
aippose le lecteur au courant de la théorie des détermyinants, L ne sera pas utilisée il b Wil
4 O ermsidere le sous-mroupe B Bae Mes,. Montrer que 13, est invariant dags I
que Tout delb secrit, e facon urigue, conine produit d'un elément de U, B il
P dedaire gque la dauble classe Do B coseaible des Fead avee b, e B, eat AR
clasaen Py, 00 fim k
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o L posant 2 WU o - U, montrer gue Pensemble By, BB ipour ne N est riunion des

lses Bogiy 0B, ol £ varie. Fn deduire que Uon a
Ber BB - BB sij < £ ol B BB BrBuBogpl sif = £

o tilisera le ait, qutil sulfic de vérifier dans GLI2, & que a0 eBa B sio# o

£ Soit Gy Ia rénnion des doubles classes Babl Hesquelles sont en nombre find puisgque N
col e . B urilisant le fait que ¥ est engendré par T et les o, menteer & Caide de Ja s Lion
pccedente que sGye Gy pour tout ne N, Mantrer gue Gy estun sous-aroupe de G eLen

|||:|||||r' ||1I€'
i — l lli.’ali

Hheoreme de Bruhat pour le groupe linéaire:.

o4, Soit L oun corps (ini 4 g éléments, e soit M oun cspace vectoricl de dimension linie nosur &)
Wbl weun eRter cOmpris entre o eoon.

al ot N Pensemble des Tamilles x . ¢, déléments de V' linfairement indépendants,
Monteer quee Pona s

C;\rdl_’.‘{,‘ - :an. - 11 q-n - g rr.n _ IIrJ-. b

L aponner par récurrence sur we

b Mantrer que Tordre du groupe GLIY des automorphismes de V est donne par la formoube

=n
;
Clard GLIY D = 7% — i — gt .. g™ — " =gt g I i [T - ]_—".
i A g !
o Sont G, Pensemble des sous-espaces vectoriels de Y ode dimension s (e grassmannienne |
Montrer que Ponoa s

Card G, g 11 (:1 - ;}
—1

OB, Sait A un espace vectoriel de dimension 2 sur Je corps & 2 éléments; soient . ¥, 2 les trois
et non nuls de v,

ab Montrergque Ponay — x 3 =¥ 21+ 2 =0@LY Sy LY IS ST X =

b En déchore gue le groupe GLIVE des automorphismes de ¥ oest isomorphe au groupe des
||-|:1|||I.|Ti"||'i e x, JoJ

g, Solt A an espaer vectoriel de dimmension 2 sur e corps & 3 fléments,
o Montrer gque Vocontient o sous-espaces de dimension 1, sojent 11y, 1y, 12y, Dy,
b ot clement die gronpe dautomorphismes G de NV pernue les 13, entre eux. On
dechunt de Laoan hormomiorphasme

GLIV = 5,
ol 5y designe be gron dles pernmtanons de e 0L Maontrer qque le novan de g oest [0
endeduire que e est sareetl eomparer les ordres des deax gronpes
A Roit (LAY e sousegronpe de GLOVT formd des éldments e détermmant o Moptrey que ©

defindt an bsormorphismne de 8LV s e groupe alternd Yo Tormd des permatations paires,
de 8, [Liette question suppose e lociear au courant de la theéarie der ddterminmnnts,

§ 106

1, On considére les trois formes lindaires
2x — ¥ 4+ 32, JE— 8 | & pr— 73+ 2

sur R?, Forment-elles une base du dual de R*?
2, Montrer que les formes linéaires

xtay+z A baytsn W FTYEZ

forment une base du dual de R?, et trouver la base de R?® duale de celle-ci.

3. Soient K un anneau et f, ...,.f, des formes linéaires sur le K—modu;e 4 droite K Pour
que celles-ci forment une base du dual de Kn, il faut et il suffit qu'il existe des vecteurs
%y, o0y %, K" tels que on ait
_ g osii=]

fit=) %o Ry
4. Soient K un anneau commutatif et U une matrice carrée d'ordre n & coefficients dans K,
4) Montrer que les relations

QJuUu=1, UMU=1,

sont équivalentes.
) Montrer que les matrices UeM, (K) vérifiant les conditions précédentes forment un souss
groupe de GL(n, K} (groupe grthogonal A n variables sur 'anneau K).
¢) On dit qu'une matrice SeM,(K) est symétrique si 'S = S. Soient X et Y deux matrices
symétriques; pour que XY soit symétrique, il faut et il suffit que XY =YX,
d) Montrer (en prenant K = Q ou un surcorps guelconque de Q) que la matrice

2 SRS SR DR
o 2 2 2
1 (S S
2 2 2 2
1 I L
3 z 2 2
1 o 1 1
N2 2 2 2

est b In fois orthogonale et symétrique,
& Trouver toutes les matrices orthogonales d*ordre § A coeflicients entiers rationnels,
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5, Soit M,(K) I'anneau des matrices carrées d’ordre n sur un anneau quelconque K; on
regarde M,(K) comme un K-module & droite. Montrer que, pour toute forme linéaire f
sur M, (K), il existe une et une seule matrice A& M, (K] telle que

F{X) = Tr(AX) pour tout XeM,(K)
{voir I'Exercice 8 du § 12 pour une définition du symbele Tr), Pour que I'on ait
J(XY) =f(¥X)

quelles que soient X, ¥ e M, (K), il faut et il suffit, lorsque Panneau K est commutatif, que la
matrice A soit proportionnelle & 1,




