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1. Définition des hormomorphismes

Soient L et M des modules & gauche sur un anneau K. On appelle homomorphisme
ou application linéaire de L dans M toute application

f:L=-M
telle que 'on ait

Flx + wy) = wflx) +uf(») quels que solent x, ye L, », ue K.

On appelle isomorphisme de L sur M tout homomorphisme bijectif de L. dans M; on
dit que L et M sont isomorphes s'i] existe un isomorphisme de L sur M.

Enfin, étant donné un K-module & gauche M, on appelle endomorphisme de M (ou
parfois apérateur linéaire dans M) tout homomorphisme de M dans M, et automorphlsme
de M tout isomorphisme de M sur lui-méme.

Soient L et M deux K-modules & gauche; pour qu’une application f de L dans
M soit linéaire, il faut et il suffit qu’on ait les relations

Fle+3) =F(x) + () quels que soient x, ye L
f(xx) =2 flx) quels que solent »eK, xrel.

Fn prenant % = 0 dans la seconde relation, on voit donc que

£10) =0.
[)'autre part, si f est un homomorphisme de L dans M, on a la relation
) Flur + -0 Lhax) =0 flx) + -0+ Yo f ()
ijuels que solent Uentier a, les vecteurs xy, ..., %2 € L et les scalaires 3y, ..., ap@ K

cette relation se réduit pour » = 2 a la définition méme des homomorphismes, et
. lémontre dans le cas général par récurrence sur l'entier n

by 4 e ) = fllhx, + -+ + hre1Xa_y) T Rakn]
=f{}"lx1 + e = :‘~n—l'¥n—~L] =T j.{j'-l‘;nj
= f(x) = 0 A haeaf [Haea) + RS (N

Conmine annoncé,
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Nous utiliserons constamment la relation (1) dans ce qui suit, et le plus souvent
wany y référer explicitement.

TrkoriME 1. Sif: L —M et g1 M — N sont des homomorphismes de modules, Uappli-
cation composée g o f est encore un homomorphisme, et Cest un iromorphisme si f et g
wont des isomorphismes. L’application réciproque d’un isomorphisme de modules est un
(romorphisme de modules.

Soith=gefiona

WO | wy) = glf O + )] = gl f (%) + wf ()]
= 3g[f ()] + wglf (9)) = ah(x) + wh(5),

ce qui montre que & est un homomorphisme; si de plus fet g sont des isomorphismes,
e, sont bijectifs, il en est de méme de 4, qui est donc alors un isomorphisme.

Supposons que f soit un isomorphisme; pour montrer que I'application F
(¢ui est bijective) est un isormorphisme il suffit de prouver qu’elle est linéaire, autre-
ment dit qu'on a

Foow + ) = 1 f@) + e/ @)

-1 -1
(ueln que soient 3, ue K et 1, seM, ou enfin quionaku + wr = f [ f (u) + uf(2)];

comme f est linéaire, cette relation s'éerit hu + wv = S [j’l(u)] +uf [_,f'l(u‘}], et est
trivinlernent vérifiée, d'otr le Théoréme,

' raisonnant comme au § 7, n° &, on déduit du Théoréme 1 que « X et Y sont
isomorphes » est une relation d’équivalence entre K-modules & gauche.

Dans la pratique, on regarde souvent deux modules isomorphes L et M comme
identiques; plus exactement, si I'on choisit un isomorphisme f de L sur M, alors
on peut traduire toute relation algébrique entre éléments de L en une relation
analogue entre les images par f de ces ¢léments, et par suite transformer toute
propriété de [, en une propriété analogue de M. Le lecteur aura intérét a vérifier
e [ait aussi fréquemment que possible.

Trfonime 2, Seit 2 L — M un homomorphisme de modules. ['image par f d’un sous-
module de 1, est un sous-module de M. L'image réciproque par J d’un sous-module de M est
un sots-module de L.

Soit L' un sous-module de L; supposons que f (L") contienne deux ¢léments u, v
e M on pent done éerire 1 == f(x], v = f(y) avec x, ye 1/; comme J estlindaire,
onn ke |opo o= fOx oy - f(2) avee 2= Jx 4 wyel’ puisque L' est un
sousemodule de L ainsi £ (1) contient Ju - pv quels que soient les scalaires h et i,
co qui établit In premidre assertion de I'énoncé, La seconde se démontre de fagon
nnalogue,

lin particulier, le noyau de f; i.e. I'ensemnble des va L tels que f(x) = 0, est un
nnlll-llmllllh:' tle I.. l||1.'m|. note

Ker(/)

Y
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conformément au n® g du § 7; et I'image
Im(f) =f(L)

de f est un sous-module de M. Rappelons (§ 7, Théoréme 8} que f est injectif st et
seulement st son noyau se réduit & 0.

2. Homomorphismes d’un module libre de type fini dans un module guel-
conque

Le résultat suivant est fondamental :

TutoriME 3. Soient L un K-module & gauche libre de type fini (*), ay, ..., ap une base
de L, M un K-module & gauche quelcongue, et ey, . . ., ¢p des éléments donnés de M. Il existe
alors un et un seul homomorphisme f de L dans M vérifiant

fla)=c pour 1<i<p

pour que f soit infecttf (resp. surjectif) il faut et il suffit que les vecteurs ¢, . . ., €p Sotent lindai-
rement indépendants (resp. engendrent M).

Vu la relation (1) du n® 1 Phomomorphisme £, 'l existe, est nécessairement
donné par la formule

(2) fla+ - —i—EpaF} =&y + - -}‘Ep'v'p:

(e qui montre déja Vunicité de f.
Pour établir Pexistence de £, notons que, pour tout x€ L, il existe un et un seul

-

yuteme de scalaires §i(1 =2 7 < p) tel que

x=5a + - + Epp
dhi reste on a
=Sl (1<i<h)
lon applications f; ¢ L — K étant (§11, n° 4} les fonctions coordonnées du module
I, par rapport & la base aj, ..., @p Cela dit, la formule (2) définit effectivement
e application f de L dans M, d’ailleurs donnée d’aprés ce qui précide par Ia

po bariom

Sy = falx)en+ - +fp{").‘?p;

ot revient A omontrer que fest un homamorphisme teansformant les vecteurs a, €n

| Cea LOTIER 0
|y e assertion résulte aussitot de la formule

V1o osii=j

Sia) = f0 sifsf

(4 O peat dtendre le Théorbme 9 au cas d'un module libre quelcangue, comme s
ot e vériliera Tacilement,
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ttablic au § 11, n? 4, et de la relation
£ = 0.51 + s + 0-5‘_1 ‘i— I.&; + O‘€i+l + e + D-fp.

Pour établir que f est un homomorphisme, remarquons d’abord qu'on a démontré
au g 1, n 4 que

Filhx 4 py) = L fux) + p Sl

autrement dit que les fonctions coordonnées f; : L — K sont des homomorphismes
dee K-modules & gauche. Par suite

SOx A uy) = F10x 4+ wyley + -0+ o0 4 wrle,
=[x + afi( e+ - F DSelx) + !-'-fp()’}]'*'p
=i f1l&)er + -+ Felx)ep] + wlf1(0)er + -0+ e(e]
=%f (%) + e f ()

ce qui prouve la linéarité de £,

Reste & déterminer les conditicns pour que jf soit injectif ou surjectif, Tout
d'abord il est clair que 'image f(L) est I'ensemble des combinaisons linéaires des
vecteurs ¢, ..., ¢p, autrement dit que f appligue L sur le sous-module de M engendré
par ¢y, ..., €p i pour que f soit surjectif il est donc nécessaire et suffisant que les
vecteurs ¢, engendrent M.

['autre part, pour que fsoit injectif il faut et il suffit que la relation f(x) = 0
implique x = 0, autrement dit que la relation

Eer 4 o F =10

implique 5,2, = ... + Eua, = 0, Le. (pulsque les g; sont lindairement indépendants)
impligue

=0, ..., 5 =0

Le T'héoréme g est done démontré,

Clomonnatre 1. Pour qu'un K-module M soit fibre de type fini, i faut et il suffit qu'il existe
un entivr n fel que M soit isomorphe & K*, Plus précisément, sotenf ¢, ..., ¢, des dléments de
M, ot ey, .., ey la base canonique de K. Pour que les vecteurs ¢, forment une base de M, il
faut et suffit qu'il extste un dsomorphisme de K~ sur M appliquant les vecteurs e; sur fes vec-
femry ¢,

D'apris le Théoréme 3, il existe toujours un et un seul homomorphisme

JiKr M
fle) =ea  (1Zi<p).

Pour que les ¢ forment une base de M, il fauc et il suffit qu'ils soient linéairement
Indépendants et engendrent M, autrement dit que fsoit injectif et surjectif, d'ol le
Clorollaire,

el e

L. ANESA L Svdldied AT R SATVEARTRNTARS TEEEETE D ¥
COROLLAIRE 2. Pour qu'un K-module M soit de type fini, il faut et il suffit qu'il existe un
entier n ef un homomorphisme surjectif de K= dans M.,

Plus précisément, pour que des vecteurs ¢y, ..., ¢, engendrent M, il faut et
il suffit que ’homomorphisme f: K" — M tel que f (&) = ¢ soit surjectif, d'oll
la nécessité de la condition. Le fait qu’elle soit suffisante résulte de ce que K est
de type fini et de I'observation suivante : soif

fi L =M,
un homomorphisme de K-modules; si f est surjectif et si L est de type fini, alors M est de lype

fini, Sciten effet @, ,..., aa, un systtme de générateurs de L, et posons b = f(a)

(1 < i< n); pour tout yeM, il existe un xeL tel que y = f{x); écrivant
ve=kyay -+ - 4 Eaa,, etutilisantlarelation (1} dun® 1 onvoitquey==ib, + ... FEba
les b, engendrent done M, qui est par suite de type fini.

3. Homomorphismes et matrices

Le Théoréme g permet de construire tous les homomorphismes d'un module L
libre de type fini dans un module quelconque M; pour aller plus loin, nous allons
supposer que M est lui-méme libre de type fini. Dans ce qui suit, on désignera par
4y, ..., @, une base de L et par 4, ..., b, une base de M. D’autre part, nous
supposerons que L et M sont des K-modules & dmite (le lecteur examinera
lui-méme le cas des modules & gauche, qui ne différe du reste pas du cas précédent
si K est commutatif).
Soit done un homomorphisme f: L — M. Considérons un vecteur

{.'” g o=t + o 4 gy
dans L, et son image
(4) F&)=y=bmi+ - + by

dans M; on se propose de trouver des formules permettant de calculer les coordonnées
fue o+ vy T du vecteur f(x) par rapport & la base by, .. ., by de M en fonction des coordonndes
Evo ooy 5pde x par rapport & la base ay, . . ., gpde L.
Pour cela, posons
Sla) = ¢ = by + byayg + -0 + bytq
[ T S R AR
Flay) = 6 = byapy + boxpp + -+ + bapes

e mettant en évidence les coordonnées, par rapport 4 la base by, .. ., &gy des vecteur
f{a), ..., flas) : ces coordonnées a,; ne dépendent que de f et des deux bases
vhoisies dans L et M, Cela dit, on a

Sl =k + o + 0k
= (byz + byxap + v bamygdis
o e ieiea e
+ (By2py + Bep + - + baxpr)in
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¢t en effectuant colonne par colonne les additions figurant au dernier membre on
abtient les valeurs cherchées pour les coordonnées de f (x), 4 savoir

(f = #piky + taghe & vt + aplgp
1) Crmsraesaaaa e saa camares .

Tig = alqgl + maqai -+ e + 7«';1qu-

(les formules s’appellent les équations de f par rapport A la base (a)y2i<pde L etdlabase
(b)) q e M; on peut les écrire comme suit sous forme condensée :

i=p
[ll -“!!‘1-'} ni = Zﬂljﬁg.
i=1

Donnons-nous inversement des scalaires z;;€ Ka<i<pr<] < q) et défi-
nissons une application fde L dans M par les formules (6) . f transforme donc chaque
vecteur x e L, de coordonnées £y, .. ;, par rapport & la base donnée de L, en le
veetenr de M dont les coordonnées my, - - -, e P2T rapport 4 la base donnée de M
se calculent par les relations (6]. Alors f est un komomarphisme de L dans M. On a
en ellet

Sx) =iy + o + byna
= by(apfs + + @pik)
+ 5‘4-(&1.;5.1 + e “’-mEn
=¢,fy + o+
it les vecteurs ¢; sont donnés par les formules (5), et on voit alors que f est ’homo-
morphisme dont le Théoréme 3 affirme 'existence.

Remarquons enfin que, ’homomorphisme f étant donné, il existe un seul systéme
de sealaires «; tel que f soit donné par les relations (6}, car le caleul qu’on vient
de fnire montre qu'alors les ay; sont nécessairement les coordonnées des vecteurs
/ (a,) par rapport a la base (b)12jcq de M, ce qui les détermine entigrement.

Revenons maintenant aux formules (6) dont la connaissance permet de définir

I'homomorphisme f. Il est clair que pour les retenir, il suffit de connaitre le tableau .

‘i % - %R
('n ( ............ .- )
wyq Ozg e+ ERq
formé par les constantes a, (qu’on appelle les coefficlents figurant dansles formules (6} ).
Un tableau de la forme {n s'appelle une matrice & p colonnes et g lignes & coef-
flolents dans Fanneau K (les x; s'appellent aussi les fermes de la matrice en question},
et on dit que (7) est la matrieo do "homomorphisme / par rapport & la base (@)icige
do 1. ot A In baso (b)), < <qd0 M. La notion de matrice joue pour les homomorphismes
un role analogue A celui que joue, pour les vecteurs, ln notion de coordonnées.
Lorsqu'on n'n pas A faire de caleuls explicites, on désigne souvent la matrice (7)
par In notation condensée
' ('r.l]l(lq.l'. IEAEL ]

n° 3 MATRICES D UN HOMOMUKERISHER D

qui a d’ailleurs le mérite de montrer qu'une matrice n'est autre qu'une famille
d’éléments de K, famille indexée par Jensemble de tous les couples (i, 7) d’entiers

telsque 1 <ip I RIS ¢

Lorsque L. = M, autrement dit lorsque f est un endsmorphisme du module L, on
utilise le plus souvent la méme base ay, . . ., 4p dans L et dans M, ce qui permet alors
de parler de la matrice d’un endomorphisme de L par rapport & une base de L. La
matrice en guestion a évidemment p lignes et p colonnes; on dit que ¢'est une matrice
carrée d’ordre p & coefflcients dans K.

Remarque 1. Etant donné un homomorphisme f : L — M de K-modules libres
de type fini, on ne peut pas patler de « la » matrice de f; pour donner un sens a
cette notion on doit d’abord choisir une base de L et une base de M, et «la »
matrice obtenue dépend évidemment du chaoix des bases (on verra au § 15 ce
qui se passe lorsqu’on change de bases dans L et dans M).

Toutefois, lorsque L = K# et M = K¢, il s'impose de choisir la base
canonique de L et la base canonique de M (§ 11, Exemple 12) ; étant donné un homo-
morphisme

i Kr - K7

il est donc légitime dans ce cas de arler de iz matrice de f (sous-entendu :
par rapport i la base canonique de K7 et a la base canonique de K9); si l'on
désigne cette matrice par (m)cizp 12i2q lOIS f n'estautre que I’application
transformant chague vecteur

IS(E!.: = E]’J)EKP:
fx)=(ny - €K

donné par les relations (6) ci-dessus,

Er sens inverse, les mémes constructions permettent d’attacher a chaque
matrice {a2j)1<izp,1gigg W0 homomorphisme bien déterminé de Kr dans
K1 — & savoir celui dont [e matrice est la matrice donnée.

Cles considérations montrent donc I’existence d’une bijection « canonigue »
de Pensemble de tous les homomorphismes de K? dans K7 sur ’ensemble de
toutes les matrices & p colonnes et ¢ lignes (a coeflicients dans K). Nous utili-
serons fréquemment cette correspondance, le plus souvent sans y rélérer
expliciternent.

en le vecteur

Remargue 2. Soient L et M des K-modules a droite libres de type fini, (@)1 <izp
une base de L et (82,2, une base de M. Introduisons les isomorphismes

u: KF =1L, p: Ke M

ilm' appliquent respectivement les bases canoniques de K# et K7 sur les bases
i

mées de L et M {Corollaire 1 du Theoreme 3)-
Soit 1in homomorphisme f: L — M; a I'aide de u et z, on en déduit (Théo-

v 1) un homomorphisme
F=otefou:Kr—>K%

ela dit, la matrice de f par rapport & la base (a)) de L et & la base (B;) de M est
Wt 4 la matrice de f (par rapport aux hases canoniques de K? et Kf).
Considérons en effet les vecteurs

ook, e aghy flx) =boat oo o Bnes
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les 7; étant donnés en fonction des §; par les formules (6) ci-dessus. Par cons-
truction de u on a

x=ully, ..., )

PR IC TN Wi

et de méme

done

(v ooy mg) = o7 LF ()] = o7 fluEy, - 0 8] = Fin - 5a);

il $’ensuit que les formules (6) sont aussi les équations de f (par rapport aux
hases canoniques), ce qui établit notre assertion,

On voit donc qu’on aurait encore pu introduire les matrices en montrant
tout d'abord que tout homomorphisme de K# dans K7 est donné par des rela-
tions du type (6), puls en ogservant ue si 'on a un homomorphisme

S i L—M de modules libres de type fini, alors le choix d'une base de Let d'une

hase de M permet d'identifier L a un module K#, M 4 un module K9, et par
suite f 4 un homomorphisme f de Kf dans K9, done donné par des relations
(6], ct représenté de fagon cenonigue par une matrice, On retrouverait ainsi
la possibilité d’attacher une matrice & f une fois choisies des bases de L
el .

4. Exemples d'homomorphismes et de matrices

Non

allons indiquer maintenant quelques exemples d’homomorphisimes, et de

représentation d'un homommorphisme par une matrice.

Jixemple 1. Soit L 'espace vectoriel réel formé des vecteurs d'origine donnée O
dans le plan usuel, et considérons 'application f: L — L qui transforme
tout vecteur d'origine © en celui ?ui s'en déduit par la rotation d’angle §
{donné} autour du point Q. Clest évidemment une application lindaire (car

une rotation transforme
4y un parallélogramme en
un parallélogramme, et
une rotation de centre O
commute a4 toute homo-
thétie de centre O). Soit
Oz, Op un systéme de
coordonnées recfangulaires
dans le plan, § et j les
vecteurs unité (*) de Ox et
Oy} un raisonnement géo-
métrique évident montre
que lon a les relations

P f{)=1i.cost - jsinp
(J)=—i.sinb 4 j.cosd;

it suite, la matrice de fpar rapport 4 la base (i, 7} de L n'est autre que

cos§ —sin )
sin <os b

(*) Le vecteur { n’a évidemment aucun rapport avec le nombre complexe £...

(on n'oubliera pas que les lignes de la matrice (7) d’un homomorphisme
s’obtiennent en considérant les colonnes figurant dans les relations (5), ce qui
explique le résultat trouvé ici).

Exemple 2, Prenons L = M et supposons K commutatif; alors, pour tout Ae K,
Papplication x — Jx (homothétie de rapport 1 dans L) est linéaire. Comme
elle transforme une base a4,, .. ., 4, de L en les vecteurs

hay=h.a+ 0.+ - 0.4,

A T

}‘.ﬂn =0.a1 + O.ag + e —I‘ l-ﬂn,

on voit que la matrice de I’homothétie de rapport i, par rapport & une base
quelcongue de L, est
» 00 ... CI\.1I

on dit que c’est une matrice scalaire 4 coefficients dans Panneau K.

On notera qu'ici la matrice de f est indépendante du choix de la base
4y, ..., 8, de L; on peut montrer facilement que les homothéties sont les
sels endomorphismes de L 4 posséder cette propriété.

Esemple 5. On appelle forme linéaire ou covecteur sur un K-module 4 droite
L tout homomorphisme de L dans le K-module a droite, autrement dit toute
application

fi L—=-K
telle que lon ait

Fl6 4 pe) = f(x)a+ (¥ quelsquesocienti, peK, x,pel.

Par exemple, le § 11, n® 4 montre que les fonctions coordonnées de L par rappert
& une base de L sont des ]farms.f {indatres sur L.

Soit f une forme linfaire sur L, et choisissons (si c’est possib]e& une base
gy, . .., a;de L; pour attacher 4 f, comme & tout hc_:momorphisme e modules
libres de type fini, une matrice, il faut encore choisir une base du K-module
i droite K : nous choisirons la base canonique de celui-ci, formée du vecteur
(sic) 1. Pour calculer la matrice de f par rapport 4 ces deux bases, on doit

écrire .
Sla) = 1.ay

il est clair qu'il est plus simple de poser

Slay) ==

@) =

et alors f est représentée, par rapport aux bases considérées de L et K, par
la matrice ligne
(21« oy ‘1?);



la donnée de cette matrice détermine f grace 4 la formule

jll:ﬂlEl. S RN ﬂlep) =k 4 e oapk,

on dit souvent que les «; sont les coefficients de # par rapport & la base {a/);<i<p
de L.

Si en particulier L = K¥#, 1l s'impose de choisir la base canonique de L;
les «; s'appellent alors simplement les coeffleients de f (sous-entendu : par
rapport & la base canonique de KP), et fest donnée par la relation

Sy b)) =abi + 5 + % g
Laemple 4. Soit M un K-module 4 droite, et considérons un homomorphisme

Ji K->M

de K-modules & droite; posant

fli)=ce M

on a

SE =718 =71 =4,

ile sorte que la connaissance de ¢ détermine entiérement f (dans la pratique
on ne fait pas de différence entre Phomomorphisme f et Pélément ¢ de M).
Supposons que M admette une base b,, ..., b;; dans K, utilisons la base
ranonique; posant

e=f(1) = by + - + by

on voit que la matrice de f par rapport aux bases considérées de K et M est
la matrice colonne

formée avec les composantes du vecteur ¢ par rapport a la base considérée
de M.

Il nous arrivera parfois dans la suite d’identifier (une fois choisie une
base de M) chaque vecteur de M avec la matrice colonne dont les termes sont
les coordonnées du vecteur considéré par rapport 4 la base choisie dans M;
ce point de vue sera justifié plus loin (§ 14, n? 4). )

[L.es exemples précédents sont de nature purement algébrique (comme tout ce qui

e rapporte aux modules libres de type fini), L’ Analyse fournit par contre des exemples
d'homormorphismes qu'il serait tout 4 fait artificiel de chercher 4 représenter par
tles matrices {méme infinies). En voici quelques-uns,

Ixemple 5. Soient a et & deux nombres réels tels que a <7 b, notons X 'ensemble
deste Rtels que a < t < b (X n'est autre que Uintervalle [a, 4]), et désignons
par L I'espace vectoriel réel formé par toutes les applications f: X — R qui

sont continues quel que soit e X (cf. § 10, Exemples 4 et 7). Soit N(s, t) une
fonction & valeurs réelles, définie et continue sur le carré X x X. On peut
démontrer (en utilisant le fait que la fonction N est ynifarmément continue sur
le carré X x X) que pour toute fonction /e L, la fonction

0= Neosoa  (@<s<

est encore continue sur U'intervalle X, autrément dit que f* e L. Cela fait,
Papplication u : f—>f* de L dans L est lindaire. Soient en effet f, geL et
posons f + g =h; on a

ws) = [ NG, a0 = [ Nis 0L/ 0) + e
= [Nty F i+ [N 0208 =749 + 240,

autrement dit k% = f* 4 g*, de sorte qu’on a u{f+ g) = u (f) + ulg); on
démontrerait de méme la relation x#(3 f(g = f) pour tout e R.

Llapplication u de L dans L s’appelle un opérateur intégral; I'étude (notams
ment par Hilbert et F. Riesz) de ces opérateurs a conduit & la création, dans le
premier quart du xx° siécle, de ce qu'on appelle aujourd’hui I’dnalyse Fonce
tionnellz. Il va de soi — ce serait trop facile.,. — que les considérations pure-
ment algébriques, et essentiellement triviales, qui sont développées dans cet
ouvrage ne sont d’aucun secours sérieux en Analyse Fonctionnelle, saufl pour
fournir & celle-ci une terminclogie raisonnable et une vague idée des directions
dans lesquelles la recherche dot s'effectuer; en fait, les difficultés qu'on ren-
contre en Analyse Fonctionnelle pour établir des résultats non triviaux sont
rarement de nature algébrique; elles sont le plus souvent de nature « analy-
tique » et exigent, pour étre surmontées, l'emploi de méthodes « topologiques »
(i, e. fondées sur la notion de « continuité »). Il est du reste intéressant de
remarquer que le développement de I’Algébre linéaire élémentaire a étd
grandement influencé par celui de PAnalyse Fonctionnelle, alors qu’on aurait
pu espérer voir plutét le contraire, ..

Exemple 6. Prenoms le méme espace vectoriel réel L que ci-dessus; alors appli-
cation

s [ ra=1r)

de L dans R est une forme lindaire sur L : si en effet £ et g sont des fonctions
continues sur U'intervalle [e, §], Uintégrale de la fonction f -+ g est la somme
des intégrales des fonctions fet g; et s1 l'on multiplie f par une constante & R,
son intégrale est aussi multipliée par .

Exemple 7. L’anneau de base étant toujours R, considérons les deux espaces
vectoriels réels L et M que voici : les éléments de L sont les applications
[ R — R admettant une dérivée seconde continue £, et ceux de M sont toutes
les applications confinues ¢+ R — R (on n'impose aucune condition de déri
vabilité). Bien entendu, les opérations vectorielles dans L et M sont délinies
comme au § 10, Exemple 4.
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Choisissons une fois pour toutes des fonctions , b, ce M (i. e. des fonctions
continues d'une variable réelle), et pour toute fonction fe L formons la

fonction
Fr() = alt) f() + b)) + e(t) £ )3

évidemment f * appartient & M, d'ou une application D : L — M donnée par
D(f) = % pour tout feL. Celadit, Destun homomarphisme. En cfiet

Dif+g) =a(f+e +e(f+a telf+ gl
=Qf"l-t’af’+€f"+ﬂ3+ﬁ£’+f£"=D[f}+D(§),

et on montrerait de méme que D(A f) = WD f).

Les homomorphismes de ce genre interviennent dans la théorie des éguations
différentielles linéaires.

Notons qu'il est aussi facile de construire des formes linéaires sur I'espace
vectoriel L; c’est le cas par exemple de Papplication

f=f"10)

de 1. dans R, qui & chaque feL associe la valeur pour ¢ = 0 de sa dérivée
seconde.

§ 13. Addition des homomorphismes et matrices

1. Les groupes edditifs Hom (L, M)

Soient L et M deux K-modules (2 gauche par exemple) sur un anneau quelconque
K. On désigne par la notation

Hom (L, M) ou 4L, M)

I'ensemnble de toutes les applications linéaires de I dans M; on utilise aussi (lors-
qu'il peut y avoir ambiguité sur I'anneau de base) la notation

Hom(L, M) ou €, (L, M).
TrEorEME t. Soient L et M deux K-modules & gauche. S5
figi LM
sont des homomorphismes de L dans M, il en est de méme de Uapplication
FAg: xS+ ek

1 ensemble Hom (L, M), munt de la loi de composition (f, g) ==f + & estun groupe commu=
i'r“'”ll.
Posons h == f -+ g; alors

Ko 4 ny) = (x4 w2 + g0 + )
SF () A+ e f () 4 el + pe(d)
—[F () + 2]+ [ F () +el]
= M%) + ph()s

i Aablit la premitre assertion de I'énonce.

e établic la seconde, considérons 'ensemble E de foufes les applications
Mindaires ou non) de L dans M; muni de la loi de composition {f, DS+ b
Vel i Eroupe commutatif (§ 10, Exemple 4; le fait que L soit un module n’inters
Cient pas, on regarde simplement 1, comme un ensemble). Ilreste donc 4 faire volr
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que Hom (L, M) est un sous-groupe de E; or Hom (L, M) contient évidemnment
I'¢lément neutre de E (& savoir Papplication de L dans M qui prend partout la
valeur 0), et si f, g sont des homomorphismes il en est de méme de f— g, comme le
montre la premiére partie de la démonstration, dol le résultat cherché,

e Théoréme 1 permet d’appeler Hom (L, M) le groupe des homomorphismes de L
dians M.

Lorsque Vanneau de base K est commulatif, on peut méme considérer Hom (L, M)
comme un nouveau K-module & gauche. Tout d’abord, reprenons I'ensemble E de
{outes les applications (linéaires ou non) de L dans M; le § 10, Exemple 4 permet
de considérer E non seulement cornme un groupe additif, mais comme un K-module
4 wauche, le produit ). f d'un scalaire he K et d’une application f: L - M étant
I"application

x.—b-lf(x}.

de [, duns M (et cela ne suppose pas K commutadif). Or il se trouve que, K étant
commutatif, Pensemble Hom (L, M) est non seulement un sous-groupe mais un sous-
modnle de B, autrement dit que si fest un hemomorphisme de L dans M, il en est
cncore ainsi de £ = 3 f ;eneffet, ona

Frax 4 By) = 1S (xx + By) = e f(x) F2B. ()
= ahf{x) 4+ B F() = af (=) +BS(),

comme annoncé, On peut done bien, dans ce cas, regarder Hom (L, M) comme un
I -nodule & gauche,

Si par exemple L et M sont des espaces vectoriels réels (resp. complexes), alors
on pent regarder Hom (L, M) comme un espace vectoriel réel (resp. complexe).

8. Addition des matrices

Dans e qui précéde, supposons que L et M soient des K-modules a droite libres
de type fini; choisissons une base (a),zi<pde L et une base (b)1<,<,de M; enfin,
stant donnés deux homomorphismes /et g de L dans M, soient

§

s

A= (whizicprgiza
i<

B= ($|3 14

i

i

polEisq

leurs matrices par rapport aux bases considérées de L et M. On a donc

fla) = by + oo+ b,
gla) = b+ e o b

Posant A — f | g, et désignant la matrice de & par rapport aunx bases considérées
it

C= (‘ru;':'m_w;rl.l BT
on A

hla) = f(a) b oglag) bylay 4+ fu) + o0 by(iy + Bigh

nt 2 ALDLTELN RS ind RAualo

et par suite les termes de C sont donnés par les relations

(1) w—as By (Li<p1 i< q)

fiant donndes deux matrices A = () et B = (8;) & coefficients dans K, on
est ainsi conduit A appeler somme des deux matrices A et B la matrice C = (y)
donnée par les relations (1); on la désigne par la notation

A+ B.

On notera que la somme de deux matrices n'est définie que si celles-ci ont le
méme nombre de lignes, et le méme nombre de colonnes.

Si I'on identifie une matrice (), <izp, 1<i<q & un élément de Ko7, il est clair
que 'addition des matrices se rédnit & celle des éléments de K4, Par suite, I'ensemble
dles matrices 4 p colonnes et g lignes, muni de la loi de composition (A, B) — A + B,
est un groupe commutabif.

On a en outre — et pour cause — le résultat suivant :

TuforEME 2, Sotent L et M des K-modules libres de type fini, f et g des Romomorphismes de
I, dans M; soient A et B les matrices de f et g par rapporl & une base (a)) de L et & une base
(b,) de M. Alors la malrice de f 4 g par rapport & ces bases est A + B.

Notons enfin quon peut regarder I'ensemble des matrices 4 p colonnes et g
lignes & coefficients dans K non seulement comme un groupe additif, mais méme
comme un K-module & gauche [ou & droite); il suffit de définir, pour une matrice

A = (ay)
les expressions JA et Al par les formules suivantes :

WA = l::‘.ﬂ'.;'j}, Ak = {Dii_r)\)-
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I. L'anneau des endomorphismes d’un module

fablissons tout d’abord le résultat suivant :

TrhonkMe 1. Soient L, M, N trois modules; étant donnés des homomorphismes

fgtL-M o f:M =N,
on a la relation

ho(f+g)=hef+hog
dlant donnés des homomorphismes
f:L—-M et g h:M—N,

on a la relation

(g+Bof=gof +hot
[tablissons par exemple le premier résultat. Posantu =f + g, on a

houlx) = hu(x)] = ALf (#) + g(x)] = ALF (=)) + Alg()]

ce qui montre que l'application ko u est somme des applications ko f et kog,
d'otlt le Théoréme.

COROLLAIRE, Soit L un module sur un anneau; U'ensemble Hom (L, L) des endomorphismes
du module 1, muni des lois de composition

(hefte (La=Sfos
Ak un anneau.
Le fait que Hom (L, L), muni de PPaddition, soit un groupe commutatif résulte
du § 13, Théortme 1, L'associativité de la multiplication résulte du § 2, Théoréme 2,
et l'existence d'un élément neutre du fait que I’application identique j, appartient
A Hom (L, L). Enfin, le Théoréme 1 montre que les conditions de « distributivité »
sont satisfiaites, ce qui achéve la démonstration.

L'ensemble Hom (L, L), muni des deux lois de composition en question, s’appelle
I’anneau des endomorphismes du module L. Il est en général non commutatif (méme
si 'anneau de base K est commutatil), comme on le verra plus loin.

2. Produit de deux matrices

Soient L, M, N des modules & droite fibres de type fini, et choisissons des bases
(g, «- s @p)s (B <o o by) et (egy - oy ¢} de ces modules, Considérons des homomor-

phismes
f:M->N et g:L—-M

et Phomomorphisme composé
h=fog:L—+N
Désignons la matrice de f par rapport aux bases (b;) et (cu) par
A = (zu)rgigo 16k
celle de g par rapport aux bases (a;) et (b)) par
B = (Bihigigragisn
et celle de A par rapport aux bases (] et {¢x) par
C = ({u)igizp1ghgrs

on se propose de calculer G en fonction de AetB.
Soit
¥ =afy + o0+ %
un ¢lément de L; nous poserons

glx) =y = b+ -0+ bong
hl:xj Zf(_)') =6Lc1 + - %Grtrr

(tomme on connaitles matrices A et Bde fet g, les formules (6) du § 12, n® 3 montrent
qu'on a
L = ayfy + + 0 T %y (1 Lk<r)
W= B - F Bl (S JS4b
el par suite
L= 11&(&11:':1 + - -+ BplEpj
+ age (Bl + - + Bt
+ wg(aghs + -0 + Badks) ;

iain In matrice G = (ys) de & est aussi donnée par les formules

L = ‘f;kar 4 4 Tpk’Ep;



comparant les résultats obtenus on trouve donc les relations

Yie = 2 + I!‘!E‘l! + -+ ﬁ;kﬁw
Tor = wubp + 2bm + 0 anfag
ou, sous une forme plus condensée,
J=F
() T = ey + o0+ oaphy = lea‘.jkﬁ;j-
=1

Ce résultat nous conduit 3 introduire la définition suivante : étant données
tles matrices

A= (ap)igigorgeer B = (Buligigrigicq
i cocllicients dans "fanneau K, on appelle preduit de A et B la matrice
AB = (Tak}l,q_;:.g;p,lgkgr

dont les cocfficients sont donnés par les relations (1).

On notera que le produit AB n’est défini que si le nombre de colonnes de A est
dgal au nombre de lgnes de B; et alors la matrice AB a autant de lignes que A,
ol autant de colonnes que B.

Il est clair qu'avee la définition précédente nous pouvens énoncer le résultat
surviant

Tdonime 2. Soient L, M, N des K-modules & droite libres de type fini, (a)), (8;), (¢x) des
bases e L, M, Noet fr M — N et g: L — M des homomorphismes. Soient A la malrice
de [ frar rapport aux bases (b;) et {cy), et B celle de g par rapport aux bases (a)) et (b)),
Alors la matrice de f o g par rapport anx bases [a;) et (cy) e3t AB.
Donnons maintenant quelques exemples de multiplication de matrices.

Fxeniple 1. Prenons
P

A= (m ... a0 .B=( );
B

le produit AB est défini et est une matrice a une ligne et une colonne, donc
ee I forme () ol v est un scalaire; la relation (1} donne évidemment

=yt o by
ct on dit, pour des raisons évidentes, que le scalaire y est le produit de la
« ligne » A par la « colonne » B.

Cle résultat permet de retenir facilement la régle générale de multiplication
des matrices, En effet la formule (1), avec les conventions qu’on vient d’intro-

duire, s’écrit encore
‘B
Tikzltu:]_k.--l‘lqk)r( [

By

autrement dit, les lermes situés sur la & ligne de AB s’obtiennent en multipliant la
k¢ ligne de A par les colonnes de B. C’est cette régle qu’on utilise toujours dans la
pratique.

Exemple 2. La multiplication des matrices carrées d’ordre 2 est définic par la
formule

a’ b’) a’ b“) _ fala" 4 b g B

¢ d' f\e" 47 \da" +d" ¥+ A
Par exemple, si x et y sont des nombres réels, on a

cos £ sin x) cosy sinyy cos {x -+ y) sin (¥ + y)
—sin x  cos ¥, —siny cosy/ \—sin (x +3) cos(x+)/’

compte-tenu du § 12, Exemple 1, ce résultat exprime qu’en composant, dans le
plan, les rotations d’angles x et y autour d’un point 0, on trouve la rotation
d’angle x 4 y autour de 0.

A}

Exemple 5. Pour tout anneau K et tout entier n = 1, considérons la matrice
f1.00 i)
0

000 L 1y

a n lignes et n colonnes; on I’appelle la matrice unité d’ordre n. Cette terminologie
est justifiée par le fait que, quelles que soient les matrices X et Y & coefficients
dans K, les relations

L.X=X Y..=Y

sont vraies (pourvu qu’elles aient un sens, i.e.si X anlignes, etsi’Y a n colonnes)
Ces relations s'obtiennent facilement sur les formules (1), et s'interprétent
géométriquement comme suit. Soit L un K-module & droite libre de type
fini, possédant une base (a;); 21<. formée de n vecteurs {on peut prendre par
exemple L = K" et la basc canonique); alors I'endomorphisme j: L — L
ayant 1, pour matrice par rapport 4 la base (q;) n’est autre que Vapplication
identigue de L dans L, comme le montrent les formules (6) du% 12, n? 3 et le
fait qu'ici on a
VIosii=]
TR0 sl

Cela dit, pour établir par exemple la relation 1,.X = X, on_introduit un
second module M, une gasr& () de M, et Phomomorphisme 1 M — L ayant
X pour matrice par rapport aux bases considérées de L et M; le Théoréme 1
montre que 1,.X est la matrice, par rapport 4 ces bases, de 'homomorphisme
jo f;maiscommej = j enaj o f=f, d’ol la relation cherchée.

3. Annecux de matrices

Les opérations d’addition et de multiplication des matrices, que nous avons définies
dans ce § et le précédent, obéissent, dans la mesure ol elles ont un sens, aux réples



de caleul usuelles. On le sait déja pour Paddition (§ 13, n® 2). En ce qui concerne
la multiplication, on a la relation d’asseciativiié

A(BC) = (AB)C

toutes les fois que les deux membres sont définis; pour le voir, on introduit les homo-
|||m-|:|1ismcs

f:K =K, g:K'-K, 4:K —K

dont les matrices (par rapport aux bases canoniques) sont A, B, C; alors, d'aprés
le Théoréme 2, la matrice A(BC) représente f o (g o &), tandis que (AB)C repré-
sente (f o g) ok, d'ol le résultat annoncé.

Enfin, on a les relations de distributivité

A(B+ C) = AB + AC, (A + B)C = AC + BC,

qu'on démontre, comme la formule d’associativité, en remplacant A, B, C par des
homomorphismes de modules et en appliquant le Théoréme 1.

Iin particulier, pour tout entier n 2= 1 et tout anneau K, désignons par la nota-
tion

M.(K).

L] & r ¥ 3 -
I'ensemble des matrices carrées d'ordre n (ie. & n lignes et » colonnes) a coefficients
dans K; on a sur cet ensemble deux lois de composition

{A, Bl = A 4+ B, {A, B) = AB;

cela dit, M, (K), muni de ces deux lois de composition, est un anneau. On sait en effet
déjh que, relativement & 'addition, M, (K) est un groupe commutatif; d’autre part,
on vient de démontrer que la multiplication est associative, et il est clair (Exemple 3
vi-dessus) qu'elle admet un élément neutre, 4 savoir 1,; enfin, les formules précé-
dentes montrent que, dans M, (K), la multiplication est distributive par rapport a
I'addition.

On dit que M,(K) est I’anneau des matrlees d’ordre = & coefficlents dans K. II est
évidemment isomorphe 4 'anneau des endomorphismes du K-module 4 droite
K" (ou de tout module admettant une base de # vecteurs).

Mime lorsque K est commutatif, I'annean M, (K) n'est jamais commutatif si n 2z 2;
pour n = 2, il suffit pour le voir d'observer que

(50606 7)
(26 D=0 2

a Manneau M,(K) étair commutatif on aurait done xp = y quels que soient x, y= K,
ce qui a peu de chances de se produire si K posséde au moins deux éléments...

tandhs que

Ce sont naturellement les anneaux M,(K) qui, historiquement, ont fourni les
premiers exemples d’anneaux non commutatifs.

Comme dans tout anneau, on dit que deux matrices X et Y carrées d’ordre n
commutent cu sont permutables lorsqu'on a

XY =YX,

Exemple 4. Prenons pour X une matrice diagonale, i.e. de la forme

» 0 0 ... 0
x_: DXgO G

YOO00 L. a,

et cherchons 4 quelle condition une matrice Y = (¥i)12ign, 12520 COMmute
4 X; un caleul simple montre que

XY = (xo)y  ¥YX = ()
il est donc nécessaire et suffisant que I'on ait
%0 =yyx; pour 1 £ i1 <j<n

Supposons que K soit un anneau d'intégritd commutatif et que les termes x; de
X soient deux d deux distincls; la condition précédente, qui s’écrit

(xi — )3y =0

vu la commutativité de K, montre, puisque K est intégre et que x # ¥,
pour £ # j, que I'on doit avoir y; = 0 pour 7 # j, autrement dit que Y doit
étre une matrice diggonale; cette condition est du reste suffisante attendu qllic
deux matrices diagonales, A coefficients dans un anneau commutatif K,
commutent toujours comme le montre le calcul précédent.

4. Ecriture matricielle des homomorphismes

Soient L et M des K-modules 4 droite libres de type fini, et f un homomorphisme
de L dans M. Choisissons une base (a),2:<, de L et une base (), ., de M,
et soit

A = (ayhigigr1gige

la matrice de f par rapport aux basses considérées. Etant donné un vecteur
x=a151+ +‘ﬂp-;|p:

le vecteur

Sy =bmy + -0 + byng

est donnée par

Qe E R R E R E o om o om o aEa s

Mg = wafs + 0+ 2pdpt
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or ces formules signifient visiblement gu’on a la relation
B -
(“11 e “FI) ‘-':1) (7]1)
F1g - -r Fpg KEP' Mg,/

Autrement dit, st Pon identifie chague xe L & la malrice colonne formée avec ses coordonnées
par rapport & la base (a;) de L, et chaque ye M & la matrice colonne formée avec ses coor-
donndes par rapport & la base (b;) de M, la relation

y=Jx
filre les vecteurs x el y est équivalente & la relation
¥ =Ax

entre les matrices x et p. Ce résultat permet de calculer de fagon quasi mécanique
avee les homomorphismes de modules libres de type fini.
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Il est parfaitement utopique d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supéricures soient-elles, sans résoudre des Exercices.

Les Exercices qu'on trouvera dans ce livie somt de trois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposdes dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre. D'autres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires: en les étudiant, le lecteur s’habituera & manipuler le langage et les modes de
raisonnenicnts utilisds dans le lexte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas frés faciles sont
précédés d'un signe €. Enfin, la derniére catégorie est conslitude par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants d4ja avancés qui ' intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes €.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement A se convaincre, 4 Uaide d'un « brouillon » fait & la hate, du fait qu'on en a & peu
prés cormpris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de calcul numérigue,
il faut par contre s'efforcer de rédiger dntégralement les Exercices plus théoriques, ot 'on doit
construire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cette fagon,
I'étudiant parviendra & acquérir un langage clair et correct, et a utiliser les termes technigues
dans leur sens propre, ce qui, en AMathématigues, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.
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1. On considére les matrices (A coefficients"dans C)

S I !

L [0,
¢ “ J

Etablir les quinze relations suivantes

[Ill Is] = EIB:

v (0 9)

[, L] = 21,

[T, L] = al,

[, ] = —2ls (1), Ig) = —2I, [Ty 1] = — '“t
(1 L] = I I, L] = T1s Lo L) = Il
[Ls, Il= —'2131 L. 1) = 21y, s L) = Il
L I1=10, L, L]=20 [15! Il] = ),
ot I'on pose d’une fagon générale
[X, Y] = XY — ¥X.
Trouver toutes les matrices carrées d’ordre 2 qui commutent aux six matrices 1, by

5. Titablir les formules de 1'Exercice précédent pour les matrices

a0 0 0 0 1 0 0 00 [
p 0o 0 0 — 1 0 0 0 a 0 o
= I = -

L=243 60 1] c=2{ g o0 0) B (:::- hon
0 0 1 0 0 0 0 0 o won

"0 ] I 00 11 1 nonon
1= ¢ 0 —ruh, 1, = o 0 0 oy L - ] oo
4 0 —1 0 ] s —1 0 0 0 . 0 "R
0 —1 0 0, 1 0 0 0 i oo

3. Trouver toutes les matrices carrées d’ordre 5 commutant 4 la matrico

‘10 0
0 1 0
3 1 2
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{on prendra comme annéau de base soit le corps G, soit un corps commutatif quelcongue,
anit un anneau arbitraire — au choix...}. -

4 Soit K un anneau commutatif, Montrer que IPapplication de M,(K) dans MK) qui

. . b .
transforme chaque matrice (a a’) en la matrice
c

a 0 & O
0 a 0 b
c 0 d 0
0 e 0 d

B

eal un isomorphisme de I'anneau M,(K) sur un sous-anneail de M,(K}. Interprétation en
terines de modules?

B, Caleuler le produit des trois matrices

0 2 —1 "0 34 — 107 /27 —18 10%
(—-2 —1 2); ( sz 26 — 68 ) — 46 31 ——1;.')-
g —2 —I L0150 — 140, 3 2 1,

!

Lilectuer le méme caleul en prenant pour anneail de base 'anneau Z/5Z des entiers modula 7.

0. Caleuler le cube de la matrice carrée d’ordre n

1 1 1 1
0 1 1 1y,
o 0 0 1

7. Soit A = (‘1 i‘) une matrice carrée dordre 2 & coefficients dans un anneau commutatif
4
quelcongque, Mentrer quwon a la relation

Al (a + YA + (ad — Bl = 0.

#, Titant donnée unc matrice carrée
A=z d1gn)%a
A coellicients dans un anneau commutatif K, on appelle frace de Ale scalaire
Tr(A) = 23 + daa + -+ F Guw
somine des ¢léments diagonaux de A. Montrer gu'on a
Te(A + B) = Tr{A) + Tr(B), Tr(AB) = Tr(BA)

quellen gue soient les matrices A et B,
On suppose K= €. Déduire de ce qui préctde qu'il est impossible de trouver des matrices
carries X et Y dtordre o telles que

XY —YX =1,

0, Sotent K un anneau < ommutatif et f un élément de K, Montrer que les matrices

(%)
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(ol1 » et y sont des éléments arbitraires de K) forment un sous-anncau L de M, (K]}, et que
L est isomorphe 4 l'annean K[yd] du§g. Casot K = R,d = —1 ?

10, On dit qu'une matrice carrée X d’ordre n 2 coefficients dans un anneau K est nilpotonta
il existe un entier r 2= 1 tel que X7 =0, et unipotenta si la matrice 4, — X est nilpotente,
On suppese K = € dans ce qui cuit. Etant données une matrice carrée nilpotente N, et une
matrice carrée unipotente U, on pose (cf. § 8, Exerclee 2)

J 2 L3
cxp(N)=r+£‘—|—N'+...N +
1! 2! k!
() — U= =0

1 2

0 a ¢ PR G4
N=[|0 0 &} Uz((} 1 _y);
00 o O I I O

vérifier que IN est nilpotente, que U est unipotente, et qu'on a les relations

On prend

expllog(U)) = U,  log(exp(N}) = N

[on calculera effectivement les matrices expilog(U}) et loglexp(IN)), sans utiliser le pdaulin
général de 1" Exereice 2 du § 8].

11. Pour tout nombre complexe i, on pose

/1t ottt st .I.QZ gt
1.:“} = ( 01 4 5l + apd + ?.fd ;

Vo0 G |

SO0 0 1 /

montrer qu'on a
U5 U =Ul+ 8

quels que soient s, £ G et que U{t} = exp(tN) ot N est une matrice nilpotente qu'on caloulers

12. Soit z un nombre algébrique, ie. (§ 11, Exemple 11} un nombre complexe raving AT
teuation algébrique a coefficients rationnels non tous nuls.

4} Montrer qu'il existe un enticr 1 = 1 et des nombres rationnels ag, ...y 4,y W ue i
ait une relation de la forme

2= g ez e e b a T

iy Seit K le sous-anneau de © engendré par Q et z; montrer que K, conmbdérd camme
espace vectoriel sur @, est engendré par les éiéments 1, 2, . v 21

¢) On suppose n minimum dans ce qui précede, Montrer quialors 1, 2, oo, 2 P DEMERE S
hase de K regardd comme espace vectoriel sur @.
4y Soit £ Papplication de K dans K donnde par

f(u) = zu pour tout ne K.

Montrer que ¢'est un endomorphisme do K regardd comme expace vectoriol sur Q. Clalonilar 1n
matrice de £ par rapport & ln base dis K dhdlinie dans la question o,



qq
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18. Soient L et M deux modules a gauche sur un anneau K ; on suppose donnds un sous-module
L' de L et un homomorphisme f de L dans M. Prouver que les deux conditions suivantes sont
équivalentes : a) L' est contenu dans le noyau de f, i.e. on a f(x) = 0 pour tout xeL'; b)
fest composé de Papplication canenique de L sur le module quotient L/L" {§ 10, Exercicz 10)
et d*un homomorphisme de L{L' dans M.

14. Scient K un anneau, L, M et N trois K-modules & gauche, £ un homomorphisme de L
dans M, et 4 un homomorphisme de L dans N; on suppose p surjectif. Montrer que les deux
conditions suivantes sont équivalentes : a) on a Ker( f) 2 Ker(g); b) f est composé de pet d'un
homomorphisme de N dans M.

15. Scient L lespace vectoriel réel formé des vecteurs d’origine donnée O dans l'espace
usuel, et L' le sous-espace vectoriel de L formé des vecteurs portés par une droite donnée
(resp. un plan donné} passant par O. Pour tout x& L, on note £ {x} le vecteur projection ortho-
gonale de x sur L'. Montrer que Papplication fde L dans L' est linéaire, Quel est son noyau?

16. Soit K un anneau. On dit qu’un K-module & gauche M est simple ou irréductible s'il
n'est pas réduit & 0 et si les seuls sous-modules de M sont {0} et M tout entier.

a) Pour que M, supposé non nul, soit simple, il faut et il suffit que, quels que solent a, be M
avec a # 0, il existe un . e K tel que & = Xa. En déduire que, si K est un corps, tout K-module
simple est isomorphe 3 K. .

) Soit M un K-module simple, On choisit dans M un élément a %= 0, et on note I I'ensemble
des 1 e K tels que a = 0. Montrer que T est un idéal & gauche maximal de K (§ 8, Exercice 7).
Montrer que Papplication & — ia de K dans M est composée de Uapplication canonique de
K sur K/I, et d'un isomorphisme du EK-module i gauche K/Lsur M.

Montrer inversement que, pour tout idéal 4 gauche maximal 1 de K, le K-module & gauche
K /I est simple.

¢) Soient L et M deux K-modules & gauche simples, ¢t / un homomorphisme de L dans M.
Montrer que, si f n'est pas nul, c’est un isomorphisme de L sur M (lemme de Schur). {On
examinera le noyau ct U'image de f.)

d) Soit L un K-module 4 gauche simple. Montrer que I'anneau des endomorphismes de L
est un corps (en général non commutatif}.



