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La notion de module sur un anneau fournit un cadre général et abstrait permet-
tant de traiter les aspects purement algébriques des problémes « linfaires » qu’on
rencontre dans toutes les branches des Mathématiques : théorie des nombres,
algébre linéaire classique, calcul tensoriel, formes différentielles, équations aux
dérivées partielles, équations intégrales, géométrie algebrique, fonetions analytiques,
topologie algébrique, ete...

Clertains résultats de la théorie des modules sur un anneau K ne sont valables
que moyennant certaines hypothses concernant 'anneau K : par exemple, a théorie
de la « dimension » suppose que K est un corps.

Par contre, les résultats les plus simples sont valables pour teut anneau K; ce
sont ces résultats qu'on trouvera dans ce chapitre (§§ 10 & 17). Le lecteur qui trouve-
rait trop général et abstrait le peint de vue adopté ici, et.qui preférerait supposer
que I'anneau de base K, est, par exemple, le corps R des nombres réels, ne parvien-
drait pas a simplifier de fagon trés substantielle les 8§ en question : en faisant I’hypo-
thése que K = R, on pourra négliger les Exemples 5, 6, g, 10 et le n°® 4 du § 10, les
Exemples 4, 5, 6, 11 du § 11, la Remarque 4 du § 16, et 1" Exemple 2 du § 17, tout le
reste demeurant sans aucun autre changement que le remplacement de la lettre K
par la lettre R.



-§ 10. Modules et espaces vectoriels

1, Définition des modules sur un anuieai

Soit K un anneau; on appelle module A gauche sur I'anneau K, ou encore K-module
A gauche, l'objet formé par un ensemble M, une loi de composition sur M, notée

{.‘%‘,)’) =& + o
et une application de ensemble K 3 M dans M, notée
(h, &) =%

con données étant assujetties 2 vérifier les deux conditions que voici :
(M 1) 1rensemble M muni de la lot de composition (x, ¥) =¥+ est un groupe commi=
falif;
(M 2) :onales relations
Mpr) = (odss 1=
(?,-1—y.}x=1x~'rpx; Mx ) =+ Ay

quels que soient %, y € M e, pe K.

Dans la théorie des modules, Panneau K est fixé une fols pour toutes, ¢t s’appclle
péndralement ’anneau de bage; sc$ &léments prennent alors le nom de scalaires {eton
len dénignera le plus souvent par des lettres grecques) ; les ¢léments des K-modules
W appellent au contraire des vecteurs (ct on les désigne le plus souvent par des lettres
latines, que de nombreuses pErsonnes croient devoir surmonter d'une fleche, ce que
Pimmense majorité des mathématiciens a cessé de faire depuis longtemps). Mais la
disiinction entre « scalaires » et « yvecteurs » n'a aucun sens mathématique précis
(I'fixemple 1 ci-dessous montre € effet que les « scalaires » sont des « vecteurs »
particuliers,..j, et son but est plutdt d'aider le lecteur a évoquer des images géomeé-
trigues familitres., _

Lorsgque 'annean K est un corps, on dit espace veotoriol & gaucho sur K au lieu
de K-module h gauche, En particulier, un espace veetoriel sur le corps Rdes nombres
pteln w'appele un papase voctoriol réel, ot un espace vectoriel sur le corps € des nombres
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complexes un espace vectoriel complexe; ces deux notions sont de loin les plus impor-
tantes en Analyse et en Physique; par contre, les espaces vectoriels sur des corps
arbitraires, et les modules sur 'anneau Z (cf. Exemple 5 ci-dessous) ou sur un « anneau
de polyndmes », jouent dans beaucoup de branches des Mathématiques un réle
beaucoup plus important que les espaces vectoriels réels ou complexes. Mais méme
en Physique théorique on utilise des modules sur des anneaux qui ne sont pas des
cotps, et ne sont pas commutatifs (représentations linéaires du groupe de Lorentz,
spineurs, etc...), bien que les physiciens n’utilisent pas encore le langage dela théorie
des modules.

Notons que les identités figurant dans 'axiome (M 2) des modules impliquent les
relations

#0 = 0 pour tout rekK, 0x =0 pour tout xeM

(dans ces relations le symbole 0 désigne tantot I’élément nul de K, tantat I'élément
nul du groupe additif M; le lecteur trouvera facilement P'interprétation & choisir
pour que les relations écrites aient un sens...}. Pour établir la premiére, on observe
que 20 + kx = A(0 - x) = hx pour tout xeM; il vient donc A0 =hx —dx = 0
comme annoncé. La seconde relation résulte du fait que Ox + 18 = (0 + 1)x = 1%,
Qo 0z =x—=x=0.

Nous utiliserons bien entendu sans référence les identités que nous venons de
prouver, ainsi que celles qui figurent dans Paxiome (M 2) des modules.

Notons enfin qu’on définit la notion de K-module & droite comme suit : on appelle
ainsi Pobjet formé par un groupe additif M et par une application, notée

(2, W) P> &0,
de M x K dans M, qui vérifie les conditions exprimées par les identités suivantes :

(1) & = #(hu); AT =5
200+ p) = &%+ g (x =+ ) % = =k +yh

On peut montrer facilement (n° 4) que les K-modules & droile ne sont autres que
les modules & gauche sur un anncau déduit de K par un procédé trés simple (et
du reste identique a K si K est commutatif, de sorte que la distinction entre lea
Jeux notions n'a d'intérét que pour les anneaux non commutatifs). Il nous arrivera
A'utiliser tantot le langage des modules & gauche, tant6t celui des modules & droite]
il va de soi qu’on peut passer de I'un & Iautre par des traductions triviales.

Nous allons maintenant donner quelques exemples importants de modulen
1 (Pespaces vectoriels.

2. Kxernples de modules
Fxemple 1, Pour tout anncau K et tout entier a > 1, on peut considérer 'ens

semble
K* =K x .-- x K (nfacteurs)
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comme un K-module 4 gauche, en posant, par définition,

[:E‘.L: ---aEn}"i'{le) ---:ﬂn]zﬁl":"?u; ---,ﬁn +'7in}

he(Bpy vevs Ea) = (M1, «os 2En)s

le fait que I'axiome (M 1) soit vérifié résulte du § 7, n® 2 (produit direct
de groupes), et le lecteur vérifiera facilement, en utilisant les axiomes des
anneaux, les identités figurant dans 'axiome (M 2) des modules.

Par la suite, quand nous parlerons de K comme d'un K-medule & gauche,
ce sera toujours du module ci-dessus qu'il s’agira. :

Pour n = 1, la construction précédente permet de regarder K lui-méme
comme un K-module A gauche (ce qui montre que les « scalaires » sont aussi
des « vecteurs »...}.

On peut naturellement regarder aussi K" comme un K.module & droite; il
suffit pour cela de définir Paddition dans K" comme ci-dessus, €t de poser

(51) ey E,)'}_z (EL-\, P ipl:l-

(Vest le K-module & droite K" qui intervient naturellement dans la théorie
des équations linéaires comme on le verra (mais il est clair, encore une fois,
que la distinction est sans intérét si K est commutatif ).

lixemple 2. Prenons K = R, corps des nombres réels, et pour M I'ensemble
des vecteurs usuels d’origine donnée O dans lespace usuel; définissons la
somme de deux vecteurs par la régle du parallélogramme, et le produit d'un
veeteur x d’origine O et d’un nombre réel i comme le vecteur obtenu en sou-
mettant x A Ihomothétie de centre O et de rapport %; on obtient alors un
espace vectoriel réel.

Bien entendu, on devrait prouver icl que les axiomes (M 1) et (M 2]
sont vérifiés, ce qui ne peut se faire que dans le cadre de la Géométrie El¢-
mentaire (et pour cause, uisque nous n'avons donné ici aucune définition
mathématique rigoureuse de la notion usuelle de « vecteur »).

Clet Exemple est évidemment un de ceux qui ont donné naissance ala
notion générale d’espace vectoriel ou de module, et explique emploi du mot
« vecteur » pour désigner les éléments d’un module.

FExemple 5. Dans le plan rapporté & deux axes de coordonnées Ox et Oy, consi-
dérons I'ensemble R/I des vecteurs d’origine O dont les composantes dans le
systéme de coordonnées considéré sont des nombres rationnels; il est clair
[(LIH' six,yeMon aaussix | y€ M, et quesixeMetisQaona aussi Axe M.

leci permet de regarder M comme un cspace vectoriel sur le corps @ des
nombres rationnels.

Fxemple 4. Soient K un anneau, M un K-module & gauche (par exemple K lui-
mérme), et X un ensemble quelcongue, Désignons par E Pensemble de toutes
les applications

i X = M;

on va cn faire un K-module & gauche. Pour cela on doit définir la somme
_{ i g de deux applications de X ﬁm:n M : ce sera la fonction f (x) - glx), dont
a valeur en chagque x @ X s'obtient en additionnant (dans M) les valeurs de
St g en xjoon llll.'lil. aussi définir le produit & f d'un scalaire A@ K et d'une
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application fde X dans M : ce sera la fonction » f (), dont la valeur en chaque
+e X s'obtient en multipliant par & la valeur de fen x.
On laisse au lecteur, & Litre d'exercice, le soin de vérifier en détail les

conditions (M 1) et (M 2} figurant dans la définition des modules.
On notera que si M = K et si I'on prend X = {1, 2,..., ni, une a pli-
cation fde ¥ dans M n’est autre qu'une suite {(Brs - v oy Ea) d'éléments de K —

asavoirk, = f(1),. .., &= f (n); onretrouve alors le module K de ' Exemple 1.

Exemple 5. Montrons que loul groupe commutatif G peut étre regardé comme un
Z-module d gauche. Pour cela, on éerit G additivernent, ce qui permet déja de
définir la somme de deux éléments de G — et IPaxiome (M 1) est alors trivia-
lement vérifie. I1 reste a définir le produit ax d'un ne Z ot d'un xe G, ce
qu’on fait comme au § 7, i.e. en posant

Cx+ oo+ 4 x (n facteurs) sinz1
ax =4 0 sin=0
(—n) (—x) sin<f—I.

I.’axiome (M 2) se réduit alors aux régles de calcul établies dans I Exemple ¢
et la Remarque 1 du § 7.

Si le groupe G était éerit multiplicativement, il faudrait bien entendu
définir la « somme » de deux ¢léments x &t Y de G comme étant 1y, et le
« produit » d'un xeG par un cntier rationnel n comme étant %3 1l n'y a
Aucune différence avec ce qui préctde, si ce n'est dans les nefations adopth.

Enfin, on peut facilement vérifier que fout Z-module s'obtient, par le
procédé ci-dessus, & partir d’un groupe additif,

Cet Exemple montre que la théorie des modules contient, enire autres, celle des
wroupes commutalifs, ce qui n’est pas le cas de la théorie des espaces vectoriels
(¢t encore moins si possible de celle des espaces vectoriels réels).

xemple 6. Soit K un sous-anneau d'un anneau L; on peut alors regarder L
comme un K-module & gauche, en définissant les opérations fondamentales cles
modules A aide de Paddition et de la multiplication données sur L. Autre-
yent dit, si Pon considére deux éléments x et y de L, leur somme en tant
(qUE « vecteurs » sera sin lement leur somme ¢n tant qu'éléments de I'annecau
I: et pour aeK et xsl, le produit du « scalaire » & et du « vecteur » X
wera le produit, dans l'anneau L, de 3 par x. L'axiome (M 1) est ici vérifié
paree que I'anneau L devient un groupe commutatif si I'on fait abstraction
(e son opération de multiplication; et quant a+M 2}, il se déduit évidemment
e réples d'associativité et de distributivité dans 'anneau L.

Par exemnple, on peut regarder le corps R comme un espace vectoriel sur @,
(1 e corps € comme un espace vectoriel sur R, ou sur @.

I vemple 7. Prenons K = R et formons Fensemble M de toutes les applications
f: R—R

o tions réelles d’une variable réelle} qui sont continues partout. On dé-
monire en Analyse que si f et g sont deux telles fonctions, la fonction /- &
.1 elle aussi partout continue, donc appartient & M; et que siﬁfe M, alors

/@ M pour tout scalaire ne R (les fonctions f + g et » f sont définies comme
A 1 Exemple 4 ci-dessus). T1 est ‘mmédiat de voir que le triplet formé par
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Pensemble M, Papplication {f, g) =>f =+ & de M x M dans M, et I'applica-
tion (3, f) % fde R x Mdans M, est un espace vectoriel réel. ]

Cet Exemple {qui est & l'origine de Uintreduction des espaces vectoriels
cn Analyse) est susceptible de nombreuses variantes; au lieu d’imposer aux
fonetions f considérées d’étre partout continues, on peut exiger qu'e les solent
continues en un point donné, ou dérivables en un point donné, ou qu'elles
admettent partout une dérivée seconde continue, eLc...

1. Sous-rnodules, sous-espaces vectoriels

Soit M un module 4 gauche sur un anneau K. On appelle sous-module de M toute
partic M’ de M vérifiant les deux conditions que voici :
(1) 1 M’ st un sous-groupe du groupe additif M,
(i) : les relations x e M et e K impliquént hx & M.

Pour vérifier quune partie M’ de M est un sous-module, on doit vérifier que M
eal non vide [pratiquement on vérifie que 0 e M), et que l'on a

we 4 uyeM  quels que solent 3, meK et x yeM.

Clette condition est évidemment nécessaire. Inversement, supposons-la vérifice;
faisant p - 0 on obtient déja la condition [ii) ci~dessus; pour ohtenir la condition (i),
il wnllit de faire % = 1, w = — 1, et de remarquer que dans un module on a

— x=(—1}x pourtoutre& M

(en ellet: (—1)x + &= [—1) %+ (L ya={(—1+1)x= 0x = 0).

Un module M posstde toujours au moins deux sous-modules, a savoir M lui-
iméme, ot Pensemble réduit au seul vecteur 0.

Soit M un sous-module d’un module M; la condition (i} ci-dessus permet déja
e regarder M' comme un groupe additif ; la condition (i) permet en oulre de définir
une application (&, ¥) b de K % M’ dans M’, et les identités qui figurent dans
I'axiome (M 2) des modules, étant vérifices dans M, le sont a fortiori dans M. Par
site, on peul regarder foul sous-module M de M comme un K-module & gauche.

Lovsque K est un corgs, on dit sous-espace vectoriel au lieu de sous-module.

fixemple 8. Prenons pour M lespace vectoriel réel de I’Exemple 2 ci-dessus;
on a alors dans M (en dehors de {01 et de M lui-méme) deux sortes de sous
espaces vectoriels @ a) Pensemble des vecteurs d'origine O portés par une
drofte donnde passant par O 4) Pensemble des vecteurs d'origine O contenus
dans un plan donné passant par 0. On voit du reste facilement quil n’y a
pas (l'antres sous-espaces vectoriels de M que ceux guon vient de déerire.

Fovemple g, Soit Koun anneau et pegardons-le (Exemple 1) cornme un K-module
A panche; ses sous-modules sont done les parties [ de K qui sont non vides et
telles que Ton ait

we - wyel  quels que soient u, ve K et xyel;

ce sont done les iddaux 4 gauche de K délinis au § &, n? b,
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Exemple 10, Soit G un groupe commutatif écrit additivement, et regardons
G comme un Z-module {Exemple 5) ; les sous-modules de G ne sont autres alors
que se5 3ous-groupes, car si H est un sous-groupe de G on a nx e H pour tout
zeHettout neZ.

Le résultat suivant est souvent utile :

TuforiME 1. Soient L un module sur un anneaw et (Mi)ie; une famille de sous-modules
de L. Alors Uintersection des M est encore un sous-module de L. Pour que la réunton des M;
soit un sous-module de L, il suffit que, quels que soienti,j &1, il existe un ke 1 tel que U'on ail
M, e M, of M;c M,

Ce résultat se démontre exactement comme le Théoréme 1 du § 7, et nous laisse-
rons done au lecteur le soin d’en rédiger lui-méme une démonstration détaillée.

Il va de soi qu'en général une réunion de sous-modules n’est pas un sous-module
par exemple, dans la situation classique (Exemple 8), la réunion de deux droites
distinctes passant par 'origine n’est pas un plan...

4. Modules & droite et modules & gauche (*)

Seit K un anneau. Nous allons construire un nouvel anneau qu'on appelle 'opposé
de K, et qu'on désigne par la notation

Ke:

comme on le montrera ensuite, les modules ¢ droife sur K ne sont autres que les module
i pauche sur K9,

Pour construire K9, on doit se donner un ensemble, et deux lois de composition
.ur cet ensemble, une « addition » et une « multiplication ». Par définition, I'ensemble
[0 sera Pensemble K (les anneanx K et Ko ont donc les mémes éléments), et addition
wur K0 sera addition sur K {la somme 5 + y de deux éléments de K a denc la méme
valeur, qu'on la caleule dans l'anneau K ou dans ’anneau Ko). Par contre, la
multiplication dans K¢, au lieu d’étre la multiplication (x, 3) = xy donn€e sur K, sera
I"application (x, ) F> ¥} autrement dit, si 'on désigne par xy le produit de deux
Aéments dans Vanneau K, et par x % y leur produit dans 'anncau Ko, on ala
velation

Xy = .

I st facile de voir que Vensemble Ko (= K 1) muni des deux opérations qu'on vient
Jealéfinir, cst un anneau; par exemple la formule

fxLylsz=22z+y*<
e évidemment & la relation z/x + 3) = zx i 2y dans lanneau K..

I v dde soi que, si K est un anneau commutatil, Panneau K¢ est identique &
U onean K. Ta construction de Ko n'a done d’intérét que dans le cas non commudtatil.

i*) Gl n® peut #tre négligeé en pretnigre lecture; il n'est utilisé qu'a Ia fin du § 16, ot le
I rear débatant pourra supposer 4 ce moment 'anneau K commutatif.



Soit maintenant M un module & droite sur 'anneau K. Définissons une applica-
Lo

(b, *}PpP>rhxx
ile K* = M dans M en posant
3. %= & = ¥, pour tout xe M et tout = K.

Alors le groupe additif M, muni de 'application qu'on vient de construire, est un
imodule ¢ gaucke sur 'anneau K© opposé & K. On a en effet

wr{x Ly =(x+yr=x+yi=hxx+hzy
| & E'F)*x;x{:"‘l‘!—’-)=x}~+xp-=1*x+g.n*x,
wo (wow ) = (po# o= [xu)h = xlpd) = (wd) = x = (b * W) ® X,

et enlin

ce qui ¢établit le résultat annoncé.

l.es constructions qu'on vient d’exposer montrent que les résultats établis pour
les modules ¢ gauche (resp. 4 droite) s'appliquent automatiquement aux modules
A droite (resp. 4 gauche) : il suffit de passer de 'anncau de base donné a I'anneau
apposé, On voit aussi que, lorsque I"anneau de base est commutatif, il est parfaiterment
indliflérent, dans la théorie des modules, de placer les scalaires 4 gauche des vecteurs
plutdt qu'a droite; c’est une simple question de convention d’écriture, qui n’a rien
A voir avee la réalité mathématique elle-méme, et dont on aurait tout 4 fait tort
("étre esclave au point de ne pouvoir passer de I'éeriture « dreite » a Péeriture
a ganche » et vice-versa,

o A ded LALAACLILIRES LRAAR.clBlbeadr LicRiRo Lall AEAAARERARR.

I. Combinaisons linéaires

Soient ay, . . ., 4. des éléments d'un module 4 gauche M sur un anneau K; on appelle
combinaison linéaire de 4,,. . ., 4, tout vecteur x = M possédant la propriété suivante !
il existe des scalaires &y, .. ., £, = K tels que on ait

¥ =15 + 0 Ladae

On a bien entendu une notion analogue pour les modules & droite.

Exemple 1. Dans K" (§ 10, Exemple 1) considérons les vecteurs

e=1(1,0,0,...,0,0)
522{0; IJOB"'BO!O}

e, =1(0,0,0,...,0,1);

on a visiblement

et en ajoutant les résultats obtenus on trouve donc
(I) Eigy = - F fata ZEEU -'-1Eﬂ-)'

Autrement dit, feut élément de K" est combinaison linéaire des vecteurs
€1y - .-, €, 00 4 méme un résultat plus précis : étant donné un vecteur xe K",
il existe un ef un senl systéme de scalaires &y, .. ., £, tel que Pon ait

=15 + o+ Len
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Exemple 2. Considérons le K-module & droite K pour un entier p = 1, et
solent

ay = (Eu, ZTagy « - - ulm]‘
a3 = (111) Ugpy -+ -3 ﬁp:)
@ = {“ln: L TEREE qpﬂ}

des éléments donnés de ce module. Soit

b= l:ﬁn E‘:s ey ﬁp)

un élément de KP; alors la relation
(2) b=af, + afs + - 1 2n

¢quivaut au systéme de p équations linéaires & n Inconnues iy - - -5 B que voici :

(1) e e i aaeaas .

On a cn effet

de sorte que les premicrs membres des relations (3) sont les composantes (*)
(u second membre de la relation (2).

Cet Exemple est a Porigine de la théorie « géométrique » des systémes
"¢équations lindaires.

Tudowlme 1. Soient ay,. . ., da des éléments d'un K-module & gauchs M, et M’ Vensemble
des combinatsons lindaires de a,. . ., a.; alors M est le plus petit sous-module de M conte-
pand iy, .oy 2se

Tout d’abord, la relation

a, = 1.a, + 0.as + -~ 4 0.a,

et des relations analogues pour a,..., @ montrent que M' contient @y, ..., &n-
1 autre part, tout sous-module de M contenant ay,. . ., dn contient aussif 2., .. ., &aa
quels que soient By t, e K, done contient §yay + ... + f.q,; ainsi, tout sous-
module de M contenant les veeteurs a; (1 < < n) contient M'.

Pour achever la démonstration, il reste donc A faire voir que M’ est effectivement
un sons-mnodule de M. Or soient

x Safly | e ':lel'ls ¥y Tt "|_ e _E Tnfln
denx éléments de M3 un caleul trivial montre que
PR T Qutty o0 fonfln

1"'|'|. .ILIlI.l K on appelle composantes d'un vecteur (B, o000 E,) les nd alaires £y, .0 G
volre 1" vemple 19 chedesaoun,
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aved
b= Ry 4 opg, b = Wen T Peiny

de sorte que ix + pyeM' quels que soient les scalaires & et w, ce quiterminela
démonstration.

Le sous-module M’ du Théoréme I gappelle le sous-module de M engendré par
dyy .., G lorsque K=1Z, de sorte que M est simplement un groupe commutatif
éerit additivernent, M n'est autre que Je sous-groupe de M engendré par la partie
B=jay ..., a)deME7 n® 4).

2, Modules de type fini

Soient M un K-module & gauche et M’ un sous-module de M; on dit que M’ est
do type fini s’il existe des vecteurs dy, ..., &S M’ en nombre fini, tels que M’ soit
engendré par ces vecteurs; on ditalorsqueay,. .., forment un systéme de générateurs
de M.

Cette définition s’applique en particulier au module M lui-méme; autrement dit,
on dit qu'un module est de type fini ’il contient des Vecteurs dq, . - -5 @a €0 nombre
fini tels que tout x = M soit combinaison linéaire de ay, . . . @a-

Lorsque l'anneau de base K est un corps, on dit espace vectorle! de dimension flnle
au lieu de module de type fini.

Exemple 3. L'Exemple 1 monire que K* est un K-module de type fini.

Exemple 4. Lorsque K = Z, la notion de module de type fini se réduit 4 celle
de groupe {commutatif} de type fini, introduite au § 7, n° 4.

Exemple 5. @ n’est pas de type fini comme Z-module (§ 7, Exemple 10); par

contre, @ est de type fini comme espace vectoriel sur @, vu [ Exemple 3 ci-dessus
avec & = &, n= 1.

Evemple 6. Soit K un anneau; cherchons les sous-modules de type fini de K
(regardé comme K-module 4 gauche); ce sont les idéaux & gauche (§ 10,
Exemple g) 1 de K qui osstdent la propriété suivante @ i existe des élémenty
fyy - o,y de L, en nom rsﬁm', tels que tout x=1 pudsse se metire sous la forme

£ =ty ... T el

pour un choix convenable de 4y, . . ., .= K. Un tel idé¢al est appelé un idéal &
gauche de type fini de I'anncau K. 1l est clair par exemple que tout idéal prin-
cipal de K est de type fini, mais la réciprogque est €n général inexacte.

[rant donnés des €léments gy, .., 4n de K, l'ensemble des éléments de
I qqui peuvent se J:m:ttrc sous la forme u,a@, + ... - Hadn {autrement dit, le

vors-module de K engendré par di,. .- a,) s'appelle lidéal a gauche do K
enpondrd par a,,. .« da-

Poxemple 7. Les espaces vectoriels réels décrits au § 10, Exemple 7, ne sont pas
de dimension finie.



d. Relations lindaires

Soientay, . . ., &, des éléments d'un K-module 4 gauche M ; soit x une combinaison
lintaire de ces vecteurs. Considérons deux facons d’écrire x comme combinaison
linéaire des vecteurs donnés, soient

=5+ o+ =+ o Nl

par diflérence, on trouve aussitét la relation

- (El_'fujﬂx T oeen o (Ga— e =0,

Cleei justifie introduction des notions suivantes.

On appelle relation linéaire entre les veoteurs a,,. .., a, tout élément (i,..., hn)
tlu module K tel que I'on ait

a4 e 4 R, = 0L

La relation linéaire (0,. . ., 0) est dite triviale. Enfin, on dit que les vecteurs a,,. . ., an
sont linéairement indépendants, ou que la famille (@;)14,2, est libre, s'il n’existe pas
il'autre relation lindaire entre a,,. . ., 4, que la relation linéaire triviale,

Dire que ay,. .., g, sont linéairement indépendants signifie donc que la relation

fagy = o0+ Rt =0 implique 3= ... =3, =0;
dire, au contraire, qu'ils ne sont pas linéairement indépendants (on dit alors que les
vecleurs dy,. .., a, sont lés) signifie qu’il existe des scalaires iy, .., A, non tous nuls
tela que Pon ait

aly + oo R = 0.

Des vectears ay, ..., a, linfairement indépendants sont nécessairement deux a

deux distincts, car si Pon avait par exemple g, = g, 'élément (1,—1, 0, ..., 0) de
K" werait évidemment une relation linéaire non triviale entre a,, ..., 4., Mais il
ne suflit pas que les @ soient deux a deux distincts pour qu’ils soient linéairement

indépendints,

La fagon dont nous avons été conduits 4 introduire la notion d’indépendance
lindaire prouve immédiatement le résultat suivant :

Vibowiomn 2, Seient ay, ..., a, des élédments &'un K-module & gauche M, e x une combi-
narion lndaire des vecleurs ay, . . ., a,. Les propriétés suivanies sont équivalentes :
) of existe wn sewl (5, ..., ) €K el que Uon ait

w=Ea o+ Baaa;

b) les vectewrs ay, o . ., a4, sont lindairement indépendants,
Il wullit de remarquer que, 8i (&y, ..., k,) est une relation linéaire entre ay, . . ., a.,

on & Jaa; & +- - + Jat. = 0 et par suite

E131+ wae +Enaﬂ- = (El"l“ll}ai—i_ + (E:\"")\n) Ty

et il est clair en fait que cette propriété caractérise les relations linéaires entre les
vecteurs 4,, ..., &, donnés.

Exemple 8. Dans K, les vecteurs e,, ..., ¢, de I'Exemple 1 sont lindairement
indépendants,

Exemple g, Prenons K = R et l'espace vectoriel M formé par les vecteurs
d’origine donnée O dans I'espace usuel (§ 10, Exemple 2). Pour que des vecteurs
ay, ..+, @€ M soient linéaircment indépendants, 1l faut et il suffit: (1) qu'ils
ne soient pas nuls dans le cas n = 1; (2) qu’ils ne soient pas portés par une
méme droite dans le cas n = 2 (3) qu'ils ne soient pas contenus dans un .mém'c
plan dans le cas n = 3. Pour nZ= 4, lcs_vccteuljs @y, . ..y da NE peuvent jamais
étre linéairement indépendants (car s'ils Pétaient, il en serait déja ainsi des
trois Vecteurs d,, 4y, g, ¢l les autres, par exemple a,, seraient alors des combi-
naisons linéaires de ces trois vecteurs, ce qui contredit évidemment I'indépen-
dance linéaire).

Exemple 10. Prenons K = R et pour M l'espace vectoriel de toutes les appli-
cations f: R — R (§ 10, Exemplz 4 ot I'on it X =M =K = R); soient
fis + ey fo des éléments de M, ie. des fonctions d’upt variable réelle ¢ A
“valeurs réelles. Pour iy, ..., ins R la fonction f= i, /i + -+ + kS o8t

donné
onnee par Fy=nA0)+ -+ T fa(t)

pour tout t= R, Une relation linéaire entre f;, ..., f, est donc une suite
(As ..., ha) = R* de n nombres réels tels que 'on ait

ML+ - F M) =0 pourtout teR.

Considérons par exemple les n 4 1.fonctions 1, ¢, %, ..., {"; une relation
lindaire entre ces fonctions est un systeme de # + 1 nombres réels e, 6, .0 0y

¢, vérifiant .
50_]‘1:1:4_ e +EnEn=0

pour tout /= R. On verra plus loin, en étudiant le nombre de racines d'une
équation algébrique, que la relation précédente implique ¢y = - .- =cy = 0,
de sorte que, quel que soil n, lss fonchions 1, t, « -, I* sont linfarement indépendantes
en tant qu’éléments de 'espace vectoriel réel M,

Exemple 11. Comme Q est un sous-corps de G, on peut (§ 10, Exemple 6) consis
dérer C comme un espace vectoriel sur Q. Pour un z e € considérons alors les
n -+ 1 puissances I, 2, ..., 2" de z; dire qu’il existe, entre ces # -+ 1 éléments

de €, une relation lindaire non triviale (4 « coefficients » dans Q) sigi?iﬁr qu'il
existe des nombres rationnels non tous nuls ¢y, ¢1, . . ., £ tels que g vérifie I'équation

fo F o+ . + ezt = 0.

S'il en est ainsi pour au moins une valeur de n, on dit que z est un nombro
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algébrique (*). Dans le cas contraire (i.e. sl z ne vérifie aucune équation algé-
A q g

brique non triviale a coefficients rafionnels) on dit que z est un nombre
transcendant; c'est le cas de = = 3,14150...

4. Modules libres, bases

Soit M un module & gauche sur un anneau K; on dit que M est libre de type fini
il existe des éléments gy, . .., a, de M en nombre fini qui sont linéairement indépens
dants et engendrent M. On dit alors que ay, .. ., 2a forment une base de M {une base est
done un systéme fini de générateurs linéairement indépendarts).

Soient ay, . . ., a, des éléments d'un K-module a gauche M; dire qu'ils engendrent
M, c'est dire que pour tout x € M la relation

o=1ia 4 + ntn

el vérifibe pour au moins un (5, ..., &) €K7 d’autre part, dirc que a3, ...5 @n
sont linéairement indépendants signifie que, pour chaque xe M, la relation ci-dessus
est vériliée pour un élément de K~ au plus.

Par suite, pour que les vecteurs @,, ..., da forment une base de M, il faut et il
wullit que, pour chaque x & M, il existe un et un seud (£, - i) e Kr tel que

x:EIﬂl 4+ - +Enan;
les scalairves Ey, . . ., &, s'appellent alors les coordonnées ou les composantes de x par
rapport & la base aj, . .., @, de M.

Ce qui précéde montre que les coordonnées de x sant des fonctions de x, & valeurs
dans K notons-les fy, ..., fu, de sorte qu'on a

= fil¥)ay + - + fal¥)aa
pour tout x e M, On dit que les applications
fitM—=>K

want les fonetions coordonnées du module M par rapport & la base 2, ..., & On a les
relations
ooy b osii=,
Sfila) {o siis],
car In relation

a=0a+ - +0a,+r.a+0.ap,+ + 0.4,

permet de caleuler immédiatement les coordonnées du vecteur g; par rapport 4 la
Base comsidérée,

(*) Rappelons que, comme on I'a déja dit au § 5, n° 8, la notion de nombre algébrique
délinie ici n'a aucun rapport avee eelle qu'on désigne sous ce nom dans I'Enseignement
Secondaire (et qui n'est autre que celle de nombre réell,

On peut montrer que les nombres algébriques forment un sous-corps du corps C des
nombiren complexes (§ 26, n% 2], c'est "étude de ces nombres au xix® siécle (surtout par Galois
et e grands mathématiciens de Pécole allemande : Gauss, Kummer, Jacobi, Lejeune-Dirichlet,
Dedekind, Kronecker, Hilbert) qui a donné naissance & toute I'Algtbre moderne.

L A8 N’ Bt et Bl ST T
£

On a d’autre part les identités
fils -+ y) =£0x) + A0, Sl =Sl
en effet, les relations
x = filxla, + - +fal¥)a  y=fVa+ + fely)a,
additionnées membre & membre, impliquent
x—y =LAk +A00a A+ e Lfalx) 4 fa(2)]an,

ce qui montre, comme annoncé, que les coordonnées du vecteur x -+ y sont les
scalaires fi(x) + fi(y). La seconde relation s'établit de fagon analogue.

Autrement dit, pour additionner deux vecteurs, on additionne lewrs coordonndes de méime

rang; el pour multiplier un veclewr par un sealaire, on mudtiplie chacune de ses coordonndes
par ce scalaire.

Exemple 12. Le K-module & gauche K" est libre de type fini, et UExemple 1
montre que les vecteurs ey, ..., € forment une base de ce module; on I'appelle
la base canonique de K~ lzf.tant donné un élément

y = (E'I.! sy En};
la relation
¥ ¥
x=1g T Gafa

¢tablie au n® 1 montre que les coordonnées de x par rapport a la base cano-
nique de K* sont les scalaires £, .. ., fnr

Exemple 13, Reprenons ' Exemple g ci-dessus; pour gue ay, ..., @ e M forment
une hase de M, il faut et 1l suffit que n = 3 et que les vecteurs ai, dy, @y N
soient pas situés dans un méme plan. Les coordonnées d’un vecteur x 8¢
caleulent alors par la régle du « parallélipipéde », que PPon comprendra en
examinant la figure ci-dessous : on utilise les vocteurs a; pour orienter et définir
des « unités de longueur » sur les droites qui les portent.

Ies définitions qui précédent s'appliquent notamment aux groupes commutatili;
| wnllit de faire K = Z. On peut donc parler de groupes commutatifs libres de type finl



174 RELATIONS LINEAIRES q 11

et de bases d’un groupe commutatif. Etant donné un groupe commutatif G (noté
additivement — mais le lecteur aura intérét 4 faire la traduction de ce qui va suivre
en notation multiplicative), une base de G est une suite a,, . . ., . d’¢léments de G,
en nombre fini (*}, telle que "application

(rey ooy Fad = 1aily = o0 Tl

de 2" dans G soit bijective; et on dit que G est libre de type fini §'il admet au moins
une base.

Comme ’ensemble Z est infini, il est clair qu'un groupe commutatif libre de type
flini est nécessairernent infini. Un groupe commutatif fini est donc un Z-module de
type fini qui n’admet pas de base.

On voit done qu'un module sur un anneau peut étre de type fini sans étre libre
de type fini, i.e, sans posséder de base. Toutefois :

TitoriMe 3. Tout espace vectoriel de dimension finie sur un corps K admet une base.

Comme le présent Chapitre ne groupe que des résultats valables sur un anneau de
base arbitraire, nous ne démontrerons pas ici le Théoréme 3; le lecteur pourra, §'il
le désire, se reporter an § 19, n° 1, attendu que la démonstration du Théoréme 3
n'exige rien d’autre que le contenu du présent §.

Le Théoréme 3 montre que l'assertion « tout K-module de type fini est libre de
type lini », fausse si K est un anneau quelconque, est vraie si K est un corfs,

Remarque 1. Pour assurer la validité de certains énoncés, on convient de dire
rjue, pour tout anneau K, le K-module réduit a {0 est libre de type fini, et
acimet une base formeée de 0 vecteurs.

Pour comprendre cette convention, on devrait définir comme suit la
notion de base d'un K-module M : cest une famille finie (@), g1 de vecteurs
linéairement indépendants qui engendrent M; cette définition autorise l'en-
semble d’indices T & étre vide, ce qu’on est en effet obligé de faire si PPon veut
attribuer une base au module réduit 4 0...

Il est de méme indispensable de convenir que K est le module réduit &
un seul vecteur 0.

5. Combinaisons lindaires infinies (**)

Soient K un anneau, [ un ensemble quelconque (fini ou non}, et ()igq une famille
indexde par [ d'éléments de K; on dit que les scalaires 5, sont presque tous nuls si
I"enwemble des fe [ tels que & = O est fini; cette définition s'¢tend de fagon évidente
A oune famille (3¢ d'é¢léments d'un module quelconque.

(*) Vaoir :t‘j:r‘n:[;llll e it suivant,
(**) Le contenu de ce n ne ser pas utilisé avant le § 263 le lecteur peut done attendre
d'en avair besoin avant de 'éwdier,

Y el ™ 4TRSS S RS BRSO T

. . . . g -
11 va de soit que la notion qu’on vient d'introduire n'a d'intérét que si I'ensemble

I est infini. .
Soit (x),e; une famille d’éléments d'un K-module M; supposons les x; presque
tous nuls : il existe donc des parties finies J de Ttelles quelPonait »; = O pouriel — I;

om pose alors, par définition,

al S‘
AR TR R T
el iel

il est clair que la valeur du second membre ne dépend pas de J (pourve que J
catisfasse aux conditions énoncées ci-dessus).

Soit (x,);e; une famille quelconque d’dléments d’un K-module M. On appelle
combinaison linéaire des #; tout x e M possédant la propriété suivante : il existe une
famille (£)1e: de scalaires presque tous nuls telle que Ion ait

x =2 L
isl

relation qui a un sens puisque les vecteurs tx(iel) sont évidemment presque tous

nuls.

On démaontre facilement que 'ensemble M’ des combinaisons linéaires des x; est
le plus petit sous-module de M contenant tous les x, 1e1; on lappelle le sous-
module de M engendré par la famille (x);e1

D’autre part, on appelle relation linéaire entre les x(i=1) toute famille (W)l
de sealaires presque tous nuls tels que Pon ait

Z:’\ixi =

igl

W cette relation implique », = 0 pour tout ie 1, on dit que les x;{i = T) sont linéalre-
ment Indépendants, ou que (x;); 1 st une famille libre d’éléments de ML

On appelle base de M toute famille libre (x);e; d'éléments de M engendrant
e wodule M. Pour tout x € M, il existe alors une et une seule famille {£);e; de sca-
Lies presque tous nuls telle que Pon ait

x = 2&#:5
iel

I wont appelés les coordonnées de x par rapport  la base (#)ier de M.

O (it quun module est libre s°il admet une base.

O peut démontrer que foul espace vectoriel sur un corps admel une buse; mais la
1 momstration de ce résultat est nettement plus difficile que celle du Théoreme 3, ot
Jé e e cadre de cet ouvrage.
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Fxemple 14. L' Exemple 10 montre que la famille (infinie) des fonctions
tfan=o0, 1, 2, ...}

est frbre dans 'espace vectoriel en question; les combinaisons lindaires de ces

fonctions ne sont autres gue les fonetions polynomiales d™une variable réelle
(qui seront étudiées au § 23)

-,‘xzméafs 15. Considérons € comme un espace vectoriel sur Q; dire qu'un
nombre z e C est transcendant signifie que la famille (infinie) des puissances
de z est libre.
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Il est parfaitement utopique d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures solent-clles, sans résoudre des Exercices. '

Les Dxercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du caleul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre, D’autres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s'habituera & manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; coux de ces Exercices qui ne sont pas brés faciles sonl
préetdés d’un signe §. Enfin, la derniére catégorie est constituée par des Excrcices qul
apportent au texte des compléments importaats ct difficiles; ils sont destinés unigquement
aux étudiants déja avancds qui s'intéressend vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sonl
précédés de deux ou méme trois signes Q.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un TExercice ne consiste pas
seulemnent 4 se convaincre, 4 l'aide d'un « brouillen » fait 4 la hite, du fait qu'on en a i peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Excreices de caleul numérique,
il faut par contre s'eflorcer de rédiger intégraloment les Exercices plus théoriques, ot l'on doit
constraire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cette [agon,
Pétudiant parviendra 4 acquérir un langage clair et correct, et a utiliser les termes technigques
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
’un sujet.
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{. Montrer que, dans R®, le vecteur x = B, 2, — 7) est combinaison linéaire des vecteurs
a = (2, la_‘:ﬂ! b={352:_5}: C=[:1,—-'1, l};

les vecleurs a, b, ¢ forment-ils une base de R8?
Ménes questions dans R¢ pour les vecteurs £ = (7, 14, — 1, 2) &t

o= (1,2, 'ls'_EJ) 5——'(%3:{3:—'1}: C=[:I,2: 153)? d={l53’—_1-'u]‘

Montrer que les vecleurs a, b, ¢ forment une base de RS, et trouver les coordonnées du vecteur
y par rapport & cctte base, dans chacun des cas suivants !

il

il ["[, 1, l}, b = (]1 1, 2}.‘ €
i Lul Ly — 3‘11 b = (S!Q’_.SJ’ ¢

(Is 2, 3): x':{ﬁs 9, 14})
{I_- — I [)! x = (6! 2, __7}'

Méme question dans R* pour les vecteurs
a - (1,2, —1,—2) b= (2,3 0, — 1], e= (1,2, 1, 4) d={1,% —1L10)

el

g, Pour qque deux vecteurs (a, b) et {c, 41 de R? forment une base de R* il faut et il suffit

e
ad — be =5 0.

4. Soit M P'espace vectoriel réel formé des vecteurs d’origine donnée O dans l'espace usuel
Solt M’ &= M 'ensemble des vecteurs d’origine O dont 'extrémité est située sur un plan donné
dina eapace, M est-il un sous-espace vectoriel de M?

4 Soit K un anneau, On considére dans K I'ensemble M des vecteurs (xy, <« -s %) vérifiant
Ia relation
Ny b b X, = U

gat-ce un sous-module de K+ 7 Méme guestion en remplagant la relation précédente par

x oo Ky [

3 =¥y =5

5. On considére dans " des vecteurs

Xy = (EM! "'!Eknj ([ék‘{eﬂ

dont les composantes vérifient les inégalités
|Ekk1 = E lEul {I ‘{"c k éf),

montrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants sur C.

6. Quel est le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs

a= (1,—1,1,0), b=(1,1,0,1), ¢=1(201, 1)?

7. Traduire les notions de module de type fini, dz module libre de type fini, et de base il'u
tel module, dans le langage des groupes commutatifs écrits multiplicativernent (un tal jroujs
étant regardé comme un Z-module conformément & I Exemple 5 du § 10).

8. Scit V un espace vectoriel de dimension finie sur le corps @ des nombres rationnels, O dll
qu'une partic M de V est un réseau dans Y si M est un sous-groupe de type finl du groups
additif V, et si M contient un systéme de générateurs de V.

&) Soit M un sous-groupe de type fini de V. Pour que M soit un réseau de V, il faut ot il
suffit que, pour tout xe 'V, il existe un entier rationnel r == 0 tel que rxe M. Montrer qu'
'ensemble des reZ tels que ree M est un idéal (non nul) de I'anneau Z.

b) Soient # un nombre premier et M un réseau de V. On note M, Pensemble des xa V vl
fant la condition suivante : il existe un entier r non multiple de p tel que rx e M. Montrer (s
M, est un sous-module de V regard¢ comme module sur I'anneau Z, du § 8, Exercica 5,

¢) Montrer que, si M est un réseau de V,ona

M=-mM

p premier

o
d) Soient M et N deux réseaux de V. Montrer que les nombres premiers p tels que

M, ~N,
sont en nombre fini.
{On trouvera des propriétés supplémentaires des réseaux dans I Exercice 1 du § 18.)

8. Soit A un sous-anneau d’un corps commutatif K; on suppose que tout ¢lément de K pulsss
se mettre sous la forme uw~! avec 4, vEA, v 7= 0, et que K soit un A-module de typa il
Montrer qualors A = K.

10. Soient K un anneau, M un K-module & gauche et M’ un sous-module de M.
a) Montrer que
x— yeM
est une relation d’équivalence sur V'ensemble M [on V'appelle la congruence modulo M' «
on ’écrit souvent sous la forme
x=y [mod M');
voir § 7, n? €],
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b On note M/M' Pensemble quotient de M par cette relation d*équivalence, et p I'applica-
tion canonique de M sur M/M". Montrer qu'il existe sur M/M' une et une seule structure de
K module & gauche telle que 'on ait

plx 4 3) = plx) + 203) plx) = hp(x)

(uels que soient x, y& M et ek (utiliser le § 4, n° 35 voir aussi § 7, Exercics 16 et § 8, Exerice 7
pour des constructions analogues), On dit que M/M', muni de cette structure de module, est le
motule quotient de M par le sous-module M.

/) A chaque sous-module de M/M' on associe son image réciproque par P'application p;
montrer qu'on obtient ainsi une bijection de I’ensemble des sous-iodules de M/M' sur
I'ensemble des sous-modules de M contenant |5

41 Montrer que si M est de type fini il en est de méme de M/M' quel que soit M. Si M est
libre de type fini, en est-il de méme de M/M'?

| 11, Soit M un module & gauche sur un anneau K.

a1 Pour tout xe M, on appelle annulateur de » ensemble des e K tels que dx = 0. Montrer
e clest un id#al & gauche de K.

) On suppose K intégre. Montrer que les xeM dont Pannulateur ne se réduit pas & 0
forment un sous-module T de M (on dit que T est le sous=-module de torgion de M, et que M
ent aans torsionsi T = {0}

¢} Montrer que le module quotient M| T (Exercice 10} est sans torsion,

d41 Caleuler T lorsque K = Z et M = Z2/L, obr L est le sous-groupe de 72 engendré par le
yecteur (4,6

12, On dit qu'un module & gauche M sur un anneau K est de torsion si, pour tout xeM,
il existe un scalaire non nul 1 2 K tel que = 0.

4} Soient M un K-module & gauche et M’ un sous-module de K. On suppose que M et M!’M'
sont des modules de torsion. Montrer que, si K est intégre, M est alors un module de torsion.

b On suppose K = Z. Montrer que, pour qu'un K-module de type fini soit de torsion, il
fut et il suffit qu'il soit fini,

{4, Soit M un module sur un anneau K. Une partic B de M (finie ou non) est appelée un
ansemble de générateurs de M si le seul sous-module de M contenant B est M tout entier ou,
e qui revient au méme, si chaque élément de M est combinaison linéaire d'éléments de Ben
pombire fini,

On suppose M de type fini, Montrer que l'on peut alors extraire de B un ensemble fini de
gindrateurs de M (choisir dans M un systdéme fini de générateurs x;, €t exprimer chaque ¥,
b 'nide d*¢léments de B).

gq 14, Soient K un corps commutatif et A un sous-anneau de K; on suppose que K est le cotps
des Tractions de A d.e, que, pour tout xeK, il existe des éléments u et v de Atels quev ¥ 0 et
x = L

Dans ce qui suit on regarde K comme un A-module, et on dit qu'une partic I de K est un

fdénl tractlonnalre de 1annean A si elle ne se réduit pas a 0, s c'est un sous-module de K,
et al, onfin, il existe un élément d 0 de K tel que 'on ait

dle A

(of d1 désigne 'ensemble dea produits dy avec x@ 1),

] Lo S

a) Pour qu'une partie | de K soit un idéal fractionnaire il faut et il suffit qu'il existe un idénl
non nul ] de I’anneau A etund €A non nul tels que

1=d1].

B Solent T et ] des idéaux {eactionnaires, et soit (I : J) ensemble des x= K tels que xJelj
montrer que c'est un idéal fractionnaire (souvent appelé le transporteur de J dans I}.

¢) Solent [ et J deux {déaux fractionnaires; on note I +J Tenserable des sommes ¥ 4 ¥
avec xe=l et y&J, et 1] 'ensemble des éléments de K qui peuvent s'écrire comme $0mMme
(finie) de produits xy avec xeletye J (cf. § B, Exercice 10 pour le cas ot I, Jc A). Montrer que
I+ ], JetIn]sont des idéaux fractionnaires de I'anneau A. Etendre les formules du § B,
Exercice 10, (a).

d) On dit qu.'un idéal fractionnaire I est inversible s'il existe un idéal fractionnaire J tel que
1.]J=4A;

montrer qu'alors J est unique, et donné par la relation
J= (AT

{on dit alors que J est 'inverse de 1, et on le note I-1), Autrement dit, pour que I soit invers
sible, il faut et il suffit que

A:D).I = A

¢) Pour qu'un idéal I soit inversible il faut et il suffit qu'il existe des dlémentsx,elety e (At])
en nombre fini, tels que

1= FX Vi

les x, forment alors un systime de générateurs du A-module 1 (un idéal fractionnaire inversible
est done de type fini — on convient de dire qu'un idéal fractionnaire est de type fini s'il est de
type fini comme A-module}.

£) Om dit que A est un anneau de Dedekind si tout idéal fractionnaire de A est inversible,
Montrer que l'ensemble des jdéaux fractionnaires de A, muni de la loi de compoais
tion (I, J) — 1.J, est alors un groupe.

£) 5i A est un anneau de Dedekind, tout ideéat premier non nul de A est maximal.

[Les anneanx de Dedekind se sont introduits d’abord dans la théerie des nombres algébriques
—_ f. § 34, Exercice — eton n'en a donné une définition générale et abstraite que beaucoup
plus tard. La principale propriété de ces anneaux, sl que dans un anncaw de Dedekind tout iddal
s drit, d’une fapon unigue &des permutations prés, sous la_forme d’un produit d’idéaux premizrs; cf. § 18,
Exercice 5. Inversement, cette propriété caractérise les anneaux de Dedekind. Une troisidme
caractérisation, beaucoup plus maniable dans la pratique, sera donnée au § 94, Exercice 50
Notons enfin que les anneaux de Dedekind interviennent non seulement dans la théorie
des nombres algébriques, mais aussi dans Pétude des courbes algébriques et en beaucoup
d'autres questions de Géométrie algébrique; c'est ce qui justifie I'introduction et I'étude dea
anneaux de Dedekind « abstraits ».

Comme exemple aussi élémentaire que possible d'un anneau de Dedekind, mis & part bien

entendu anneau Z, citons les anneaux Z[ d] ol
d=12 ou 3 (mod 4)]
q 15, Soient K un anneau ¢l % un ensemble. On désigne par

KX
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Iensemble de toutes les applications
u: X =K

telles que les xe X vérifiant u(x) % 0 soient en nombre fini. Montrer que KI® est un sous-
module du K-module & gauche KX (formé de toutes les applications de K dans X, Pour
chaque xe X, on considére I'élément g, de KX} défini par

41 siy=ux
=40 siytx

montrer que la famille {e,).ex est une base du K-module & gauche K™, et que les compo-
santes par rapport 4 cette base de tout u & K/® sont les scalaires u(x), autrement dit qu’on a

¥ = Z u(x) .e,

TEX
pour tout ne K/,
Soit f une application de X dans un K-module 4 gauche M ; montrer qu'il existe un et un seul
hemomorphisme

iKY - M
tel que 'on ait

SFleal = F(x) pourtout xeX.

{Les éléments du module K'% sont généralement appelés les combinaisons lindaires formelles
d’éléments de X & coefficients dans K, et on identifie le plus souvent I'élément de base €n
de ce module 4 'élément xe X correspondant),

16. Soient K et L deux anneaux commutatifs, et f;, .. ., j, des homomorphismes deux & deux
distincts de K dans L. Montrer que jy, ..., j, sont linéairement indépendants dans le L-
module de toutes les applications de K dans L (théoréme de Dedekind) (écrire une relation
linéaire entre j, ..., j, et utiliser I'identité j,(x 3) = j,(¥)j.{ #) pour se ramener au cas de
n— 1 homomorphismes).

17. Scient G un groupe commutatif, K un anneau commutatif, etg,, .. ., g, des homomor-
phismes deux 4 deux distincts de G dans le groupe multiplicatif K*, Montrer que gy, .. ., ¢,
sont lindairement indépendants sur K, i.c. que si a,, ..., a, € K vérifient

aypls) + ..o+ agls) = 0 pour toutse G,
glorsa; = ... = @, = 0 (raisonner par récurrence sur ).
Exemple : soient ¢, ..., ¢, des nombres complexes deux & deux distincts; on considére les
fonctions

e, L, et

pour ¢ = R; montrer qu’elles sont linéairement indépendantes sur €.




