§ 1. Les relations. d’égalité et d’appartenance

1. La relation d’égalité

l.es signes qui ont été introduits au § précédent sont de nature purement logique :
ils servent essentiellement & « formaliser » des modes de raisonnement qui ne sont
pras spécifiquement mathématiques. Nous allons par contre, dans ce §, introduire
ileux « signes fondamentaux » (le signe de 'égalité et le signe d’appartenance) qui
wervent & construire des relations et des objets avant une signification a4 proprement
parler mathématique.

[.e signe de ’égalité se note

et est utilisé pour former des relations de la fagon suivante : si a et b sont des objets
mathématigues (ou ensembles — les deux terminologies sont synonymes), on obtient
une relation en éerivant

a =&,

i.e. en faisant sulvre Passemblage de signes et de lettres que nous désignons par a du
agne =, puis de assemblage que nous désignons par 5. Intuitivernent, la relation
prévidente signifie, lorsqu’elle est vrale, que les objets concrets qui sont censés étre
teprésentés par g et b sont « identiques » — notion dont nous ne chercherons pas 4
approlondir le sens; Pessentiel, pour le mathématicien, n’est pas d’avoir compris,
o e comprendre, la « signification profonde » du signe = il est de savoir I'utiliser

o pour ce faire, il suffit de se référer & U'énoncé suivant, qui résurne les « régles du
jri v qui'on doit observer en éerivant des égalités (*)

(*y Nous n'utilisons plus & partir de maintenant le langage relativement « formalisé »
Ao 4o mom vaulait Patiliser il fandrait fnoncer sous la forme suivante 1assertion a) du Théo-
Pl 1wt x une lettee, alors Ia relation

(Wx) (e = x)

eal viade » et soun unie forme analogue les nutres asmertions dua Théortme, Rappelons qu'en
Mathdiatigues on nutibse pas oo scean dapossione) le Laogoge formalisé ;. on s'arrange
shivplemenit pour ne pas a'en dlolgner ga pomt de ne plus pouvoir y revenie s 'on avait des
Pabminnn adriumes de 1o laire,
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Trforime 1. On a les propriétés sufvantes:
0y La relation x = x est yraie pour tout x.
Wy Les relations x = yety =X sont équivalenies quels que sotent x et y.

=

&) Onels que sotent x, 3, 2 les relations x = y el v = g impliquent la relation x = Z.

ot

§1

d) Soient u el v des objefs tels que u = v, et R ixi une relation conlenant une fettrci.t; frfors
los relations Rbut et Ryol, qut se déduisent de R en y remplagant partout la lelire x par

: Lenrtare ] .
W el o respectivenient, sond dquivalenies.

s . v . 1 3 185
Remarque 1. L'assertion d) du Théoreme mgn;ﬁg 1.gﬂ.l-:: dcgiﬁbﬁﬁifﬁfﬁ l?zn;our
; roprietés, i : tion valable pour a s i :
mées proprietes, 1,e. que toute asser . PO
b, et rn'-i:-ipfoquemf:nt. Quant aux asscruons a), b) et ¢ elles traduisent le
'

propri¢tés les plus « évidentes » de Pégalite,

. s .
Iin ce gui comcerne une démonstration du Théortme (sic) précédent, il

werail 4 proprement parler miraculenx que nous puissions d¢ T Qo <
ot concernant le signe = aprés I'avoir simplement ecrit sur

papier.

moniyer quoi que ce
le de

i ) ' : iques
En fait, Uassertion 4 est I*un des axiomes de base des Mathématiques,

i oy ) ) .ut soit les prendre elles-
ot quant aux assertions « évidentes » a), .Ea} et ¢) on Pﬁ'ut 1 P

mifamnes comme

i . : Shuts soit les
autant d’axiomes (ce gue devra faire le débutant],

e 1 i teur
déduire d'un axiome beaucoup plus comphgué {mais 11111‘('111-::,u ctc,?kig 1&flgv{:mwE
débutant ne devra pas chercher a comprendre} — & SavOIr quUE ¢

deux relations équivalentes et & une lettre, alors la relation
% (R) = 7:(3)

esl vraie,

Pour le lecteur qui désire réfiéchir aux fondements des I\iiu%ﬁ?i;%it?,
ce werait un excellent exercice que d’essayer de « dqmon;:rlcr » E".'] ?ronvcr;
et de se convainere de ce gue toutes les démonstrations (sic) quiil en

gont insuflisantes,

[ va de soi, enfin, que dans la pratique on utilise constamment le Theoreme

| sans jamais s'y référer explicitement.

9, La relation d’appartenance

Le second signe fondamental en Mathématiques est le signe d’appartenance, qul s¢

fole
=

et, comme le signe =, €8 ' .
mathématiques @ siod el b sont des objets mathématiques,
forivint

aebh;

cette relation se lit
) a appartient b b

Ol e ore
4 ot un dlément de b.

. . Y
st utilis¢ pour construire des relations & partir d ‘Ob_]ets
on obtient une relalion en

APPARTENANCE

La négation de la relation ae b s'¢erit

adg b,

Ici encore, la seule choge qui compte ce sont les axiomes gouvernant I'emploi du
siene & — il n'y en a du reste qu'un seul, que voici :

THEOREME 2. Ssient A ef B deux ensembles; pour que Pon ait A = B, il faut et il suffit
ipue les relations

xe A et xeB

soient dquivalentes.

Remarque 2. 11 est facile de donner du signe & une interprétation intuitive
rendant le Théoréme (sic) 2 « évident ». Pour cela, il faut imaginer chaque
objet mathématique comme une collection d'autres objets (d'ott le mot
ensemble) ; la relation xe y signifie alors (lorsqu’elle est vraie) que x est I'un
des objets qui composent I'ensemble y, et le Theéoréme 2 affirine que, pour que
deux collections d’objets soient identiques, il faut et il suffit qu’elles contiennent
Jes mémes objets (i.c. que tout objet appartenant & la premiére appartienne
i la seconde, et réciproguement).

Dans la pratique, on imagine souvent les objets mathématiques soit comme
étant des collections d’autres objets comme on vient de le dire, soit comme
étant des objets « individuels » (on verra aun® 6 qu'il n’y a aucune contradic-
tion entre ces deux interprétations); I'interprétation « naturelle » dans chaque
cas dépend du contexte, et le lecteur, aprés un peu d’entrainement, la détectera
facilement. En général, quand on pense & un objet mathématiqug comme &
1in « ensemble » on le désigne par une lettre majuscule, et quand on le regarde
au contraire comme un « élément » d’un ensemble on le désigne souvent par
une Jettre minuscule —=c’est ce qu'on a fait dans Pénonce c?u Théoréme 2.

‘ette régle n'est qu'une simple coutume, et souffre de nombreuses exceptions,

Remarque 3. Le fait qu'on puisse interpréter concrélement les objets mathéma-
tiques comme des collections ou ensembles d’autres objets n’a bien entendu
rien & voir avec le probléme consistant & définir mathématiquement la notion
d’ensemble (les machines & démontrer, elles, n’ont pas d’intuition sensible..)}
ce probléme ne peut étre résolu que par les méthodes du § o, n® g, ou des
méthodes analogues.

On trouve, dans certains manuels de Mathématiques & P'usage des cléves
des Lycées, la déclaration suivante @ « on appelle collection tout ensemble
d’objets de méme nature ». La premidre objection & cette « définition » est
qu'elle réduit le mot « collection » au mot « ensemble »; or les deux termes
sont évidemment synonymes : on est done en présence d’un simple calembour,
I.a seconde objection est que les auteurs des manuels en question n'éprouvent
aucune difficnlté A former une « collection » en réunissant denx « collections »
quelconques, par exemple une collection de pommes et une collection de
poires ¢ 1l s'ensuit done que dles pommes et des poires sont des objets « de
mdéme nature » |

Cet exemple montre bien & quelles absurdités on aboutit en cssayanl,
pour des raisons « pecdagogiques », de donner du mot ensemble (ou du mal
collection), une définition élémentaire, 11 serait assurément bien préférable
de dire qu'on regarde la notion d'ensemble comme une notion primitive
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e tout le monde comprend intuitivement), et &

L] r 1 Et u !
quon ne definis B (e construire des relations sur lesquelles on peut

I'aide de laguelle on peut
raisonner Jogiquement.

4, Parties d'un ensemble

] VAL 8] i1 T < ab é‘.’iatlon q_u] Ri=
i au.ﬂﬂs mn C"dul e I T
A 1 arhr l!.u Slgn‘: d. appar‘te ance, I us

note
=

¢ deux ensemnbles A et B, on représentera

et wappelle le signe @*inclusion; étant donne

]ml

AcB

ln relation suivante 3

pour tout ¥, la relation xreA implique la relation xeB.

i igni : A est aussi
Autrement dit, AcB est une relation signifiant que tout ¢lément de A

tans B . 5
' Iml‘ \ relation A e B se lit A est contenu dans B ou B contient A ou A est une partie de B,

¢l on Pécrit aussi

Bo A,

Tufonime 3. La relation_d’inclusion posséde les propriétés suivantes:
a) les relations AcB et B C impliquen® la relation AcC;

b) pour que 'on ail A — B il faut et il suffit quie Pon ait r"‘u:Bl'eI BclA. ation seB, et s
[ assertion (a) signifie que si la relation xef& implique la r wion * im,lique
cellesci implique la relation xe G, alors la premitre de ces 1rois 1€ ations 1mp

ln dernitre — ce qui, logiquement, est autre que le « prirmp;;};;;:gﬁ:g;ﬁmc »
ou la regle (TL 1) du§o. L assertion (b) se réduit gvidemment au

RG] une relation dans laquelle figure un .L'ai:z'abl.fs x; pour tout er;fembli
de X et wne seule qui posséde la ﬁfﬂﬁﬂﬁ:ﬁ’ suivante: potr gue Lon di
elations xe X et R} sotent yraies.

n ait 1a relation Rixi.

Trifonime 4. Sol
X, il existe une partie A
co A, il faut el al suffit que les v

t;r| dit que A est I'ensemble des x e X tels que I'o

% D'ensemble des nombres entiers et pour Rizx}

Fyemple 1. Prenons pour e o P iers pairs.

s
I redation « x est divisible par 2 25 alors A est Uensen

A est la collection formée par ceux (IPS nh_}ez.z

it i - : - SOT

| @ X qqui pomsedent la propm i¢té exprimée pat la rrl.:r.i}{llnl'IJI].::]E;m(‘m te
.‘. at I;.;in.h-un-.- de A est intuitivement tvidente. Mathéma |r!| i ent, on e
{Iurt (-(': ihlir de Tndordme 4 wans utiliser des auunnnr tpui ru‘-lm l:;:::trr IJFI‘Hmr‘(‘:

vidant ' wia doane se borner i il .

| lﬁwm-mu gque Il Le lecteur debutant devra done

| Remarque 4. [ntuitivement,

Y o il d sl A LIV d T die SRAS S

q Remargue 5. Malgré ce qu’indique le bon sens, 1l rest pas vrai que, pour toute
relation R |x|, il existe un ensemble (au sens précis du § o) dont les éléments
sont fous les objets x tels %ue la relation R jx| soit vraie (le Théoréme affirme
seulement qu’on peut le faire en se bornant & considérer des cbjets x apparte-
nant A une ensemble X donné d’avance), et c’est pour avoir omis de prendre
cette précaution que les mathématiciens ont été conduits, & la fin du siécle
dernier, 4 découvrir les célébres « paradoxes de la théorie des ensembles ».

Prenons par exemple la relation x ¢ x; supposons qu’il existe un ensemble
A tel que les relations xe A et x¢x soient équivalentes; substituant A A
on en déduirait, en utilisant la régle (TL 7) du § o, que la relation AeA est
équivalente 4 sa négation A& A, autrement dit que Cfcs Mathématiques sont
contradictoires | (A vrai dire, nul n’est certain du contraire 4 I’heure actuelle,
mais toutes les fois qu’on découvre une contradiction on est en tous cas auto-
risé 4 en conclure que ’hypothése d’oti on I'a tirée est fausse).

La notion d’ensemble de tous les ensembles — il s’agirait d’un ensemble
X tel que I'on ait xeX pour tout x — est non moins contradictoire; car,
movyennant le Théoréme 4, elle permettrait de parler de 'ensemble de tous les
x tels que x & £, ce qui est impossible comme on vient de le VOLT,

Ces exemples montrent que l'usage du mot « ensemble » est soumis en
Mathématiques 4 des limitations que I'intuition n’enseigne pas.

Clomme illustration du Théoréme 4, prenons une ensemble X, une partie M de X,
ct pour R x! la relation x & M; la partie A de X ainsi obtenue s'appelle le complé-
mentaire de M dans X, et se note

X—M ou E M

(nous utiliserons uniquement la notation X — M}; ¢’est done Pensemble des élé-
ments de X qui n'appartiennent pas & M.

‘I'nftoREME 5. Soient M et N des parties d’un ensemble X; alors les relations
MecN et X—NcX—M
wnit dquivalentes. Pour toute partie M de X, on a
X—(X—M)=M.

1. cnsemble X — (X — M) se compose des xeX pour lesquels la relation
Ve X M est fausse; or celleci, pour xeX, équivaut a la négation de xeM;
done, X - (X — M) se compose des xeX pour lesquels la négation de xeM est
Linse, ie. pour lesquels 1a relation x & M est vraie, d'olt la formule

X —(X—M) =M,

Suppasons MeNeX; comme la relation xe M implique la relation xeN, In
négation de la seconde implique la négation dela premitre; donclarelation ¥ & XN
implique la relation xe X — M, et par suite on a X — Nc X — M. Inversement,
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cette relation implique, par le méme rajsoninement,
X-—(X——M}:X-—-{X-—N),
e, MeN, ce qui termine 1a démonstration,

¢ 6. La « démonstration » précédente est fort insuffisante logiquement
signification intuitive du mot « ensemble ». Pour
M par exemple, on

(] Remarqu
car elle fait usage de la
démontrer correctement la relation X — (X — M) =

devrait introduire les relations

R:xeM, §:rxeX;
I'hypothése que M est unc partie de X signific que R implique 3; et 1a relation
N (X —M) =M signifie donc que R et la relation

S et [non (3 et (non R})]

alentes si R implique S. On devrait naturcllement, pour établir

sont ¢quiv
régles de démonstra-

I'équivalence des deux relations précédentes, utiliser les

tion du § 0.
(‘eci montre que des asser
lorsqu’on veut effectivement les démontrer; C'€

remargud.

tions en apparence évidentes cessent d'étre simglm
st ce que les Grecs avalent &ja

4. Ensemble vide

8oit X un ensemble; parmi les parties de X figure ¥ lui-méme, ce qui permet de

considérer lensemble
g=X—X
qu'on appelle la partio vide de X; la relation x & @ est donc équivalente & 1a conjonc-
tion des relations
reX et e X,

de sorte qu'il nexiste évidemment aucun objet ¥ tel que xe @,
[ensemble ¢ = X — X ne dépend pas de Pensemble X — autrement dit,on a

X—X=Y—Y

e ensembles X et Y en effet, N -— X etY —Y n'ont pas de mal

uels que soient 1
les mitmes Eléments, puisqu’ils n’en posstdent aucun...

A pomdder exacternent
lf Remarque 7. L démonstration précédente n'en est cependant pas une;
\ .
L]

aprds le Théortme 2 on doit prouver que 1
-~ xaY — Y mont équivalentes; désignant par R la relation x@

relation va Y, tout revicnl A prouver que la relation

Roet (non 1K)

i relation ye X % et la relation
X et par S la

no
5 ENSEMBLES A UN, DEUX ELEMENTS 47

est équivalente 4 la relation

S5 et (nom 3),

ce qui provient d i o ;
ot ,E la[r:_clatiﬁgln u fait plus général que, quelles que soient les relations R

(R et (non R)) =T

est vraie (§ 0, Exercice 2).

[ ense ) = X — i i
e ‘mble @& = X %{, qui est donc toujours le méme, s'appelle aussi pour
raison ensemble vide; il ne posséde aucun élément, plus exactement la relation
xw o est fausse quel que soit x, t
11 est clair gqu’on a
gcX

I..””r l;:int -:;:mcmble ?{, et cette propriété caractérise Uensemble vide; car si deux
ensembles A et B vérifient A c X et Be X pour foxt ensemble X, on voil en partic
lier que Ac Bet Bc A, d'olt A = B. ] v i

. .
4. Ensernbles & un, deux éléments

. .

Hoit v un ohjet mathématique; i i

olt x un objet matticn: que; il existe alors un ensemble et un seul, noté |x{
possédant la propriété suivante : la relation ‘

ye x| équivaut a y=x

Lin ensemble de e !
ce type s'appelle un ensemble a . i
e pp ble 4 un élément. Il est clair que les relas
bxl =11, F=27
sont dpivalentes quels que soient x et .
O utilisera tris souve L SRS A icl
wilisera trés souvent (et sans y référer explicitement) le résultat suivant s

b bmr O .‘IIJ'JH" (71O T AR AY fr Y H e !JJ i f‘ !‘H el if ef I FJ” |FH l{
. (N .!l‘”!b 7 :‘\ SO HHER wnile (.i in [ I ] ]
, 3 len !{ pei} !
pilipfei v id RN T ul.'dlihllﬂi .'lfﬂ‘|"i'|‘ﬂfl".‘l'c‘ , f e FH’

TSI ] r-;.ff'l'
[ B p o donl x @ oot tond ya X,
l comditions sont dvidemiment nécessares, hll]l|l1'-‘itlilh-|i"| inversciment réalinden
TE TN e : . ] i . - '
Vol 1I||m m elément xode X (cest posiible puisgue Xoest non vide) | la relation
i . F ] ] 1 £ I
| chmpligue trivialerment ye X, et inversement Ty relation y e Noimplique poooon
iVapines 'y —— s |'A 4 : N .
|| pen Phiypothése by de Pénonce ;) Tes conditions y e N et ya jal sont done doul
LR i '} X » 4 I . ‘
SRR, C0 UL Proave s x Pl et acheve la démonstration,

K " . i 4
u:-;ul sadntenant v ety deux objets mathématiques; i existe alors un et un seul
e ] ML : i
plile, notd Ja, 21, dont les seals éléments solent x el y autrement dit el gue
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la relation
ze jxp!
soit ¢quivalente 4 la relation

=X ou z =

{1 ensemble de ce type s'appelle un ensemble 4 deux éléments si ¥ 7= 33 sixy =y ilest
clair que
txyt = e El = i
est un ensermble & un €lément.
On définirait de méme les ensembles 3 trois, quatre,... éléments. Les ensembles
qu'on obtient ainsi sont appelés les ensembles finis, les autres étant appelés les ensembles
infinis: ces deux notions seront & nouveau étudices en détail au § 5.

(] Remarque 8. 1existence d’ensembles & un, deux, trois,... éléments, intuitive-
ment évidente, ne peut pas s€ démontrer — plus exactement, I’assertion
« quels que soient x et il existe un ensemble dont les seuls ¢léments soient
x et y » est un axiome d'ol Von peut déduire facilement D'existence des autres
catépories d’ensembles finis.

Ajoutons que Pexistence d’ensembles infinis st aussi I'un des axiomes
des Mathématiques (I'ensemble des nombres entiers est infini — mais nous
n'avons pas donné de définition mathématique des nombres entiers, ni démontré
wmathimatiquement qu’ils appartiennent & un méme ensemble...). Voir § 5.

6. Ensemble des parties d'un ensemble donné

Soit X un ensemble; il existe — c'est, ici encore, I'un des axiomes des Mathématiques
un et un seul ensermnble, noté

£(X).

qui posside la propriété suivante : les éléments de £(X) sont les parties de X, autrement
dit lew relations

Y e®(X) et YeX

gont équivalentes, On dit que £(X) est I'ensemble des parties de X.

Remargue 6. L'opératon consistant & passer d’un ensemble X 4 lensemble
#(X) permet de construire des ensembles de plus en plus compligués. On
verra plus loin (§ 5) que si un ensemble X est fini et comporte # ¢léments,
alors £0X est fini et cn comporte 27 Ainsi, les ensembles

EIENTGIIR

0, £, L0 ), i{f{ﬁjf{mj'}'j.

comportent respeetivement (voir § 5, flemarque &)

‘]. 1, g¥ e i a_l‘ " H’i. nll‘ {“—1 .r'l:-ih- g hb h‘.ll1 "

ENSEMBLE DES PARTIEE D UN ENSEMBLE LHININE ad

¢léments, ce qui, 4 partir de ensemble vide, permet de former des ensembles

si compliqués qu’il devient rapi i i ! i
i ¢ élémcﬁtsr q apidement impossible d’en énumérer pratiquement

On notera d'autre part qu'on a
Xe(X)
pour tout ensemble X ; ceci montre, comme on ’avait annoncé dans la Remarque

2, que tout « *obyj 1
, g ensemble » d’objets est lui-méme un « ¢lément » d’un autre

« ensemble » — . . "
« fnsen e » la facon la plus simple de le voir serait du reste d’écrire la

Xe | X|.



EXERCICES

11 est parfaitement utopigue d'espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures solent-clles, sans résoudre des Exorcices.”

Les Dxercices qu'on trouvera dans ce livre sont de trois sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numériques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre. [Yzutres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires; en les étudiant, le lecteur s’habitucra & manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; cews de ces Exercices qui ne sont pas frés faciles sont
précédés d'un signe €. Enfin, la derniére catégorie est constituée par des Exercices qui
apportent au texte des compléments Importaats et difficiles; ils sont destinés uniguement
aux étudiants déja avancés qui s'intéressent vraiment aux Mathématiques; ces Exercices sont
pricédés de deux ou méme trois signes .

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement & se convaincre, & 'aide d'un « brouillon » fait 2 l1a hére, du fait qu'on en a a peu
prés compris la solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de caleul numérique,
il faut par contre s'efforcer de rédiger iniégralement les Exercices plus théoriques, oll I'on doit
construire de véritables démonsteations. De cette fagon, el uniguement de cette fagon,
Pétudiant parviendra i acquérir un langage clair et correct, et A utiliser les termes techniques
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
’un sujet.

- P, v

S0

g
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1, La définition mathématique compléte de l'ensemble vide, utilisant Popération de
Hilbert, est que @ désigne Pobjet mathématique

Tx[(Vx) (& X)];

en déduire la définition de ¢ en langage formalisé (i.e. écrire ¢f sous la forme d'un assernblage
ne comportant que des signes fondamentausx, 4 Pexclusion de toute abréviation).

2. Construire une démonstration logiquement compléte du Théoréme 5 (cf. Remarque 6),
8. Ecrire tous les éléments de 1'ensemble
E(E(E(2(@N)).

4. Soient X et Y deux ensembles. Montrer que les relations Xc 'Y et #(X) c®(Y) sont équi-
wvalentes.,

5. Montrer qu'il n’existe aucun ensemble X pour lequel la relation
(X)X

soit vraie,

8. Soient X l'ensernble des nombres x tels que 0 <7 x <7 1/100 000 0o, et Y 'ensemble des
nombres y tels que o <7 y = 100 000 000; démontrer que Xc 'Y,



