§ 0. = Le raisonnement logique.

1. L'idée de perfection logique

Il y a en Mathématiques trois proclcssus fondamentaux : construire des obfels
mathématiques, former des relations entre ces objets et démontrer que certaines de ces
relations sont graies, ou, comme on dit, sont des théorémes.

Les objets mathématiques sont les nombres, les fonctions, les figures géométriques,
ot 'Innombrables autres choses dont s’occupent les mathématiciens : ces objets
n'existent pas & proprement parler dans la Nature, mais ce sont des modéles abstraits
('objets physiques plus ou moins compliqués et visibles, Les relations sont les asser-
tions (vraies ou non) qu'on peut énoncer concernant ces objets, et qui correspondent
v des propriétés hypothétiques des objets naturels dont les objets mathématiques
sont les modéles. Quant aux relations vraies, ce sont, pour les mathématiciens, celles
qu'on peut déduire logiquement d*un petit nombre d’axiemes énoncés une fois pour
(hiites: ees axiomes traduisent en langage mathématique les propriétés les plus
« évidentes » des objets concrets auxquels on pense; et la suite de syllogismes par
lagquelle on passe des axiomes (ou, plus pratiquement, de théorémes déja établis)
o+ un théoréme donné constitue une démonstration de celui-ci,

[es explications de ce genre, qui sembleront peut-étre d’une admirable clarté i
ertnins lecteurs débutants, ont depuis longtemps cessé de satisfaire les mathémas
{iciens, non seulement parce que ceux-ci ont peu de goiit pour les phrases vagues,
[y aussi et surtout parce que les Mathématiques ¢lles-mémes les ont obligés &
s f1échir aux fondements de leur science, et A substituer aux aénéralités des formules
Aot Te sens ne puisse préter i aucune confusion, et dont il soit possible de décider
(e Facon quasi mécanique si elles sont vraies ou non, si elles ont un sens ou non,

Historiquement, ln nécessité d’établir sur des bases aussi solides que possible les
Mathématiques s'est manifestée & Poceasion du développement de la « théorie
Jew ensembles o, et de Pintroduction en Mathématiques de mnouvelles notions
o« abateaites » telles que celles d’anneau, de corps, de groupe.

Vi ce qui concerne la théorie des ensembles, créde par Cantor vers 1870, on W' eat
amer raplidement aperqu que, dans celle-ci, le recours A « Pintuition géométrique »
Saltt inuthle dans les bons cas, et franchement nuisible dans les mauvais; au bout d'une
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vingtaine d’années, on s'est trouvé en présence de résultats en apparence contraires
au bon sens mais solidement démontrés (par exemple Pexistence, prouvée par
Peano, d'une courbe continue qui passe par tous les points d’un carr¢), ¢t en méme
temps de véritables contradictions internes dues a I’emploi intempestif de raisonne-
nents ingénieux dont les mathématiciens avaient la conviction, sans pouvair vraiment
le démontrer, que ¢’étaient de purs sophismes. Or, en Mathématiques, la contra-
diction interne est Uhorreur supréme, car les Grecs savaient déja que, si 'on dispose
('une relation contradictoire (i.e. ala fois vraie et fausse}, alors on peut immeédiate-
ment démontrer que foutes les autres relations le sont également (voir la Remarque 5
plus loin).

Quant w1 développement des premitres théories dites « abstraites » ou « axio-
matiques », qui date de la méme épogque & peu pres (1Bgo-1910), il avait pour but
poit d'englober dans une méme théorie générale des théories particuliéres déja
connues afin de pouvoir appliquer aux unes les méthodes déja utilistes pour étudier
lew autres, soit d’établir sur des bases solides des théories laissant & désirer an point
de vue logique (Iexemple le plus célebre de ce dernier cas est "¢tude, par Hilbert,
des fondements de la Géométrie élémentaire; deux mille ans aprés les Grees, on eut
enfin, pour la premiére fois, un exposé rigoureux ct purement déductif de 1a Géométrie,
dans Jequel tous les axiomes, sans exception aucune, étaient explicitement ¢nonces,
et ofi 'on voyait clairement, pour chaque théoréme, quels étaient les axiomes stricte-
ment nécessaires 4 sa validité; T'exposé de Hilbert, par la rigueur de son langage
et le ses raisonnements, et par son refus de toute concession, est le modeéle de I'exposé
mathématique moderne, €t le restera sans aucun doute pendant de nombreux
Hit h"l_.'.

Les efforts accomplis par les mathématiciens dans ces deux voies, du reste étroite-
ment lides Pune & Pautre, Jes ont habitués & renforcer de beaucoup leurs exigences en
matitre de rigueur logique, et & raisonper sur des objets de plus en plus éloignés,
en apparence, de la « réalité » concréte. On en est ainsi arrivé a la conviction que
ce qui compte en Mathématiques, ce sont uniquement les symboles qui, assernblés
enr observant certaines « régles du jeu » explicitement énoncées, servent 4 former des
ohjets mathématiques et des relations.

On admet méme, aujourd’hui, qu’on pourrait théoriquement écrire toutes les
Mathématiques en utilisant exclusivernent un petit nombre de signes jfondamentanx
(par exemple les signes représentant les opérations logiques ¢lémentaires, et deux ou
trois signes proprement mathématiques — le signe de Pégalité, le signe de 'appar-
tenance qui sera introduit an § suivant, et éventuellement le signe servant 4 former
des « couples » dlobjets, et qui sera introduit au § 2) et des leftres en quantité non
limiiée. Dans cette coneeption des Mathématiques, les objets mathématiques et les
relations sont des assemblages (en pénéral d'une complication telle qu’il est hors
de question de les écrire effectiverment) de signes fondamentaux et de lettres, formés
en observant certains crittres énonces une fois pour toutes {le lecteur curieux en
(rouvera la liste, ou plus exaclement une liste possible, au ng de ce §); dans ces
assemblages, lo role des signes [ mdamentaux est de symboliser certaines opérations
Mdmentaires, loglgues ou mathématigues, dont la répétition A Pintérieur d'un méme
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assemblage conduit & des opérations beaucoup plus complexes; et les lettres, qui
sont censées représenter des objets mathématiques totalement indéterminés, servent a
introduire des « degrég de liberté » dans les assemblages considérds, i.e, a former des
relations et des objets dépendant de « variables arbitraires ».

Une fois établies la liste des signes fondamentaux, et celle des critéres de formation
des objets mathématiques et des relations, il reste a énoncer les axiomes (les uns
purement logiques, d'autres de nature mathématique a proprement parler).

A I'heure actuelle, les critéres de formation et les axiomes ont été isolés et énoncds
avee une précision telle que idée dune machine qui démontrerait des théorémes
et rédigerait des Mathématiques a cessc d*étre entierement utopique. Les Mathéma-
tiques telles que les écrirait une telle machine (appliquant strictement et exclusivement
les régles énoncées une fois pour toutes, n’omettant quenn intermédiaire de raisonne-
ment si « évident » soit-il, et ne falsant usage que des lettres et des signes fonda-
mentaux & Pexclusion de todes les abréviations usiizlles) sont dites formalisées; elles nexistent
bien entendu que dans 'imagination des mathématiciens. Un texte mathématique
¢erit en langage formalisé ressemmhlerait, en infiniment plus compliqué, au compte-
rendu d’une partie d’échecs, et donnerait au lecteur, s'il pouvait le comprendre, l¢
wentiment de la perfection logique.

2, Le languge réel des Mathématiques

On a calculé que, si ’on cherchait & écrire en langage formalisé un objet mathé-
matique aussi simple (en apparence...) que le nombre 1, on trouverait un assemblage
comportant plusieurs dizaines, de milliers de signes (les signes fondamentaux sont
en trés petit nombre, mais chacun d’eux peut naturellement étre répété un grand
nombre de fois dans un méme assemblage). Le mathématicien qui cssaierait de
manipuler de pareils assemblages ressemblerait & I’alpiniste qui, pour choisir ses
points d'appui sur une paroi rocheuse, examinerait celle-ci au microscope électro=
ILIILI[I‘.

O utilise done, dans la pratique, une multitude d’abréviations (par exemple la
lettre grecque T, le signe —, des mots du langage ordinaire, tels que « nombre »,
« point », « droite », « fonction », et ainsi de suite); celles-ci sont destinées & reprée
\enter par de nouveaux signes simples des assemblages compliqués de lettres et de
upnes fondamentaux, ou méme des assemblages faisant intervenir en outre des
wpnes abréviateurs déja introduits. Quand il a introduit suffisamment d’abréviations
Aaseniblages de signes fondamentaux, puis d’abréviations dtassemblages d’abré«
s, puis d'abréviations d’assemblages d’abréviations d’assemblages d’abrévia
{pemns, et ainsi de suite, le mathématicien cesse de penser (¥) ala définition compléte
ctdétaillée des objets qu'il & ainsi construits; il ne garde présent & Pesprit que In
faon de passer d'un échelon de complication 4 'échelon immédiatement précédent
(e qui constitue la définttion, au sens usuel du terme, de Pabréviation considérée),
ot ne cherche pas A redescendre de proche en proche jusgu'au langage formalisé;

(*y On devrait méme dire @ ne peut plus penser.
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A la limite, on en arrive souvent 4 raisonner sur les abréviations introduites comme
o elles constituaient des signes primitifs au méme titre que les signes fondamentaux
ddu langage formalisé (c’est ainsi que Hilbert, dans son étude des fondements de la
Giéométrie, introduisait @ priori trois notions primitives — celles de point, droite et
plan — sans chercher aucunement a les définir, et en se bornant 4 en dresser le
mode d'emploil.

(“est naturellement dans le choix des assemblages qu'il décide de représenter par
en abréviations, et auxquels il décide donc de s'intéresser particulitrement, que le
nthématicien montre que son activité differe grandement de celle d'une machine.
Une machine mathématique raisonnerait peut-étre 4 la vitesse de la lumitre, mais
olle se bornerait probablement a accumuler les théorémes au hasard suivant un
processig analogue au mouvement brownien. Le but des mathématiciens est au
contraire de démontrer des théoremes « intéressants », de résoudre les problémes qui
sont posés depuis des dizaines d’années et parfois méme depuis plusieurs si¢cles (*),
1 non pas d’inventer de nouvelles branches des Mathématiques, sans rapport avec
Jen probilémes qui se posent, et purement gratuites. Et en fait c’est justement I'étude
de ces problemes qui oblige les mathématiciens 2 inventer de nouvelles notions
(1 e, & introduire de nouvelles abréviations) et de nouvelles techniques qui, aux yeux
dudébutant ou de Pytilisateut, semblent parfois les entrainer fort loin du probléme
itinl. Par exemple, en essayant de démontrer le « grand théoréme de Fermat »,
ot dle résondre dCauntres problemes arithmétiques, Kummer a £té conduit & introduire
vers le milien du siecle dernier une certaine notion de « nombres idéaux »; celle-ci
@ conduit Dedekind a inventer, vers 1870, les « anneaux d'enticrs algébriques »
ot lew o idénux » de ces anneaux; de 14 sont sorties les notions « modernes » et
o nhstraites » d’anneau et d'idéal, qui sont 4 leur tour en train de fusionner avec la
Cidométrie Algébrique; or le « grand théoréme de Fermat » dit que, pour # 2= 3,
la « courhe plane » dont I’équation est

xl'l_i__yn:l

(*) Le probléme de la « quadrature du cercle », et celui de caractériser les constructions
glomdtriques que Pon peal « ETectuer & Iaide de la régle et du compas », posés par les Grecs,
Qlont fté résolus gutan xXix© gitcle. L'hypothese de Goldbach (& savoir que tout nombre
entler pair peut s'écrire commne somme de deux nombres premiers impairs), énoncee au VIS
wibcle, n'esl piw encore démontrée bien qu'en ait fait des progrés trés importants dans cette
vole depuis trente ans. Le probléme de Waring {montrer que, pour tout entier n, il existe
wn entier prtel que toul nomhre entier puisse Séerire comme somme de f termnes qui sont des
poibwnnees ot e nombires entiers — le cas Ie plus simple est B = 2, et on montre alors gue tout
entier el sorne de guatre carees) tnonced lui aussi au xvir® siécle, a ¢té résolu au début du
ot par Hhithert, Le « grand théoréme de Fermat » {montrer que, sin ¢ tun entier au moins
dal hotrons, érquation

a'nilmet aucune solution formie d'entiers ¥, ¥, & tous strictement pmitif-.—',\. énoncé au début
o ®vie® pikele, est encore fort loin de s solution, rpui exigera s donte ln mise en cuvre
o tout arsennl inventd par les alpébristes depuis un gitele, et d'autres techniques alus puis-
wantes, Nous no oitons (el bien entendu gue des problémes dont les tnoncdés sont sullisamment
atimples pour pouvelr flre comprid den débutanta.

n° 3 OFERE ALY e LA Wi e

ne contient aucun autre point du plan a coordonnées rationnelles que ses intersections
avee les axes de coordonnées, et c'est précisément de cc genre de problémes que
voccupe la Géométrie Algébrique ! Cet exemple, et beaucoup d’autres dont il
n'est pas possible de parler ici, montrent que, malgré cc que peuvent croire les
amateurs, les mathématiciens professionnels cherchent & s'engager dans les voies
les plus naturelles possibles, celles dans lesquelles leur intuition géométrique ou
analytique ou arithmétique — car i existe une intuition arithmétique — peut
s'exercer.

L'activité des mathématiciens en chair et en 05 différe de celle des machines sur
un autre paint encore : les premiers ne sont pas en mesure de se conformer sfricles
ment 2 la rigueur logique absolue dont feraient preuve les secondes si‘elles existaient.
Dans la pratique, les textes mathématiques les mieux éerits comportent une multi-
tnde de « trous » en absence desquels la lecture de ces textes serait un exercice
intolérable. Ces lacunes logiques sont sans importance, parce que chacun est parfai-
tement convaincu du fait qu'on pourrait les combler si on le désirait — en fait,
il est méme probable que le lecteur débutant ne les apercevra pas. On estime au-
jourd’hul qu'un texte mathématique est « parfaltement » correct lorsqu'il a acquis
I degré de clarté et de rigueur qu'on a toujours trouve dans les exposés d°Arithmé-
rique élémentaire (et clest pourguoi il est fort regrettable que cette branche des
Mathérmatiques n’occupe pas plus de place dans 'enscignement secondaire frangais) ;
I'immense majorité des théories mathématiques peuvent maintenant s'exposer dans
v style, et cette possibilité a pour corollaire le fait qu’on n'admet plus, aujourd’hui,
I renre d’exposé décoratil qui permettait €ncore, il n'y a passi longtemps, & certains
thématiciens, de briguer a la fois I’ Académie des Sciences et I'Académie Fran-
ilise,

Nous allons maintenant essayer de donner au lecteur des informations plus
précises sur la facon dont on construit des relations et sur les raisonnements logiques
les plus importants. On espére que le lecteur débutant voudra bien ne pas croire que
les considérations qui suivent intéressent uniquement les philosophes ou les spécias
listes de Logique mathématique; il gagit en fait des régles de raisonnement que les
mathématiciens utilisent & chagus seconde, et & propos desquelles lee débutants —
I'expérience le montre — commettent fréquemment de grossiéres erreurs.

4. Opérations logiques élémentaires

(omme on I'a dit au n® 1, les relations et les objets mathématiques sont, théoris
(e ment, des assemblages de lettres et de signes fondamentaux, formés en cbservauit
L ertains critéres, avee lesquels le lecteur entrera €n contact progressivement. On vit
*éresser tout d’abord aux deux signes les plus simples servant & former des relations,
/| anx abréviations qui s'expriment uniguement & I'aide de ces deux signes.

|.es logiciens représentent ces signes par V' et ", mais nous les désignerons par

Lo mints

ou, non
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(u'on emploic toujours en Mathématiques. Si R et 5 sont des relations, alors Passems-
lllilHl'
R ou S

alitenu en ferivant I’assemblage R, puis le signe ou, puis Passemblage 8, est encore
une relation qu'on appelle la disjonetion logigue des relations R et § [on verra plus loin,
quand on aura défin les relations « vraies », que pour que la relation (R ou 8) soit
vrnle il sullit que Pune au moins des deux relations R, S donnécs le soit]. De méme,
o I est une relation, 'assemblage

non R

abiteni en faisant précéder I’assemblage R du signe non est cncore une relation, qu’on
appelle 1n négation de la relation R [plus loin, une relation sera dite fausse lorsque sa
négation est vraie]. Les régles d’emploi de ces deux signes (autrement dit, les axiomes
ut les font intervenir) seront énoncées plus tard; pour le moment, il est inutile
de wo poser ce genre de question.

A partir de ces deux signes, on peut introduire des abréviations d'usage constant,
et tout d'abord le mot

et;
Mant données des relations R, 5, on désigne par

RetS

la relation

non [ (non R} ou (non IR

qu'on appelle la conjonction logique de R et S [on verra plus loin que, pour que la
relation (R et 8) soit vraie, 1 faut et il suffit que les deux relations R, S données le
wolent |, Om note «'autre part

R =25

I relation
5 ou (non R};

on appelle une implication logique et on la lit (*)
R implique S;
[comme on le verra plus loin, dire que celle-ci est vraie signifie que S est conséquence

(*) Dann la pritigue, onne dit e« Rompligue 5 0 que dans le cas of celle relation est
VERIE AL AER Gl ReTi pricise plus Lo, Dhans oo § par contre, nous Ferivons des relations sans
fins préoceuper, pons le mmoment du moins, i savoir i eHes sont vrnes ol not. .
Notoms ('suire part que bhradeoup e gens ont maintenan tendance i atiliser le signe
g corpimn abirdviation du ot « dmpligque oy 1a lupart dea mathdmaticiens p1l||(':u|u'|!|'|‘!r']¥
prfetiont oette fagon de ne ‘nu dorbre Trangaia [ ou chinom Wils wont chinois). et du reste fort
diftieite, dann bs pratigue, © Suliliser coreeclemant 1o signe .

ne 4 ANIOMESs BEL L HRELLIRLTL S

logique de R {donc est yraie si R Pest); mais la relation (R =5} peut fort bien
étre vraie alors que ni R ni S ne le sont — par exemple, la relation

(1 = 2) == (2 =3)

est évidemment vraie, [de méme ‘en logique nazie, que la relation
les communistes ont incendié le Reichstag donc il faut exterminer les cormnmus
nistes;

la déduction, en logique nazie, était impeccable, mais la prémisse était fausse].
Enfin, on désigne par

R <8
la relation

[(R == 8] et (5 = R)];
on Pappelle une équivalence logigue et on la lit
R est éqguivalente & 5.

On verra plus loin d’autres critéres pour former des relations.

4, Axiomes et théorémes

Les signes introduits au n® précédent nous permettent déja de définir les relations
vraies ou théorémes; ce sont celles qu'on peut obtenir par application répétée des
dlenx régles suivantes

(RV 1) : Toute relation obtenue par application d’un axiome est vraie.

(RV 2) 1 Etant données des selations R et 8, si la relation (R == S) est vrate, et si la relation
1 st vraie, alors a relation S est sraie.

Cuant aux axiomes, ce sont des relations ¢énoncées explicitement et une fois pour
toutes, ou bien des régles dans lesquelles interviennent des relations « arbitraires »
1 qui, appliquées & des relations spécifiques, conduisent 2 d'antres relations spécis
lipues (et vraies, d’aprés la définition méme de ce mot); les axiomes gu’on énonceri
A n® suivant sont du second type.

Une relation est dite fausse lorsque sa négation est vraie.

Remargue 1. On voit donc que ce qui caractérise les relations vraies c'est
(1on peut les démontrer et non pas, par exemple, que les lois naturelles qu'elles
wonl censées schématiser peuvent étre vérifices expérimentalement; on a el
la différence fondamentale entre lcs vérités mathématiques et les vérités
expérimentales, Dans la pratique quotidienne, le débutant aura le plus grand
mtérét i garder ce fait présent a Pesprit, tout au moins s'il s'intéresse effectis
vement aux Mathématigques.



all RAISONNEMENT LOGIQUE

wir
(=]

Remargue 2. 1) va de sol qu'en Mathématiques la question de savolr si une
relation donnée est vraic ou non dépend du systeme d’axiomes adopté au
départ @ une relation vraie dans unc axiomatique donnde peut cesscr de
I'¢ire dans un autre systéme, en apparence aussi « naturel » que le premier.
(O a par cxemple construit des axiomatiques de la théorie des ensembles
dans lesquelles Passertion « il existe des ensembles infinis » nlest pas vraie
(i,0. ne peut pas &lre démontrée - - €¢ qui cxplique pourquol cette assertion
et I'un des axiomes de base de la théorie des ensembles telle quelle est utilisée
par los mathématiciens;.

Noter par ailleurs quune relation non vraie (i€, gui ne peut pas étre
deérnontrée) n'est pas forcément fausse ; si Roest unc relation, il se peut fort
bien, en théorie, que les axiomes adoptés au départ ne permettent de démontrer
ni R ni non R, de telles relations sont dites indéridables (dans la théoric axin-
matique considérée). On a pu montrer récemmert {voir p. g5 qu'il exIste
de tv]llf-s relations dans les mathématiques usuclles, fonddes sur les axiomes
des §8 o, et 2 g R est une telle relation, on a le droit, si on le désire, de
« compléter » les rnathématiques en ajoutant 4 la liste des axiomes de base
woit K, snlt non

Remargue 5. Outre les relagons vrales, les relations fausses et les relations
ynilécidables, on doit encore en principe considérer les relations contradictoires,
el A da tois vraies et fausses. Tout le monde espére bien entendu que les
axiomes de base des mathématigues sont compatibles entre eux, ie inter-
Jent Pexistence de relations contradictoires — mals on n'a pas pu encore
le deémontrer. Siodes relations contradictoires se manifestaient, il faudrait
Ahandonner ou affaiblic certains des axiomes de hase.

5. Axiomes logiques et tautologies

Juseu’i prisent nous n'avons énoncé aucun axiome) nous allons, dans ce n®,
snoncer les plus simples dlentre eux, ceux qui servent a justifier les raisorinements
logicques les plus élémentaives [syllogismes, doubles négations, etc...j; c&s AX1OMES
wont o nombre de quatre, mais le lecteur aurait tort de croire que la présentation
adoptée ici soit la seule possible : il existe de nombreuses autres possibilités de déduire
Lo paisonnements logiques lémentaires dun petit nombre d’axiomes simples.

(AL v, 0 SR est une relation, la relation

(R ou R} =% R

ext vrate,
Gi done la rebation (Roow Roest yvraie, il en sera de méme de R d’apres la régle
Ry 2 duout preecdent,

AL, 2y s S et S sond deie relations, fa relation

14 = (1 ou 5

dil prand,
i done I et vioe, 0 en et de méme de (1o g1, comlormément an seins intuitif
i Mot @ ouoe,

(AL 3) : Si R et S sont des relations, la relation

(R ouS8) = [Sou R
est vrate.

Fn combinant les deux axiomes précédents, on voit que s1 R est vraic il en est
de méme de (S ou R, ou, € qui revient au méme, que si § est vraie il en est de méme
de (R ou 8} ; comime on avait déja établi que (R ou 8) est vrai si R est vraie, on voit
que (R ou 8 est vraie dis que Pune au moins des deux relations R, S est vraie.

(AL 4) : St R, S et T sont des relations, la relation

(R =3 8) =3 ({Rou T) == [SouT))
est vraie.

i donc R implique S ie. si la relation (R =3 S} est vraie alors la relation
'R ou T) implique la relation (8 ou T). Ce genre d’énoncé pourra sembler trivial
A lecteur débutant — mais il n’en est que plus remarguable quon puisse en tirer
des conséquences substantielles. En fait, il faut considérer les quatre axiomes précé-

dents comme les régles d’emploi mécanique des signes « ou » et « non », €t non pas
comme des découvertes métaphysiques profondes.

Les théorémes que l'on peut démontrer en utilisant uniquement les axiomes
précédents s’appellent des tautologies ; ce sont ceux que les mathématiciens utilisent, la
plupart du temps sans s'y référer explicitement, dans leurs raisonnements logiques.
Iin voici quelques-uns; nous ne les démontrerons pas tous :

(TL 1) : St R, Set T sont des relations, si (R =3 5] et st (S==T) sont vrates, alors
(IR ==% T) est vraie.

Voici la démonstration, & titre d’exemple. Appliquans (AL 4) en y remplagant
i, S et T par 8, T et (non R} respectivernent; on voit que la relation

(§ = T} = [(5 ou (non R)) =3 (T ou (non R})]
est vraie; vu la défimition du signe ===, cela signifie que la relation
(8 =2 T) = [(R =¥ 5) == (R—=T}]

vul vraie; par hypothése la relation (S === T) est vraie; la regle (RV g2} montre
Jline que la relation

(R ==8) => R—>T)

el vraie; comme la relation (R —> $) est vraie par hypothése, on voit en appliquant
A nouveau (RV 2) que (R=~ T) est vraie, ce qui achéve la démonstration,

(T1.2) : 8 R est une relation, la relation (R = R est vrate.
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Fn effet, les relations

R —3» (R ou R}, (R ou R} =R

sont vraies d’apres (AL 1) et (AL 2); il reste donc a appliquer (TL ).

Remarque 4. Vu la définition du signe =, Pénoncé précédent signifie que,
quelle que soit la relation R, la relation

R ou (non R}

est vraie. JI pe s'ensutt pas que 'une au moins des deux relations R, (non R}
soit vraie — c'est justermnent la question de savolr s'il existe des relations
décidables ! En fait, quand on a établi qu’une relation (R ou S} est vrate,
nn one peut pas en déduire directement que Pune des relations R, 5 solt vraie,

(11 ¢ St Roestune relation, la relation
R <3 non (non R]
st praie. . .
Dire que R est vraie revient donc A dire que la négation de (non R} est vrale,
autrement dit que (non R} est fausse.

(T1.4) : St Roel S sant des retations, la relation

(R = 8} <= [(non S = (non R}]
est vraie. .
Pour établir que R implique S, il est donc suffisant (et nécessaire) de prouver
ue la négation de S implique celle de R. Par contre, I’énonce

(R == 8) = [(non R} — (nen 8)]

est faux, et est la source de nombreuses erreurs de rajsonnements (étant donné
que tout homme est mortel, cet énoncé pourrait servir & prouver que tout chien
est immortel). On Putilise cependant trés souvent dans la vie courante, le plus
wouvent i tort bien entendu, et parfois avec raison sur lc plan psychologique : « les
gens de droite soutiennent I'Algéric Frangaise, donc les gens de gauche soutiennent

I' Algérie Indépendante ».

("T'Log) o SRS sont des relations, les relations

(R et §) =R, (R et S —5 5

cont vraies; si de plus el S sont oraies, alors (R et 8) est Traie.
O déclait de By que, pour que (R et 8) soit vraie, i foul et il suffit que les relations
[Let § considérées le sotent, conformément i sens intuitf du mot et o,

Remarque %, K est facile de montrer que Wil existait une relation contradic-
y i t ] :
tolre I, alors toute autre relation 8 lo serait aussi, comme on I*w dit plus haut,

L

En effet, (AL 2) et (AL 3) montrent que
(non R) = (S ou (non R})
est vraie; comme (non R} est vraie par hypothése, la relation

S ou (non Rj, Le. (R === 8},

est donc vraie; et comme R est vraie par hypothése, on en déduit que S est
vraie — et done aussi (non 8)...

La Remargue précédente est & la base du raisonnement par l'absurde; celui-ci
consiste, pour démontrer qu'une relation R est vraie, & adjoindre temporairement
mon R) aux axiomes des Mathématiques, et 2 établir que les « nouvelles » Mathé-
matiques ainsi obtenues sont contradictoires; d'aprés la Remarque 5, toute relation
et alors vraie dans le nouvean systéme, et cn particulier la relation R clle-méme.
Par suite, R est conséquence logique des axiomes des Mathématiques (usuelles) et de
I relation (non R}, ce qui signifie, comme on le voit facilement, que la relation

{non R) =R

eit vraie {dans les Mathématiques usuclles, auxquellcs on est maintenant revenu); il
reste 3 en déduire que R elle-méme est vraie; or I'axiome (AL 4), ou I’on remplace
R, S et T par non R), R et R respectivernent, montre que la relation

({(non R} =3 R) =~ [({non R) ou R} = (R ou R}]
val vraie; comme ((non R) = R] est vraie par hypothése il en est donc de méme de
{(non R) ou R} == (RouR});

miais ((non R) ou R) est vraic d’apres (AL 3) et la Remarque 4; par conséquent,
(R ou R) est vraie, et (AL 1) montre finalernent que R est vraie.

IDans la pratique, le raisonnement par Pabsurde s’utilise comme suit : on « suppose
Iu relation R fausse », ce qui revient justement & adjoindre (non R) aux axiomes des
AMuthématiques; on raisonne 2 partir de la jusqu'a ce qu'on ait trouvé une relation
A Ia fois vraie et fausse; on termine alors en disant « or ceci est absurde, donc R est
Ve i

l'ne autre méthode de démanstration fréquemment utilisée dans la pratique est
celle de la disjonetion des eas; elle repose sur I"énoncé suivant :

(11,13 ¢ Soient R, S et T trois relations; si les trois relations

R.Ou Sm R=}"'T, S-=¢-T

wnt vraies, alors T est vraie.
Comme S implique T, Paxiome (AL 4} montre que ‘S ou R) implique (T ou R);
comme R implique T, on voit de méme que (R ou T) implique (T ou T); comme
I ou R implique (R ou T) d’aprés (AL 3), on voit done que (S ou R} implique
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(T ou T); or (R ou S) est vraie et implique (S ou R); par suite (T ou T) est vraie,
1 on conclut la démonstration a Iaide de (AL 1}.

Dans la pratigue, on utilise surtout Iénoncé précédent en prenant pour Sla
négation de R pour maontrer que T est vraie, il suffit de faire voir que R implique T, et que
(non R impligue T dgalement.

6. Substitutions dans une relation

Goient R une relation, A un objet mathématique, et x une lettre (qui est donc un
olijet mathématique « totalement indéterminé »); dans I'assemblage de lettres et
(e sipnes fondamentaux qui constitue la relation R, remplagons partout la lettre x
par assemblage A: Pun des critéres de {ormation dLT.‘S relations est que I’assemblage
ainsi obtenu es? encare une relation, que l*on désigne (*) par la notation

(AR

et qu'on appelle la relation obtenue en substituant A & x dans R, ouen donnant 3 ¥
Ia valour A dans R; et on dit que 'objet mathématique A vérifie la relation Rsila
relation (Ajx)R est vraie. Il va de soi que, si la lettre x nc figure pas eH'tcu?ement
dans Passemblage R, la relation (Alx)R n'est autre que R, et dans ce cas dire que
A vérilie R signifie que R est vraie. o

Pour indiquer qu'une letire x figure dans une relation R, on écrit fréquemment
celle-ci sous la forme

R«
(analogne, mais non identique, 3 celle qu'on utilisera au § 2 pour désigner les fonc-
tionst s on eerit alors fréquemment

RIA!

au lieu de (A x)R. De méme, si x et y sont deux lettres distinctes figurant dans R,

et w1 I'on veut mettre ¢ fait en évidence, on €crit

Rix, v}

au lien de R, et ainsi de suite.

(11 ) ¢ Soient Rowne relation, % une leltre, et A un objet mathématique. Si la relation R est

rate, ol enest de nelre de la relation obtenue en subslituant A a x dans R.

Autrement dit, si Roest vraie lorsqu’on ¥ regarde x comme umn « chjet indéter-
miné », alors R reste vraie lorsqu'on donne & x une « valeur » spécifique A. Par

exemple, si l'on démontre que la relation
XX

(*) Dans e § exe luslyement,

ot % est une letire au sens technique du terme, est vraie, il ensuivra que la relation
A=A

est vraie quel que soit objet mathématique A.

Ce résultat donnera sans doute au lecteur débutant Pimpression d’un simple
calembour, 4 cause de la signification intuitive que nous avons attribuée plus haut aux
lettres, qui sont censées représenter des objets « totalement indéterminés » ou « arbi-
(raires »; mais celle interprétation n'était jusqulic fondée sur ancun résullat mathémalique
précis, et n'avait pas encore été effectivermnent justifiée par des régles gouvernant
I’emploi des lettres et conformes a ce que le sens commun attend du comportement
d*objets « indéterminés ». La régle (TL 7) a précisément pour but de Jusiifier cette inter-
prétation des lettres comme « objets indéterminés », et ce serait ne pas avoir compris la
situation véritable que de croire quon peut justifier (TL 7) par de simples considé-
‘tions de « bon sens » ; les machines & démontrer ignorent cette notion, et on
perdrait son temps 4 vouloir leur faire comprendre ce qu'est un « objet indéterminé ».

En fait, la démonstration consiste tout d’abord & vérifier (TL 7) lorsque R
Jobtient par application directe d'un axiome, ct se fait en constatant que, dans ce
cas, la relation [A]#)R est soit identique a4 R, soit obtenue par application directe
\ln méme axiome que R — si par exemple R est la relation

(S ou 8} =5
oi1 § est une relation donnée, alors il est clair que (A]x)R n'est autre que ka relation
(S' ou S} =3 &

it §* désigne la relation (Alx)S. Une fois effectudes ces vérifications, qui supposent
Iien entendu quion a €crit explicitement tous les axiomes, il est immédiat de passer
au cas général d’une relation vraie « gquelconque ».

7. Quantificateurs

Nous avons indiqué jusqu'a présent trois procédés fondamentaux pour former des
(eltions — la disjonction logique, la négation, et la substitution d'un objet & une
lettre, Ces procédés sont de nature purement logique {i.e. ne font pas intervenir les
e mathématiques qu’on introduira aux § 1 et 2). Dans la pratique, on a encore
Lo d'un quatrigme procédé purement logique pour former des relations — c’est
Clui fqui exprime Vassertion quétant données une relation R et une lettre #, il
+wile au moins un objet mathématique A tel que la relation (Alx)R soit vraie, i.e.
(i vierifie R. Naturellement nous attribuons ici & Pexpression « il existe » son sens
prncment intuitify les considérations gui suivent ont pour but de la remplacer par
i nouvean signe logique, a savoir le signe

3,

ot e codifier Pemploi de celui-ci de telle sorte qu’'il se comporte conformément A ce
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(u'exige le sens commun lorsqu’on utilise Pexpression « il existe » en langage
: 31 ) : ificateur existentiel.
courant. Le signe 3 s'appelle le quanti =
{itant données une relation R et unc lettre %, on peut donc former unc NOUY elle

relation qui se désigne par
AR ou (3x) Ryx|

et qui se lit (%)

il existe x tel que R.

., Péguati & = ) posséde au
Pour écrire dans ce langage que, pal exemple, 1éq1.ld1.10¥1 at 41 p]r1 e o
moins une racine réelle (ce qui cst dailleurs faux, mais 1mporie peu), © . ltgau
par R l'ensemble des nombres réels et, en atilisant le signe € qui sera Introcul

B wuivant, on forme la relation
(3x) [(xe R] et (xt + 1 =0)].
A partir du signe 3, on introduit PPabréviation
¥

qu'on appelle le quantificateur universel ; st R est une relation et x une letire, on
désipne par
(V=) R

la relation
non [(3x) (non R},
et on la lit (%)
pour tout %, R

O eneore

on a R quel que soit x.

Dire que la relation ((Wx)R) est fausse signifie donc que l‘assert::n t{.(ﬂxi{;[nior:chjil
patl vride o Passertion « tous les hommes sont mortluls » est la négation g?: o
Passertion « il existe des homines immortels ». M;u-s 'l:nen erluendu, dire gue as- X
tion « tots les habitants de la Casbah d’Alger ont cte spumis a la torture ’cn 1937,
I'assertion « aucun habitant de la Casbah &’Alger n'a
u*‘}_

ent Tonsse pe signifie pas que
GLé LorLird eno1gs7 m S0l vrne (

: : i “atl : ante;
(* 11 eat forl difhcile d'atiliser corre tesmend les signes 3 et \i"t :l;m'_s }‘:“:‘:I:l:l:}:?"'i.(:::ljfl 1-:
aderire : oo riout w, COIMm i LTS
Aernbile de se borner a ecrre « il existe w il oW pou '
il eat ilani [ Tty .|h|: ile w |
wh ry LETIT PRI copsulier Ia documentation

. .
pylrm X [ ; v
##) Lo lecteur qul dedsireralt savoir & guon 1t {e Minuit, Paris,

ansernlildo dana Lo livee de Plerre Vidal-Naguet, La Raison o' fidat { Llitiona «
‘mhu). ol 1ol LroUYETE sl une Libhiographie ahondante,

L] L L L " nnw ok, Tk f ¥ b il T Pinlereomfiue
o111 ll W laniin il ln \ Thiw '".I i W W l (L wu LY l'. (41 ll'
L]

et i an asutainlirg LgtS

no & EMPLOI DES QUANTIFICATEURS

@ Remargue 6. 11 est théoriquement possible d’écrire les Mathématiques en
n’utilisant que des lettres, les trois signes logiques

ou, non, 3,

et les trois signes mathématiques qui, dans les §§ 1 et 2, serviront a former

des « égalités », des « appartenances » ¢t des « couples » (on pourrait méme
se passer du dernier signe).

Dans ce systéme, une assertion de la forme (3x) R peut étre vraie sans
qu'on ait aucun moyen de « construire effectivement » un objet mathéma-
Gaue vérifiant R — de méme, dans la vie de tous les jours, assertion « il
existe des banquiers honnétes » ne constitue pas une information trés substan-
ticlle, car elle ne permet pas, & elle seule, d’exhiber un honnéte banquier.

On trouvera au n® g des indications sur un systéme plus complet, ne présen-
tant pas I’inconvénient dont on vient de parler, mais moins naturel que le
systeme précédent,

. Régles d’emploi des quantificateurs

I.a premiére de ces régles est la suivante

(AL, 5) : Soient R une relation, x une leltre ef A un objet mathématique. Alors la relation

(Alx) R=—=(35) R
el prate,

Si done la relation (A|x)R est vraie, autrement dit si l'objet A « vérifie » R,
Alors la relation (3x)R est vraie, conformément & ce qu'on espére. Dans la pratique,
¢'eal presque toujours ainsi qu'on démontre qu'une relation de la forme (3x)R est
vraie + on exhibe un objet spécifique A qui vérifie R. On fait de méme dans la vie

Conrante © la meilleure fagon de prouver qu'il existe des banquiers honnétes, c’est
il'en exhiber un explicitement.

(UL Soient R une relation, % une leltre et A un objet mathématique. Alors la relation

(Va)R 3 (AR
il vrand

Y ddone la relation (Vx)R est vraie, on obtient encore une relation vraie en
silstitiant 4 x, dans R, un objet mathématique quelconque. Par exemple, si I'on
divontie que la relation

(V) (& x),

]

Wi s et tne lettre au sens technique dotermie, est vraie, alors pour tout objet mathée
P Al relation

ll\ A

s veade, On procéde de méme dans la vie courante I'assertion « tous les intelloes
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tucls sont des pédérastes » implique que chaque intellectuel explicitement nomme est
un pedéraste.

(‘1L q) = Sotent R une relation et % une lettre. La relation
non {{Jx)R) <= (¥x) (non R}
sl vrae.

Dire que la relation (xR est fausse signifie donc que la.rclation {“cr'x} (nonI;R-)
est yraie, et en particulier impligue que tout objet mathématique A vérifie (non R).

(TL 10) : Soient R ¢t S des relations et x une letlre. La relation
(¥x) (R et 8) <= ((Vx)R et (¥x)8)

eal vraie,
{Test évident intuitivernent. On notera

(¥x) (R ou §) <=~ ((¥x)R ou (Vx)5)

par contre que la relation

n'est pas vraie en général; par exemple, Passertion « t-.:)us les 1n‘n:llienctLuj:lst;icl:‘::tt ,f:ii
traitres ou des péderastes » n'implique pas la i:f:l:a,tmn « tous les 1n Hlectuc®
gont des traitres ou tous les intellectuels sont des p:edcrastcs », car il pou:"ral_ ZELC,
i da fous des intellectuels qui sont des trajtres sans étre des pédérastes, ef des in .

tuels qui sont des pédérastes tout en étant patriotes.

(L) Sutent R et 5 des relations et x une letire. La relaiion
(3x) (R ou 5) <= (()R ou (3x)8)

gal vrate,

Clest que la relation
o U5

e s
aussi évident intuifivernent. NMotens d'autre part

@) (R et )= (@R et S,

ent praie, mals que Pimplication opposte
((Ax)R et (3x)8) =+ (3x) (R et S)
et pénéralement fausse. Ainsi Passertion « il existe des gens riches ¢t honnétes »

idemment Passertion « il existe des gens riches et il existe des gens
n’est pas correcte, car des raisonnements

lure 'éventualité dans laquelle les gens

implique év ,
honnétes », mais Pimplication opposee
purement logigues ne sauraient suflire a exc

rement malhonnétes., ] . .
quelgues régles faisant interventr des quanti-

et x, y deux lettres distinctes; on peut alors,
' ve P * i, dans la rela-
dan 1, appliquer un quantificateur relativement A la Iri::; X, ]1'|..II!;,1tlul.tl'i ._:, o
' ilici + relati rinble y; on pe
| i tificateur relativement i fin va
tlon obtenue, appliquer un quan . ‘ le i peut
wiisal blen entendu procéder dans Vordre inverse, ct e de mander si ordre di

riches seraient nécessil
Pour conclure, nou allons énoncer
{atenrs iérés, Soient L une relation,
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lequel on effectue les opérations a une importance. La réponse est donnée par I'énoncé
suivant (qui ne couvre pas tous les cas, pour la simple raison que lcs énoncés auxquels
tout le monde pense et qui ne se trouvent pas ci-dessous sont Jaux) :

(TL 12) : Soient R une relation, x et y des letfres distinces. Alors les relations

(V) (VIR === (V) (¥x)
(32) (AR <> () (3R
(3x) (Y y)R = (V) @R

sont vrates.

Donnens par exemple une démonstration intuitive (i.e. incorrecte...) du second
inoncé. Sila relation {3x)(3 #)R est vraie, cela veut dire gu'on peut trouver un
ohiet A tel gu'en le substituant & x dans la relation (3R on trouve une relation
vraie autrement dit tel que la relation (3 JIRGA, y1 soit vraie; mais ceci veut
Jdire de méme qu'il existe un objet B tel quen le substituant & y dans R{A, »{ on
rouve une relation vraie — autrement dit tel que la relation R {A, B soit vraie,
\Mais alors la relation (3x)R | x, B} est vraie, donc aussi la relation {3 (3R | x, ¥)
ot ceci démontre (sic) la relation considérée.

Remarque 7. Les incorrections de la démonstration précédente sont au nombre
de trois aw moins: (1} on s'est horné a montrer que la relation (3« {3y} R
implique la relation (33)(I)R au lieu de prouver que ces deux relations
sont équivalentes; ce n’est évidemment pas grave, I’implication opposée se
Jémontrant de la méme facon; (2) on s’est borné & montrer que si la relation
(3x)(3 )R est vraie alors la relation (3 y)(3%)R Dest aussi — alors qu'une
implication peut fort bien étre yraie indépendamment de la vérité de scs deux
termes; {3) on a admis que, pour qu’une relation de la forme (3x)R soit vraie,
il faut et il suffit que 'on puisse trouver un objet A tel que la relation (Alx)R
soit vraie : or la régle (AL 5) indique seulement que cette condition est
suffizante.

En ce qui concerne le point (3), on peut le justifier & 'aide des considérations
ilu n® g. Pour ce qui est de (2), on le justifie en faisant usage de la méthede do
I'hypothase auxiliaire dont voici 'énoncé: soient R et S deux relations; adjoignons
temporairement R aux axiomes des Mathématiques (ce qu’on indique prati-
quement en disant « supposons r{uc R soit vraic »), et supposons que 5 soit
vraie dans ces « nouvelles » Mathématiques; alors la relation (R == 5)
et vraie (dans les Mathématiques usuelles bien entendu !). Cette méthode
we justifie & Paide des critdres les plus ¢lémentaires, ceux des n® 4 et 51 on
ferit une suite de syllogismes partant des « nouveaux » axiomes {i.e. des axiomen
wanels et de R et aboutissant & S, et on démontre, en raisonnant de proche en
proche, que chaque relation de Ta chaine est conséquence logique de R, d'ol,
Al fin du processus, Pimplication (R 3= 5). ‘

Remargue 8, On a [réquemment & éerire 1 négation d'une relation comportant
deux guantificatenrs snceessifs fou méme plus de deux), exercice que los
débutants ont généralement quelque peine i accom lir, Soit par exemple A
fopmer I négation (ou une relaton copuivalente B %u négation) de la relns
tion (Va3 » R, Désignant provisoirement par 8§ la relation (3 ¥R, on
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doit former la négation de (¥x)S; or cette relation n’est autre gue
nen [(3x) (non S});

¢ négation est donc équivalente, drapres (TL 3), 2 (3x) (non 8. Mais comme
§ n'est autre que (3R, relation équivalente a {3 y)(non non R), on wvoit

que (mon 5) est ¢quivalente a (¥ y) (pon R); par conséquent, of obtient le
résuliat cherché, & savoir que la négation de la relation

(Vx) (IR

est équivalente & la relation
(Axp(¥ yi{non Ry.

9, L'opération de Hilbert. Critéres de formation

Pour conclure ce § et & Lintention des lecteurs non débutants qui pourraient s inté-
pewser 2 la Logique, nous allons donner des précisions supplémentaires sur I'un
et systemes possibles, & savoir celul qui est utilisé par N. Bourhaki dans scs Elémenis
de Mathématique.

Dans ce systeme, on utilise sept signes fondamentauz, €t des lettres. Quatre des signes

[ondamentanx, & savoir

—

o, oM, T, LJ

wont de nature purement logique; les trois autres sont de nature mathématique a

]nupr:-tnr'nl p'ﬂ.rlcr, ce sont les sighes
=, ; 2,

qui seront introduits aux §§ 1 et 2 (le troisieme est le signe du couple; voir le critére
(OM 2 ci-dessous) .

Un assemblage sTobtient en gcrivant une succession de signes et de lettres, certains
(dew signes ¢ figurant dans un assemblage- pouvant de plus étre joints & certains des
wignes | ] par des liens — par exemple, |’expression

Txey = € By = zr.:l
| |

et un assemblage.
Soit A un assemnblage, et soit x une lettre; nous allons indiquer un procédé pour

en déduire un nouvel assernblage qui ne cantient plus la lettre X mais que L'on désigne
péannoing par la notation

. (A
orelobitient en ¢(Tectunnt les trois opérations siivantes &

a) on derit I'assemblage 1A abtenu en (aisant préceder I"assemblage A dusigne T3
b) on joint le signe ¥ placé devant A b chague oceurence de la lettre x parun

Heny

n° ;
LY CRITERES DE FORMATION

I E
. ;r%ans lflssjimbla’ge obtenu, on remplace partout la lettre ¥ par le signe [k
par exemple A est 'assemblage écrit plus haut, alors =.(A) est l'assemblage

[ opérati 1 ; )
l. pération faufant passer de A & w.(A) est essentiellement due & Hilbert; on en
donnera plus loin la signification intuitive. ?

\_ [B10K allons IT lﬂt I
- . |F' i Q’ f 2 t]‘DnS ef des b els
: 1aintenant eNoncer e8 CrHere) e formation dl s [Cla
|||.|themathl.lt£, IES VOICL °

OM 17 1 Toute lettre est un objet mathématique.

(OM 21 ¢ Si A et B sont des objels mathématiques, I'assemblage

JAB,

qu'on désigne pratiquement par

| (A, B),
il un objet mathématique. P

] E . y : 4 7
; I,P‘-1 j) '._..S'urcraz A et T des objets mathématiques, x une lettre; alors Passemblage (A|x)T
Wobait de ‘T en y remplagant partout la letire x par Passemblage A, est un objet mathématique

(OM ) 2 Sofent R une relation et x ttre ’
i @ et x une lettre. Alars Passemblage =-(R) est un objet mathé-

It 1) 28R el S sont des relations, I'assemblage
ou RS,
n'om ferit pratiquement (R ou S), est une relation.
(it 41 ¢ Si R est une relation, assemblage
non R

ool e selation,

t H l 1 l;f 1 i s A :
i 5 T Ih‘”l’ ' et A un I" el m “P‘ 4] e r X
I '; i i ¢ relalion, X ] (] Jrl'”ff”l l{ PR ir!l?fl 'F.‘.'l| ]I{

It 4) - Soient A et B dos objets mathdmatiques, I assemblage
AlL,

f’'on derit pratiquernent A e I8, ext une relation.
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(R ) ¢ Soient A et B des objels mathématiques. I assemblage
e AB,

(qu'on derit pratiquemment AeB, st une relation.

Il n'y a pas dautres méthodes, en yathématiques, poul former des objets
mathématiques et des relations; et, & I*exception de (OM 4, qui ne g'utilise presgque
jarmais directemnent, tous les critéres précedents sont effectivement utilisés a chague
(et ant dans la pratique.

(1 remarquera que 1es quantificateurs 3 ¢t ¥ n'interviennent pas dans ce qui
gicide o clest parce qu'on va maintenant pouvoir (en utilisant 'opération de
Iilhert) les introduire comme simples abréviations.

De fagon précise, soient R une relation ct X pne letire; alors

AR
AETIL, AT définition, la relation
(R} R

(uton déduit de R en y remplagant partout la lettre x par l'objet mathématique
L), Dar suite, pour que la relation (3x R soit oraie, il fanul et il suffit que Pobjet ©=(R]
périfie b relation R, et cecl conduit & Pinterpretation intuitive de Popération de Hilbert:
celle-ci consiste @ choisir une fois pour toutes pour chaque relation R et chaque
leltre x, un objet vérifiant la relation Rjxt (s'il en « existe »; dans le cas contraire,
. (1) est un objet dont onne peut riendire]. [l vade 501 qUE €& & choix » est purement
(et Vintérér de I'opération de Hilbert est de donper un procédé parfaiternent
artificiel mais purement mécanigque pour construire effectivement un ohjet dont
on it sedement quUil satisfait & des conditions imposees dfavance (dans le cas oll
de tels objets existeraient) (¥). On Dutilise aussi maintenant & la place de I’axiome
i ehoix (§ 2, Remuarque 7

ans la pratique courantt, il est tout A fait exceptionnel davoir 2 utiliser Popé-
ration de Hilbert (voir au § 5 Remargue 1 1a définition des nombres cardinaux),
gui ne peat évidemment conduire a aucun résultat « explicite ». Comme le Dieu des
philosophes, Popération de Hilbert est incompréhensible ct ne s¢ voit pas; mais elle
gouverne Lol el 508 munifestations sensibles éclatent partout.

(#) Le fait que = (R vérifie R si Von peut construire un ehiet A qui vérifie R n'est bien
gritend gu'une reformulation de Vaxiome (AL 5)-




EXERCICES

11 est parfaitement utopique d'espérer apprendre des Mathématiques, s1 élémentaires ou
s1 supérieures soient-elles, sans résoudre des Exercices, |

Les Excrcices qulon trouvera dans ce livre sont de trols sortes. Certains sont des
illustrations pratiques ou méme numérigques des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant nc pourra pas acquérir la technigue du calcul sans résoudre une partie appréciable
des Exercices de ce genre, D'autres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires: en les étudiant, le lecteur s'habituera i manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans le texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas frés faciles sonl
précédés d'un signe @. Enfin, la derniére catégorie est constituée par des Exercices qui
apportent au texte des compléments importants et difficites; ils sont destinés uniquement
aux érudiants déji avancés qui s'intéressent vrairnent aux Mathématiques; ces Exercices sont
précédés de deux ou méme trois signes @.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement 4 se convaincre, & Paide d'un « brouillon » fait & la hate, du [ait qu'on en a i peu
prés compris la solution; si cette méthede est admissible pour les Excreices de caloul numérique,
il faut par contre s'efforcer de rédiger intégralement les Exercices plus théoriques, ou I'on doit
comstruire de véritables démonstrations. De cette fagon, et uniquement de cetle fagon,
étudiant parviendra & acquérir un langage clair ct correct, et 4 utiliser les termes techniques
dans leur séns propre, ce gqui, en Mathdmatiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d'un sujet,
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1. Svient R et § deux relations. Montrer que, si R est fausse, la relation (R =3~ 8) est vraie.

i Peut-on déduire de 1 que 8 est viaie?

b

3 2. Soient R ef $ deux relations. Montrer que la relation

1

. [R et (non R}} ==~ &
L cst vraie.

8. Montrer a V'aide d’un exemple que la relation
(¥x) 3R == () (YR

n'est généralement pas vraie.

4. Soient R et S deux relations équivalentes, et T une relation quelconque, Montrer que
chacune des relations suivantes est vraie

{non R) <= (non S}
R=—=T) 4= (8=3T)
(T = >R} g=p (T =33

(RetT) <= (SetT)

(R ou'T) <= (5 ouT).

44 5. Démontrer les relations suivantes, o R, S et T désignent des relations quelconquen :

R > {5-%»R)
(R 35) 3 [(§ 3 T)= 3 (R T)
R [{non 1) - 5]
(R &) = = [(R -3 5) 5]
(g 3= 5) <t 3 | (RetS) ou[(non R} et (non S)] |
(R o=t 3= 5) =4 3= non | (non 1) <= 5]
TR - 3= |5 ou (non T 44 [ et B 3= 5]
[ = (5 ou'T)] == 15 ou (Ro—3= T
(R 8) o 3 PR 1) 3[R (8 et ™)1
(R 3o T) ot | (8 o 1) == [(R Ou §) == T |
(R 8) =t [(R et T)wd= (8 et 'l']l]I
(T B) oot [(R o0 T e (8 ou 1Y)
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Soent et S deux relations et v une lettre ne figurant pas dans R, Montrer'que les relations

%) (R oou S) <=y (R ou (Vx)5)
3y} (R et 8) <= (R et (34)5)

il e

L sotent 1 e S (Los relations, x une lettre. Démontrer les relations
[(¥yi(R ou §]==3 [(¥oR ou (3x]5]
[(FxR et (Fv18] == [(3x) (R et §7].

I on canmbales d'une wibu se préparent A manger un missionnaire, Désirant lui prouver
we dlermiere Tois leur respect de la dignité et de laliberté humaines, les cannibales proposent
W nsstonnaire de deécider lui-méme de son sort en faisant une courte déclaration : si celle-ci
bt viaie, le niissionnaire sera roti, et il sera bouilli dans le cas contraire. Que doit dire le
sislonnaire pour sauver sa vie 7 (d'aprés Cervantes].

o Colonel N traite le Professeur ¥ d’assassin, Deux semaines plus tard, le Colonel est
abijet d'une tentative d'assassinat inspirée par le Professeur. Le Colonel avait-il raison ?

1, Tononcer des assertions équivalentes aux négations des assertions suivantes *)
¢ Pont toangle reetangle posséde un angle droit.
b s boaites les prisons tous les détenus détestent tous les gardiens.

Pour tont entier + il existe un entier » tel que pour tout entier = la relation z <2 y implique
oot hibion R

. Foannner lea relations logigques existant entre les assertions suivantes

N Lo bes homnes sont mortels,

Voo Dons bew honnmes sont immaortels.

) Adtevin lusne n'est mortel,

Vo Aucun hoaneee n'est imimortel,
1 esmiate des hommes immaortels,
1 esiate dhiss lonnnes i tels,

(0 Monteer, a Vade de Popeération de Hilbert, que si T est une relation et x une lettre
et s 1 ba lettre © e e plues dans les relations (Yo R et (3x1R, en dépit des nota-
P bl es paonar rlq".||_l'||||,'f cos tleux relations, )

e vttt Lort simple montre que, dans la notation (V.YEJ R, la letire x ne hgure que pour
pedieguer une operation acellectuer sur la relation R, opération ayant pour résultat, entre autres,
Pelimime x e T velation R, Ui phénoméne analogue se vetrouve dans la notation tradi-

LT Il‘
| o
|y,

s Al
i b Tettre e oo cvidermment aneun eole e en parii ulier, ne faee pas dans le résultat
Tiiiul

(%1 Lo B D plos shinple (o1 pour cise d'vere b
EITREL dviddemment v e Itlllllll dlemande au lecteur

gation d'une relation et de faire

ittt oellisct ' an shigng @ e |
T Diire ohiwnm vt Boaerote
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Cet Exercice explique aussi pourquoi, dans la relation {¥xR, on peut si on le désire rempla-
eer la lettre x par toute autie lettre ne figurant pas dans R; par exemple, les relations
(W fx v ov=a — 2} et Wy (8w yo=t—2)

sont non seulement équivalentes mais en fait identiques. Il n’en est par contre pas de méme
des relations

(Vi ix Ly = a2 et Ny = =3y—2.]

13, Sur la planéte Mars, on distingue en premiére approximation deux sortes d’opinions
politiques : celles de droite et celles de gauche. D'autre part, les étudiants martiens se répar-
tissent en deux associations : 'Union Plandraire des Etudiants Martiens (UPEM) et la Fedé-
ration Planétaire des Etudiants Martiens (FPEM). Sachant que les étudiants de gauche
adhérent & UUPEM, démontrer gue la FPEM est apolitique,

14, On considére quatre nombres enticrs »1, #, 4, ¢ sur lesquels on fait les hypothéses suivantes |
u) les entiers m, p £1 g sont premiers entre eux; ) le reste de la division de m par pg est égal
a12;c) le reste de la division de 20 — 5 par » est égal & 3; d) il n'existe aucun couple d'entiers
x, v verifiant la relation

=t — gt ot

Dérnontrer que n est pair.

15. On considére les deux assertions suivantes :

a) 1 « En plein accord avee M. Robert Lacoste, ministre résidant en Algérie, nous conbions
la responsabilité de ramener la paix et la sécurité & Alger 2 la 10® division parachutiste. Cette
unit¢ gagnera en trois mois la bataille d’Alger sans tirer sur les immeubles avee des mitradls
leuses lourdes, ot sans qu'un seul avion frangais arrose de balles la Casbah. » (Exirait de la
déclaration faite par le Général Salan 4 son proces).

by 1« The result was that the « battle of Algiers » became, for the paratroopers who foughit
it, and for Franee itself, a pyrrhic victory : it is estimated that out of the Kasbah's total popus
lation of 8o ooo between 30 and 4o per cent of its active male population was, at ane stage
or another of the « battle », arrested for questioning and guestioning came to involve the
use of torture as a basic instrument, as a time-saving device to obtain quick results, o {Ldward
Behr. correspondant de Time & Alger, dans The Algerian Problem, W, W. Norton, New York,
bl ),
Ces assertions sont-elles Jogiquement incompatibles? (On ne demande pas de décider
elles sont vrales ou favsses .
16, Udiliser la régle non inon Ar < 3 A pour simplitier o phrase sujvante festraite d'an
COaTpe rendu de match de foothally

il ne se trouvera sucun sportd poar nier gue le contere nlent SF inandnte, e
Seme guestion aves le texte saivant s
i _|1' vaus cnvoie encote une nole sur les exarmens, _|.:il Lenn o l-tEl|lI'|l'I l|l”']l]=i| SN LR LI ]
fondimmentaux, Jo furs allusion aocertiunes @ deécsions s ou certanns Comportemeni gl send
cnware, hearewsernent, peu noenbrens, Moo, mdie il restent pea nombrens en st devaient
ctre condirmes Boaalement, b ne manguera pas de gens por ddmer toate valear o L aguaalind
du travad o L tees weande egoried des ensegnants de e Facalie w'elloree de mener
[EE TR TR
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., A ln suite d'une représentation de Pelléas et Melisande, un journaliste hésite entre les deux
b thonn snivandes
b Jamnan e role de Meélisande n'a été si bien chanté,

Juinnis i jeune cantatrice, aux si beaux cheveux, n'a si bien chanté Meélisande.
el de ves compliments est le plus fort? [Expliciter non A et non B}




