Algebre linéaire.

Mat122 et Mat111, Valence-Grenoble printemps automne hiver 2009, 2010
Collection de « cours & distance)» d’accoutumance & de robustes!références.

1 MODULES
Introduction et définitions. . . . .. .. .. . 2
1.1 Applications linéaires, morphismes et isomorphismes. ... .......... 3
1.2 Sous-modules et modules quotients. . ... ... ... ... .............. 4
1.3 Noyau, image, factorisation canonique et suites exactes. ... ......... 5
1.4 Produit, somme directe et module libre sur un ensemble. .. ........ 6
1.5 Dualité, transposition et application canonique vers le bidual. . ... ... 9

2 CALCUL MATRICIEL ET DETERMINANTS.

2.1 Calcul matriciel. . . ... ... . 10
2.2 Quelques identités polynomiales.
2.2.1 Métode de Gauss pour le {systéme nxn général». . ... .. ... ... ...... 12
2.2.2 Les identités remarquables de Crammer et du déterminant. . ... ........ 14
2.2.3 L’identité remarquable de Cayley-Hamilton. . .. .. ................. 16

2.2.4 Appendice : Théoréme fondamental de Iarithmétique dans Z[X1,...,Xp]. .17

2.3 Déterminant sur un anneau commutatif et applications. ... ... ... ... 19

3 ESPACES VECTORIELS ET DIMENSION.

Introduction et définition. . . . . .. .. . L 21
3.1 Combinaisons linéaires. . .. ... ... ... .. .. ... .. . .. o .. 21
3.2 Dimension d’un espace vectoriel. . ... ... ... ... .. .. ... . ... ..., 23
3.3 Le théoréme du rang. . .. .. .. .. ... . . 24
3.4 Applications aux systémes linéaires. . . ... ... ... ... .. ... .. .. .. .. 25
3.4.1 Systémes linéaires : I le langage. . . . . ... ... ... ... .. ... ... 25
3.4.1 Systémes linéaires : II rang du systéme transposé. . .. ... .. .. ........ 26
3.5 Structure rationnelle sur un sous-corps. . ... ......... ... .. .. ..., 28
3.5.1 Définitions exemples et propriétés. . . .. ... .. . ... e 28
3.5.2 Applications : I Quelques propriétés des corps gauches. . .. ............ 30
3.5.3 Applications : II Tours de sous-corps d’un corps non dénombrable. . ... ... 34
3.5.4 Applications : III Dimension du dual d’un espace de dimension infinie. . . . . . 35
Compléments (non exhaustifs!) de bibliographie. . ... ... ............. 37

On utilisera les baba ensemblistes (entiers naturels, ensemble, applications, injection,
surjections et les propriétés élémentaires des cardinaux), relire [Ld] et les §0 & §8 de [Go].

Le 2.2 utilise qu’un anneau de polynémes (& nombre fini de variables) & coefficients entiers
relatifs est factoriel. Ce fait trés élémentaire (voir la preuve?de I’appendice 2.2.4) adaptant celle
de Zermolo [voir p. 11-12 de [Sal]] pour les entiers) est rarement exposé dans les manuels. Pour
I’approche classique voir les exercices 21 du §31 et 31 du §32 de [Go], les Chap. I et II de [Sal],
ou les §18 puis §30 et §31, ainsi que algorithme §32 de [vW], ou encore le §20 de [Wb].

Les 3.5.3, 3.5.4 utilisent un peu de récurrence transfinie (voir chap. II de [Kr] et/ou [Ha]),
on consultera aussi la seconde partie (p. 17-30) du cours de magistere [Gu].
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mais que sous le réegne de El’hemdée, certains traitent de poussiereuses.
n’utilisant pas qu’un anneau de polynoémes sur un corps est principal (donc factoriel).



1 Modules.

Soient f,g: M — N deux homorphismes d’un groupe abélien M vers un groupe abélien N,
leur somme h = f + g est Papplication qui & m € M associe h(m) = f(m) + g(m) € N. Comme
l'addition + de N est commutativel, c’est un homorphisme de groupe abélien. Muni de cette loi
d’addition, ’ensemble Hom(M, N) des homomorphismes de M vers N est un groupe abélien.

Dans le cas ou M = N, source et but coincidant, deux homomorphismes f,g : M — M,
des endomorphismes de M, se composent et fog : M — M, x — fog(z) = f(g(z)) est un
endomorphisme. Cette deuxieme loi est associative, a I'identité Id; de M comme élément neutre
et est distributive par rapport & ’addition, ainsi (End (M), +, 0) est un anneau. L’anneau opposé
End (M)° peut s’interpréter comme le méme ensemble muni des mémes lois, mais en écrivant la
variable & gauche de ’application : I'image par I'application f du point m est notée (m)f.

Définitions. Soit A un anneau, dit anneau des scalaires, un A-module a gauche

(respectivement a droite) est un groupe abélien M muni d’un morphisme d’anneau
v: A — End (M) (respectivement 6 : A — End (M)°).

Pour tout A€ A et m € M on note alors v (A)(m)=Am (resp. § (A\)(m) (ou (m)§ (A)) = mA.
L’endomorphisme v (\) (resp. § (X)) est ’homothétie (a gauche) (resp. (a droite)) de rapport A.

Définition. Un A-module bilatéral est un groupe abélien M muni de structures
de A-modules a gauche et a droite 7,6 : A — End (M) commutant :
pour tout A, p€A,meM on a (Am)u=~(A) o d(u)(m)=3(u) o y(A)(m)=A(mpu).

Exemples. — a) Si M =A (ou plus généralement M = A™ n€N) les multiplications & gauche et
a droite ((A, p), m) = Amp (resp. (A, 1), (Mi)i<i<n) = (AMip)1<i<yn) d'un élément me M =A
(resp. A™) par les scalaires A, u € A donnent & M sa structure de A-module bilatéral usuelle.

b) Si Panneau A est commutatif les notions de module M & gauche et & droite sont
pratiquement identiquesZet produisent une structure de A-module bilatérale dite canonique.

c) Tout groupe abélien M a une unique structure de Z-module & gauche et & droite :
sik>0,y(k)(m)=0(k)(m)=m+---+metsik<0, —(m+---+m).
—_—— ———

k fois —k fois

Si 'anneau A n’est pas commutatif les notions de module M & gauche et a droite sont
distinctes et quand un ensemble est muni de deux structures de A-module, 'une & gauche 'autre
a droite, comme par exemple ’anneau A, on précisera de quel c6té on se place : les structure a
gauche et & droite de A sont notées3As, Ag.

Hormis pour la structure de A-module sur le dual servant & produire le morphisme canonique
d’un A-module dans son bidual, et les applications de la dimension aux corps gauches cet opuscule
ne s’occupe que de situations ou tous les modules sont du méme coté.

Conformément & un usage trop bien établi pour étre ébranlé, il est écrit pour les A-modules
a gauche.(mais, suivant I'usage, le calcul matriciel est développé pour les A-modules & droite!)

U h(z+y)=f(z+y)+9(z+y) = f(2)+ F(y) +9(x)+9(y) = f(x)+9(z)+ f (v) +9(y) = h(x)+h(y)

2 Si M est un A-module & gauche alors pour tout \, u€EA et meM on a :

A-(p-m)=Ap) - m=(u\)-m=p-(A-m) donc (m,\) —» m- A Def \.m donne & M une structure

de A-module a droite commutant & la structure initiale. De méme un un A-module & droite N

est, par (\,n) = A-n == n - A un A-module a gauche et un A-module bilatéral.

3 en suivant I'usage (issu du latin) s et d pour sinistra et dextra.



1.1 Applications linéaires, morphismes et isomorphismes.

Définitions. Une application A-linéaire d’'un A-module M vers un A-module N
est un homomorphisme f : M — N des groupes abéliens sous-jacents qui commute
avec les homothéties : pour tout m € M et A€ Aona f(Am) =X f(m).

Ainsi une application f : M — N entre deux A-modules est! A-linéaire si et seulement si
pour tout x,y € M et A,u € Aon a: f(Ax + py) = Af(z) + pf(u).

Un synonyme d’application linéaire est morphisme de A-modules ou A-mor-
phisme. Si 'anneau A est fixé par le contexte on parlera simplement de modules,
applications linéaires ou morphismes.

L’identité Idy; d’'un module M est un morphisme et le composé gof : M — P
de deux morphismes f: M — N et g : N — P est un morphisme.

L’ensemble des morphismes de A-modules de M vers N est noté Homp (M, N).
C’est un sous-groupe du groupe Hom (M, N) = Homgy (M,N) des homomor-
phismes de groupe abélien de M vers N.

Un morphisme f : M — N est un isomorphisme si il y a un morphisme
g: N — M tel que go f =1dps et fog=1Idy.

En ce cas P’application f est bijective d’application réciproque f~! = g¢. En fait :
LEMME. — Soit f: M — N un morphisme bijectif.
Alors son application réciproque g = f~' : N — M est un morphisme.

Ainsi un morphisme est un isomorphisme si et seuleument si il est bijectif.

Démonstration. — Soit u,v € N, A\, u € A alors comme u= f(g(u)),v=f(g(v))

et Ag(u) + pg(v) =g(f(Ag(u) + pg(v))) on a :

g(Au+ pv) = g(Af(g(w)) + nf(g(v))) = g(f(Ag(u) + ug(v))) = Ag(u) + pg(v). |
Dans le cas ou le module N est muni d’une structure bilatérale

[par exemple l'usuelle (resp. la canonique) sur N = A" (resp., si anneau A est commutatif)]

pour tout f € Homy (M, N) et tout \,p € Aet y € N,on a:

fAz)p=Af()p=Xf(x)n)

ainsi 'application fu: M — N, x +— f(z)p est A-linéaire, c’est 'homothétique
de f de rapport p pour la structure de A-module a droite de Homp (M, N).

COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES

Plus de détails sur modules morphismes sont dans®les §10 & §13 de [Go], le 1.4 de [SaZ2],
ou les plus exaustifs Kap. 12 de [vW], §1 et §2 de [Bo] Chap II, [Ja] vol. I et chap. III de [Lg].

P fle—y)=fQz+ y)=f(z) = f(y) et f(Az)=Ff(Az+00)=Af(z)+0f(0)=Xf ().
2 Un manuel «élémentaire mais correct ), sans la «standard mistake) de I’algebre linéaire :
se « mélanger les c6té des scalaires) en passant de ’algebre linéaire abstraite au calcul matriciel.
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1.2 Sous-modules et modules quotients.

Définition. Un sous-module d’'un A-module M est un sous-groupe abélien U C M
de M stable par homothétie [pour tout A € Aona:~y(A\)(U)=AU CU].

C’est un A-module et l'inclusion ¢y : U < M est un morphisme.

Exemples. — M, {0} C M sont des sous-modules dits triviauz, plein et nul. On note 0={0}.

PROPOSITION 1. —  Soit U;, © € I des sous-modules d’'un module M. Alors :

(i) L’intersection N;c;U; de cette famille est un sous-module de M,
c’est le plus grand sous-module de M inclus dans tous les Uj;.

(ii) L’intersection des sous-modules contenant chacun tous les U; est le plus
petit sous-module les contenant tous.
11 est formé des sommes finies d’éléments u; € U;, c’est la somme des Uj.
On le note ), ; U; ou, dans le cas ou I = {1,...,n} est fini, Uy + Uz + - - - + U,,.
COMPLEMENT ET DEFINITIONS. —  Soit m = (m;)icr,mi € M (resp. E C M)
une famille (resp. partie) d’'un A-module M. Il y a un plus petit sous-module de
M contenant tous les m;,i €1 (resp. la partie E) c’est le sous-module engendré par
la famille m (resp. la partie E) notée < m >=<m >, (resp. < E >=< E >,).

Si M =< m >j, le module M est dit engendré par la famille m.

Un module M est dit de type fini (engendré sur A par mq,...,my) si
M =< myq,...,m, >4, il est engendré par une famille m = myq, ..., m, finie.
Définitions. Deux éléments x,y € M sont congrus modulo un sous-module U
six —y € U, on note alors x =y mod U.

La congruence modulo un sous-module est une relation d’équivalence et ’ensemble quotient
est muni d’une unique structure de A-module, le A-module quotient M/U, pour laquelle

I’application quotient est un morphisme, le morphisme quotient m: M — M/U. De plus :

PROPOSITION 2. — La précomposition g — g om par m est un isomorphisme du
groupe abélien Homy (M /U, N) sur le sous-groupe {f € Homy (M, N)|fjy = 0}
des morphismes de M vers N s’annulant sur U.

Si anneau A est commutatif, ¢’est un isomorphisme de A-module.

COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES

La notion de sous-objet et structure quotient en algébre, préparée en exercice dans [Go],
et le point de vue de la Proposition 2 (insister plus sur morphismes qu’objets) est plus systéma-
tiquement utilisé et développé dans [Bo] et [Lg], et le Vocabulaire Mathématique de [Co].



1.3 Noyau, image, factorisation canonique et suites exactes.

Définitions. Soit f € Homp (M, N) un morphisme de M vers N son noyau et
son image sont ker(f) = {m € M| f(m) =0} et Im(f) = {f(m)| m € M}.

Ce sont des sous-modules de M et N respectivement. Le conoyau et la coimage
de f sont respectivement : coker(f) = N/Im(f) et coim(f) = M /ker(f). Ainsi :

Un morphisme est surjectif si et seulement si son conoyau coker (f)=0 est nul.

Plus utile que ce pléonasme est la fondamentale :

PROPOSITION 1. —  Un morphisme f : M — N est injectif ssi ker (f) = 0.

PROPOSITION 2. — Tout morphisme f : M — N a une unique factorisation
. f Z.Irn
f:Ml>co1m(f)i>Im(f) O N
ot 7 est le morphisme quotient, f un isomorphisme et iy, (f) Iinclusion de I'image dans le but.

Définition. Une suite exacte (courte) de A-modules, notée 0 — U—1>Vi>W—>O7 est la donnée

de morpismes i : U — V injectif et j : V — W surjectif tels que ker(j) = Im(7).

Exemples. — a) Si U C M est un sous-module d’un module M, on a la suite exacte :

0—-U—>M-—M/U—=0

b) Si f: M — N est un morphisme de modules, on a la suite exacte :
0 — ker(f) > M — Im(f) — 0

Définition. Un morphisme d’une suite exacte 0 — U 5V L W — 0 vers une suite exacte

v
%

.7
05U SV LW’ —0 est la donnée, notée (f,g,h), de trois morphismes f: U - U',g: V>V’
et h: W—W' tels que goi=1i' o f et hoj=j' o g, conditions que I’on exprime en disant que :

0> U 5 v 4w So

fi gl h{

v ./
0o U S vV L w o0

est un diagramme commutatif. On a alors le (petit!) Lemme des cing :

LEMME. — Si les deux morphismes latéraux f et h sont des isomorphismes,
alors le morphisme central g est un isomorphisme.

Démonstration. — D’apres le lemme de 1.1 il suffit de montrer que g est bijectif.

Soit v’ € V/. Comme h, j sont surjectifs, il y a w € W, v1 €V tel que h(w) = j'(v'), j(v1) = w.
Ainsi (o' — g(01)) = 57 (v)) = 7' (9(v1)) = 5’ (v/) — h(j (1)) = 0, donc v/ — g(v1) € er(j’) = Im(¥)
etilyau € U avec i (u') =v' —g(v1). Comme f est surjectif, ily a u € U avec f(u) = u’, d’out
g9(i(u) +v1) = g(i(w)) + g(v1) = i'(f(u)) + g(v1) = v" — g(v1) + g(v1) = v et g est surjectif. [

Soit v € ker(g). On a h(j(v)) = 5'(g(v)) = 5/(0) = 0, donc j(v) € ker(h), qui est nul d’apres
la Proposition 1, puisque h est injectif. Ainsi v € ker(j) = Im(i) et il y a uw € U tel que i(u) = v.
Comme ¢’ o f(u) = goi(u) = g(i(u)) = g(v) = 0 et ¢/, f sont injectifs on a : u =0, d’otr v = 0.
Ainsi ker(g) = 0 et la Proposition 1 assure que g est aussi injective, donc bijective. O B

L Pour le vrai Lemme des cing, faire I'exercice 25 du §7 de [Go].
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1.4 Produit, somme directe et module libre sur un ensemble.

Définition. Soit IV;,7€ I une famille de A-modules indexée par un ensemble 1.

Le A-module produit [],.,;N; est 'ensemble des suites (n);c; indicées par I dont

les 2" éléments sont des éléments de N;. Cet ensemble de suites est muni de

I’addition et de ’action de A composante par composante :
(n4)ier + (ng)ier = (ni + n5)ier et A(ni)ier = (Anq)ier
Pour tout k € I le morphisme défini par pry,((n;)ier) = ng est la k'™ projection :
pry, : HNZ- — N,
il

Si f; : X — N;,i€1 est une famille indexée par I de morphismes d’un A-mo-
dule X vers les IV; alors il y a un unique morphisme f : X — [],.; N; tel que pour
tout ¢ € I on ait pr,of = f;, il est donné par f(z) = (fi(z))ier :

PROPOSITION 1. — L’application f + (pr;of);c; est un isomorphime de groupe
abélien de Homy (X, [[;c; Ni) sur [[,c; Homa (X, N;).

Si les modules N; sont bilatéraux'c’est un isomorphisme de A-modules.

icl

Définition. Soit M;, j € J une famille de A-modules d’ensemble d’indices J.
Les suites (m;);es €[[;c; M; dont presque toutes les composantes sont nulles?
forment un sous-A-module de ] jed M; appelé somme directe des M, et noté

Djes M;

L’inclusion iy : ®jesM; — Hje ; M; de la somme directe dans le produit est
surjective si et seulement si 'ensemble {j € J| M; # 0} est fini.

Pour tout k € J on a la k*™¢ inclusion
i« M — @jGJMj
le morphisme défini par ix(m) = (m;)jes o my = m et m; =0 pour j # k.

Sig;: M; —Y,5 € J est une famille, indexée par J, de morphismes de M;
vers un A-module Y alors il y a un unique morphisme :

g:DjesM; =Y
tel que pour tout 5 € J on ait :
goi; =gj

il est donné par g((m;)jes) = >_;c;9;(m;), cette somme étant bien définie car,
sauf pour un nombre fini d’entre eux, les m;, donc les g;(m;), sont nuls.

1 par exemple si Panneau A est commutatif et les IV; sont munis de leur structure canonique.

2 ¢. a d. la suite (mj)jes est de support, 'ensemble {j € J,m; €0}, fini.
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PROPOSITION 2. — L’application g — (goi;),;cs est un isomorphisme du groupe
abélien Hom ($;e,M;,Y) sur le groupe abélien [, ; Homy (M;,Y).

Si le module Y est muni d’une structure bilatérale3c’est un isomorphisme de A-modules.

LEMME ET DEFINITIONS. — Soit P C M un sous-module de M tel qu’il y ait un
sous-module Q C M avec PNQ =0 et P+ Q = M. Alors I’application
PeoQ—-M

définie par les inclusions de P et () dans M est un isomorphisme.

On dit alors que P est un facteur direct de M, que Q) est un supplémentaire
de P dans M et que M admet la décomposition en somme directe M = P & Q).

De méme si une famille M; C M, j € J de sous-modules de M vérifie :

ZMj:M et pour chaque jg€J, Mj;, N ( Z Mj):O
ey J€I\{jo}

alors le morphisme @;c sM; — M défini par les inclusions des M; dans M est un isomorphisme.

On dit alors que M admet la décomposition en somme directe M = @;c M.

Ainsi si M =®@;c jM; est décomposition en somme directe d’'un A-module M
et N=]],c; Ni est décomposition en produit d’un A-module N I'application

[ (pryo foij)ujerxs
est un isomorphisme de groupe abélien de Homp (M, N) sur H Homp (M;, N;).
(4,4)EIxJ
Définition. la matrice d’endomorphismes de f associée a ces décompositions est :

(fi,j (f)=pr;ofo ij)(i,j)e[xj S H Hom (Mj,NZ-)
(i,7)eIxJ

Si un troisieme A-module L = @pcx Ly est décomposé en somme directe et
g : L — M une application linéaire telle que la matrice de iyog est (g;x)(jk)csx K-
Alors la matrice (hi k)i k)erxx de 'application composée h = fog: L — M — N
est donnée par la formule du calcul matriciel des endomorphismes :

hik =Y fijo0k
jeJ
qui un sens méme si J est infini car le but de g étant la somme directe M = @ ;c s M;

pour chaque k € K et z € L il n’y a qu’'un nombre fini de j tels que g, (2) # 0
soit non nul et la somme . ; g, (2) est en fait finie.

Soit I un ensemble. On choisit pour chaque i € I un exemplaire A; de I'anneau A, on note

son unité 1; et on le considére comme A-module & gauche, ainsi A; = {\1;] A € A}.

3 p. e. l'usuelle (resp. canonique) si Y = A™ (resp. A est commutatif).
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Définitions. Le A-module libre sur I est la somme directe
L; = ®ier;

(s’identifiant au module A des lignes dans A indicées par I d’éléments presques tous nuls),
munie de application ey : I — L définie par :

er (Z) = €; = (eij)je] ol Ci; = 0 Sij 7& 1 et €, = 1;
L’élément e; est dit élément canonique d’indice i de base de Aj.
Cette application e;:I — L; a la propriété universelle suivante :

PROPOSITION 3. — Pour toute application f : I — M d’un ensemble I vers un
A-module M il y a un unique morphisme

L(f): Ly = M telque L(f)oer=f
c’est le morphisme de la somme directe G;c;\; vers M déterminé par les mor-
phismes fz : Az — M, Al — /\f(Z)
De méme que l'on a identifié L aux lignes d’éléments de A indicées par I, on
utilisera I’abus de notation f pour L(f).

Définition. Un A-module libre de base (b;)ic; est un A-module L muni d’'un
isomorphisme ¢ : Ly — L tel que pour tout ¢ € I on ait ¢ (e;) = b;.
L’isomorphisme réciproque @ : L — Lj associe a chaque élément x € L la

ligne (x;);cr de ses coordonnées dans la base (b;)icy-

On a alors Iécriture unique x = ), ; #; b;. De plus I'inclusion {b;| i € I} — L
possede la propriété universelle de la PROPOSITION 3.

COROLLAIRE. — Soit f : M — N une application A-linéaire surjective et
g : L — N un morphisme de source un A-module libre L de base (b;)ic;.

Alors, si les ¢; € M sont tels que f(c¢;) = g(b;), 'application A-linéaire
g : L — M déterminée par g (b;) = ¢; vérifie la relation g = f o g.

COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES

Les notions de somme et produit en algebre, plus généralement de probleme universel, ainsi
que le procédé de construction qui & un ensemble I associe le module libre sur I sont*de nouvelles
illustrations du point de vue des catégories et foncteurs qui est implicite dans [vW], [Bo] et est
plus amplement développé dans [Lg] et dans le Vocabulaire mathématique de [Co].

4 aprés la notion sous-objet et de quotient de 1.2.



1.5 Dualité, transposition et application canonique vers le bidual.

Définitions. Une forme linéaire sur un A-module a gauche M est une application
A-linéaire a gauche de M vers 'anneau A.

Le A-module a droite dual de M est le groupe abélien Homy (M, A) des formes
linéaires sur M muni de la structure usuelle.!On le note M*.

Exemple. — L’application ¢ — ¢ (1) est un isomorphisme du dual A* = (AS) * de ’anneau A

vu comme A-module & gauche sur Ay, ’anneau A vu comme A-module & droite?.

Si M est libre de base (b;);cs la forme linéaire duale du kM ¢lément de base
by est by : M — A déterminée par by, (by) =1 et b}, (b;) = 0 pour i # k.
La Proposition 2 de 1.4 se traduit en :

Proposition 1— Le dual (®;e;M;)* de la somme directe des modules M; pour i € I
s’identifie au produit Hie[ M7 des duaux de ces modules.

En particulier le dual d’un A-module & gauche libre de base finie (b1, ..., by) est le A-
module & droite libre de base la base duale (b7, ..., b},).

Définitions. La transposée d’une application A-linéaire f : M — N est
I’application f* : N* — M* qui a la forme linéaire ) : N — A associe la forme
linéaire f* (¢)) =of : M — N — A.

L’application t : Homp (M, N) — Homp (N*, M*) f — t(f) = f* est un morphisme de

groupe abélien et, si anneau A est commutatif, un morphisme A-module. C’est la transposition.

Proposition 2— La transposée de I'identité d’'un module M est l'identité de son dual M™* :
t(Idps) = Idps*
Si g € Homp (L, M) et f € Homp (M, N) sont composables alors :
t(fog) =t(g)ot (f) € Homy (N*, L")

LEMME ET DEFINITIONS. — L’application qui a I’élément m € M d’un A-module
a gauche M associe ¢ — ¢ (m), une forme linéaire sur le dual M* dite évaluation
en m, est A-linéaire a gauche.

Elle est appelée application canonique de M dans son bidual M** = (M*)*
et est notée vy : M — M™**.

La Proposition 1 et I’Exemple donnent :

Proposition 3— Si P est facteur direct d’'un module libre L = P & Q alors :
(4) Papplication canonique tp : P — P** est injective.

(i%) si L est de type fini, tp est un isomorphisme de P sur son bidual P**.

1" dont I’'homothétie de rapport A est § (A) : Homp (M, A) — Homp (M, A), o — 6 (A) (p) =
@A, ot ¢ A est la forme linéaire = — ¢ () A.
2 L’isomorphisme réciproque étant p +— [, : A — A pl.
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2 Calcul matriciel et déterminants.

2.1 Calcul matriciel.

Pour un entier positif k£ on note (z1, ..., ;)" la colonne ayant I’élément x;
de 'anneau A dans sa i'“™° ligne, c’est la «transposée» de la ligne (z1, ..., xx).

Soit A* le A-module & droite de ces colonnes de hauteur k & coefficients dans
I’anneau A que l'on considere comme somme directe de k exemplaires A; = e; A
de anneau A ot ey, ..., e est'la base canonique de AF.

Pour f,g€Enda (Ag) =Homp (Ag, Ag) deux endomorphismes de 'anneau A,
vu comme A-module & droite, on a fog(1)=f(g(1))=f(1g(1))=f(1)g(1).

Ainsi application f — f (1) est un isomorphisme de I'anneau des endomor-
phismes A-linéaires & droite de A sur 'anneau A, (alors que I'anneau des endo-
morphismes A-linéaires a gauche de A est isomorphe a 'anneau A° opposé a A !).

Ainsi, si f : A" — A" est une application A-linéaire a droite, sa matrice décrite
en 1.4, s’identifie & une matrice A (f) = A = (a;,;),,., an lignes et m colonnes,
1<j<m

on dit aussi n x m, d’éléments a; ; = pr; (f (¢;)) de 'anneau A.

Comme A™ est aussi, par multiplication a gauche d’une colonne par un élément
de lanneau, (A, (z1,..., zpn)") = (Axz1,..., Ax,)"), un A module & gauche,
Hom(A™, A™)) est, par multiplication a gauche au but (A, f) — A f:z— X f (),
un A-module a gauche et la matrice de A f est AN f) = AA = (\ay, ;)

Définitions. La matrice A(f) d’une application A-linéaire a droite f : A™ — A"
est la matrice n xm a coefficients dans A dont les m colonnes sont les images par

f des éléments eq, ..., e, de la base canonique de A™.
Ainsi I'image par f d’une colonne X = (z1, ..., T,,)" de hauteur m est la
colonne A(f)- X =Y = (y1, ..., yn)! de hauteur n on, pour i =1,...,n :
m
yi =Y ;x;
j=1

Et si ¢ : A' — A™ est une application A-linéaire & droite de matrice
B = (bj k)1<j<m, 'application composée h = fog : Al — A™ est de matrice la
1<k<I
matrice produit A- B = C = (¢; k) 1<i<n OU, pouri=1,...,.netk=1,...,0:

1<5k<I
m

Ci,k = E ag, ;b

J=1

On note M,, y(A) le A-module & gauche des matrices nxm & coefficients dans
A et M, (A)=M,, ,(A) celui des matrices carrées nxn a coefficients dans A.

L Pélément ej = (0;,:)" est la colonne ayant 1 dans la jiéme ligne et 0 dans les autres.
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Le dual (A¥)* du A-module & droite A* des colonnes de hauteur k est le
module a gauche des matrices lignes de longueur k. Si une application A-linéaire a
droite f: A™ — A™ est de matrice A 'application transposée f* : (A™)* — (A™)*
est la multiplication a droite des matrices lignes de longueur n par la matrice A.

Ces notions se traduisent dans le cas de modules libres munis de base :

Définition. Si M et N sont des A-modules a droite libres de bases respectives
C = (¢j)jes et D = (d;)ier et f : M — N est une application A-linéaire la
matrice de f dans les bases C et D est la matrice? AP-€ (f) = A(f) = (a(f) ;) de
gpNofogp;j Ly — Lrouyy : Ly — M et oy : Ly — N sont les isomorphismes
définis par ¢ (ej) = ¢; et o (e;) = d;. Pour tout j € J de J on a la relation :

Fle)) = dia(f)i;

iel
qui caractérise la matrice A (f) = AP-C de I’application f dans les bases C et D.

Sig: L — M est une application A-linéaire a droite d’'un A-module libre L
de base B = (by)rek alors on a la relation :

AP B (fog) = APC (f)- ASF (g)

Si I'anneau A est commutatif le A-module & gauche (A¥)* = M, des lignes
de longueur k est isomorphe par «transposition» (A1,...,Ax) = (A1,..., ) au
A-module & droite A¥ = M1 des colonnes de hauteur k d’ou la :

PROPOSITION. —  Sil’anneau A est commutatifet f : M — N est une application
A-linéaire d’'un A-module libre M de base finie B = (by,...,by) sur un A-
module libre N de base finie C = (c1,...,¢,) alors la matrice de la transposée
f*: N* — M* dans les bases duales C* = (c},...,c}) et B* = (b},...,b},) est

’rn
obtenue en échangeant lignes et colonnes de A, la matrice transposée :
t f— ..
A - (a~772)1§i§n
1<j<m

de la matrice A = (a; ;) de I'application f dans les bases B et C.

1<i<n

1<ji<m
Ainsi si A € My, , et B € M,,,,; sont deux matrices composables alors dans

M;, ,, on a la relation :

(AB)! = B'. A

2 Llécriture dans cette notation de la base C de la source & droite est pour des raisons
typographiques : elle est du méme c6té que la variable de source xz dans l'écriture f(z) de
I’évaluation de 'application linéaire f en x, et elle rendra plus mnémothechnique la formule pour

la matrice d’une composé d’applications linéaire ci-dessous.



12

2.2 Quelques identités polynomiales.

2.2.1 Méthode de Gauss'pour le «systéme nxn général». — Soit

A=A, =Zla; ji<i, j<n

I’anneau des polynémes & coefficients entiers en n?

variables a; ;,1 < 7,5 < n.
Cet anneau est factoriel, de corps des fractions K=17 (az i<, ,j<n le corps des
fractions rationnelles en ces n? variables a;, ;. On notera A[Y] et K[Y] les anneaux

des polynomes a coefficients dans Aet K respectivement en n variables Y7, ..., Y,
que I'on considére comme une colonne Y = (Y1, ..., Y,,)! de variables.

Sipe A est un plolynéme en les n? variables a;i, j, le polynéme obtenu en
remplacant dans p la colonne de variables par la colonne Y = (Y1,...,Y,)?,
c’est a dire en substituant dans p, pour ¢ = 1,...,n la variable Y; a la variable
a;  est noté p(Ae p =Y).

kiéme

La matrice générale nxn est la matrice A = (a;,;), ;.. € Mn (7).

1<j<n

Le systeme général nxn est le systéme linéaire A- X =Y dans /NX[Y] :

a1,1X1 -+ a172X2 oot CLl’iXi A a,Lan = le

a271X1 =+ CLQ’QXQ e+ ag’iXi A a27an = Yé
(®) . . . .

an71X1 + CLmQXQ oo+ an,iXi R an7an = Yn

On définit, pour 0 < g < n les matrices A9 = (af’j)KKn € M, (K)

1<j<n
par A = A et, en posant aj , = 1 et utilisant le symbole de Kronecker
0g.0=1,0;,=0s11% les relations de récurrence si 0 < g :
9,9 ? g J

9 _ 491,91 g—1 g 1 g—1

i j = agga,] T iy @ +519ag 1,9-1%,
f e g g—1 _ g 1,9-1 g—1 a’ 1 .
ainsi aj) ; =aj_y , 107 Yet,sii#£g,al . =af , i —al Tal doncal  =0:

s - - /s a9 49 g—1 g— 1 g _

LEMME. (i) Pour j<geti#jona:a; j=aj ;=ay_q , 145, eta; ;=0

2 -iéme

(ii) Les polynémes af ; = Bf , - A, j sont linéaires®en les variables de la j

colonne, ne dépendent que des variables a, s avecr < i, s < j et sont homogénes>.

(iii) Pour g =0, ..., n on a A9(1d) = Id.

appelée fang cheng (modele rectangulaire) par Chang Ts’ang ( IT ieme goidcle avant notre ere) &

qui, selon P. Gabriel ([Ga]), il faut attribuer cet algorithme de résolution des systémes linéaires.

2 sila ligne Bf . € A" (ne contenant aucun a;, ; pour 1 < i < n) exprime cette linéarité.

3 de degré 29 sig=0oui>1let29 —1sii=1et g>0.
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Pour 0 < g < n définissons la colonne Y9 € K[Y]” de composantes
Y/ =a], (Aen=Y)=DB/, Y

(2
et notons BY la matrice dont la i'*™ ligne est BY , donnée par (ii) du Lemme.

La matrice A9 s’obtient & partir de A9~! en multipliant sa ¢g'°™° ligne par ag:ig_l et

-iémes 7: PERTP g—1 ieme q: s iz g—1
en retranchant aux autres ¢ lignes multipliés par ag 4 , leur g ligne multiplié par a

g "
Comme4a2:} g—1 #0# ag,_gl € A C K, lesystetme A°X = AX =Y est, dans K[Y], équivalent
aux systémes intermédiaires A9"1X = Y971 g =2 ... n qui, en posant dg = a27 g € K, sont :
(1) 1 1 1
'dg—lxl A +0 o0 +a£17,7g Xg + ... +a517Tan — Ylgf
0
0 +0 +dg—1Xr 40 +ai,_g1 Xg 4--- ai,_nl X, = ykg—1
0
0 R § I +0 ¢ J 'ng,_ngg + ... ‘HIg,_ann :Ygg—l
L 0 ) A +0 0 —i—a%jngg 4. +a%7_7%Xn :Yf?_l

et le systeme AX =Y est aussi équivalent au dernier systeme A" X = Y, qui, étant diagonal :
(Zn) dnX; =YY", i=1,...,n

et comme Y;" = B - Y est linéaire en Y, a dans I?[Y] les solutions linéaires en Y :
(S) X;=(d,'B")-Y, i=1,...,n
Comme Y = A-X,onaY =A-((d,'B")-Y) = (A-(d,'B")) Y et X = (d,'B") -V =
(dp'B™) - (A- X)) = ((d,*B") - A) - X d’on, dans M, (I?), les relations :
A-(d;'B")=1d,, = (d,'B™")- A

traduisant que la matrice générale A est inversible dans My, (I?), d’inverse (d,_LlB") :

COROLLAIRE. — La matrice générale est inversible dans M,(K).

Plus précisément : 1l y a une matrice B™ € M,,(A\) a coefficients homogénes et un

polynéme d,, homogeéne et linéaire en la derniére colonne, tels que d,, (Id)=1 et
B"-A=d,ld, =A-B"

De plus la derniére coordonnée x,, de Ia solution z € K[Y]" de AX =Y vérifie :

dptp = dp(Ae n =Y)

4 selon (i) et (iii) du Lemme.
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2.2.2 Les identités remarquables de Crammer et du déterminant.

L’anneau A étant factoriel d’unités {—1, 1}, tout M € M,, (K) définielen Id

a une unique expression réduite M = % de numérateur N € M,, (A) une matrice

A coeficients dans anneau A et dénominateur d € A un polynome a coefficients
entiers vérifiant d (Id) > 0 et tels que N et d sont sans facteurs communs.

Définitions. Le déterminant général det(A) et la comatrice générale A de la
matrice générale A sont les dénominateurs et numérateurs de I’expression réduite

de’;‘ = = g—: = A~! de l'inverse A~! de la matrice générale A. D’apres le Corollaire
de 2.2.1 les coefficients de la matrice A et detA sont homogenes et :

(0) det(Id) =1

(1) A-A=det(A)Id=A-A

IDENTITES REMARQUABLE DU DETERMINANT. — Le déterminant général est

multiplicatif pour composition et forme triangulaire par blocs :

(i) Si BEM,, (A}), CeM, (A”) sont deux matrices générales nxn on a :

(2) det (B - C) = det (C) det (B)

(13) SiU eM,, (Kp), VeM, (Ké), WeM,, 4 (Kp, q) sont trois matrices générales,
respectivement de taille pxp, gXq et pxXq on a :

o ol s (§9)-(5 )

Démonstration. — Soit K(Z) = Xn(2) = ZLlb;, Cr,sl1<i, j,r, s<n lanneau des polynémes a
coeficients entiers en les 2n2 variables bi,j,1 <i,5 <netcrs,l < 17,5 < net %(2) =
7 (bs, j» Cr,s)1<i, j,r, s<n le corps des fractions rationnelles en ces 2n? variables. L’anneau Kz
est factoriel, contient deux exemplaires A’ = Z [bi, ;] et A =7, [cr, s] de Panneau A tels que des

éléments ' € A’ et 2"/ € A’ ne peuvent avoir que des constantes comme diviseurs communs.

Les deux matrices générales B = (b;, j)1<i, j<n €t C = (¢r,s)1<r, s<n de Mp (K(2)) étant
inversibles dans M, (K (2)), leur produit 'est aussi et on a (B-C)~! =C~!. B~1. Ainsi

det(C)det(B) (B-C)~* = (det(C)C~1) - (det(B)B~*)=C - B

est une matrice a coeflicients dans K(2) D’autre part en substituant dans la matrice générale A
les coefficients de la matrice produit B - C on obtient det(B - C) (B -C)~! = B-C. D’ou :

det(B-C)C - B = det(C) det(B) B - C

L ¢, a. d. en substituant aux coefficients de la matrice générale A ceux de la matrice identité.
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Les polynémes det(C') et det(B) étant premiers avec C et E, leur produit det(C) det(B)
divise det(B - C) et, ces deux polyndmes étant homogenes de méme degré par rapport aux b;_ ; et
aux cr, s et vallant 1 si B = Id et C' = Id, ils sont égaux. D’ou1 la premiere identité remarquable.

La seconde s’obtient de maniere analogue en considérant, si n = p + ¢ le sous-anneau
Anip,q="2Lui, j =i j Wi, |k = i prk; Vr,s = Gpir, pts]1<i, j<p,1<k,r,s<q C Llai jl1<q, j<n des
polynémes a coeficients entiers en les p% + pq + ¢ variables Ui, j, Wy &y Vr, s €t
Knip,q =2 (u; j Wi, k Vr, s)1<i, j<p,1<r, s<q SOn corps des fractions et en utilisant que l'inverse
de la matrice générale triangulaire supérieure par blocs pxp, pXq, g X q générale est :

(0 V) =t ) = (% )

Remarque. — D’apres le Corollaire de 2.2.1, déterminant et comatrice de la matrice générale
A € My (A) sont respectivement detA = an et A= BT” ol § est le p.g.c.d. vérifiant § (Id) = 1
de b, et B™. On aurait eu une expression analogue si on avait effectué la méthode de Gauss

générale en écrivant les colonnes dans un autre ordre?.

Ainsi d’apres la fin du COROLLAIRE de 2.2.1 on a :

FORMULES DE CRAMMER. — Si (x1, ..., x,)" est solution du systéme général
AX =Y alors pouri=1,..., n on a l'identité :
(4) det A - xIr; = det (A.’i = Y)

La Remarque donne ausi que le déterminant est linéaire en chaque colonne de variable.
81 1< #j<n la matrice A(A,,;=A.,;) ayant deux colonnes égales n’est pas inversible donc :

det(A(Aq,; = Aq ;) =0

n
ainsi la forme n-linéaire déterminant général det : M, (A) = (A") — A est alternée d’ol :

EXPRESSION DU DETERMINANT. — Le déterminant général est n-linéaire alterné
en les colonnes de la matrice générale. Vérifiant det (Id) = 1, il vaut :
(5) det A=Y €(0)ao(1),1° o (n),n
ogEeS,
ot € (o) € {—1, 1} est la signature de la permutation o € &,, de {1,..., n}.

Comme A - A = det(A4)1d la solution du «systeme transposé» Xt A = Y?

est Xt =Y". de‘? +- Elle aurait aussi été obtenue par méthode de Gauss sur les
colonnes de A au lieu de 'avoir effectuée sur les lignes comme en 2.2.1. Ainsi :

DETERMINANT DE LA TRANSPOSEE. — Le déterminant général est m-linéaire
alterné en les lignes et on a la relation :
(6) det (A") = det (A)

Si A;,;j est la matrice (n — 1) x(n — 1) obtenue en effacant la 21*M€ ligne et la 5'°™° colonne
de A, la matrice générale n xn, les formules de Crammer, ’alter-multilinéarité a la fois en les

colonnes et en les lignes et la multiplicativité par forme triangulaire3du déterminant donnent :

2 Et en mettant les lignes dans le méme ordre pour ne pas changer la matrice Id permettant
de normaliser le déterminant général par det(Id) = 1.

3 _ _ —
pourp=1,g=n 1et<0 p)=1o h‘,j)'
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EXPRESSION DE LA COMATRICE ET DEVELLOPEMENTS DU DETERMINANT.

(7) Aj j = (=1)"det (4;,4)
(8) det A = Z(—l)iﬂde‘i (Ai,j)ai,j = Z(—l)iﬂai,j det (A, ;)
i=1 j=1

2.2.3 L’identité remarquables de Cayley Hamilton.
Définition. Le polynéme caractéristique général*est : x4(X) = det(XId — A)

Remarque. — Le terme constant de x 4(X) = X"+ X" le; +---4cn € K[X] est
cn = xA(0) = det(—A) = (—1)"det(A)

THEOREME. — On a la relation de Cayley-Hamilton :
xa(A4) =0
Démonstration. — Les coefficients de la comatrice XI/d\—/ A de XId — A étant XI/d\: A =

det(XId — A);, ;) de degré au plus n—1, il y a des matrices S; EMn(X),i:O, ...,n—1 tels que :

n—1
XId— A4; ; = Zsixn—l—i —SoX" 4. XTIk g
1=0

En explicitant la relation X™ +c1 X" ! 4+ .- + ¢, = det(XId — A) = XId— A - (XId — A) =
(X" 18y + X" 18 +---+8S,_1) - (XId — A) on obtient :

So=1Id, S1—-S0-A=c1,---,8 —Sk—1-A=cp, ", -1—Sn—2-A=cn-1, —Sn-1-A=cn

n n—1
d’ott x4 (A) = A" +ZciA”_1 — Sp- A"+ {Z(Sk ~Sp_1-A)-AMTFL 8, A= 8- A"+
=1 k=1
n—1 n—1
{Z sk-A"—k—sk,l-A“—’f“}—sn_l-A = A"+Z Sp- A"k g A~ (F-D g A =0.
k=1 k=1
n ~
COROLLAIRE. —  Sixa(X)=X"+X"""e1 4 +c,=) ;X" € A[X] est le
1=0

polynéme caractéristique général, alors la comatrice générale a I’expression :

A= (_1)n—1 Zci_lAn—z’
=1

XFA31

4 ou polynéme caractéristique de la matrice générale A € M, (X)
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2.2.4 Appendice : Théoréeme fondamental de [Darithmétique dans les anneaux de
polynémes & coefficients entiers en un nombre fini de variables I1,, = Z[X1, ..., Xy].

Définitions. Pour tout entier naturel n € N 'anneau de polynéme II,, est IIg = Z et, sin >0
est positif, défini par la relation de récurrence : I, = II,,_1[X}].

Définition. P € II,, est positif, noté P >0, si soit n=0 et P €Ilp\(—N)=2Z\(—N) est positif pour
d

Pordre usuel de I[Ig =Z et les récurrences : si n>0, P:Z Png_i; 1=0,...,d,P;€ll,,_1,Py#0
i=0

non nul de degré d et (coefficient) dominant Py >0 positif!dans IT,,_1.

Il est dit négatif, noté P <0, si son opposé —P >0 est positif. On note II,; ={P € IL,|P >0} et

I, & —II;})={P € I1,| P < 0} les ensembles des éléments positifs et négatifs de IT,,.

PROPOSITION. — (i) Si m<n alors Iy, C I, et si PGH;; on a: PEH;.

(i) 0TI} UTL, , ILY NI, =0 et on a la partition : IL,, =1L} 1T {0} ITII,;

(iii) L’ensemble II,} est stable par multiplication - et addition +.
Démonstration. — (i) Tout P €1I1,,\{0}, considéré comme P €Il,, est P=PFp : de degré 0 donc
égal & son coefficient dominant, d’ou le résultat par récurrence sur n — m. O

(4%) et (44t) sont clairs si n=0 (car IIp=Z). On suppose n >0 et ces résultats pour n — 1.
Soit P=FPy XS + -+ P, Q:QOXJ: + -+ Qy€llp, Po#0# Qo deux polynémes non nuls, les
coefficients dominants de P - Q) et P + @ sont respectivement Cop= Py - Qg et Sg ou :
sie> f,So=Py,sie=fSo=Py+ Qo etsie< fSo=Qo. Donc, si Py,Qo €I} |, alors

CO,SOGH::_P soit si P,Q €Il alors P-Q,P 4+ Qell}! : (447) pour n. O
Ona:0#£P Eanl\{O}zﬂiil IIII_, ainsi Pell} 111, d’ou (ii) pour n. O 1

Corollaire—L’anneau de polynémes I1,, a coefficients entiers, muni de > définie par P > Q
si P—Q €I} U {0} est un anneau totalement ordonné.

En particulier ’anneau II,, est intégre donc, si n > 0 et P,Q € I1,, \ {0}, on a la relation :

Démonstration. — Si P,Q,R€Il, ona: P—P=0¢ Il U {0} donc P > P et > est réflexive.
SiP>Q>Palors P—Q=—(Q— P)e(II,; U{0}) N (II; U{0})={0}, et > est antisymétrique.
SiP>Q>RonaP—R=(P—-Q)+(Q— P) € (Il U{0}) + (I;; U{0})=IL,} U {0} (par (i41))
donc P> R et > est transitive et > est un ordre sur I} qui, par (i), est total. O

SiP>Qet P+R—(Q+R)=P—Q eIl U{0}, donc P+ R>Q+R.

De plussi R>0,ona P-R—(Q-R) = (P—Q)-R e (Il u{0}) - (I, U {0}) = IT,} U {0} d’on
par (iit) P- R > @ - R et 'ordre > est compatible avec les opérations de I’anneau II. a

d=degP e=degQ
Si P= Z a; X371, Q= Z b; X577 € IL,\{0} alors ag:P, boQ >0 donc (ag-P)(bo-Q) >0
i=0 =0
d+e
donc P#0,Q #0et P- Q:chX,‘fﬁe*k avec co=ap -bgp # 0. Ainsi deg(P-Q)=d+e. O |
k=0
Remarque. — L’ensemble I} des polyndmes positifs a 1 comme plus petit élément, mais si

n > 0, contrairement au cas n = 0 des entiers, la restriction de > a H:{ n’est pas un bon ordre.

L déja défini par I’hypothese de récurrence.



18

Démonstration. — Soit P € II,} si degP > 0 alors deg(P — 1) =degP >0et P > 1.
Sinon, puisque 1 est le plus petit élément de HS’ =N\ {0} on a aussi P > 1. a

Comme, si n > 0, pour tout entier naturel m € N on a X —m > X — (m + 1) la partie
{X —m|m e N} C 1_11+ C II,} est une partie non vide sans plus petit élément de II;. [ |

Corollaire— Les unités de II,, sont IT¥ = {—1,1}

Démonstration. — Soit v € II}, une unité, quitte & considérer —u on peut supposer u € o,
donc v > 1. Comme 0 > v implique 0 = v -0 > w - v. L’inverse v € II, vérifiant u-v =1 > 0,
doit vérifier v > 0, d'ou 1 =u-v > u-1 = wu et par antisymétrie de >, on a u = 1. [ |

Définitions. Les applications signe et valeur absolue :
sgn: I, — {—1,0,1}, ||: 1, — I} U {0}

sont définies par sgn(0) = 0,]0] = 0, si P € II}},sgn(P) = 1,|P| = P jet si P € II,,,sgn(P) =
—,|P| = —P et sont multiplicatives :
pour tout P,Q € Tl on a : sgn(P- Q) = sgn(P) - sgn(Q), [P~ Q| = |P|-1Ql. ;

Définition. Un polynéme P € II,, est dit irréductible si U,V € II,} vérifient P=U -V alors soit
Uelly,V=U"1.P, soit VeIl;,U=V~1.P.

Définition. Un polynoéme premier est un polynome irréductible positif.
On note P, 'ensemble des polynémes premiers de Iy,.

THEOREME FONDAMENTAL DE L’ARITHMETIQUE DANS II,,. — Tout polynéme a une
unique factorisation en premiers :

Si M €1, M =sgn(M) H pvP (M)
PEPn

ou les multiplicités vp(M) € N de p dans M sont des entiers naturels presque tous nuls.

Démonstration. — Si n >0 notons Y = X, et deg=degy . Si M =M; - Mo, M1, M2 {—1,1}
alors |M|>|Mi|, | Mz| et si n>0,deg(M) >deg(M;),deg(Mz) avec égalité pour un M; seulement
si M; est de degré 0. L’ordre sur valeurs absolues si n =0 et degrés sinon étant bon, et par
I’hypothese de récurrence pour le terme dominant si n > 0, on ne peut factoriser indéfiniment
Mp=M;, ... i, =My1-Mjo. Alarrét les facteurs M; sont irréductibles d’oli I'existence. O

L’unicité : récurrence sur, si n=0, |M| et si n>0, (n,degM, E vp(Mp)) lexicographique.

pepn

0. p. s. M >0. Soit p,q € Py premiers de deux décompositions? : p-u=M =q - v avec ¢ > p et,
si n >0, degp, degq >0, alors soit p=¢ donc u=w et le résultat par récurrence. Sinon ¢> p et :
Si’%n=0: N=(¢q—p) - v=q-v—p-v=p-u—p-v=p- (u—v), par récurrence (car M > N >0),
se factorise uniquement. Ne divisant g—p, car il diviserait ¢ (%2p et premier), p est facteur de v.
Ainsi u=gq - ]23 <M, d’ou le résultat car, par récurrence, u se factorise uniquement. a
Sin>0 0. p. s. v =2"-¢ avec ¢’ premier (sinon par définition de g irréductible p=g,u=1).
Dans IT,,_1 les dominants po = (po, q0) - Po, g0 = (Po, q0) - go de p,q ont un p.g.c.d. (po,qo) etily a
e€ N tel que le polynoéme N =|pog—gopY ¢|-v’-¢' =p-|pou—qgov’ -¢’| est positiftavec degN < degM.
Comme plus haut ¢’ divise soit p soit u soit py. Dans ce dernier cas il y a d€ N, ce€Il,,_1 tel que
N' =|p—q¢'cY?  -u=q -|q-v' — cY% | a degN < degM. Comme plus haut ¢’ est soit facteur de
u soit divise le premier p, ainsi ¢’ = p. Dans tous les cas ¢/ apparait dans la factorisation p - u.

D’oui le résultat par récurrence en simplifiant par ¢’ les deux factorisations : I;'—,u =q-v'. O 1

2 les produits u=ps - - - pg,v=gqa - - - q; pouvant &tre vides (donc valoir 1).
3 la preuve de Zermelo, initialisé par M =1.
4 §'il était nul, po, o étant premiers, gy diviserait le premier p, donc go =1 contredisant g > p.
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2.3 Déterminants sur un anneau commutatif et applications.

On rappelle quun anneau de polynémes a coefficients entiers Z[X;];c; est un anneau
commutatif libre sur ’ensemble I (ou sur ses variables X;,71€1), c. a d. pour toute application
f: I — A de I'ensemble I vers un anneau commutatif A il y a un unique morphisme d’anneau
F :Z[X;]icr — A tel que pour tout i € I on ait F(X;) = f(x;).

On suppose dans cette sous-section que 'anneau A est commutatif.

Pour toute M = (m; j)i<i,j<n € Mn(A) il y a un unique morphisme d’anneau,

oM : Xn — A, dit spécialisation en M et défini par pps (aq, j) = my,j pourd, j =1, ..., n.

Définition. Le déterminant de la matrice M € M,, (A) est I'image pjs (det (A))
du déterminant général par la spécialisation en M. On le note det (M).

Les neuf relations (0) & (8) de 2.2.2 et le théoréeme de 2.2.3 sont alors valables si les

matrices A, B,U,V,W qui y interviennent sont & coefficients dans l’anneau commutatif A.

THEOREME. — Soit X et Y des modules libres sur I'anneau commutatif A ayant
des bases finies B = (by, ..., b,) et C = (c1, ..., ¢,) avec le méme nombre n
d’éléments et f : X — Y un morphisme de matrice M dans les bases B et C.

Alors on a les deux « cerclesy» d’équivalence :
(i) D’une part entre :

(i 1) L’application f est injective.

(i 2) Le déterminant det (M) de M n’est pas diviseur de zéro dans A.
(ii) D’autre part entre :

(ii 1) L’application f est surjective.

(ii 2) L’application f est un isomorphisme.

(ii 3) Le déterminant det (M) € A® de M est une unité de I'anneau A.

En ce cas I’isomorphisme inverse f~!: Y — X est, dans les bases C et BB, de matrice :

M~ = (det(M))"t M

Démonstration. — (i) Si f n’est pas injectiveily a0 # X = (1,...,2n) € A" telque M- X =0
d’ot det(M)X=(M -M)-X=M - (M -X)=0, donc pour ¢=1,...,n on a det(M)z; =0. Ainsi
det(M) est diviseur de zéro, car X étant non nul, une de ses composantes x; #0 est non nulle.

Si det(M) n’est pas diviseur de zéro alors pour tout 0 # X € A™ on a :
0#det(M)X=M - (M - X), donc M - X #0 et, d’apres la Proposition 1 de 1.3, f est injective.ld

(ii) L’implication (¢ 2) = (4¢ 1) est claire. Si f est surjective, d’apres le Corrolaire de 1.4,
ilyag:Y — X tel que go f =1Idy. Si N est sa matrice dans les bases C et Dona N - M =1d
donc det(N)det(M) =1 et det(M) est une unité de A, dou l'implication (ii 1) = (i@ 3).
L’implication (ii 3) = (ii 2) suit de ce qu’alors M - (det(M)~'M) = Id = (det(M)~'M) - M :
'application g : Y — X de matrice (det(M)~!M) est isomorphisme réciproque de f. O B
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COROLLAIRE. — Soit m,n deux entiers naturels et f : A — A™ un morphisme
surjectif. Alors, si 'anneau A # {0} n’est pas I'anneau nul, on a : m < n.

Démonstration. — Si m > n le morphisme f : A™ — A™ qui envoit le k'°™° él’ément e, de la
base canonique, si n < k < m sur zéro (et sur f(ey) sinon) est toujours surjectif, de matrice de
déterminant nul!, contredisant?les équivalences (ii) du théoreme. [ |

cO-CORROLLAIRE. —  Si Ianneau A # {0} n’est pas ’anneau nul et m,n sont
deux entiers naturels tels que A™ et A™ sont isomorphes alors m = n. |

Remarques . — (i) Si’anneau A n’est pas commutatif, le co-Corrollaire (donc le Corollaire aussi)
n’a plus lieu : Soit M un groupe abélien non nul muni d’un isomorphisme ® : M & M — M,
défini par ¢p; =P oi; : M — M,i=1,2 (par exemple M =ZMN) ¢ (en)=ean, dpa(en)=eani1).

Alors si A=End(M) on a : Ay = $1A @ ¢p2A. D’oll pour tout entier n positif :
Ag = oTA @?;01 @] o p2A et le module monogéne A, contient le sous-module libre & un nombre
infini de générateurs @,ecN@T © p2A. Par contre :

(ii)3Si A est un corps*ce Corrollaire (donc le co-Corollaire) a lieu.

(iii) Sans supposer ’anneau A commutatif le Corrollaire (et donc le co-Corrollaire) restent
vrais pour les modules libres sur des ensembles infinis. Pus précisément :

PROPOSITION. — Si 'anneau A # {0} est non nul et f : AV) — AU est un
morphisme surjectif alors, si I est infini, son cardinal est au plus celui de J :
Card(]) < Card(J)

Démonstration. — Soit (ai, ;) (i, jyerxs la matrice de iy o f : A()) — AT alors pour tout j € J
Iensemble Iy ; = {i € I|a;, j # 0} est fini, la réunion Iy = U;c sIy, ; est donc finie ou de cardinal

Card(I¢) < Card(J) au plus celui de J. L’image de f étant incluse dans AU c A qui serait
sous-module strict si Card(I) > Card(J), le morphisme f ne serait pas surjectif, en ce cas. [ |

COMPLEMENT. —  Soit M un module de type fini sur un anneau commutatif A.
Alors tout endomorphisme f : M — M surjectif de M est un isomorphisme.
Plus précisément si M est engendré par my, .. mn € Met A= (as,5)i1<i,j<n € Mp(A) une

matrice telle que pour ¢ = 1,...,n on ait m; = f( E a;, jmj)= g a;, ; f(my)).

Jj=1 Jj=1
Alors f est d’inverse f~! = P(f) oti®le polynome P(X)€A[X]est P = X1 — X"~ 1y, (X71).

Démonstration. — Dans le sous-anneau (commutatif!) A[f] C Endp (M) engendré par f il suit
des relations (det(Id — X A))Id=(Id — XA)(Id— XA),1 - P(X)X=1—-XP(X)=det(Id— X A) :

(Id — P(f) o f)ld=(1d — f o P(f))Id=(Id — Af)(Id — Af)=0

n

puisque pour i=1,...,n on a (Id — Af) -f(m1,...,mj,...,mn); = m; — Zai,jf(mj)zo- |
=1

car ayant au moins une une colonne nulle.
car pour tout a € A,0a = 0 # 1 car anneau A est non nul.
voir la section 3 suivante.
¢. a d. anneau, non n’ecéssairement commutatif, non nul (1 # 0) et tout élément 0 # X € A
non nul est inversible [c. a d.ily a u € A (noté = A"1) tel que Ay = 1 = p].

5 Tintervention de x4 ici est uniquement pour décrire la formule avec un invariant connu.
La preuve n’utilise que X P(X)=1 — det(Id — X A), et pas 'identité de Cayley-Hamilton.

B~ W N -
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3 Espaces vectoriels et dimension.

Dans cette section K désigne un corps (non supposé commutatif).

Définitions. Un espace vectoriel (abrégé en e.v.) a gauche (resp. a droite) V
sur le corps K [dit aussi K-espace vectoriel (abrégé en K-e.v.) a gauche (resp. a
droite)] est un K-module & gauche (resp. a droite).

Un élément v € V d’un K-espace vectoriel est appelé vecteur de V.

Suivant 'usage, sauf pour :

les systemes linéaires en 3.4.2,

les structures rationelles sur un sous-corps en 3.5 et leurs applications :
quelques propriétés des corps gauches en 3.5.2.

la dimension du dual d’un espace vectoriel de dimension infinie en 3.5.3,
on ne considerera que des structures a gauche et abrégera 1’expression
espace vectoriel a gauche en espace vectoriel.

De méme avant 3.5, ne considérant que le seul corps K, on ommetra de préciser sur K.

3.1 Combinaisons linéaires.

On rappelle (Cf. 1.4) que K(I) désigne I’espace vectoriel des familles (\;)c; € K1) d’élé-
ments A; € K du corps K qui sont presque tous nuls [c. a d. de supports {i € I|\; # 0} finis].

Définitions. Soit v = (v;)e; une famille indicée par un ensemble I d’éléments
v; € V d’un espace vectoriel V. On considere I'application linéaire :

cly : KD =V, A= (N)ier = clo(X) = > Ny
iel
qui a A= (\j)er e K associe la combinaison linéaire de v a coefficients .
La famille v=(v;);es est génératrice (sur K, dans V) si le morphisme cl, est surjectif :
tout vecteur v € V est v = Z Aiv;, combinaison linéaire de cette famille.
iel
L’ensemble des combinaison linéaires de la famille v, image Im(c,) du mor-

phisme cl,, est le sous-espace vectoriel engendré par la famille v et est noté
<v>=<wv;,i €l >ousil={1...,n}estfini, <wvy,...,v, >.

Définition. Une relation linéaire de la famille v = (v;);er,v; € V est une
combinaison linéaire nulle : Z N;v; =0€ V. Elle est dite non triviale si la famille

iel

de ses coefficients ()\;)er #0€ K1) est non nulle (c. a d.ily auni € I avec A; # 0).
Définition. La famille de vecteurs v = (v;)ies,v; € V est libre [ou linéairement
indépendante] (sur K, dans V) si le morphisme cl, est injectif, ce qui d’apres la
Proposition 1 de 1.3 équivaut a sa seule relation linéaire est la relation triviale :

Z Aiv; =0 si et seul pour tout 1 €1 on a \; =0.Une famille non libre est dite liée.
iel
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Remarques. — 1) Etre génératrice pour une famille v = (v;)ier, v; € V de vecteurs d’un espace
vectoriel V ne dépend que de sa partie image {v;|i € [} C V.

2) Une famille v non injective n’est!pas libre.

Définitions. Une partie X C V d’un e.v. V est génératrice, resp. libre, si la famille
X = (z)zex de ses éléments indicés par eux-méme est génératrice, resp. libre.
Définitions. Une famille b = (b;)ier,b; € V, resp. partie B C V d’un espace
vectoriel V' est une base de V si elle est libre et génératirice c. a d. 'application
combinaison cly, : K 0 5V cly(A) = ;e Aibi est un isomorphisme.

L’isomorphisme inverse co, = clg_1 .V — KU est dite application coor-
données de ’espace vectoriel V' dans la base b.

Exemples. — (i) La famille (e;);c; € KD = Ly canonique de base?de I'espace vectoriel libre
sur le corps K est génératrice et libre, la base canonique de K.

(#7) Si tout élément x; € X; C V,i € I d’une partie X; d’un espace vectoriel V est
combinaison linéaire x; = ZjeJ i, jyjd’une partie Y = {y;|j € J} alors toute combinaison
linéaire C:ZiEI pix; des x;, 1€l est C:Ziel L ZjEJ i, 5Yj :ZjeJ(ZiEI ui)\i,j)yj,
combinaison linéaire des y;, j € J. En particulier :

Une partie engendrant une partie génératrice est génératrice.
(747) Une famille v = (v;);¢p (ou partie X =@ C V) vide est libre.

(iv) Une famille v = (v;);e4,} (ou partie X = {v;;}) a un seul élément est libre si et
seulement si cet élément v;, # 0 est non nul.

(v) Une famille v = (vi)jegiy,i;} (ou partie X = {v;;,v;, }) & deux éléments est liée si et
seulement si soit v;, =0 est nul, soit il y a A€ K tel que v;; =Av;,.

PROPOSITION. — Soit X CV une partie génératrice d’un e.v. V alors une partie

Y C X maximale, pour C dans I’ensemble des parties libres de X est génératrice.

Démonstration. — Soit x € X alors soit © = y, € Y, soit la partie Z = {z} UY est liée.
Ainsi®\, € K et, pour y € Y des A, € K non tous nuls tels que 0 = )\Zm—i—zyey Ayy € V.

Comme la partie Y est libre, Ay # 0, et z = E (—)\w_l)\y)y est combinaison linéaire des y € Y.
yeY

L’espace V étant engendré par les x € X l'est donc par les y € Y. Ainsi Y est génératrice. [ |
COROLLAIRE. — Tout espace vectoriel V' possede une base. Plus précisément :

Soit Y, X CV deux parties resp. libre et génératrice de ’espace V,
alors V' a une base B vérifiant Y C BCY UX :

« De toute partie partie génératrice, on complete en une base toute partie libre ).

Démonstration. — L’inclusion étant inductive sur les parties libres Y/, Y CY'CYUX il y en a,
par le lemme de Zorn, une Y/ = B qui est maximale, par la Proposition elle est génératrice. I

I puisque si pour des i # j € I on a v; = v; alors lv; + (—1)v; = 0.

2 (C1. 1.4) (ei)ier € K = Lg,e; = (eij)jel;eii =1letsij# i,eij =0
3 dans le premier cas : Ay = 1, Ay, = —1 et si y # ys, \y = 0, par définition dans le second.
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CO-COROLLAIRE. —  Tout sous-espace U C V' d’un espace vectoriel V' possede
un supplémentaire W Cc V. =U & W.

Démonstration. — Soit (bg)gerirg,br € V une base complétant une base (b;);cr,b; € U du
sous-espace U de V. Il suffit de prendre W = @ ;¢ s Kb;.

Remarque. — Les définition de partie génératrice, libre, base ont un sens pour les modules sur
un anneau quelconque, mais les propriétés des exemples (iv), (v) et la proposition n’ont plus lieu :

a) Dans le Z-module Z/6Z la partie {2} est, car 32 = 6 = 0, non libre & un élément.

b) Dans le Z-module Z la partie {2} est libre maximale, mais non génératrice.
3.2 Dimension d’un espace vectoriel.

LEMME. — Soit f : K) — KU un morphisme surjectif entre des modules
libres sur des ensembles I, .J, alors :

Card(I) < Card(J)

Démonstration. — Dans le cas ou 'ensemble I est infini, cela est méme vrai pour les modules
libres sur un anneau A quelconque et a été établi dans la Proposition en fin de 2.3.

Le résulat est aussi clair si I = (), on suppose donc I = {1,...,m} et*J = {1,...,n} finis
d’ordre n, m > 0 positifs et procéde par récurrence (initialisée par I =0, m =0 ci-dessus) sur m :

Soit pour 1 < j < n,v; = f(e;) = (a1, j,...,am, j), les vecteurs images de la base e, ..., en
canonique de K(7). L’une des derniéres coordonnées am, j 70 est (car f est surjectif) non nulle.
Quitte a renuméroter les e;, on peut supposer am,n # 0.

Soit pour 1 < j < n,w; = v; — (amyja;ﬁn)vn = (1,5, ---,bm—1,4,0); wn =vn et
g: K" =K o k) = gm, g(ej) = wj
n

Pour tout (x1,...,2n) € K", si pour 1<j <m,y; =x; et yp = E xjamda;ﬁn on a :

j=1
n n

E Tjvj = E yjw;. Ainsi le morphisme g est aussi surjectif, envoit K1 = KU\n}H) dans

Jj=1 Jj=1
Km=1 = K(J\m}) et sa restriction h = g K=t = g(\{n}) 5 g(J\{m}) — K™~ puisque

n
si E yjw; = (#1...,2m—-1,0) € K™t = k(M™D) alors y,, = 0, est aussi surjective. D’olt par
=1

Phypothese de récurrence m —1 <n—1 et donc Card(I) =m—-14+1<n—1+41=Card(J). }

COROLLAIRE. — Soit V, W des espaces vectoriels munis de bases
(bi)icr,bi € V5 (¢j)jes,c; € W et f: W — V un morphisme alors :

(11) Si f est surjectif Card(J) > Card(I).
(12) Si f est isomorphisme Card(J) = Card([).

4 Comme K™ = {0}, si I # 0, K(® — K = {0} ne peut étre surjectif.
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(i3) Si f est injectif Card(J) < Card([).
(7i) Si (w)ier,w €V est une famille génératrice alors Card(l) < Card(L)
(7i1) Si (vg)kek,vr € V est une famille libre alors Card(K) < Card([]).

Définition. Le cardinal d’une base (b;);cs,b; € V d’un espace vectoriel V sur le
corps K ne dépend pas du choix de la base, c’est sa dimension :

]DefC d( )

dim(V) 2 dimg (V) 2 [V : K

Deux espaces vectoriels V, W sont isomorphes si et seulement si ils ont méme dimension :

dim(V) = dim(W)

CO-COROLLAIRE. — Soit U C V' un sous-espace d’un espace vectoriel V. Alors
dim(U) < dim(V)

De plus si V' est de dimension finie, il y a égalité si et seulement si U = V.

Exemples. — (i) Un espace vectoriel V = {0} est ’espace nul si et seulement si dim(V') = 0.
(ét) La dimension de K" est dim(K™) = n.

(73) Si V* est le dual d’un espace vectoriel V de dimension finie®alors®

dim(V™) = dim(V)

3.3 Le théoréeme du rang.

PROPOSITION. —  Soit
0USVISW =0

une suite exacte courte d’espaces vectoriels. Alors
dim(V) = dim(U) + dim(W)
Plus précisément si b= (b;)icr,b; € U, d=(d;);es,d; € W sont des bases des espaces extrémes

U, W de la suite exacte et si, pour i€l,c;=u(b;) EV et pour j€J,c;en—1(d;) CV,

la famille c=(cg)re Kk =111J, Ck €V est une base de 'espace central V' de la suite exacte.

Démonstration. — Soit E Arcr =0 une relation linéaire de la famille c.
keK

Alors, comme pour ¢ € I,7(c;) = w(u(b;)) =7 o t(b;) =0 et, pour j € J,m(c;) =dj, on a

O—W(Z)\kck) W(ZACZ —l—’lr(Z)\b)—Z)\ﬂ'cl)—‘rZ)\W(cj) Z)\d et donc,

keK i€l JjeJ i€l JjEeJ JjeJ

5 voir 8.5.2 III pour le cas de dimension infinie.

6 d’apres exemple et la Proposition 1 de 1.5.
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puisque d est libre pour j € J on a A\; =0. Ainsi 0 = Z)\ici = ZAiL(bi) = L(Z )\ibi) et,
iel iel iel
puisque ¢ est injective Z Aib; =0, d’ou puisque b est libre, pour tout i€ I, \; =0.
el

Ainsi pour tout k€ K=111 J, A\, =0 et la famille c est libre. a

Soit v € V un vecteur de l’espace central. Comme la famille d est génératrice il y a
(\j)jes € KM telle que m(v) :Z Ajd;donc le vecteur v’ =v — Z Ajc;, satisfaisant a :

Jj€J jeJ
7(v') = m(v) — Z)\jﬂ'(cj‘) =7(v) — Z)\jdj =0 est dans le noyau ker(w) = Im(¢) et donc il
jed JjeJ

y a u €U tel que t(u) =v'. Comme la famille b est génératrice, il y a (\;)ics € K(I) telle que

u:Z A;b;, donc v’:L(u):Z )\iL(bi):Z AiCi.

icl icl icl
Ainsi v=2v" + E Ajcj= Z Ajc; et la famille ¢ est aussi génératrice. (I |
jeJ keIl
COROLLAIRE. — Soit f : V — W un morphisme d’espaces vectoriels. Alors :

dim(V) = dim(ker(f)) + dim(Im(f))

Démonstration. — La suite 0 — ker(f) Sv i) Im(f) — 0 est exacte. [ |

Définition. Le rang d’une application linéaire est la dimension de son image :

rg(f) = dim(Im(f))
3.4 Application aux systémes linéaires.

3.4.1 Systemes linéaires I : le langage.

Définition. Soit (v;) e, v; € V une famille indicée par un ensemble J de vecteurs
d’un espace vectoriel et v € V un autre vecteur de V. Résoudre le systéme linéaire

Z X j 'Uj =0

jeJ
consiste & déterminer les familles (z;);c; € K (/) Q’6lémnents xj,j € J presque
tous nuls du corps K telles que 'on a I’égalité de vecteurs Z ;v = .

JjedJ
Avec les notations de 3.1, il s’agit de déterminer la préimage de v par le morphisme

cly - KU 5 v, A= (Ai)jes = co(X) = ZjeJ)‘jvJ' C’est I’ensemble vide si v n’est pas
dans le sous-espace engendré par la famille, une classe modulo le sous-espace vectoriel ker(clg)

de l’espace vectoriel libre K(7) sur J sinon. Si J est fini et donné, la dimension de ce noyau,

selon le théoreme du rang (Corollaire de 3.3) détermine et est déterminée par le rang de cly.
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Hormi cette présentation on se limitera au cas ou ’espace vectoriel V' est de
dimension finie, puis par choix d’une de ses bases (b;)i=1,.m & V = K™ et ou

Pensemble J est fini puis, quitte a le numéroter J = {1,...,n}.
En ce cas, en écrivant les coordonnées des vecteurs en colonnes
vj=(a1,j,--yam )t j=1,...,mjv=(by,...,by)" € K™ C’est le systéme
(( Xia1,1 +...+ Xparx +...4+ Xpa1,, = b
() Xia;w +...+ Xpaipr +...4+ Xpain, = b
( Xiam,1 +...+ Xpamr +...+ Xpamn = bm

Définition. Le rang d’une famille v = (v;)ier,v; € V est rg(v) = dim(< v >),
la dimension du sous-espace engendré.

PROPOSITION. — Le systeme (X) a une solution si et seulement si
rg(v, ..., vp) =18(V1, ..., Up, V)
Ses solutions forment alors une classe modulo un sous-espace de dimension :
n—rg(vy,...,op)

3.4.2 Systemes linéaires 11 : rang du systéme transposé.

al,l a

Le systéeme (X)) est associé a la matrice A = ; : € M, n.

Am,1 "' Gmon

Définitions. Les rangs de colonne (resp. ligne) a droite (resp. gauche) de A sont les dimensions :
rgS(A) = dim(< c1,...,¢n >q), rgb(A) =dim(< 1, ..., lm >s)
rgS(A) = dim(< c1,...,¢n >s), rg4(A) = dim(< Iy, ..., Iy >s5)

des sous-espace vectoriels & droite (resp. & gauche) de K™ (resp. K™) engendré par

les colonnes ¢; =(a1, j,...,am, j)* € K™ (resp. lignes l; = (a;,1,...,a; n) € K™) .
PROPOSITION. —  On a les égalités :
c _ l c _ l
rgg(A) =1g,(A4), rgi(A4) =rgy(4)
Démonstration. — Posons p = rgl(A). Quitte & renuméroter les lignes on peut supposer que
lespace < l1,...,lm >s=<11,...,lp >s des lignes est engendré par les p premieres lignes.

Cette renumérotation correspondant & un isomorphisme de permutation des coordonnées de
I’espace K™ des colonnes, ne change pas le rang a droite rgg(A) de colonne.
Soit Ap n € Mp, n la matrice des p premieres lignes de A.
P
Comme les autres lignes [, = g ¢k, ili, p< k<m sont combinaisons linéaires des premieres,

=1
n

toute relation linéaire (& droite) E a; j£; =0,1 <47 <p entre les colonnes de Ap, , donne pour

j=1
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n n p p n
p< k< m, E ak, jT; = E ( E ckiai’j)xj = E c;“-( E ai,jxj) = 0, la méme relation
j=1 j=1 i=1 i=1 j=1
entre les colonnes complétes de A. Ainsi puisque’rg§(Ap, ») < p on a : rg4(A) < p = rgl(A).
Soit At = (a;,;) 1<j<n € M,,, m la matrice dont les lignes (resp. colonnes) sont les
1<i<m
colonnes (resp. lignes) de A. L’inégalité précédante appliquée une fois & A, puis & A? et au corps
opposé K° donne : rg6(A) < rgl(A) = rgs(A?) < rgh(AY) = rg5(A), d’ou la premitre égalité
rgg(A) = rgl (A). La seconde suit en appliquant la premiére dans le corps opposé K°. [ |

COROLLAIRE. — Soit f : U — V un morphisme entre deux espaces vectoriels de
dimension finie et f* : V* — U* son morphisme transposé alors :

rg(f) = rg(f”)

Remarque. — Il n’y a pas égalité entre les quatre rangs d’une matrice : si a,b € K, ab # ba la

. 1 b -
matrice A= (a ab) vérifie® : rgl(A)=1+# QITgld(A)-

a

Exemple. — Soit H = {zg4p = (—1_7

g) la,b € C} C Mj3(C), c’est un sous-anneau
non commutatifdqui, puisque la transconjugaison o : <_al_) g) <% _ab> est un anti-

automorphisme!®vérifiant pour tout z = 2, , € H,z0(z) = |a|? + |b|?, est un corps, le corps
des quaternions, 'inverse d’un élément z = z, , # 0 non nul étant z=1 = (|a|? + [b|?) Lo (2).

1

COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES

Corps et espaces vectoriels sont tres efficacement présentés dans le chap. I''de [Ar2].

Pour résoudre effectivement les systémes linéaires et la « méthode de Gauss sur un corps ),
outre C et E du chap. I de [Ar2], voir A2 de [Ga] (en particulier I’énoncé d’unicité de 2.7.)

Voir au §3 du chap. 7 de [He2] une preuve du théoréme de Frobenius établissant que le
corps H de I'exemple est a isomorphisme prés le seul corps non commutatif contenant les réels
comme sous-corps, en étant'?de dimension finie sur les réels.

Plus de détails sur matries et espaces vectoriels sont dans :
les §14 & §20 de [Go].

le §3 (pour la 1° (1947) édition, §7 aprés la troisiéme (1959) édition du Chap. II de [Bo].
la dualité est au §4 (1°) (1947) édition, §2 aprés la troisiéme (1959) édition du Chap. IT de [Bo].

Kap. 4 de [vW], chap. I de vol. II de [Ja] ou §5 de chap. III de [Ld].

d’apres ’exemple de 3.2.
8 puisque a(1 b)=(a ab), mais (1 b)a=(a ba)# (a ab)=a(l b).

9 a= (_01 é) ,b= <(; 8) vérifient ab = é —Oz = —ba # ab.

10 ¢, @ d. pour tout z,y € H,o(x —y) = o(x) — a(y) et o(zy) = o(y)o(x).
11 d’olt (Theorem 4) le présent 3.4.2 a été piraté!

12

voir 3.5.1 et 3.5.2 ci-dessous pour cette algebre linéaire « & plusieurs corps).
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3.5 Structure rationnelle sur un sous-corps.

3.5.1 Définitions exemples et propriétés.

Dans cette sous-section on considére k C K un sous-corps du corps K. Ainsi tout K-espace

vectoriel U est un k-espace vectoriel, en particulier le corps K est un k-espace vectoriel.

Définitions. Un k-sous-espace vectoriel U, C V d’un K-espace vectoriel V est
(K, k)-libre si toute famille u = (u;);cr, u; € Uy libre sur k est, considérée comme
famille (u;);er,u; € V, libre sur K. Le sous-K-espace vectoriel :

U=Ug =< U, >gCV
engendré (sur K) par Uy est dit porté par le sous-k-espace-(K, k)-libre Uy C U.
Si Ux =V on dit que l'espace V' est muni de la k-structure Vi, = Uy C V.

Un sous-espace U C V est dit k-rationnel (pour la k-structure V;, C V') siil est
engendré sur K par le sous-k-espace vectoriel Uy = U NVy, C V), de la k-structure.
Ce sous-espace Uy est dit espace des k-points du sous-espace k-rationnel U.

Remarques et exemples. — a) Un sous-k-espace U CV est (K, k)-libre si et seulement si pour
toute famille (u;);ecr,u; € Ug, il est équivalent qu’elle soit, comme famille de Uy, liée sur k et
que, considérée comme famille (u;);cr,u; €V de V), elle soit liée sur K.

b) Un sous-k-espace Wj, CUy CV d’un sous-espace (K, k)-libre est (K, k)-libre,
en particulier 'espace des k-points d’un sous-espace k-rationnel est (K, k)-libre.

c) Si (b;)icr,bi €V est K-base de V, alors Vip=@;crkb; CH;c1 Kb;=V estk-structure de V.
Réciproquement!toute k-structure sur un K-espace vectoriel V est obtenue de cette maniére :

cl) Si V, C V est une k-structure sur un K-espace vectoriel V alors pour tout K-espace
vectoriel W la restriction Homg (V, W) — Homy (Vjy, W) est un isomorphisme du groupe des
applications K-linéaires de V dans W dans celui des applications k-linéaires de V}, dans W.

Démonstration. — Soit (b;);c; une base de Vi. Ainsi Vj, et V sont respectivement k-espace
et K-espace libre sur cette méme base. Donc, d’aprés leur propriété universelle (Proposition
3 de 1.4), les restrictions & cette base commune Homg (V,W) > f = fi,1ic1y € W1 et

Homy (Vi, W) > g — 9|{b;licI} € W1 sont des bijections. [ |

c2) Si U CV est un sous-espace k-rationnel pour la k-structure Vi, CV alors Vi, /U, CV/U
est une k-structure, dite k-structure quotient sur le quotient V/U.

Démonstration. — Soit w : V' — V/U Vapplication quotient et (b;);cr—rs117,b; € Vi une base
de Vj, complétant une base (b;);cr, b; € Uy de Uy, alors, les restrictions de 7 aux supplémentaires
Wie=®;cskb; CVp=U,®@Wr et W=@,c;Kb; CV =U@W de Uy, et U dans Vj, et V induisent
des isomorphismes sur les espaces quotients Vi /U =Vi /U NV}, CV/U et V/U respectivement.
Ainsi Vi, /Uy, =V, /U NV = w(@1e kb)) =7(Djeskbj) C n(®c s Kbj)=n(P1e Kby)=V/U
est la k-structure du quotient V/U associé a sa base (mw(b;));eg,m(bj) € V/U. [ |

PROPOSITION. —  Soit b=(bs)jecs,b; €V une base d’'un K-espace vectoriel V
et B=(Bi)icr, Bi € K une base du k-espace vectoriel (aussi a gauche) K.

L car une k-base d’une k-structure (c;)ics,c; € Vi CV engendre V = (Vi) i et est libre sur K.
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Alors Bb=(B;b;) i, jyerx., Bibj €V est une base du k-espace vectoriel V', ainsi :

dimy (V) = dimg (K) - dimg (V)

On se donne Vi, CV, W, CW deux K-espaces vectoriels munis de k-structure.

Définition. Un morphisme f € Hom(V, W) est dit défini sur k si f(Vi) C Wk.
On note alors fi € Hom(Vy, Wy) le k-morphisme définissant f.

THEOREME. —  Soit f : V — W un morphisme défini sur k. Alors
(@) f(V)N Wi = f(Vi).
(Z’L) ker(f) =< ker(fk) >K-

En particulier f et f; ont méme rang et méme dimension de noyau :

gy (f) =1g,(fx), dimg(ker(f)) = dimg(ker(fx))

Démonstration. — Soit (b;);cr,b; € Vi une base de V. Un vecteur w € Wy, est dans f(V),
I'image de f si et seulement si la famille (w;) e rr1{w}, Wi =bi, ww =w €W est liée dans W.

Comme famille du sous-espace (K, k)-libre Wy, cela arrive si et seulement si cette famille
est liée dans Wy,c. a d. si et seulement si w est dans I'image de f. d’ou (7). a

L’inclusion <ker(fx)>gCker(f) étant immédiate, il suffit?de considérer le cas ker(f)=0.
Ainsi fy est injective et, si (b;)icr, bi € Vi, est une base de Vj, alors la famille (f(b;))ier, f(bi) € Wy,
est libre dans W}, donc dans W, puisque Wy, est (K, k)-libre dans W et f est injective. [ |

COROLLAIRE. — Un systeme linéaire de m équations a n inconnues a coefficients
et second membre dans un sous-corps k C K d’un corps K a une solution dans k"
si et seulement si il a une solution dans K™. En ce cas ces ensembles de solutions
sont des classes de sous-k(resp. K )-espaces de k™ (resp. K™) de méme dimension.

COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES

Pour plus de détails voir le §3 de a 1° (1947) édition du Chap. II de [Bo], qui se base sur la
trés concrete notion de solution primordiale®d’un systéme linéaire homogene. Notion abandonnée
dans les éditions postérieures a la troiseme qui, faisant usage du produit tensoriel, ont un
traitement des structures rationnelles (aux §5 et §8) moins élémentaire qu’aux précédentes.

2 quitte & changer V,V}, en V/ <ker(fy)>x, Vi/ker(fr) et fr en fi : Vi /ker(fr) — Wh.

3 ¢. a d. solution dont I’ensemble des indices des coordonnées non nulles est minimal et dont
(au moins) une des coordonnée vaut 1. Les résultat sont :
L’espace des solutions est engendré par les solutions primordiales.
Les solutions primordiales d’un systéme a coefficients dans k C K, sont a coefficients dans k.
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3.5.2 Applications : I Quelques propriétés des corps gauches.

Définition. Le centre d’un corps K est ’ensemble :
LZIK)={z€e K |VAe€ K,z\A = \z}
des éléments de K commutant a tout élément de K.
Plus généralement, le commutant dans K d’une partie L C K est :
Cxk(L)y={z€ K |VAX€ L,z\= Xz}
On a Z(K)=Ck(L), et ces Cx (L) sont'des sous-corps de K.
Soit K un corps de centre k = Z(K).

Considérons le groupe des endomorphismes Endy (Ks) du k-espace vectoriel a gauche K.
La multiplication & droite Endg (K) XK 5 (f,b)— fb: x+ f(x)b en fait un K-espace vectoriel &
droite. Il contient, k étant dans le centre de K, le sous-k-espace vectoriel o (isomorphe & K)

des multiplications & gauche (linéaires & droite) o4 : K — K,z + ax par les éléments a € K.

LEMME 1. — Ce sous-espace vectoriel o des multiplications a gauche par les
éléments de K est (K, k)-libre dans le K-espace vectoriel a droite Endy(K) des
k-endomorphismes linéaires (a gauche) de K.

n
Démonstration. — Soit 0 =(0a;)icI;0a; € 0K, a; € K une famille liée de ok et g Oa; bi; =0
J
=1

-1
b. ", on

une relation linéaire non triviale de longueur n minimale. Quitte & remplacer b;; par b;;b;
n
n

n
peut supposer b;, =1. Alors pour tout cE K et z € K on a 0:2 Ta;, (zc)bi; :Z Ta;, (z)cb

tj

j=1 Jj=1
n n n n—1
d’ou 0= E Ta;; cbi; — E Ta;, bi;c= E Ta;, (z)(cbi; —bi;c)= E Ta;, (z)(cbi; — bi;c) et par
=1 =1 =1 =1

minimalité de n on a pour tout c€ K et j =1,...,n,¢cb;; —b;;c =0 et donc b;; € Z(K) = k. [ |

COMPLEMENT. —  Soit (a;)ier,a; € K une k-base et (b;)icr,b; € K une famille
d’éléments presque tous nuls de K.

Alors, si k C L C K est un sous corps de K contenant k, I'endomorphisme
Z O'aibi € Endk(Ks)
il

est L-linéaire [c. a d. Zaai b; € Endy (K) CEndy(K5)] si et seulement si :
icl
pour tout i € I le coefficient b; € Ci (L) est dans le commutant de L dans K.

L car 0€C(L) et si z1,22,2€ C(L) avec z7#0, pour tout A€ K on a A(z1 — 22)=Az1 — Aza=
21X — 2zoX = (21 — 22)\, A(2221) = (A22)21 = (220\)21 = 22(A21) = 22(21)\) = (2221)X et 271\ =
27N (zzT ) =z2z71(A\2)2 b =27 (2N 2z L = (27 12) Az =271 donc 21 — 29,2021,27 € C(L).
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Démonstration. — Zoai b; € Endp (K) si et seulement si pour tout A € L et x € K on a
el
Z Oa; ()b A= (Z Oa; (a:)bz> A= Z Oa; (xA)b; = Z a;(xN)b; = Z(aix)/\bi = Z Oa; (T)N\by,
el el icl i€l i€l icl
donc Z 0a;biA= Z 0a; \b; et, puisque d’apres le Lemme la famille (oq,)icr est libre sur K,
il el
pour tout ¢ € Iet pour tout A€ L, on a bjA = A\b;, ¢. a d. pour tout i €1,b; ECk (L). [ |

On suppose désormais le corps K de dimension?finie d sur son centre k.
En ce cas le Lemme et son complément se précisent en la :

PROPOSITION 1. —  Soit (a;)1<i<d, a; € K une base du k-e.v. K. Alors :
(1) la famille (04, )1<i<a € Endy (Ks) est une K-base.

(4i) Si kC L C K est un sous-corps de K contenant le centre k, sa dimension
et celle de son commutant Cg (L) dans K sont liées par la relation :

En particulier d = n?, la dimension de K sur k est le carré de la dimension
n = dimg (L) de tout sous-corps commutatif maximal L C K.

Démonstration. — Le sous-espace < o >k C Endg(K)) est, d’aprés la Proposition de 3.5.1
de dimension : dimy (< ox > ) =dimy(K)-dimg (< ox >x)=d? = dimy(Endy(K)) et donc
d’aprés le co-Corollaire de 3.2 on a ’égalité < o >g=Endy(K)). g

Soit c=dimp, (K). On a dimg (Endf, (K)) =dimg(Me, c(L)). D’apres la Proposition de 3.5.1
on a d=dimy (K)=dimg (L) - ¢ et dimy (Endy, (K))=dimg (L)-dim, (Mc, c(L)) =dimg (L)-c?.

D’autre part d’apres le Complément du Lemme on a dimy (Endp (K)) =dimg(<ox >c (L)
qui, toujours d’apres la Proposition de 3.5.1 est dimg(Cx (L))-dimy (K).

Dolt [dimg(Cx (L)) - (dimp(L)] - ¢ = dimg(Cr (L)) - [dimg(L) - c] = dimg(Cx (L)) -d =
dimy (Endp, (K))=dimy(L)-c? = [dimk (L)c} -c=dimg (K)-c et, en simplifiant cette relation entre
entiers positifs par ¢, la relation de (7i). g

Enfin, k étant commutatif, le corps K contient des sous-corps commutatifs contenant k, de
dimension sur k au plus d, chacun est inclus dans un sous-corps commutatif maximal L.

Pour tout x € Cx (L)) le sous-corps L(z) C H engendré par L et x contient L et x et est
commutatif. L étant supposé maximal on a L(z)=L et donc z€ L, ¢. a d. Cx(L))=L.

La relation de (44) donne alors dimy, (K )=dimg (L)?2. O n

COROLLAIRE 1. — Soit o : K — K un k-automorphisme de corps.

2 Comme k = Z(K) les structure K, K4 de k-espace vectoriel a gauche et a droite sur K
coincident et cette dimension sur k ne dépend de ce « choix de coté des scalaires ).
De méme si L C K est un sous-corps commutatif de K les structures a gauche et a droite de
k N L-espaces vectoriels sur k et L coincident et les relations de la Proposition 3.5.1

dimpnr (K) =dimgng (L) - dimp (K) =dimgnr (k) - dimg (K)

donnent que les dimensions sur L ne dépendent pas non plus du choix de coté.



32

Alors il y a a € K tel que pour tout x € K on a a(z) = a” ‘xa.
Démonstration. — Comme «(1)=1+#0 et avec les notations ci-dessus, il y a by,--+,bq € K, non
d
tous nuls, t.q. pour tout y € K, a(y)= Z 0a; (Y)bs. Donc pour tout z € K, 0=a(yz) — a(y)o(z) =
=1
d d d d d
= va o)=Y oaWbia(@) =Y oa;(W)abi— Y ca;Wbia(z) =Y oa, (y)(@bi—bia(x))
=1 =1 =1 =1 =1
et, par le Lemme 1, pour i=1,...,d, xzb; = b;a(x). Si a=b;#0 on a alors : a(z)=a"'za. [ |
Remarque et définitions. — Si a € K la sous- k-algebre k[a] C K engendré par a est un sous-
corps commutatif de K. Le degré do de a sur k est sa dimension sur k, le plus petit entier positif
ptelque <1=4aaq,...,a? >=<a® ...,aP~1 >. Ainsi a=(a?)g<;<q,—1 est base de kla] et il
dg—1
y aag,...,aq,—1 <€k tels que ae = E aa’.
=0

La matrice3dans la base a de la restriction Oa|k[a) €St donc la matrice compagnon :

0 1 -+-0--- 0 --0--- 0
. ) . 0
0 O 0 1 0 0
.0 0
0 O 0 0 0 1
ao al ... a/k ... a/da—l
do—1
du polynéme minimal de a : P, =Xoa|k[a] =Xda _ Z anj ck[X].
=0
Démonstration. — Puisque k=Z(K)CCk (a) la sous-algebre k[a] est commutative.

Comme sous-espace de K, elle est un k-espace vectoriel de dimension finie.
Pour tout 03# c € k[a] la restriction Oc|k[a] €St un endomorphisme injectif du k-espace vectoriel

de dimension finie k[a], donc surjectif et ¢’ tel que oc(c’)=1 est inverse de ¢ dans k[a]. [ |

COROLLAIRE 2. — Le degré d, d’un élément a € K divise n = d,e,.

Le quotient eq =degy,[q) (L) étant degré sur k[a] d’'un sous-corps commutatif maximal L >a.

LEMME 2. — Soit L C K un sous-corps commutati maximal.
Alors pour tout a € K le polynéme caractéristique de o, € Endy, (K) vérifie :

Xoo = Pg°
en particulier x,, € k[X], il est a coefficients dans k.

Démonstration. — Soit (aj)1<j<e,n une base du k[a]-espace vectoriel & gauche K. Le k-espace
vectoriel o C< ox >r=Endy (K) a donc la base (aiaj),O <i<dg,1 <j<eqn, base dans

3 opérant par multiplication & droite sur les lignes de coordonées puisque 1’on consideére ici le

sous-corps k[a] comme k-espace vectoriel & gauche.
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laquelle la matrice du L-endomorphisme a droite

Endp,, : <ox >p—=<0g >r,[z+— E aiajacbi7j] —z—a E aiozj:cbi,j]
est une somme directe de e,n transposées de la matrice de o4 : kla]s — kla]s. Son polynéme
caractéristique est donc XEnd = P,%". D’autre-part, un choix d’une L-base de K=® ;¢ L
permet d’écrire Endp (Ks) = K}, f = (f(b))1<i<n comme somme directe de n exemplaires

du L-espace a droite K. Ainsi on a aussi Xgnd;, = X, Les deux polyndomes Xoq, Py étant
a

unitaires, & coefficient dans le corps L D k et ayant méme puissance n'*™° sont*égaux. [ |

PROPOSITION 2. — Soit L C K un sous-corps commutatif maximal ’application
N:K — L,N(a) =dety(0,)

est polynomiale® homogéne sur k de degré n=dimy,(L) sur le k-espace vectoriel K.

n
Démonstration. — Décomposons N (a)= N (a)—i—z N;(a)B; dans une k-base de L qui compléte

1=2
B1 =1. Comme N est polynomiale sur L homogene de degré n, les N; sont polyndémiales sur k
homogenes de degré n. Le Lemme 2, N(a)=(—1)"xs,(0) €k donne N; = N. [ |

Comme N (a)=0 ne s’annule que pour a=0, le théoréme de Chevalley®donne,
puisque n > n? si et seulement si dimy,(K)=n=1, le :

THEOREME DE MACLAGAN WEDDERBURN. — Tout corps fini est commutatif.

COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES

Pour les propriétées”des corps commutatifs finis et la preuve du théoreme de Chevalley voir
1.7 de [Sa2], chap. I §1 et §2 de [Se] ou §1 du chap. 7 de [He2] et I’article original [Ch].

Les propriétés des corps gauches sont usuellement présentées comme partie de la théorie des
modules et anneaux semi-simple (Chap. VIII de [Bo]) ou Kap 12, 13 de [vW], pour un exposé
concis voir le chap. IX de [W]] et/ou (avec plus de détails et exemples) [Bl] et [He3].

Pour le théoreme de Wedderburn voir aussi la populaire preuve en une page®de [Wt],
les démonstrations originelles [MW], celle’de [Ar1] et I’exposé « pour sophomore!?) de [Hel]
qui est repris, avec une comparaison des autres preuves en fin du manuel [He2].

4 Car leur quotient, racine n'®™® de I'unité du corps L(X) des fractions rationnelles &
coefficients dans L, est dans L, donc 1 car les deux polyndmes sont unitaires. [

Ceci ne se généralise pas & un anneau commutatif non intégre : dans Z/4Z[X] on a X? = (X +2)2.

5 ¢ oadsi (@i)i=1, .. d¢=n2,a; € K est une k-base de K, il y un polyndéme P € k[X1,..., X{]

d
homogene de degré n tel que pour tout z=(x1,...,z4)€k? on a N( E zia;)=P(z1,...,24q))
=1
un polynéme homogéne k € k[X1,...,X ] sur un corps fini sans zéros non trivial a son
degré d > N au moins égal a son nombre de variables.
7
8

9
10

non nécessaires pour ce 3.5.2.

qui ouvre aussi [W]] avant un trés bref exposé des propriétés des corps finis.

qui contient une belle arithmétique des « polyndmes a coefficients dans un corps gauche ).
c. a d. ’équivalent & 'université de Cornell en 1961 du L2 du LMD Valentinois de 2010.
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3.5.3 Applications : II Tours de sous-corps d’un corps non dénombrable.

LEMME. — Si M C G est une partie infinie d’un groupe G.

Alors le sous-groupe Gy C G engendré par M dans G est de méme cardinal :

Card(Gyy) = Card(G)

Démonstration. — Quitte & changer M en {eg, m,m~!|me& M} (de méme cardinal que M) on

peut supposer G); image par la composition de ’ensemble M®) des suites de longueur finie
dans M dont le cardinal est celui de M, d’ou CardM < CardG s < CardM M) =Card M. [ |

COROLLAIRE. — Soit M C K une partie infinie d’un corps K.

Alors le sous-corps Kj; C K engendré par M est de méme cardinal :
Card(K ) = Card(M)

Démonstration. — Soit A, C K,n €N les parties définies par Ag=M et les relations de récur-
rence Aapt+1 =Ky, \f0y CK™, sous-groupe du groupe multplicatif de K engendré par A2,\{0}

et Aant2 :K+A2n+1 C KT, sous-groupe du groupe additif de K engendré par As,t1. D’aprés
le Lemme elles ont méme cardinal que M, il en est de méme de leur union Ky =U,cnA4An. |

Si BC K est une k-base d’un surcorps K Dk d’un corps k on a BC K=Kpyg d’ot le :

CO-COROLLAIRE. — Le cardinal d’un surcorps K Dk d’un corps k est :
Card(K) = Max(Card(k), dimy(K))

PROPOSITION. —  Soit K un corps de cardinal supérieur au dénombrable :
Card(K) > Card(N)
et I le plus petit ordinal de cardinal Card(l) = Card(K) celui de K.

Alors il y a (ki)iejo,1], ki C K, card(k;) = Max(Card (i), Card(N)), une famille
de sous-corps infinis de K qui, si kg = Ky1y le sous-corps premieride K, est
«infiniment croisssante», c. a d. pour tout j<i€[0,I[ on a :

k‘j Ck; et dimki (k‘i_|_1) ZC&I‘d(N)

Démonstration. — Soit
K24 ={k C K| Car(N) < Car(k) < Car(K) }

I’ensemble des sous-corps infinis de K de cardinal inférieur a celui de K.

Pour tout k€ KZ_j le co-Corollaire donne dimy (K)=Card(K).

Ainsi, I’axiome du choix donne une partie libre dénombrable J, C K et donc, toujours
d’aprés le co-Corollaire, le sous-corps de K engendré par cette partie, k(Jy) vérifie :

kCk(Jx), Card(k(Jx))=Card(k), donc k(Jx) EKLZ_j et dimg(k(Jg)) > Card(N).

Loc ad engendré dans K par la partie {1} C K.



35

De méme, le corps premier kg étant fini ou dénombrable, la dimension sur kg du corps K
est dimy, (K)=Card(K), le cardinal de K. Il y a donc une partie ko-libre dénombrable Jo C K.

La suite k; 6/CZ°<K,1'€]0, I[ se définit par k1 = K 5, le sous-corps de K engendré par Jo C K

et les relations de récurrence (transfinie) k; 1 =k;(Jx, ), corps engendré dans K sur k; par Ji,, et
sij €0, I[n’a pas de précédent k; =U; < k; =ko(Uj<iJj). Ainsi k; est le corps engendré dans K par

I; =Uj<;J;, partie de cardinal card(I) :Max(Card(i), Card(N)), et libre sur le corps premier.
Ce sous-corps est, d’aprés le co-Corollaire, de cardinal card(k;)=Max (Card(z')7 Card(N)). [ |

Remarque. — Le corps C(X) des fractions rationnelles & coefficients complexes est engendré
sur C par?la famille dénombrable libre (X™)pen- Par décomposition en éléments simples, cette

famille se compléte par (m)(a,m)eRxN en une base. Ainsi :

dimgc(C(X))=Card(N U (C x N))=Card(C) > Card(IN)

et dans la proposition I'inégalité dimy, (kit1) > Card(N) peut étre stricte.

3.5.4 Applications : I1I Dimension du dual d’un espace de dimension infinie.
Le dual d’un K-espace vectoriel de dimension finie V' est, d’apres la Proposition 1 de 1.5 :
dim g (V") =dimy (V)
Le propos de ce sous-sous3-paragraphe est d’établir le :

THEOREME D’ERDOS-KAPLANSKI. — Le dual V* = Homg (V, K)
d’un K-espace vectoriel de dimension infinie V' est de dimension :

dimg (V*) = Card (K )= (V)

En particulier pour V de dimension infinie, le dual V* n’est pas isomorphe a V.

PROPOSITION. —  Soit V, CV une k-structure sur un K-espace vectoriel a gauche.
Alors Homy, (Vy,, k) CHomy (Vi, K)=Homg (V, K) est (K, k)-libre.
Si Vi, est de dimension finie, c’est une k-structure sur le dual V* = Homg (V,W).

Démonstration. — Soit une famille f = (fi)icr, fi € Homy(Vi,k) libre sur k. Une relation

linéaire Z fibi =0,b; € K sur K donne, si pour chaque i € I, b; :Z b;, jB; est I'écriture du
i€l jeJ

coefficient b; € K dans la base (8;)icr, ;i € Ks, les relations linéaires Z fibi,j=0,5€J,b; ; €k

qui, puisque la famille f est k-libre, donnent pour tout j € J et i € Ij%f] =0, et donc pour tout

icl, bi:Z bi, ;87 =0 et la famille f est K-libre. 0
JjeJ

Ainsi dimg (< Homy (Vi, k) >k) = dimg(Homg(Vy,k)) et, dans le cas ou Vi est de
dimension finie, le sous- K-espace engendré par Homy(Vj, k) de dimension dimg(Vj)dimy (k)
=dimg (V)dimg (K)=dimg (Homg (V, K)), d’ott <Homy, (Vi, k) >x= Homg (V, K). [ |

2 il est méme engendré par le seul élément X.
3 pour ne pas dire « fin-saoul »!
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COMPLEMENT. — Si V), et K sont de dimension infinie, on a l'inclusion stricte :
< Homy,(Vi, k) >k C {f €Homg (V, K) | dimy (f(Vi)) < oo} c Hompg (V, K)

Démonstration. — L’image f(V) C Z kb; de f= Z fibi €<Homy (Vy, k) >xCHomg (V, K)

i=1 i=1
est de dimension finie sur k, alors que si (z;);cs,2; € K est une famille d’ensemble d’indice
celui d’une base (e;);c1, e; € Vi, la forme linéaire f € Homg (V, K) déterminée par f(e;)=xz; est

d’image < x;,1 € I >, C K, dont la dimension peut étre Min (dimK(V), dimk(K)). [ |

Le théoreme découle des trois Affirmations :

AFFIRMATION 1. — Card(V*) = Card (k)3 (V)
Démonstration. — Cela suit de I’exemple et la Proposition 1 de 1.5. [ |
AFFIRMATION 2. — Si I'espace vectoriel V' est de dimension infinie on a :

dimg (V*) > Card(K)

Démonstration. — Le dual de V* est de dimension infinie car, d’aprés (i) de la Proposition 3
de 1.5 il contient le sous-espace de dimension infinie ¢y (V), ainsi V* est de dimension infinie.
Ayant le résultat pour k au plus dénombrable, on suppose Card(k) > Card(IN).

On choisit une K-base (€;);<1,e; €V de V. Pour tout k C K, on note Vi, =@, 1ke; C V,
c’est une famille coissante (si k Ck' C K,V CVjs) de k-structures pour k€ K (K) sur V.

D’oti une famille croissante (Vi,)o<i<r de structures rationnelles pour les sous-corps
ki C K,0<i< donné par la Proposition de 3.5.3,

D’apres le Complément de la Proposition pour 0 < ¢ < I on a l’inclusion stricte :

< Homy,;, (Vki ks >kit1

C Homg, (Vk,, kit1)

#

Il y a donc, d’apreés l’axiome du choix, une application g : [0, I[— V* telle si 0<i<I on a :
g9(i) € Homy, (Vi , kip1)\ <Homy, (Vi , ki) >k, , C Homg (V, K)

La famille (g(2)o<i<rs est libre et de cardinal Card(l)=Card(K). [ |

AFFIRMATION 3. — Si W est un k-espace vectoriel on a :
Card(W) = Max(dimy(X), Card(k)))

Si (wj)jeg,w; € W est une base du dual on a Card(J)=dim (W) infini et :
W= cswik=U;2o Uy cjcard())=n Bjres wjk

d’ot le résultat, puisque Card({J’ C J|Card(J’)) = n} = Card(J) et Card(EB;‘ 1wj{k) =

Card (k™) qui est soit un cardinal fini, soit celui de k.

COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES

Pour une preuve intermédiaire entre 'originale (§3 du chap. IX du vol. II de [Ja]) et la
présente, faire les exercices 2 et 3 du §7 du chap. II des éditions apres la troisieme (1959) de [Bo].
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