
Quelques pr�esentations des vari�et�es de dimension 3Christine Lescop �15 septembre 1997R�esum�eCe texte pr�esente quelques mani�eres de visualiser les vari�et�es dedimension 3, puis introduit bri�evement l'invariant de Casson, invariantr�ecent de ces vari�et�es, et quelques travaux de l'auteur sur cet invariant.
Mots-clefs: topologie en dimension 3, vari�et�es de dimension 3, scindements deHeegaard, chirurgie, invariant de CassonKeywords: 3-dimensional topology, 3-manifolds, Heegaard splittings, surgery,Casson invariantA.M.S. subject classi�cation: 57N10, 57M251 Introduction aux vari�et�es de dimension 3Dans cet expos�e, pour un entier naturel k, nous appelons k-vari�et�eune vari�et�e topologique (�a hom�eomorphisme pr�es), compacte, orientable,connexe, sans bord (sauf pr�ecision contraire) de dimension k.Avec cette d�e�nition que nous expliciterons ult�erieurement, nous pou-vons donner les listes compl�etes et sans r�ep�etition des 1-vari�et�es et des 2-vari�et�es que nous appelons ici simplement surfaces. La seule 1-vari�et�e est lecercle S1, et, pour chaque entier naturel g, il y a exactement une surface :la surface �g de genre g dessin�ee sur la �gure 2.1



S1 �0 = S2 �1 = S1 � S1Fig. 1 { S1, la sph�ere S2 = �0 et le tore S1 � S1 = �1x1 x2 xg
Fig. 2 { La surface de genre gPour les 3-vari�et�es, le probl�eme de la classi�cation n'est pas r�esolu, c'est-�a-dire que nous ne connaissons pas de telle liste, et le principal but de latopologie de dimension 3 est d'en fournir une.Nous disposons pour cela de plusieurs mani�eres de repr�esenter les 3-vari�et�es, nous allons d�ecrire deux d'entre elles, les scindements de Heegaardet les chirurgies. Nous disposons aussi d'invariants, fonctions des 3-vari�et�esdans des ensembles mieux connus (telles le genre pour les surfaces), qui nouspermettent souvent de distinguer des 3-vari�et�es di��erentes. Nous applique-rons nos deux repr�esentations des 3-vari�et�es �a deux constructions distinctesd'un même invariant topologique r�ecent des 3-vari�et�es: l'invariant de Casson.Avant de donner des constructions g�en�erales, examinons quelques exemplesnaturels de 3-vari�et�es.Notre 3-vari�et�e pr�ef�er�ee sera la sph�ere S3 de dimension 3 de R4 :S3 = fx = (x1; x2; x3; x4) jx21 + x22 + x23 + x24 = 1g:On peut voir S3 comme la r�eunion de deux boules B3 de dimension 3,B3 = f(x1; x2; x3) 2 R3 jx21 + x22 + x23 � 1g, B3+ = fx 2 R4 \ S3 jx4 � 0get B3� = fx 2 R4 \ S3 jx4 � 0g dont les bords hom�eomorphes �a S2 sontrecoll�es, c'est-�a-dire identi��es l'un �a l'autre par un hom�eomorphisme. Ceci�CNRS, Institut Fourier (UMR 5582) 2



s'�ecrit S3 = B3+ [S2 B3�:S3 est aussi le compacti��e d'Alexandro� de l'espace ambiant R3,S3 = R3 [ fpoint �a l'in�nigcomme nous le montre par exemple l'�equation B3 n fpoint 0g = S2�]0; 1] =S2 � [1;1[. Ici comme dans tout l'expos�e, nous regardons les vari�et�es �ahom�eomorphisme pr�es et le signe = signi�e hom�eomorphe.Mentionnons aussi �a titre d'exemples les 3-vari�et�es produits �g � S1, legroupe de Lie SO(3) des isom�etries positives de R3 et le quotient SO(3)=A5de SO(3) par le sous-groupe des isom�etries positives qui pr�eservent l'icosa�edrer�egulier.2 Scindements de Heegaard des 3-vari�et�esUn corps �a g anses est la 3-vari�et�e Hg �a bord bord�ee par �g que l'onvoit sur la �gure 2. Il est obtenu �a partir de la boule B3 en lui ajoutant ganses comme le montre la �gure 3, ce qui explique la terminologie.. . .x1 xg

Fig. 3 { Le corps en anses de genre g
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Fait 2.1 Toute 3-vari�et�e M s'�ecritM = H(1)g [�(1)g h!�(2)g H(2)go�u H(1)g et H(2)g sont deux copies de Hg et h d�esigne un hom�eomophisme quiidenti�e le bord @H(1)g = �(1)g de H(1)g au bord �(2)g de H(2)g .Ces d�ecompositions des 3-vari�et�es, introduites par Heegaard �a la �n dudix-neuvi�eme si�ecle sont appel�ees scindements de Heegaard. Les remarquesqui suivent nous aideront �a les dessiner.Remarquons d'abord que la connaissance compl�ete de l'hom�eomorphismeh n'est pas n�ecessaire �a la reconstruction de la vari�et�eM . Il su�t de connâ�treles courbes images desm�eridiens fx(2)i gi=1;:::;g deH(2)g par l'hom�eomorphismeh�1, h�1(x(2)i ) = yi.En e�et, on reconstruit M comme suit:M = �H(1)g [yi�I ([gi=1Dyi � I)� [S2 B3C'est-�a-dire que l'on obtientM en collant d'abord �a H(1)g chaque cylindreDyi � I produit d'un disque Dyi de bord yi par l'intervalle I le long d'unvoisinage annulaire yi� I de yi sur �(1)g . Apr�es ce premier collage des ansesde H(2)g , il reste �a reboucher la 3-vari�et�e obtenue qui a pour bord une sph�erepar la boule B3.Ce proc�ed�e d�e�nitM (toujours �a hom�eomorphisme pr�es) sans ambigu��t�e.Montrons par exemple que le rebouchage par une boule est bien d�e�ni. Ilsu�t de voir que si deux 3-vari�et�es M1 et M2 sont hom�eomorphes en dehorsde l'int�erieur �B3 d'une boule B3, c'est-�a-dire si il existe un hom�eomorphisme� de M1n �B31 dans M2n �B32, alors M1 est hom�eomorphe �a M2. Or, � induitun hom�eomorphisme  du bord S2 de la premi�ere boule B31 dans le bord S2de B32 , qui se prolonge naturellement �a l'int�erieur des boules par la formule (tx) = t (x) pour t 2 [0; 1]; x 2 S2, ce qui permet de prolonger � en unhom�eomorphisme de M1 dans M2.Nous allons maintenant caract�eriser les syst�emes images du syst�eme desm�eridiens xi par un hom�eomorphisme. Il est clair qu'un tel syst�eme doitsatisfaire les conditions de la d�e�nition suivante.De�nition 2.2 Un �g-syst�eme est une famille de g courbes ferm�ees plong�eesdans �g, deux �a deux disjointes, qui ne s�epare pas �g.4



La r�eciproque est aussi vraie (et facile �a voir �a partir de la classi�cationdes surfaces et d'une caract�erisation alg�ebrique du genre par exemple �a l'aidede la caract�eristique d'Euler), pour tout �g-syst�eme fyigi=1;:::;g, il existe unhom�eomorphisme h de �g tel que h(xi) = yi.Ainsi, on peut voir toute 3-vari�et�e comme un �g-syst�eme y dessin�e sur uncorps en anses. La �gure 4 nous montre quelques scindements de Heegaardde la sph�ere S3. Notons que la sph�ere S3 est la seule 3-vari�et�e qui admet unscindement de Heegaard de genre 0. Le genre d'un scindement de Heegaardest bien sûr celui de la surface commune aux deux corps en anses.
y1x1 x1 x2y1 y2x1 x2 xgy2 ygy1Fig. 4 { Quelques scindements de Heegaard de la sph�ere S3Le �g-syst�eme peut aussi se repr�esenter sur un disque. Il su�t pour celade couper �(1)g le long des courbes xi, ce qui transforme �g en un disque �a(2g-1) trous.La �gure 5 montre un scindement de Heegaard de la sph�ere de Poincar�eSO(3)=A5 telle qu'elle apparâ�t (aux notations pr�es) dans [P2, �g. 4] commeun exemple de sph�ere d'homologie de dimension 3 distincte de S3. Une sph�ered'homologie est une 3-vari�et�e qui a la même homologie que S3, on peut aussid�e�nir de mani�ere �equivalente une sph�ere d'homologie comme une 3-vari�et�eo�u tout n�ud (plongement de S1) borde une surface (�a bord!) plong�ee.Poincar�e avait conjectur�e en 1900 [P1] qu'une telle sph�ere devait n�ecessairementêtre hom�eomorphe �a S3 avant de publier ce contre-exemple sous la forme dela �gure 5. Il avait alors transform�e sa question en demandant si une sph�ere5
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Fig. 5 { La sph�ere de Poincar�e repr�esent�ee par un scindement de Heegaardde genre 2d'homotopie devait n�ecessairement être hom�eomorphe �a S3 -une 3-vari�et�eM est une sph�ere d'homotopie si et seulement si elle v�eri�e l'une des troisconditions �equivalentes suivantes, tous les groupes d'homotopie de M sont�egaux �a ceux de S3, �1(M) = 1, ou, tout plongement de S1 dans M s'�etenden une application continue du disque dans M -. Cette question connue sousle nom de conjecture de Poincar�e est sans doute la question la plus c�el�ebrede la topologie de dimension 3, elle reste ouverte.Deux scindements de Heegaard d'une 3-vari�et�e M sont dits isomorphessi il existe un hom�eomorphisme de M qui transforme la surface d'un scin-dement en la surface de l'autre. La somme connexe de deux 3-vari�et�es M1et M2 est d�e�nie comme suit :M1]M2 d�ef= M1 nB3 [S2 M2 n B3La somme connexe de deux scindements de Heegaard est d�e�nie de sorteque la boule enlev�ee �a chacune des vari�et�es scind�ees coupe la surface duscindement selon un disque et que le recollement identi�e les bords des deuxdisques. La somme connexe est ainsi naturellement scind�ee. Une stabilisationd'un scindement de Heegaard est la somme connexe de ce scindement avec lescindement de genre 1 de S3. Graphiquement, on peut voir une stabilisation6



comme l'op�eration qui permet de passer du premier scindement de S2 � S1au deuxi�eme sur la �gure 6. y1y1 x1 x2 y2x1
Fig. 6 { Deux scindements de Heegaard de S2 � S1Th�eor�eme 2.3 (Reidemeister-Singer (1933)) Deux scindements de Hee-gaard d'une même vari�et�e deviennent isomorphes apr�es un nombre �ni destabilisations �el�ementaires.L'existence des scindements de Heegaard et ce th�eor�eme fournissent biensûr une d�e�nition des 3-vari�et�es, mais il est temps de justi�er ce qui pourl'instant ressemble trop �a des abus de langage par un v�eritable th�eor�eme destructure des 3-vari�et�es.3 D�e�nition des 3-vari�et�esIci, une vari�et�e topologique M de dimension n est un espace topologiques�epar�e recouvert par une r�eunion d�enombrable d'ouverts Ui (i 2 I) , o�uchaque Ui est identi��e par un hom�eomorphisme �i : Ui ! Vi �a un ouvertVi de Rn. Les vari�et�es sont consid�er�ees �a hom�eomorphisme pr�es, c'est-�a-direque deux vari�et�es hom�eomorphes sont identiques.Pour r = 1; : : : ;1, la vari�et�e topologique M a une structure de vari�et�edi��erentiable de classe Cr ou vari�et�e Cr , si, pour chaque paire fi; jg � I,l'application �j ���1i d�e�nie sur �i(Ui\Uj) est un di��eomorphisme de classeCr. La notion d'application di��erentiable de classe Cs, s � r, entre deuxtelles vari�et�es se d�e�nit naturellement grâce aux identi�cations locales deces espaces avec des espaces euclidiens o�u elle est bien connue, et les vari�et�esCr sont consid�er�ees �a di��eomorphisme Cr pr�es. Si Rn est orient�e et si lesapplications �j � ��1i pr�eservent l'orientation pour fi; jg � I, la vari�et�e Mest dite orient�ee. 7



On peut aussi d�e�nir les vari�et�es PL ou lin�eaires par morceaux de di-mension 3 comme suit. Un simplexe de dimension n est l'enveloppe convexede (n+1) points a�nement ind�ependants dans Rn, par exemple, un sim-plexe de dimension 3 est un t�etra�edre. Appelons triangulation d'un espacetopologique X un recouvrement d�enombrable localement �ni de X par desk-simplexes k � n tel que (1) toute face d'un de ses simplexes est encore unde ses simplexes et (2) deux quelconques de ses simplexes qui se rencontrentse rencontrent exactement le long d'un de ses simplexes. Une subdivisionT 0 d'une triangulation T de X est une triangulation de X telle que chaquesimplexe de T 0 est inclus dans un simplexe de T . Deux triangulations de Xsont �equivalentes si elles ont des subdivisions isomorphes. Une vari�et�e PLest une vari�et�e topologique munie d'une classe d'�equivalence de triangula-tions. Le th�eor�eme suivant assure que pour les 3-vari�et�es, toutes ces notionsco��ncident.Th�eor�eme 3.1 Les cat�egories des vari�et�es topologiques, Ci et PL sont iden-tiques en dimension 3.Cet �enonc�e entraine par exemple que toute vari�et�e topologique a uneunique structure C1. Il contient plusieurs th�eor�emes dus �a di��erents auteurs(voir [Ku]). L'�equivalence entre les cat�egories Ci; i = 1; 2; : : : ;1 d�ecoule dutravail [Whi] de Whitney en 1936. En 1934, Cairns [Ca1] a fourni la 
�eche dela cat�egorie C1 vers la cat�egorie PL, l'existence d'une triangulation sur lesvari�et�es C1, il a montr�e [Ca2, Theorem III] qu'elle �etait surjective en 1940.Mo��se [Mo] a montr�e en 1952 l'�equivalence entre la cat�egorie topologique etla cat�egorie PL. Le diagramme a �et�e compl�et�e ind�ependamment par Munkres[Mu, Theorem 6.3] et Whitehead [Wh] qui ont prouv�e en 1960 l'injectivit�ede la 
�eche naturelle de la cat�egorie C1 vers la cat�egorie topologique.Cet �enonc�e nous permet de ne d�ecrire que la topologie de nos 3-vari�et�es,de coller sans lisser, et d'utiliser des outils de topologie di��erentielle commeles voisinages tubulaires ou la th�eorie de Morse pour les �etudier. La th�eoriede Morse-Smale, par exemple, nous fournit tr�es facilement l'existence desd�ecompositions de Heegaard tandis que l'�etude de l'espace des fonctionsde Morse de Cerf [Cerf] entraine directement le th�eor�eme de Reidemeister-Singer dont une d�emonstration au moyen des triangulations a �et�e donn�ee parSiebenmann [S]. Remarquons qu'une triangulation d'une 3-vari�et�e produitaussi un scindement de Heegaard naturel o�u l'un des deux corps en anses estun voisinage r�egulier du 1-squelette (graphe form�e des arêtes et des sommets)de la triangulation. 8



Maintenant, en l'absence d'indication contraire, toutes les vari�et�es sontcompactes et orient�ees. Les bords des vari�et�es (�a bord!) sont orient�es avec laconvention de "la normale ext�erieure en premier". Nous regardons toujoursles vari�et�es �a hom�eomorphismes orient�es pr�es et les plongements �a isotopieambiante pr�es.4 L'invariant de Casson des sph�eres d'homologieSoit M une sph�ere d'homologie, A. Casson a d�e�ni �(M) comme unnombre alg�ebrique de classes de conjugaison de repr�esentations irr�eductiblesde �1(M) dans SU(2) comme suit. (Pour les d�etails, le lecteur est invit�e �aconsulter [AM], [M] ou [GM].)Soit M = A [� B un scindement de Heegaard de M . � = @A = �@B.(Le signe � devant une vari�et�e orient�ee change l'orientation.) Pour X= M ,�, A ou B, appelons R(X) l'espace des classes de conjugaison de represen-tations irr�eductibles de �1(X) dans SU(2). Les inclusions de � dans A etB identi�ent R(A) et R(B) �a des sous-espaces de R(�), et le th�eor�eme deVan Kampen identi�e R(M) �a R(A) \ R(B). De plus, les espaces R(A),R(B) et R(�) ont des structures naturelles de vari�et�es di��erentiables (noncompactes). Pour ces structures, R(A) et R(B) sont des sous-vari�et�es dedimensions compl�ementaires de R(�), leur intersection est compacte et uneorientation de M permet de coorienter R(A), R(B) et R(�). Ceci permetde d�e�nir le nombre d'intersection < R(A); R(B) >R(�) de R(A) et R(B)dans R(�). En e�et, R(A) peut être rendu transverse �a R(B) dans R(�)par une isotopie �a support compact qui perturbe l'inclusion de R(A) dansR(�); apr�es cette isotopie, R(A) et R(B) se rencontrent en un nombre �ni depoints auxquels correspondent des signes (+1) ou (-1). < R(A); R(B) >R(�)est la somme de ces signes.L'impr�ecision sur la coorientation mise �a part, Casson a d�e�ni son inva-riant comme : �(M) = 12 < R(A); R(B) >R(�)Casson a d�emontr�e l'invariance de � ainsi d�e�ni, en utilisant le th�eor�emede Reidemeister-Singer et en suivant la transformation de la pr�esente d�e�nitionlors d'une stabilisation.
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5 Pr�esentations de chirurgie des vari�et�es de di-mension 3Si une 3-vari�et�e M , un n�ud K de M , et un parall�ele � de K -c'est-�a-dire une courbe parall�ele �a K sur le bord d'un voisinage tubulaire T (K)de K- nous sont donn�es, nous pouvons construire la vari�et�e �(M ; (K;�))obtenue �a partir de M par chirurgie sur (K;�) comme suit. Nous enlevonsl'int�erieur de T (K) de M et nous le rempla�cons par un tore plein D2 � S1recoll�e le long du bord @T (K) de T (K) par un hom�eomorphisme de @T (K)dans @(D2 � S1) qui envoie � sur @D2 � f1g.�(M ; (K;�)) =M n T (K) [@T (K)�@(D2�S1) D2 � S1Remarquons que la vari�et�e �(M ; (K;�)) est ainsi d�e�nie sans ambigu��t�e.En e�et, elle est obtenue en recollant un disque �epaissi �a M n T (K) le longd'un anneau autour de � dans @T (K), et, en remplissant la sph�ere S2 quiapparait sur le bord de la vari�et�e par une boule standard B3 de dimension3. On appelle (K;�) un n�ud pond�er�e. Une collection de n�uds pond�er�esdisjoints est un entrelacs pond�er�e. On g�en�eralise naturellement la chirurgiesur les n�uds pond�er�es �a la chirurgie sur des entrelacs pond�er�es en e�ec-tuant simultan�ement la chirurgie sur toutes les composantes de l'entrelacs.Le th�eor�eme qui suit, �el�egamment d�emontr�e �a partir des scindements deHeegaard dans [Ro], nous motive pour l'�etude de cette op�eration.Th�eor�eme 5.1 (Lickorish [Li], Wallace [W] 1960) Toute 3-vari�et�e peutêtre obtenue �a partir de la sph�ere standard S3 de dimension 3 par chirurgiesur un entrelacs pond�er�e.Nous allons maintenant introduire les nombres d'enlacement qui nousaideront �a param�etrer les chirurgies. Soit J et K deux n�uds disjoints dansune sph�ere d'homologieM . Il existe une surface � bord�ee par K. Le nombred'enlacement de J et K, lk(J;K), est alors d�e�ni sans ambigu��t�e comme lenombre d'intersection alg�ebrique de J et �. Il est sym�etrique.Lorsque M est une sph�ere d'homologie, la classe d'isotopie dans @T (K)de la courbe caract�eristique � de la chirurgie est d�etermin�ee par le nombred'enlacement de � et K dans M et le n�ud pond�er�e (K;�) est aussi not�e(K; lk(K;�)). En particulier, un entrelacs pond�er�e de S3 est un entrelacsdont les composantes sont pond�er�ees par des entiers.10
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Fig. 7 { Une pr�esentation de chirurgie de la sph�ere de Poincar�e (voir [R])Le calcul de Kirby qui relie deux pr�esentations de chirurgie d'une mêmevari�et�e renforce notre int�erêt pour l'�etude des chirurgies. En voici la versionde Fenn et Rourke.Th�eor�eme 5.2 (Fenn-Rourke [FR], Kirby [K] 1978) Deux entrelacs pond�er�esde S3 qui pr�esentent la même 3-vari�et�e s'obtiennent l'un de l'autre par unesuite �nie de mouvements FR dont la description suit.Soit L un entrelacs pond�er�e de S3 dont une composante U est un n�udtrivial U muni d'un parall�ele �U tel que lk(U; �U ) = " = �1. Consid�erons uncylindre I �D2 plong�e dans S3 n T (U) de sorte que I �S1 soit plong�e dans@T (U). Soit � l'hom�eomorphisme de S3 n T (U) qui est l'identit�e en dehorsdu cylindre, et qui twiste le cylindre autour de son axe en envoyant �U surle m�eridien de U . Il est clair que �(L nU) pr�esente la même vari�et�e que L(o�u nous pensons aux entrelacs pond�er�es comme �a des entrelacs munis decourbes lorsque nous �ecrivons �(L n U)). Nous d�e�nissons un mouvementFR comme l'op�eration d�ecrite ci-dessus qui transforme L en �(LnU) ou soninverse.D'apr�es les th�eor�emes ci-dessus, pour d�e�nir un invariant des vari�et�esferm�ees de dimension 3, il su�t de trouver une fonction des entrelacs pond�er�esinvariante par mouvement FR. Faute de bons candidats, ce proc�ed�e n'avaitpas �et�e utilis�e avant 1988. Depuis, avec l'invasion des invariants quantiques,bon nombre d'invariants de vari�et�es de dimension 3 doivent la preuve deleur invariance �a ce principe �el�ementaire ([R-T], [Wa],. . . ), mais la plupartd'entre eux sou�rent cruellement d'un manque d'interpr�etation topologique.Ici, nous allons nous appuyer sur ce principe pour donner une deuxi�emeconstruction (d'une g�en�eralisation) de l'invariant de Casson que nous sa-vons d�ej�a interpr�eter g�eom�etriquement.11



6 Une formule de chirurgie pour l'invariant de Cas-son.A�n de pr�esenter une fonction F invariante par mouvement FR, nouscommen�cons par introduire quelques notations. Soit L = (Ki)i2N un entre-lacs pond�er�e dans une sph�ere d'homologieM ,Ki = (Ki; �i) = (Ki; lk(�i;Ki)).N = f1; : : : ; ng est l'ensemble des indices des composantes de L. Pour unepartie I de N , LI = (Ki)i2I . E(L) = [`ij = lk(�i;Kj)]i;j=1;:::;n d�esigne lamatrice d'enlacement sym�etrique de L. b�(L) (resp. b+(L)) est le nombrede valeurs propres n�egatives (resp. positives) de E(L). Nous pouvons main-tenant poser : FM (L) = (�1)b�(L) XI�N;I 6=;det(E(LNnI ))�(LI)+jdet(E(L))jb+(L)� b�(L)8avec �(LI) =  ~�(LI) + (�1)]I24 L8(LI)!o�u L8(L) et ~�(L) sont d�ecrits ci-dessous.L8(L) est un polynôme homog�ene en les coe�cients de la matrice d'en-lacement : soit G un graphe dont les sommets sont index�es par les �el�ementsde N ; associons �a une arête e de G dont les extr�emit�es sont index�ees pari et j le nombre lk(L; e) = `ij ; d�e�nissons alors lk(L;G) comme le produitsur toutes les arêtes e de G des lk(L; e). Maintenant, L8(L) est la sommedes lk(L;G) o�u G parcourt tous les graphes dont les sommets sont index�espar les �el�ements de N et dont l'espace sous-jacent a la forme du chi�re 8constitu�e de deux cercles orient�es distingu�es (nord et sud) avec un sommeten commun. (Si N = f1g, L8(L) = `211; si N = f1; 2g, L8(L) = 2(`11+`22)`212. . . )Le coe�cient ~� est un sous-produit du polynôme d'Alexander �a plusieursvariables � (d�e�ni et normalis�e comme dans [Ha] et [BL2]) pour les entrelacs�a plusieurs composantes et du polynôme d'Alexander � classique des n�udsqui est l'ordre du H1 du revêtement in�ni cyclique de M n K, vu commele Z[t; t�1]-module naturel qu'il est, normalis�e de sorte que �(1) > 0 et�(t) = �(t�1).~�(L) = ( (�1)n�1 @n�@t1:::@tn (L)(1; : : : ; 1) si n > 112�00(K1)(1) � 112 si n = 112



Maintenant nous pouvons �enoncer le th�eor�eme :Th�eor�eme 6.1 ([L1], 1992) Il existe un invariant topologique rationnel �des 3-vari�et�es tel que pour tout entrelacs pond�er�e L de S3,�(�(S3;L)) = FS3(L):L'invariant � ainsi d�e�ni v�eri�e la formule de chirurgie plus g�en�erale :Propri�et�e 1 Pour tout entrelacs pond�er�e H d'une sph�ere d'homologie M ,�(�(M ;H)) = jdet(E(H))j�(M) + FM(H):Le principe de la preuve du th�eor�eme qui n'aurait probablement pasexist�e sans les travaux de Walker [Wa] et Boyer-Lines [BL1] est tr�es simple.D'apr�es la version de Fenn et Rourke du th�eor�eme de Kirby, il su�t de mon-trer que les mouvements FR laissent la fonction F invariante. Or F est unefonction d'invariants homologiques de l'ext�erieur de l'entrelacs pond�er�e dontles variations lors d'un hom�eomorphisme de cet ext�erieur sont calculablesau prix de quelques e�orts combinatoires et calcul�ees dans [L1].La d�emonstration de la formule de chirurgie g�en�erale [L1] repose sur lamême remarque.En 1985, Casson avait r�esolu des probl�emes c�el�ebres de topologie debasse dimension en montrant que son invariant � poss�edait, entre autres, lespropri�et�es suivantes:Th�eor�eme 6.2 (Casson, 1985) L'invariant topologique entier � des sph�eresd'homologie v�eri�e :1. Si la repr�esentation triviale est la seule repr�esentation de �1(M) dansSU(2), alors �(M) = 02. �(�M) = ��(M)3. �(M1]M2) = �(M1) + �(M2)4. Pour tout n�ud K dans une sph�ere d'homologie M , pour tout " = �1,�(�(M ; (K; "))) = �(M) + "2�(K)00(1)13



Remarquons que cette derni�ere formule est exactement la formule dechirurgie de la propri�et�e 1 lorsque H = (K; " = �1).Ceci, ajout�e au fait classique suivant, montre que l'invariant � du th�eor�eme6.1 est bien une g�en�eralisation de l'invariant de Casson.Fait 6.3 Deux sph�eres d'homologie s'obtiennent l'une �a partir de l'autre parune suite de chirurgies sur des n�uds pond�er�es par �1.Il est clair que si, dans cet �enonc�e, les polynômes d'Alexander des n�udsde la suite valent un, l'invariant de Casson des deux sph�eres d'homologie estle même. La r�eciproque suivante est vraie :Propri�et�e 2 ([L2], 1995) Deux sph�eres d'homologie qui ont même inva-riant de Casson s'obtiennent l'une �a partir de l'autre par une suite de chi-rurgies sur des n�uds de polynôme d'Alexander trivial pond�er�es par �1.L'invariant � d�e�ni pour toutes les 3-vari�et�es admet des interpr�etationstopologiques dans tous les cas. Ces interpr�etations et un grand nombre depropri�et�es r�ecentes de � sont d�ecrites dans [L3].R�ef�erences[AM] S. Akbulut et J. McCarthy, Casson's invariant for oriented homo-logy 3-spheres, an exposition. Mathematical Notes 36, PrincetonUniversity Press, Princeton 1990.[BL1] S. Boyer et D. Lines, Surgery formulae for Casson's invariant andextensions to homology lens spaces, J. Reine Angew. Math. 405,(1990), 181{220.[BL2] S. Boyer et D. Lines, Conway potential functions for links in Q-homology 3-spheres, Proc. of the Edinburgh Math. Soc. 35, (1992),53{69.[Ca1] S. S. Cairns, Triangulation of the manifold of class one, Bull. AMS,41, (1935), 549{552.[Ca2] S. S. Cairns, Homeomorphisms between topological manifolds andanalytic manifolds, Ann. of Math., 41, (1940), 796{808.14
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