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DIAGRAMMES D’ENRIQUES TORIQUES GENERALISES ET UN
THEOREME DE ZARISKI INVERSE
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Résumé- Les diagrammes d’Enriques sont des données combinatoires associées 4 des
constellations de points infiniment voisins et aux relations de proximité. La caractérisation
des cas équivariants toriques fournit une réciproque, en dimension supérieure a deux, d'un
théoréme de Zariski sur les cones caractéristiques réguliers.

Generalized toric Enriques diagrams and a converse Zariski theorem.

Abstract- Enriques diagrams are combinatorial data associated to constellations of
infinitely near points and proximity relations. The characterization of the teric equi-
variant cases gives, in higher dimension than two, a converse Zariski theorem on regular
characteristic cones.

Soit X une variété algébrique non singuliére de dimension d > 2, définie sur un
corps K, et O un point fermé de X. Dans la suite, une constellation de points
infiniment voisins de O signifiera un ensemble fini C = {Qy = 0,0y, ...,Q,} ol
i Xin1 — X; désignant Péclatement de X; de centre (0, on a Xp = X et Qiq1
est un point de X;y1 se projetant sur ¢Jy dans Xy, 0 < ¢ < n. On appelle aussi
dimension de C la dimension de X . On identifiera deux constellations pour lesquelles
les morphismes ¢ = og o ... o o, de X(C) = X1 dans X sont X-isomorphes. La
relation @; > @Q; si @ se projette sur ¢; dans X;, est une relation d’ ordre partielle
sur les points de €. 81 > est un ordre total on dit que C est une constellation en
chaine.

Pour chaque Q = @, on note By (ou B;) le diviseur ;' (Q) sur X;4; et par
Eg (ou E;) ses transformées strictes successives, en particulier sur X(C). On dit
que ); est proche de @Q; si (J; € E; et on note §; — (.

Le diagramme d’Enrigues de C est U'arbre I'¢ avec racine muni de la relation
binaire (~+}, dont les sommets correspondent aux points @ € C, les arétes aux
couples (R, ()) tels que @ soit un point de Fx en dehors du lieu exceptionnel du
morphisme Ex — Bg, la racine correspond au point O et la relation (~) & la
relation de proximité (—). Ce type de diagramme a été introduit par Enriques [6]
dans 1’étude des systémes linéaires de courbes planes avec points base infiniment
voisins fixés (voir aussi [4]}.

Pour chaque @ € C, le sous-ensemble (% = {R € C| @ > R} est une chaine.
L’entier non négatif [(Q) = #C9 — 1 est appelé le niveau de Q. Si g est le sommet
de ['¢ correspondant au point (2, le niveau de () est le nombre I{q) d’arétes de la
chaine, dans I'r, dont les extrémités sont g et la racine.

On dispose d’une caractérisation des diagrammes d’Enriques dans I’ ensemble
des arbres finis avec racine munis d’une relation binaire sur I’'ensemble des sommets
{voir [1],[2]).

On appelle indice de prozimité d’un point Q € C le nombre ind{@) de points
approchés par @, i.e. ind(Q) = #{R c (| Q -+ R}.
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De méme, si g est le sommet du diagramme d’Enriques de C, correspondant au
point ¢, on note ind{q) = #{r € T'¢| g ~~ r}.

Si X est une variété torique et C est une constellation de points fixes pour 'action
du tore, on dit que C est une constellation torique.

Etant donné un arbre I' avec racine on note = lordre partiel naturel sur I’
ensemble des sommets : r = ¢ si ¢ appartient A la chaine reliant r a la racine. On
note gt = {r e T| r = ¢, I(r) = l(¢g) + 1} Pensemble des sommets consécutifs 4 ¢.
De méme, si @ est un point d'une constellation, on note @+ I'ensemble des points
consécutifs & ) pour la relation >.

Théoréme 1. Un diagramme d’ Fnrigues (T, ~+) est torique (i. e. peul élre associé
G une constellation torigue) si et seulement si:
1. L’indice de prozimité est nne fonction non décroissante, i.e. ind(r) > ind(g)
str =g
2. Sir est proche de q il existe au plus un sommet s consécutif & r, gui n’approche
pas q, i.e. siT~qalors #{s€rt| s+ g} <L
Si 1. et 2. sont satisfaites, lo dimension minimum dp d’une constellation torique
dont le diagramme d’Enrigues soii (L', ~) est dp = max(2, maz.er (ind(q) + s(g))),
ot 8(q) := #{r € gt| ind(r) > ind(q)} est le nombre de sommels consécutifs 4 q
et d'indice de proximité strictement supérieur ¢ celui de q.

En fait on a ind(R) < ind(Q) + 1 si R € @, pour toute constellation; dans
le cas torique on a de plus ind(@Q) < ind(R), d’oit la nécessité de 1. Celle de 2.
peut étre montrée en utilisant Ia codification de la relation de proximité pour les
constellations toriques (voir [1] et [2]), car si R = Q, S € Rt et § A Q, alors
le poids de laréte (s,7) est égal & celui de I'aréte d’origine ¢ dans la chaine de ¢
"3 r. On prouve que les conditions sont suffisantes par récurrence sur le nombre
des sommets de I', en construisant une constellation torique, dont la dimension est
nécessairement au moins dp, avec diagramme d’Enriques associé (I', ~). O

Corollaire 2. Un dingramme d’Enriques (I',~+), ot I' est une chaine, est torigue
si et seulement st Uindice de proximité est non décroissant. La dimension mini-
mum d'une constellation torique en chaine avec diagramme d’Enrigues (I', ~+) est
le mazimum entre 2 et Uindice de proximité du dernier sommet.

En effet, dans le cas des chaines, 1a condition 2. de 1’énoncé précédent est
automatiquement satisfaite et on vérifie max, (ind(g) + s(q)) = max,(ind(g); O
On définit une relation plus fine que celle de proximité, appelée relation de

prozimité lindaire, notation R 4 &, pour deux points R et ) d’une constellation
torique tels que R appartient a la transformée stricte de ’adhérence dans Bg d'une
orbite [ de dimension un du tore.

La relation de proximité linéaire étant une condition de dimension un et celle de
proximité étant une condition de codimension un, elles coincident si la dimension
ambiante est deux. En dimension supérieure ces deux relations sont différentes en
général et donnent lien & deux généralisations des diagrammes d’Enriques.

Proposition 3. 51 C et une constellation torigue en chaine, de dimension quel-
congue, la relation de prozimité détermine celle de prozimité linéaire.

! .
En effet, on a E —~ @ si et seulement si & — @ et les seules relations de
proximités parmi les points de la chaine de R & @ sont celles des points consécutifs
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et de chaque point avec @, oii { est la droite determinde par Q1 et QT1 &1 Q7T £ =
ou toute orbite de dimension un passant par ¢ sinon. O
On appelle bi-chaine d’un arbre orienté I' tout sous-graphe de I" formé de deux
chaines ayant la méme racine et aucune aréte commune.
SiT est I'arbre orienté associé & une constellation torique C, ¢ le sommet associé
& Q) € C et I est une l-orbite dans By, on note I'y(I) le sous-graphe plein de I" avec

sommets correspondant aux i € C tels que R L {J et celui correspondant & Q.
Chaque graphe T';(l} est une chaine ou une bi-chaine de I'. On note I'(g) la famille
des T',(I) maximaux, quand ! parcourt les 1-orbites dans Bg. On dit qu'un sommet
g € T est simple (resp. de ramification) si #q¢+ =1 (resp. si #¢* > 1).

Proposition 4. Soit C une constellation torique, ' l'arbre orienté associé.

1. (a) Pour chaque q € T, la famille T'(q) est non vide et les éléments de I'(q)
sont des chaines ou bi-chaines de racine ¢.
(b) Sivy,v eT(q) etyC, alorsy=7".
2. (a) Deux éléments distincts de |J,T(q) ont au plus une aréte commune.
(b) Deux arétes de racine commune un sommet ¢ de ramification (resp.
Varéte de racine un sommet simple q) appertiennent (resp. appartient) 4
un (et un seul) élément de T'(q).
3. (a) Pour chague g € T et r € g7 i existe au plus un sommet s € rt tel que
la chatne (g,7,38) ne soit contenue dans aucun élément de T'{g).
(b) Silp,...,q,7} est une chaine contenve dans un~y € T'(p) et s € r¥ satisfoit
8.(ua), alors la chaine (p,...,q,7,5) est contenue dans -y.

On appelle PL-diegramme d’Enriques d’une constellation torique C le graphe
associé I’ muni de la structure de proximité linéaire formée de la famille de sous-
graphes pleins {T'(¢)| ¢ € T'}.

Théoréme 5. Le couple (T, {T(q)| g € T}) d'un arbre fini T’ avec racine et d'une
famille de sous-grophes pleins I'(q), g € I' est le PL-dingramme d’Enriques d’une
constellation torigue C si et seulement si les propriéiés 1, 2 et § de lo proposition
précédente sont satisfaites.

La dimension minimun dpg, des constellations ayant un PL-diagremme d’Enriques
donné est dpy, = max(2, maxger (F#q* +ny)) ot

ng = maxX,cq+ #{y € [(g)i r € v chaine de longueur av moins deux}.

La preuve de la proposition 4 peut étre faite en utilisant la codification de la
proximité linéaire (voir [1] et [2]); celle du théoréme 5 par récurrence sur le niveau
des sommets, en construisant une constellation torique de dimension nécéssairement
au moins dpy,. ' O

Le théoréme de Zariski sur la factorisation des idéaux de polynémes définis par
des points base infiniment voisins ([8]) peut &tre formulé dans un cadre plus général:
pour toute constellation C de dimension deux, le cone caractéristique engendré
par les diviseurs o-générés dans N} (X (C)|X) @z Q@ (ie. les diviseurs D tels que
Ox (¢y(—D) soit engendré par ses sections globales dans un voisinage du diviseur
exceptionnel de o) est régulier. En dimension supérieure ’enoncé équivalent n’est
pas satisfait en général ([7], [5]), méme pour les constellations en chaine ([3], [5]).
On a un résultat positif pour les constellations toriques, en toutes dimensicns ([1],
[2]), qui peut &tre formulé en termes de la structure PL : le cone caractéristique est
régulier si ef seulement si T'(g) n’a qu’un é'ément, pour chaque g € ['. En particulier
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toute constellation torique en chaine posséde cette propriété, en toute dimension.
Les résultats précédents caractérisant les PL-diagrammes d’Enriques impliquent, un
théoréme de Zariski inverse:

Corollaire 6. Le cdne caractéristique d’une constellation torique est régulier si et
seulement si son PL-diagramme d’Enriques est celui d’une constellation de dimen-
sion deut.

En effet, si ['(g) n’a qu’un seul élément, alors 0 < #¢T <2, 0r 0 < #g7 <1
implique 0 < n, < 1, #¢7 = 2 implique n, = 0 et par suite la dimension minimale
dpr est deux. O
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