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SUR UNE SINGULARITE
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Introduction

Dans un preprint non publié vers les années 65, J. Nash commengait 1’étude de
Pespace H des courbes (formelles) tracées sur un germe de variété singuliére (V, O).
La question générale est d’élucider les correspondances entre les propri€tés algébro-
géométriques de A d’une part et les propriétés de divers modeles birationnels propres
au-dessus de (V, O), en particulier ses désingularisations, d’autre part.

Nous présentons ici quelques uns des développements récents du sujet. Grice 4
un théoréme de M. Artin, le calcul des jets de courbes a un ordre donné fait intervenir un
systeme d’équations en un nombre fini de variables mesuré par la fonction 5 d’Artin. Si
(V, O) est une singularité d hypersurface, on a obtenu des majorations de cette derniére
en terme de la géométrie de 1’éclatement de 'idéal jacobien (§ 1).

J. Nash avait introduit une subdivision de I’espace H en familles ne dépendant
que de 'anneau local Ov o de V en O ([Na]). Il posait 1a question de la relation entre
ces familles et les composantes de la fibre exceptionnelle dites essentielles d’une
désingularisation de (V, O), i.e. apparaissant, & équivalence birationnelle prés, dans
toute désingularisation. On a déterminé les diviseurs essentiels de certaines singularités
de dimension trois (§ 2).

Dans le cas d’une singularit¢ isolée d’hypersurface, on a aussi obtenu des
équations et inéquations de l’espace des jets a un ordre donné par une méthode
algorithmique. La géométrie de I’éclatement jacobien intervient encore dans son test
d’arrét. Ces calculs ont conduit 2 définir une autre subdivision de ‘H en familles que
’on est parvenu 2 relier a la géométrie des désingularisations plongées dans quelques
exemples (§3 et §5).

La non nullitt de P'espace des jets & 'ordre un de courbes se traduit
géométriquement par ’existence de courbes lisses en . Lorsque V est une surface, on
a obtenu des critéres géométrique d’existence de courbes lisses et de branches lisses
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d’une section hyperplane générale faisant intervenir, ou bien des désingularisations, ou
bien des chaines de points infiniment voisins satisfaisant des conditions de transversa-
lité, celles-ci en un nombre fini. Les éclatements définissant chaque chaine aboutissent a
des singularités dont la section hyperplane générale posséde des branches lisses. On re-
trouve géométriquement le caractére fini du probléme de la détermination des tangentes
aux courbes lisses en O sur la surface, résultant de la traduction précédente et du § 1.

Deux exemples élémentaires développés au §5 illustrent les différentes notions
de familles introduites précédemment .

1. Structure pro-algébrique de I’espace des courbes
et fonction de M. Artin d’une singularité

Dans toute la suite, nous désignerons par singularité le germe (V, O) en un point
fermé singulier O d’un schéma algébrique ou formel V, non nécessairement réduit, défini
sur un corps algébriquement clos k.

Suivant J. Nash [Na], nous désignerons par courbe (ou arc) tracée sur la
singularité (V, O), une courbe paramétrée formelle, i.e. k[[#]] désignant I’anneau des
séries formelles & une variable & coefficients dans k, un k-morphisme :

h: (T, 6):=Speck[[t]] — (V,0) .

La donnée d’un tel morphisme est équivalente & celle d’une paramétrisation i.e. d’un
k-morphisme local (continu) de ’anneau local Ov o de V en O dans K{[Z]]).

Dans toute la suite, H désignera I’ensemble des courbes tracées sur (V,0).
L'espace H a une structure pro-algébrique naturelle. En effet, pour tout entier ¢ 2 0,
soit H; I’ensemble des courbes a 'ordre i sur (V, (), i.e. des k-morphismes locaux
Ov.o — kl[]1/@)"*!. Les projections canoniques :

K([1] — K[[Y/Q" — kI)/@P, i 2
définissent par composition des morphismes :
HZaHm, BLH, i
formant un systéme projectif eton a H = lgn H;. (Si h € H, nous dirons que p;(h) est
son i-€me jet).
On vérifie facilement que H; est un ensemble algébrique affine et que chaque
pji est un morphisme algébrique, d’oli la structure pro-algébrique de H.

Puisque O est un point singulier de V, en général le morphisme p; n’est pas
surjectif. Nash considere donc son image p;(H) qu’il désigne par Tr(z). C’est I'ensernble
des i-jets des courbes tracées sur (V,0).
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1.1. TueorREME (Nash). — Tr(2) est un sous-ensemble constructible de Hi.

Rappelons que ceci signifie que c’est la réunion finie de parties localement
fermées (= fermées dans un ouvert) de H;.

Cette propriété ne résulte pas directement de la définition de Tr(z), mais c’est,
comme nous allons le voir, une conséquence immédiate du théoréme d’approxifr’n_gtion
d’Artin sur les solutions des équations algébriques et formelles [Al]. Soit Ov o le
complété de Oy o pour la topologie définie par son idéal maximal ; (5‘: o est k-

isomorphe au quotient d’un anneau de séries formelles K[[Xi,..., X1 = K[[X]]
par un idéal (fi,...,fr). Les courbes tracées sur (V,(0) ont pour représentation

paramétrique les solutions X (¢) € Kk[{t]}" s’annulant en O du systtme d’équations
implicites indépendantes de ¢, f,(X) =0, 1 € s € r. Le théoréme d’Artin appliqué a
ce systéme assure I’existence d’une fonction numérique 3 : N — N ayant la propriété
suivante :

pour tout ¢ € N, si f,(X (1)) = 0mod@)?H1, 1 < s < r, il existe X(i) e k[[{]1"
tel que

() f:E@)=0,1<s<r
(i) X@) - X(1) e @)™,
Autrement dit :

() = pipay(Hpa) -

Or, par un résultat classique de Chevalley, I'image d’un ensemble algébrique par un
morphisme est un sous-ensemble constructible. Ainsi, la détermination de Tr{(z) se
rameéne a la résolution d’un systéme d’équations et d’inéquations en un nombre fini
de variables.

1.2. DEFINITION. — On appelle fonction d’Artin de la singularité (V,0) la
fonction 5 : N — N qui fait correspondre & I'entier i le plus petit entier (i) ayant les
propriétés (i} et (i) ci-dessus.

C’est un invariant formel de la singularité. On vérifie en effet facilement que 3 ne
dépend ni du systéme de coordonnées (X,... , X ) ni des équations locales f,(X) = 0
choisies pour représenter (V, O).

On sait en fait peu de choses sur la fonction d’Arntin 7 d’une singularité. Pour
une singularité isolée d’hypersurface, on dispose d’une majoration effective de 3 par
une fonction linéaire [LJ2]. Cette majoration a ét¢ améliorée depuis par M. Hickel. Dans
[H], également consacré i 1’étude des singularités d’hypersurfaces, Hickel compare
de plus la fonction d’Artin de (V, O) et celle de (Sing V,O) ol Sing V désigne le lieu
singulier de (V, Q). L’énoncé précis est le suivant :
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1.3. THEorEME (Hickel). — Soit (V,0Q) une singularité d’hypersurface
complexe formelle définie dans (C", Q) par 'équation f(Xi,...,Xp,) = 0. Soit
(Sing V, 0) le sous-schéma (en général non réduit) de (V,0) défini dans (C",0)
par l'idéal J(f) = (83}'51 fees ,ai'(fn) de C[[X1,... , X, 11 = C[[X]]. Enfin, soit 3
(resp. Bsing) Ia fonction d’Artin de (V,0) (resp. (SingV,(0)). On a :

BG) € Bring () +1 .

Il en résulte :

1.4. COROLLAIRE. — Soit (V,0) une singularité isolée d’hypersurface.

Ona:
BG) < Bi+i

ou 6 est 'exposant de Lojasiewicz de la singulariié.

1.5. — Rappelons que l'exposant de Lojasiewicz d’une singularité isolée
d’hypersurface est un nombre rationnel positif. On trouvera par exemple dans [L.T}]
les diverses caractérisations suivantes de # provenant des divers avatars de la cldture
intégrale d’un idéal :

i) M étant I'idéal maximal de C[[X]], soit
vygy(M*) = {supn | n €N, M¥ c J(H)"}

et soit
'l_fj(f)(ﬂl) = k}—l»n;o uj(f)(ﬁﬁrk)/k .

Ona:
g = l/?}(f)(M) .

i1) Soit C ’ensemble des courbes tracées sur (C*, O)
1/6 = inf 20 M ol
kec ord; J(f) e h
Ici, I étant un idéal quelconque de C[[X]] et h la paramétrisation d’une courbe

ord; Toh =sup{n{neN, k() C ®)"}.

iii) Enfin, si f est une série convergente, il existe un voisinage U de O dans C”
et une constante ¢ € Ry tels que ’on ait ;

af 6
Ye € U, sup | —(z)| Z c|z
et # est la borne inférieure des exposants pour lesquels une telle inégalité est satisfaite.
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Enfin, sous les mémes hypothéses, Teissier exprime # en fonction du contact en
O de 'hypersurface avec une courbe polaire générale [T].

Précisément, soit P4 la courbe polaire d’équations ""“"ai}f] [A=-- 33}{

correspondant & I’hyperplan A de C" d’équation A X; + .-+ A, X, = 0 et soit
Px =J Iy sa décomposition en composantes irréductibles. Si A est un hyperplan assez

générai le nombre de composantes irréductibles de Py est un entier £ indépendant de A.
De plus, si 1 < ¢ < £, la multiplicité mg de I'y en O et sa multiplicité d’in_tcrsection
avec V en O, (V - Ty)o := my + ¢, sont indépendantes de A. On a

¢ = sup e

_ g My
Il en résulte facilement que la majoration (1.4) ci-dessus de la fonction d’Artin d’une
singularité isolée d’hypersurface est la meilleure que on puisse obtenir puisque si
(V, Q) est un germe de courbe plane analytiquement irréductible

i) sqpﬁ(z’)/i =f+1
ii) il existe un entier ¢y tel que B(p) = (F + 1)ip.

Il suffit, en effet, de considérer une des courbes I'y telle que § = e;/m,. En la
normalisant, on obtient une paramétrisation

h: ClLX]] — CI[E])
de Ty telle que ord; M oh = my et que ord; foh = (V- Ty)o = my(f + ).
Posons iy = g et supposons que F(zp) < 10(6 + 1). Par deﬁmtlon de 3, 11 existe
alors A € C[[1]]" tel que f(h} 0 et que h - h e @),

Puisque (V, O) est une branche plane, > my = m — 1 ol m est la multiplicité
g

de V en O. D'on ord; M o h = my; = ig < m. D’aure part, F est une représentation
paramétrique de (V,0). D'ou ord, A o h est un multiple de m ; en_particulier
ord, M oh 2 m > i+ 1. Ces inégalités contredisent le fait que h — b € (£)o*)
C’est donc que 3(ip) 2 (6 + 1) d’ol I'égalité au vu de 1.4,

2. Familles de courbes (selon J. Nash) et désingularisations

J. Nash ne démontre pas le théoréme 1.1 en utilisant le théoréme d’Artin mais
une désingularisation * de (V, O) lorsqu’on sait que celle-ci existe, par exemple si k est
un corps de caractéristique 0 ou si dim(V, O) < 3. Il en déduit un résultat plus précis.

* Une désingularisation de (V, Q) est un morphisme propre et birationnel 7 : X — (V, 0} tel que
X soit non singulier et qui induit un isomorphisme de X N\ 7=!(Sing V) sur X \ Sing V.
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Pour simplifier et jusqu’a la fin de cette section, nous supposerons que O est un
point singulier isolé.

2.1. THEOREME (Nash). — Soit 7 : X — (V, O) une désingularisation d’une
singularité isolée. Pour tout i € N, le nombre de composantes irréductibles r(i)
de I'adhérence de Zariski de Tr(i) dans H; est inférieur ou égal au nombre de
composantes irréductibles e, du lieu exceptionnel z=}(0) de 7.

Les étapes essentielles de la démonstration de Nash sont les suivantes :

-~ Soit 7 € N ; la variété X étant non singuliére, pour tout point fermé
de E := 7~ Y0), I'ensemble des courbes & ’ordre i sur (X, Q) coincide avec celui
des i-jets de courbes tracées sur (X, Q). Soit HF leur réunion lorsque @ décrit E. En
utilisant le critére valuatif de propreté et la remarque précédente, on montre que Tr(7) est
I'image de la projection naturelle HY — H; induite par #. Le nombre de composantes
irréductibles r(z) de Tr(i) est donc au plus celui de HF.

— L’ensemble H¥ a une structure naturelle de cone algébrique lisse au-dessus de
E. (Ce n’est pas un fibré vectoriel si ¢ # 1). Le nombre de composantes irréductibles
de H¥ coincide donc avec celui de £. m

Comme par ailleurs, si j 2 4, p;;(Tr(j)) = Tr(Z), #(i) est une fonction croissante
de ¢ et puisqu’elle est bornée, il existe r 2 1 tel que si 7 > 0, r(Z) = r et, bien siir,
T € e, pour toute désingularisation .

2.1.1. PRoBLEME. — Si (V, O) est une singularité isolée de surface et si
est sa désingularisation minimale, a-t-on r = e, 7 Ce probleme posé par Nash dans
{Na] reste entierement ouvert. On trouve dans [LJ1] une réponse positive partielle & une
question qui en dérive.

On suppose ici que (V, O) est normal. Les composantes irréductibles EFy,... | E,
de & = 7~1(0) sont alors des courbes projectives. On appellera “générique” toute
courbe h € H telle que A(T) # O et dont 'unique relévement h: (T,0) — X soit
une courbe non singulicre, transverse & I'un des E;, 1 € 7 € s, en point “général” de
celui-ci, Le. appartenant & un ouvernt de Zariski de E; précisé dans chaque énoncé. La
condition de transversalité exigée ici est algébrique. Elle signifie que O = h(o) est un
point non singulier de F; et que si P est 'idéal de 0}(,6 définissant E;, ord; Poh = 1.

2.2. PROBLEME. — Soit (V,0) une singularité de surface normale et soit
@ @ (k%,0) — (V,0) un germe de morphisme formel. On suppose qu'il existe une
courbe non singuliére A : (T, 0) — (k?2, o) telle que la courbe po h : (T, 0) — (V, O) soit
“générique” au sens précédent. Le morphisme ¢ se factorise-t-il par la désingularisation
minimale de (V,0) ?



Il en est ainsi si V a en O une singularité torique, c¢’est-a-dire s’il existe
une variété torigue affine W (voir définition ci-dessous), un point w de W et un k-
1somorphisme entre le complétés de Oy o et Ow,, ([LI1], Prop. 3.1.1).

On se taméne & ce cas si V est une surface définie dans k? par f € k{[z1, z2, 73]}
non dégenérée relativement 4 son polyedre de Newton * et si la courbe exceptionnelle
de la transformée stricte V;, de V dans I’éclatement normalisé de 1'idéal engendré par
les mondmes de f (ou éclatement de Newton) ne contient pas de courbes rationnelles
non singulieres. L’argument de [LJ1] §2 2.2 s’applique puisque si V; est singuli¢re, ses
singularités sont toriques (cf. [G.L)).

La relation entre les deux problémes est expliquée dans ’introduction de [LJ1].

En toutes dimensions, le théoréme 2.1 permet de définir une subdivision de
H en familles non nécessairement disjointes. En effet, puisque r() = r si i > 0,
pour j > ¢ » 0, I'image par p;; de chaque composante irréductible de Tr(j) est
dense dans une composante irréductible de Tr(z). Si ¢ 3> 0, on peut donc indexer Ies
composantes irréductibles C(i), ... ,Cr(2) de Tr(7) de sorte que, si j 2 i, pi;(Ca(F))
soit dense dans Cy(7), 1 € A € r. Pour tout A\, 1 € A < r, on peut alors considérer
Fy = {h € H | pi(h) € Cr(i) si i > 0}. Le sous-ensemble F de H est une famille

de courbes au sens de Nash et ' H = U .
A

Pour toute désingularisation = de (V, O), on peut montrer qu’il existe ¢ € N, un
ouvert de Zariski £2,(z) de C, () et une composante irréductible £ de #~1(QO) tels que
si h € H et p;(h) € §£2,(d), alors le point exceptionnel E(o) de 1a courbe % : (T,0) —- X
qui reléve h appartient & E' et ne dépend que de p;(h).

Chaque famille F, repére donc une composante irréductible bien précise de
I’ensemble exceptionnel de chaque désingularisation de (V, 0). On peut se ramener au
cas ou celle-ci est un diviseur en la faisant éclater, puis en désingularisant I’espace ainsi
obtenu. Deux quelconques de ces diviseurs sont birationnellement équivalents entre
eux relativement 4 V 1.e. Papplication birationnelle entre les deux désingularisations de
(V. O) les contenant respectivement les met en correspondance (ou encore ils définissent
la méme valuation divisorielle du corps des fonctions rationnelles de (V, O)).

Les familles de courbes ainsi définies déterminent donc des composantes
“essentielles” qui doivent apparaitre, a €quivalence birationnelle prés, dans 1’ensemble
exceptionnel de toute désingularisation de (V, Q). La représentation des composantes
essentielles par des familles de courbes est un probléme largement ouvert.

Si (V,0) est un germe de surface normale, les diviseurs essentiels pour V,

* Boit f = Zcpzr et soit £{f) 1= {r | ¢ # 0}. Le polyédre de Newton de f est 'enveloppe
convexe de {r + R:"?O fr € e(f)}. On dit que f est non dégénérée sj pour toute face compacte =~
du polyédre de Newton de f, le lieu singulier de la surface d’équation f. = z crz’ ne rencontre
pas le tore k*? de k2. TEY



¢’est-2-dire les diviseurs irréductibles définis & équivalence birationnelle relative a V'
pres, qui possédent un représentant dans toute désingularisation de V' sont évidemment
les composantes iréductibles du lieu exceptionnel de la désingularisation minimale
(cf. Probléme 2.1.1). Si V, est la variéié torique de dimension 3 associée & un cone
rationnel polyédral fortement convexe de R*, C. Bouvier et G. Gonzalez-Sprinberg
caractérisent les diviseurs essentiels de V, ([B.G], Prop. 6). Ici, on ne suppose plus la
singularité isolée.

Avant de pouvoir énoncer leur résultat, il est nécessaire de faire quelques brefs
rappels relatifs au dictionnaire variété torique, éventail (voir par exemple [TE}).

Etant donné un tore algébrique T ~ (k*)?, une variété torique est une variété
algébrique normale contenant T comme ouvert de Zariski dense et munie d’une action
de T, T x V — V, prolongeant ' x T — T. Etant donn€ un réseau N ~ Z¢, on
appelle éventail une famille finie X' de cOnes rationnels polyédraux fortement convexes
satisfaisant :

(1} si T estune face de o € X, alors 7 € X
(i1) si oy, 02 € X, alors o1 N oy est une face de oy et de o3.

Nous noterons Vy la variété torique associée 4 ¥ ; Ve est affine si et seulement si ¥
est ’ensemble des faces d’un cbne o comme ci-dessus. Dans ce cas, o désignera 2 la
fois le cone et I’éventail de ses faces. Il existe une correspondance bijective entre les
T-orbites de Xy et les cOnes de Y. La dimension de I’orbite ©, comrespondant au cone
7 € ¥ est la codimension de .

Une subdivision de ¥ est un éventail X’ tel que pour chaque ¢’ € X', il
existe ¢ € ¥, ¢’ C o et dont les supports |X| = |J o et |2 = |J o' coincident.
cEL

g’eT’

Elle détermine un morphisme propre, birationnel et équivariant de Vg sur Vx. Le lieu
exceptionnel de ce morphisme est la réunion des orbites O, de T dans Vg pour ¢’ € X'
et o' ¢ X. D’ou la correspondance bijective entre les composantes de codimension 1 du
lieu exceptionnel de = et les arétes de X’ qui ne sont pas des arétes de X, Enfin chaque
désingularisation équivariante de la variété Vg correspond a une subdivision réguliére
¥ de ¥ (i.e. chaque cOne o’ € L' est engendré par un sous-ensemble d'une base de
N).

Soit donc V, la vari€té torique affine associée au cdne o de N. On désigne
par G, (ou G) le systéme générateur minimal du semi-groupe ¢ N N ~ {O}. Clest
I'ensemble des éléments minimaux de o N N ~ {O} pour la relation d’ordre » 2 r* s'il
existe " € ¢ NN tel que » = ' + 7",

2.3. THEOREME ([B.G]). — Soit V, une variété torique affine. Alors le
systéme générateur minimal G de ¢ est P'ensemble des vecteurs extrémaux com-
muns a toutes les subdivisions réguliéres de o.
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On a donc une correspondance bijective entre les éléments de G qui ne sont
pas situés sur des arétes de o et les diviseurs contenus (a équivalence birationnelle
prés) dans le lieu exceptionnel de toute désingularisation équivariante de V,.

Stk = CetsidimV, = 3, ces mémes diviseurs sont essentiels pour toute
désingularisation de V.

La preuve de la derniére assertion de 2.3 utilise la théorie des modéles minimaux
([Mo]).

Par exemple, il n’y a pas de diviseur essentiel exceptionnel pour le cdne C ayant
pour base la quadrique non singuliere P} x PL. Celui-ci correspond au cdne o de R?
engendré par e; = (1,0,0), e = (0,0,1), v = (0,1,0), v = (1,-1,1). Le systeme
générateur minimal de ¢ se réduit A ces 4 vecteurs. Les subdivisions I et I’ de o
représentées ci-dessous définissent deux petites désingularisations de C ayant chacune
un P! pour lieu exceptionnel.

<o PP

o 1 I i

Géométriquement, on a €claté le cone de base une droite de 1’une ou avtre des
familles de droites sur P! x P1.

L'éclatement du sommet de C domine ces deux petites désingularisations. 11
correspond 2 1a subdivision /7. On obtient I/ & partir de 7 (resp. I') en éclatant le P!
exceptionnel.

11y a donc une seule famille de courbes sur C et une seule composante essentielle,
a équivalence birationnelle et ce n’est pas un diviseur.

3. Courbes sur une singularité isolée d’hypersurface

Si (V,0) est une singularité isolée d’hypersurface, la constructibilité des en-
sembles Tr(:) définis au §1 est obtenue dans [LJ2] en adaptant au cas singulier la
méthode des approximations successives ({N] 1.2 §2 p. 54-57 ou “De la réduction des
équations affectées” XXXVI).

Nous conservons ici les notations introduites au § 1, notamment celles de 1.5.
Pour toute suite décroissante d’entiers positifs my,... ,m; majorés par la multiplicité
mg de V' en O, un algorithme fournit, & partir d’une équation f(Xi,...,X,) =0de
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(V,0), les équations et inéquations d’un sous-ensemble localement fermé Hom,,.. .m,; de
‘H;. Chacun des ensembles Tr(z), z 2 1, se trouve étre la réunion des images par p;j,
J 2 t, d’un nombre fini de sous-ensembles Hyn,,... m ;-

Au lieu de I'exposant de Lojasiewicz 6 de la singularité, ’exposant qui intervient
ici pour borner j est I’exposant intrinséque  tel gue :
1o = (m) = inf ord, moh = in ord, M oh
=i ner ord, j(f)oh  nerords J(f)oh
ol m est I'idéal maximal de Ov o et j(f) := J(f)Ov o (comparer avec 1.5 ; au lieu
de I’éclatement normalisé de J(f) dans (k", ), on considére 1’éclatement normalisé
de j(f) dans Ov o, c’est-a-dire la modification de Nash normalisée de (V, () ; ¢ est
aussi un nombre rationnel. Puisque 1’ensemble A des courbes tracées sur (V,O) est
inclus dans ’ensemble € des courbes tracées sur (k™,0), on a ¢ < 6. Par exemple
si (V,0) est une branche plane de multiplicit¢ m, ayant J, poﬁr plus grand exposant
caractéristique (cf. 3.3 ci-dessous) et u = rg, k[[z1, 22]1/J(f) pour nombre de Milnor,
onaf = #0715 = #m=l (M), [T).

3.1. THEOREME. — Soit (V,0) une singularité isolée d’hypersurface de
multiplicité my. Pour tout entier i 2 1, soit :

M; = {(TTI],... ,mi)ENi|m027n.1 Z o2 my :1} .

Alors

T @=| U s 0]~ ©
{my, JIEM 0

ou 7] désigne la partie entiére de 1.

D’ott la constructibilité de Tr(7), puisque M) est un ensemble fini. On a de
plus une inclusion :

e J | N e (’Hm(,,.,mj)}

moZz--2m, 2l 1%

induisant sur Tr(i) une partition compatible avec le systtme projectif p;;. Pour toute
suite d’entiers mg 2 my = --- 2 m; 2 --- 2 1, on peut donc considérer

Huno,. mire = {h € H| pi(h) € Hpng,.. .y, i 21} .

On obtient ainsi une partition de H en familles.

3.2. — La suite d’entiers m = (myp,... ,m;,...) ainsi associée a h € H est
appelée sa suite des multiplicités de Nash. Si h(T) = O, c’est la suite constante
(mg,... ,mg,...). Sinon, soit e := inf{i | p;(h) # 0} la multiplicité de h et soit
L := inf{i | m; = 1}. D’aprés 3.1, si O est un point singulier isolé de V on a

1 € L € eyp. Pour chaque entier e 2 1, les courbes de multiplicit€ e se répartissent
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donc dans un nombre fini de familles. L’entier L est aussi I’ordre du jet de h qui suffit
a déterminer la limite (lorsque ¢ tend vers zéro) de I'hyperplan tangent 4 V en A(f).

La suite des multiplicités de Nash m = (my,... ,m;,...) de h € H se calcule
facilement par la formule récurrente suivante :

(3.2.1) mp+---+m; = _min ord,foﬂ, 120,
ReC(h,i)

ol C(h, 1) 1= {h € C | pi(h) = pi(h)} .

Autrement dit, ¢’est le minimum des multiplicités d’intersection locale en O de
Phypersurface V avec une courbe tracée sur son espace ambiant (k™, O) dont le i-me
jet coincide avec celui de A.

11 est facile de vérifier & partir de 3.2.1 qu’on a aussi :
3.2.2. ProrPOSITION. — Soit I : (T,0) — (V x T,0 x 0} =: (Wp, ) le
graphe de h € H et soit :
— W LA Wiy — - - — W1 =, Wo
la suite de morphismes telle que
(i) m; soit P’éclatemnent de centre O;_y,1 2 1
(ii) O, soit le point exceptionnel de la transformée stricte de I', sur Wi, 1 2 1.
Alors m; est la multiplicité de W, en Oy, 1 2 0.

C’est sous cette forme qu’apparait la suite m dans [H].

Si la multiplicité de % est 1, 1.e. si ¢’est une courbe non singuliére, on a un €noncé
similaire en remplagant (g, Op) par (V, O) et en éclatant les points exceptionnels des
transformées strictes successives de h.

Si k est un corps de caractéristique 0, on peut aussi retrouver la suite des
multiplicités de Nash de h € H & partir de 1’idéal jacobien J{f) de f. En effet, on a :
3.2.3. ProprosITION. — Soit k un corps de caractéristique 0 |

m0+---+mg—(f+1)=~miﬂ Orng(f)OE, i120.
REC(h,D)

3.2.4. Remarque. — Plus généralemcnt,ﬁ_soit k€ C tel que p,-(n}:) € Tr(z).
On détermine la suite (mg, ... ,m;) telle que pj(h) € Hem,,..jm;» 0 < j < 4, par les
formules (3.2.1) appliquées pour tout entier j < i.

3.3. — 8i (V, Q) est une branche plane (i.e. un germe de courbe plane analy-
tiquement irréductible} définie sur un corps de caractéristique O et si b : (T, 0) — (V, O)
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est sa normalisation, la connaissance de la suite m(h) est équivalente a celle de la mul-
tiplicit¢ m et des exposants caractéristiques de Puiseux 5y, ... , A, de (V, 0), donc aussi
de son type topologique. Rappelons que dans un systéme de coordonnées convenable,
h est donné par

z=1t"

—_ ] id

y= 3 aytftd s 4 57 g 10099
0<i<s 0<;

ol posant do = m, on a d; = pged(f;,di_y), 1 €i< g, dy=letap #0,1<i<g.

3.3.1. PROPOSITION. — En écrivant la suite m(h) sous la forme
(ul',... ,,u:'_"ll, fi,...) ol pl* représente p; répété r; fois et p; # pin, 1 €1 < 4,
alors _

mh) = (d5',... . d> P d,,. )

D’od L = inf{i | m; = 1} = 3,.

Si72 B, (ie. s1 m; = 1), on détermine les points infiniment voisins de 0]
communs & (V, 0) et aux courbes définies paramétriquement par A : (T, 0) — (k%,0)
telles que p_,-(ﬂ) € Hug,..m;» 1 £ 7 < 1, 00 m est la suite des multiplicités de Nash
de la normalisation k de (V, Q) déterminée ci-dessus. Un point ¢} est infiniment voisin
de O, si ¢’est un point d’une variété Z obtenue a partir de (k?, O) par une suite finie
d’éclatements de points. On dit qu’une courbe tracée sur (k?,0) passe par @, si @
appartient a sa transformée stricte dans Z. La notion de point infiniment voisin a €té
introduite par M. Neether dans [Nee] pour résoudre les singularit€s des courbes planes.

L’énoncé fait apparaitre des désingularisations plongées de (V,0). Soit
7 Z — (k%,0) un morphisme propre induisant un isomorphisme de Z ~ #~1(0)
sur k* \ {O}. On dit que c’est une désingularisation plongée de (V,O) si Z est non
singulier et si 7~ (V) est un diviseur 4 croisements normaux. Soit
—Zi 2 i — o — 7y 5 Zp = (K%,0)
la suite de morphismes telle que
(1) m; soit I’éclatement de centre O;_y, 71 2 1

(11) O; soit le point exceptionnel de la transformée stricte de V sur Z;,i > 1 et
Op = 0. _
(On dit aussi que O; est le point de V7 dans le i-€me voisinage infinitésimal de O.)
Il existe un entier r tel que, si ¢ 2 r, le morphisme 7 o --- o 7; soit une

désingularisation plongée de (V,0) ; 71 0 --- o 7, est la désingularisation plongée
minimale de (V, Q).

3.3.2. PROPOSITION. — Soit p:=mo---o7, la désingularisation plongée
minimale d’une branche plane (V, O) comme ci-dessus et soit m = (mg,... ,m;,...)
la suite des multiplicités de Nash de sa normalisation.
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Si 1% €~C est une branche définie paramétriquement parﬁ (T, 0) — (k*,0)
telle que p;(h) € Hum,...m;» 0 € j < ¢ (cf. Remarque 3.2.4), pour un entier
t 2 B, =inf{i| m; = 1}, alors

(i) p est aussi la désingularisation plongée minimale de V

(i} 1 passe par le point de V situé dans le (i — §, + r)-éme voisinage
infinitésimal de O.

Si p,;+1(‘.f1) ¢ Tr(i + 1),alors V et V n’ont pas de point commun dans un voisinage
infinitésimal de O d'ordre > i — 3, +r.

Pour montrer 3.3.2, on utilise la formule de Neether qui exprime la multiplicité
d’intersection (V - V)o de V et V en O en fonction des multiplicités de V et V 1.e. de
leurs transformées strictes respectives, aux points infiniment voisins ¢ de O qu’elles
Ont en commun

V-V = Emu]tq V - multg V.
Q

Les hypothéses entrainent que :
(V- -Wozmo+-+my = Fido+-- +(Bg — fo_1)dyot + G — By + 1)

et que, quitte a effectuer un changement de paramétrisation, ¥V admet une représentation
paramétrique h qui coincide jusqu’a I’ordre i avec I’expression de h donnée par 3.3.

3.3.3. EXEMPLE. — Soit V la courbe définie paramétriquement par z = ¢*,
y=1°+1" ;alorsonam =4, h=6k=Team =(4%,2,1,...). Si h est donné par

hox_Zait* hoy.—th onapj(h)e’i'imo m;» 0 J €7 si et seulement
izl izl
si:

ag=a=a=h=.-.--=bs;=0, bg—-az’zo,
4045% — 12055(,57 — 40356 + Qaﬁag = 0, ag # 0, '204()7 - 3(155(, '-;£ 0.

Etant donné h : (T,0) — (k?,0), les formules (3.2.1) définissent, pour tout

2 0 une k-valuation discréte de rang 1, vy, du corps des fractions K de R := O o,

1.e. un homomorphisme du groupe multiplicatif X \ {0} dans Z, tel que v;(k) = 0 et
vi(2) + 22) 2 min(v(z1), vi(22)).

Comme v;(R) 2 0 et v;(Max R) > 0, on dit que v; domine (ou est centrée
dans) E. La théorie des valuations est développée au chapitre VI de [Z.S]. Pour chaque
i 2 0, la valuation v; est divisorielle, i.e. il existe un modéle normal Z dominant
birationnellement (k?, O) et un diviseur irréductible F de Z tel que v;(z) soit I’ordre,
ve(z), du z€ro ou du pble de =z € K, le long de E.

Il résulte immédiatement de 3.3.2 qu’on a
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3.3.4. REMARQUE. — Soit F; le diviseur exceptionnel créé par I’éclatement
du point O; de V dans le i-me voisinage infinitésimal de O, i > 1. Sii 2> 5, ona

v(z) = _min ord, z oh= VE,_p...(2), z€ K .
heC(h,i) s

En effet, si z € Retsi W est la courbe d’équation z = 0, (W - V) est aussi le nombre
d’intersection de la transformée totale de W dans Z,_g_4r41 avec la transformée stricte
de V. Or celle-ci est non singuliére et transverse & E;_p 4, et lorsque h varie dans
C(h, 1), son point exceptionnel est mobile sur E;_g +r. W

Enfin un point infiniment voisin @ de O détermine un idéal complet (ou
intégralement clos) simple Ig de R primaire pour M := Max R (voir [£.S] Appendice
5). La courbe définie par un élément général de Ig est analytiquement iréductible.
Ces courbes ont pour seuls points base dans les voisinages infinitésimaux successifs de
O le point (7 et ses images par la suite d’éclatements qui lui donne naissance. Leurs
rransformées strictes sur ’espace obtenu en éclatant ¢ sont non singuliéres et transverses
a Fg, le diviseur créé par cet €clatement.

Zariski a montré dans [Z] que tout idéal complet dans un anneau local régulier
de dimension 2 admet une factorisation unique en produit d’idéaux complets simples,
factorisation qui correspond a la factorisation d’un €lément général de [ en produit de
facteurs analytiquement irréductibles.

Les notations étant toujours celles utilisées tout au long de 3.3, on vérifie que si
P2

10, = {2 € R vi_rep,(2) = viyup, () = Prdo+ -+ (8 — fg—1)dy
+Hi—r+1)d,}.

La normalisation de la courbe définie par un élément général de Jp, est un €lément
général de C(h,i+r — §;). Comparer avec le théoréme 11.2 de [Z], voir aussi 3.11 de
{GS] et [S] §7. .

4. Courbes lisses sur une singularité de surface

En appliquant I’algorithme des approximations successives discuté au §3 & une
singularité isolée d’hypersurface (V, O), on détermine d’abord si ’ensemble Tr(1) des
1-jets de courbes tracées sur (V,0) est réduit ou non & {0} autrement dit si (V,0)

contient des courbes lisses. Les résultats des calculs effectués a partir de la donnée
d’une équation de V' ne dépendent que de ’anneau local Oy o.

Pour une singularité de surface (S, 0), on dispose aussi de critéres d’existence
de courbes lisses tracées sur (S, O) qui font intervenir une désingularisation de .S et son
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cycle maximal (voir définition 4.1.1 ci-dessous). Ici on suppose seulement la surface S
réduite et équidimensionnelle.

Dans toute la suite, £ désignera ’ensemble des courbes h : (T,0) — (5,0) de
multiplicité 1 dont I'image I' := £(T") (nécessairement lisse) n’est pas continue dans le
lieu singulier de S. Comme le complété de Or o est k-isomorphe a ’anneau de séries
formelles k[[]], on dira plutdt que I € £. Si £ # 0, on dira que S possede la propriété
(c!) en O. Les résultats énoncés dans ce § sont démontrés dans [G.L2].

4.1.1. DEFINITION. — Soit (5,0) une singularité d’une surface réduite,
équidimensionnelle et soit # : X — (S,0) un morphisme propre et birationnel. On
appelle cycle maximal (de #) la composante Zx de codimension (ou dimension) 1 du
cycle sous-jacent au sous-schéma de X défini par m(0x ol m est I’idéal maximal de
Os.0. :

Ona Zy = O sietseulement si w est un morphisme fini. S8i £ est une composante
irréductible de codimension 1 de 7~!(0), la multiplicité mg de E dans Zx est par
définition la Jongueur de I’anneau artinien Ox g/mMOx g.

On remarque aussi que si 7 est une désingularisation de (S, 0), Zx est le cycle
défini par la partie divisorielle de mOx ; enfin, si le morphisme 7 se factorise par
I’éclatement de S de centre (0, Zx provient d’un diviseur de Cartier sur X et pour
toute courbe £ C 7~ 1(0), le nombre d’intersection (Zx - £) est un entier < 0.

4.1.2. THEOREME. — Soit (S, Q) une singularité de surface comme dans
4.1.1 et soit @ : X — (S, 0) une désingularisation.
Pour que § possede la propriéte (cl) en O, il faut et il suffit que :

— ou bien Zx # 0 et il existe une courbe irréductible E C 7~ (0) telle que
mp =1.

- ou bien il existe un point isolé Q dans ©#=Y(0) et un entier m 2 1 tel
que MOx g = (u,v™) pour un systéme régulier de paramétres convenable (u, v)

de Ox g.

De plus, si I' € L et s1 le point exceptionnel Fx (I') de sa transformée stricte
sur X n’est pas un point isolé de #~1(0), alors :

(i) Fx () est un point non singulier de 7= 1(0).

(ii) Si E désigne l'unique composante irréductible de w~!(0) contenant
Fy(I),onamg =1.

(i1i) Au voisinage de Fx(I"), mOx est un O x-module inversible.
Enfin, si @ € X posséde les propriétés (i), (ii) et (ili) ci-dessus, 1l existe une
courbe (formelle) I' € L telle que ¢} = Fx(I').
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