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ABSTRACT . — We give a geometric interpretation of the minimal
generating system of the semi-group defined by a rational polyhedral cone in any
dimension, via a natural bijection with the set of essential divisors of equivari-
ant desingularizations of the toric variety associated to the cone. We prove, for
varieties of dimension three, the existence of a desingularization associated to
a regular fan whose edges contain the elements of the minimal generating sys-
tem, its uniqueness for canonical toric varieties of index at least two, and the
uniqueness in general up to flops. We give an example of non existence of such
desingularizations in dimension four.

Introduction

L’étude des variétés algébriques munies de l’action d’un tore, entreprise
par Demazure [5] en introduisant les éventails et développée ensuite par beau-
coup d’autres pour les variétés singulieres, repose sur un dictionnaire entre des
objets géométriques et combinatoires. Nous poursuivons cette étude avec une in-
terprétation géométrique du systéme générateur minimal G du semi-groupe défini
par un cone polyédral rationnel o : il existe une bijection naturelle entre G et les
diviseurs essentiels des désingularisations équivariantes de la variété torique V,
associée & o sur un corps k, en dimension quelconque (théoreme 1.10).

En dimension trois on démontre, en utilisant la théorie de Mori, que les
diviseurs essentiels équivariants correspondant aux éléments de G sont aussi
essentiels pour toute désingularisation de V,, non nécessairement équivariante
(théoreme 2.5).

On appelle G-désingularisation de V, une désingularisation équivariante
définie par une subdivision de ¢ en un éventail dont les arétes portent les éléments
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de G (G-subdivision réguliere), i.e. telle que tout diviseur exceptionnel soit essen-
tiel.

On démontre, en dimension trois, ’existence des G-désingularisations par
une méthode constructive & partir d’'un modele terminal minimal (théoreme
2.9), une caractérisation des G-subdivisions régulieres par la minimalité de leur
volume (proposition 2.12), et le fait que toute G-désingularisation domine un
modele terminal minimal (théoreme 2.22). Ce dernier résultat et l'unicité de la
G-désingularisation d’une variété torique canonique d’indice > 1 (théoréme 2.23)
impliquent 'unicité en général a flops pres (corollaire 2.24).

En dimension supérieure ou égale & quatre, il n’existe pas nécessairement
des GG-désingularisations de variétés toriques, comme le montre le contre-exemple
3.1.

Une partie de ces résultats a été annoncée dans [1].

Dans le premier paragraphe on fait des rappels, on donne les définitions
sur les éventails et les variétés toriques utilisés dans la suite et on démontre
linterprétation géométrique du systeme générateur minimal. La deuxiéme par-
tie porte sur les résultats pour les variétés toriques en dimension trois : les di-
viseurs essentiels, I’existence et la construction des G-désingularisations, ainsi que
les propriétés d’unicité. Le dernier paragraphe est un exemple d’une variété torique
terminale d’indice un de dimension quatre qui n’admet pas de G-désingularisation.

Nous remercions Monique Lejeune-Jalabert et Michel Brion pour des dis-
cussions fructueuses, Arlette Guttin-Lombard pour la grande qualité de frappe
dont elle est coutumiere.

Le deuxiéme auteur remercie 'invitation de JAMS a4 Ohnuma et du Tokyo
Institute of Technology pour un séjour en Aot 1993 pendant lequel il a pu faire
avancer la rédaction de cet article.

Les éditeurs nous signalent l’existence de recoupements entre certains
résultats de cet article et de larticle “An algorithmic desingularization of
3-dimensional toric varieties” de Stefano Aguzzoli et Daniele Mundici & paraitre
dans cette revue.



1 — Rappels et définitions. Interprétation

géométrique du systéme générateur minimal

Soit d un entier positif, N un Z-module libre de rang d et M = Homz (N, Z)
son dual. Les Q-espaces vectoriels N ® Q et M ® Q sont notés respectivement,
Nq et Mq. Un coéne dans Nq est tOU_]ZOUI‘S suppoﬁé convexe et polyédral : pour
un tel cone o, il existe un entier s et des points v;, 1 < ¢ < s de Nq tels que
o soit ’ensemble (vq,...,vs) des combinaisons linéaires & coefficients rationnels
non négatifs des v;, 1 < i < s. Le cone o est dit fortement convexe s’il admet
0 pour sommet. Son intérieur o est, par définition, ’ensemble des éléments de
o qui n’appartiennent & aucune de ses faces strictes. Sa dimension est celle du
sous-espace vectoriel de Nq qu’il engendre.

DEFINITION 1.1. — Soit o un cone fortement convexe dans Ng. On ap-
pelle systéme générateur minimal de o ’ensemble

Gg::{wEUﬁN\{O}|Vn1,n2€UﬁN, w:n1+n2=>n1:00un2:0}

des éléments irréductibles du semi-groupe o N N \ {0}.

PROPOSITION 1.2. — L’ensemble G, engendre le semi-groupe o NN \ {0}
et il est contenu dans tout systéme générateur de o N N \ {0}. En particulier, G,
est fini.

Démonstration. — Le cone o étant fortement convexe, il existe un élément

m de M tel que o soit contenu dans le demi-espace m~1(Q™) de Nq et tel que
Iintersection de o avec I’hyperplan m~1(0) soit la face {0} de o. Un élément
non nul  de ¢ N N est alors somme d’au plus m(z) éléments de o N N ~\ {0}.

P
Soit & = > n; une écriture de z comme somme d’éléments de o N N \ {0} avec

p maximz;ilAlors les n;, 1 < ¢ < p, appartiennent a GG,. Par conséquent, G,
engendre le semi-groupe o NN ~\ {0}. Par ailleurs, un élément de G, s’écrit d’une
seule fagon comme somme d’éléments de NN ~\ {0} et il appartient donc & tous
les systemes générateurs de o N N N {0}. Enfin, le semi-groupe 0 NN \ {0} est de
type fini (lemme de Gordan). Par conséquent, G, est fini. m

Chaque face de dimension 1, ou aréte, d’'un cone o fortement convexe
contient un unique vecteur primitif de N. Un tel vecteur est dit extrémal pour
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o. Il appartient a G,. Lorsque les vecteurs extrémaux de o sont linéairement
indépendants, le cone o est dit simplicial. Lorsque de plus ils font partie d’'une
base du réseau N, il est dit régulier. Un cone simplicial est régulier si et seule-
ment si son systeme générateur minimal est réduit a 'ensemble de ses vecteurs

extrémaux.

Dans le cas ol o n’est pas un cone régulier, nous étudions ses subdivisions
régulieres. Rappelons qu'un éventail ¥ de Nq est un ensemble fini de cones de Nq
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) si o appartient & ¥ et 7 est une face de o alors T appartient également
aX.

(ii) si o1 et oy sont deux cones de ¥ distincts alors leur intersection est une
face de oy et de os.

Le support d’un éventail est la réunion de ses cones. Une subdivision d’'un
éventail ¥ (ou d’un cdne) est un éventail X' de méme support tel que pour tout
cone o' de ¥/, il existe un cone o de ¥ contenant ¢’. Une subdivision est dite
réguliére (resp. simpliciale) si tous ses cones le sont.

Chaque cone de dimension 1, ou aréte, d’'un éventail ¥ contient un unique
vecteur primitif de N. Un tel vecteur est dit extrémal pour Y. L’ensemble des
vecteurs extrémaux de ¥ est noté Sk' .

ProprosITION 1.3. — Soit ¢ un céne fortement convexe de Nq. Toute
subdivision réguliére de o compte les points de G, parmi ses vecteurs extrémaux.

Démonstration. — Soit X une subdivision réguliere de . Un élément x de
G, appartient & au moins un cone 7 de dimension maximale de ¥. Comme ¥ est
réguliere, Sk' 7 est une base de N et x s’exprime comme combinaison linéaire &
coefficients entiers positifs ou nuls des vecteurs de Sk' 7. Par définition de Gy,
s’identifie alors a 'un des vecteurs de la combinaison. ®

Les subdivisions intermédiaires dans la construction des subdivisions
régulieres seront celles dont les cones sont canoniques, terminaux ou simpliciaux.
Ces cones sont introduits dans [19] et [21]. IIs sont d’indice fini : pour un tel cone
o il existe un entier r et un élément non nul m de M tels que 'on ait m(v) = r
pour chaque vecteur extrémal v de o. L’indice de o est alors le plus petit de
ces entiers. On note [/, la forme linéaire sur le sous-espace vectoriel E, de Nq

engendré par o qui vérifie [, = 1. On appelle profil (“shed”) de o le polyedre

| skt &
convexe o NI ([0;1]). Le profil d’un éventail dont les cones sont d’indice fini
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est la réunion des profils de ses cones. Un cone d’indice fini ¢ est dit canonique
(resp. terminal) si ’ensemble N No NI;1(]0; 1[) est vide (resp. si son profil est un
polyédre élémentaire, i.e. ses seuls points communs avec N sont ses sommets).

Pour un cone simplicial o de vecteurs extrémaux e;, 1 < i < s, on définit le
parallélotope fondamental de o

s
PU::{nEN|n:Z)\iei, 0< )\ <1, lgigs}.
i=1

Le nombre p, des éléments de P, est également I'indice du sous-groupe de E, NN
engendré par les vecteurs extrémaux de o. On désigne par multiplicité de o cet
indice. La multiplicité d’une face de o divise celle de o.

Aux éventails de Nq correspondent des variétés munies de I’action d’un tore.
Nous rappelons ici 'interprétation, dans la géométrie de ces variétés toriques, des
objets que nous venons d’introduire. Nous renvoyons a [3], [12], [16], [17] et [21]
pour plus de détails.

Soit k un corps. A un cone o de Nq est associée la variété torique affine
V, = Speck[d N M], pour le tore T = Spec k[M]. D’un éventail ¥ de Nq, on
déduit une variété torique V. Une telle variété est non singuliere (resp. a des
singularités terminales, canoniques, Q-factorielles) si et seulement si les cones de
Péventail ¥ sont réguliers (resp. terminaux, canoniques, simpliciaux). Les mor-
phismes équivariants, propres et birationnels d’une variété torique V' sur V cor-
respondent aux subdivisions de ¥. Parmi eux, les désingularisations équivariantes
de V proviennent des subdivisions régulieres. A un vecteur extrémal v de Y, on
associe un diviseur D, stable sous I'action de T'. On obtient une bijection de Sk* £
sur I’ensemble des diviseurs integres T-stables de V.

Pour un éventail ¥ et un point x du support de ¥ on définit la subdivi-
sion élémentaire ¥’ de ¥ centrée en x ainsi. Si o est un cdne de ¥ ne contenant
pas z alors o appartient encore & X'. Sinon, o est remplacé par I’ensemble des
cones <7,z> pour les faces 7 de o qui ne contiennent pas . A la subdivision
Y’ est associé un morphisme propre et birationnel, et si z n’est pas un vecteur
extrémal de X, alors le diviseur D, est le lieu exceptionnel de ce morphisme (i.e.
son complémentaire est le plus grand ouvert sur lequel la restriction du morphisme
soit un isomorphisme).

DEFINITION 1.4. — Soit V une variété associée a un éventail ¥. Nous
appellerons éclatement élémentaire le morphisme 7 : X — V associé a une subdi-
vision élémentaire centrée en un point x du support de X.
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REMARQUE 1.5. — Au point z est associée une valuation divisorielle v,
de k(V'). D’autre part, il existe un entier p tel que pD, soit un diviseur de Cartier
sur X. L’opposé de ce diviseur est alors m-ample. Soit ¢ un cone de ¥ contenant
z. L’ensemble des fonctions de k(V') régulieres sur 'ouvert affine V, de V, dont
I'image par la valuation v, est un entier supérieur ou égal a p, est un idéal de
Panneau ['(V,, Oy ) des fonctions régulieres sur V. On définit ainsi sur V' un fais-
ceau cohérent d'idéaux J = 7. (Ox(—pD,)), dont I’éclatement normalisé donne le
morphisme 7.

Soit o un cone fortement convexe de Ng. On lui associe I’enveloppe convexe
C des points de 0 NN . {0}et 'ensemble A des points de N appartenant aux faces
bornées de C.

PRrROPOSITION 1.6. — Les points de A appartiennent au systéme
générateur minimal G .

Démonstration. — Un hyperplan d’appui pour C dont l'intersection avec
C' est une face bornée F' ne contient pas 0. Pour une telle face F, il existe une
forme linéaire [ sur Ngq telle que C C 17" ([1;+00]) et F = 13" (1) N C. Si v est
un point de F N N alors on a [p(v) = 1 et, pour tout point n de o N N ~\ {0},
Irp(n) > 1. Par conséquent, v appartient & G,. =

REMARQUE 1.7. — La variété V associée a o possede un modele canon-
ique Vian, associé & la subdivision X~ de o dont les cOnes sont engendrés par
les faces de C'. De plus, les modéles Q-factoriels terminaux minimaux de V corre-
spondent aux subdivisions de ¥ en cones terminaux simpliciaux dont les vecteurs
extrémaux appartiennent aux faces bornées de C. Les vecteurs extrémaux d’une
telle subdivision simpliciale terminale minimale sont exactement les points de A
(voir [7], [21]).

Pour un cone de dimension 2, il existe une unique subdivision terminale
minimale. De plus, on a :

ProposITION 1.8 ([6], [12]). — Si o est un céne de dimension 2, alors la
subdivision X5 de o dont les vecteurs extrémaux sont les points de A est réguliére
et on a G, = A. Le morphisme associé a .5 est donc une désingularisation de V,
et si dim V, = 2 alors c’est sa désingularisation minimale.

En dimension supérieure a 2, cette caractérisation du systeme générateur
minimal ne subsiste pas. L’inclusion de A dans G est souvent stricte. De plus,
il n’y a pas, en général, unicité d’une désingularisation minimale, comme c’est
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2

le cas en dimension 2, ni méme de ’ensemble des vecteurs extrémaux d’une telle
désingularisation minimale. Par exemple, le cone o de Q> engendré par les vecteurs
e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1), e = (1,1, —2) admet deux subdivisions
régulieres 3, et Yo, telles que les désingularisations correspondantes m; et w5 de la
variété V associée a o soient minimales au sens suivant : s’il existe une factorisation
m; = p; o h; de m; par une désingularisation équivariante p; de V', alors h; est un
isomorphisme (i = 1,2) (voir figure 1).

)

€1 €1

€3 €4 €3 — _—€4
€5

€2 €2
Pourtant, le systeme générateur minimal de o, qui coincide ici avec ’ensemble des
vecteurs extrémaux de o, ou encore avec I’ensemble A, ne contient pas le vecteur
extrémal e5 = (e; + es + e4)/2 de la subdivision Xs.

Nous montrons que le systeme générateur minimal d’un cone fortement con-
vexe garde néanmoins en toute dimension une interprétation géométrique naturelle
en terme des désingularisations équivariantes de la variété torique associée.

DEFINITION 1.9. — Soient m; : X; — V, i = 1,2, deux désingularisations
d’'une méme variété V' (ou une désingularisation de V' est un morphisme propre
et birationnel f : X — V tel que X soit non singuliere). Des diviseurs integres
D; C X; sont birationnellement équivalents relativement a V si ’application bira-
tionnelle 75 Yom : Xy --»X> envoie le point générique de Dy sur celui de D». Par
diviseur essentiel (resp. essentiel équivariant) relativement & V , nous désignons un
diviseur integre, défini & équivalence birationnelle relative a V' prées, qui possede un
représentant dans toute désingularisation de V' (resp. dans toute désingularisation
équivariante de V).

THEOREME 1.10. — Soit o un céne fortement convexe. Le systéme
générateur minimal GG, est en bijection avec I’ensemble des diviseurs essentiels
équivariants relativement a la variété torique V,. Plus précisément, un vecteur
primitif  de 0 N N appartient & G, si et seulement si c’est un vecteur extrémal
de toute subdivision réguliere de o. Le diviseur D, est alors essentiel équivariant.
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Démonstration. — Un point de G, est un vecteur extrémal de toute
subdivision réguliere de o (proposition 1.3) et définit donc un diviseur essentiel
équivariant. Nous montrons que, réciproquement, si x est un vecteur primitif de
o N N qui n’appartient pas & GG, alors il existe une subdivision réguliere ¥, de o
qui ne contient pas la demi-droite engendrée par z.

Pour un tel point z, il existe deux éléments non nuls ny et no de o N NV
tels que £ = nqy + ns. Le cone <ni,ns> est de dimension 2 car x est primitif.
Soit ¥4 sa subdivision réguliere minimale (proposition 1.8). L’un au moins des
cones de dimension 2 de ¥ 5 contient z. Soient v; et vy ses vecteurs extrémaux.
Alors la droite joignant v, et vs est une droite d’appui de ’enveloppe convexe de
<ny,ny>NN N {0} qui sépare 0 des points non nuls de <ny,ny >N N. Le point
x = n1 +n9 n’appartient donc pas a cette droite, et par conséquent, il n’appartient
a aucune face stricte du cone <wy, vy >.

On construit une subdivision réguliere ¥, de o qui contient le cone < vy, v >.
Le point z n’est pas un vecteur extrémal de .. Sinon, <z > = <z >N <vy,v3 >
serait une face de <wq,vs >. On obtient X, & partir de o en faisant des subdivisions
élémentaires centrées successives.

On construit d’abord une subdivision initiale ¥;, de o contenant le cOne
<wy,ve >. Pour cela, il suffit de prendre la subdivision élémentaire ¥; de o centrée
en vy, puis de subdiviser ¥; en prenant ve pour centre. Si ¥, n’est pas réguliere,
chacune des subdivisions de ¥;, que 'on construit ensuite est une subdivision de
la précédente centrée en un point n choisi & l'intérieur d’'un cone non régulier .
Comme 7 est 'intersection des cones contenant n, aucun des cones contenant n
n’est régulier et la subdivision centrée en n préserve tous les cones réguliers. En
particulier, toutes les subdivisions de ¥;, que 'on construit contiennent le cone
<1,V >.

Si ¥;, n’est pas simpliciale, on choisit le centre n de la subdivision a
Iintérieur d’un cone - non simplicial de dimension minimale v. Chaque face 7 de
~ est alors un cone simplicial, et par suite, le cone <n,7> l'est aussi. Ainsi le
nombre des cones non simpliciaux de dimension v diminue strictement. On obtient
donc, par un nombre fini de telles subdivisions élémentaires, une subdivision
simpliciale X3 de ¥;, qui contient <wvy,vs >.

Si X5 n’est pas réguliere, on construit une subdivision réguliere 3. de X
qui contient le cone <wq,vs >. On obtient X, & partir de g par des subdivisions
élémentaires centrées successives. Dans chaque étape, on choisit un cone v de
I’éventail précédent ¥ de multiplicité maximale py. Si ¥ n’est pas régulier on a
i > 1. On choisit un point n dans P, \ {0}. Soit v, l'intersection des cones de &

8



qui contiennent n, de sorte que n est a l'intérieur de y. Alors n appartient a P, .
En particulier, vy n’est pas régulier. On prend n pour centre de la subdivision. Le
cone v (de multiplicité maximale py,) n’appartient pas au nouvel éventail. D’autre
part, les nouveaux cones sont de la forme <7',n>, ott 7 est une face d’un céne ~'
de ¥ contenant n et 7' ne contient pas n, et pour ces cones, on a Per! m> < M-
En effet, v' admet 7o pour face et par suite n appartient & P,/. De plus, pour I'un
au moins des cones o’ de dimension maximale de la subdivision de 4’ centrée en
n, le cone <7',n> est une face de ¢’ et par suite Her! p> divise pgr. Comme n
appartient & P, on a aussi ft, < iy, d’olt le résultat. Au bout d’un nombre fini
de telles subdivisions centrées, on obtient donc une subdivision ¥, de X5 dont tous
les cones sont de multiplicité 1, et par conséquent réguliers. m

DEFINITION 1.11. — Nous appellerons G-subdivision réguliére de o
une subdivision réguliere de o dont les vecteurs extrémaux sont exactement
les éléments de G, et G-désingularisation de V le morphisme associé & une
G-subdivision réguliere de o.

REMARQUE 1.12. — Par le théoreme précédent, si # : X — V est une
G-désingularisation de V', alors les diviseurs integres équivariants sur X sont ex-
actement les diviseurs essentiels équivariants relativement a V.

2 — Diviseurs essentiels des variétés toriques de
dimension 3 ; existence, construction et propriétés
d’unicité de leurs G-désingularisations

PROPOSITION 2.1. — Soit ¢ un céne terminal simplicial de dimension 3
de vecteurs extrémaux e;, ey, es. Soit j1, sa multiplicité, [, I’élément de Mq tel

3
quely(e;) =1,1<i<3etP,={neN|n=> Ne;,0< N\, <1,1<i<3} e
i=1

parallélotope fondamental de o.
(i) On a
Gro={ze€eonN|1<l,(z) <2} ={e;, 1<i<3}UP, {0}
et par suite Card(G,) = p, + 2.

(ii) On a la suite exacte suivante :

3
0—@ Ze; — N -1 Z/pu,Z — 0
i=1

(3
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ou f est induit par u,l,. Par conséquent, u,l, fournit une bijection de G, Skl o
sur (Z/p,Z) ~ {0}.

Démonstration.

(i) Le semi-groupe o N N \ {0} est engendré par {e;,e2,e3} U P,. Par
conséquent, G, est inclus dans {ej,es,e3} U P, N\ {0}. Réciproquement, comme
o est terminal et P,N & est invariant par la symétrie de centre (e; + es + e3)/2,
{e1,e2,e3} U P, \ {0} est inclus dans 0 N N NI 1([1;2[). De nouveau parce que
o est terminal, tout point n de o N N \ {0} vérifie [,(n) > 1. Par conséquent,
o NNNI;1([1;2]) est inclus dans G,. Finalement, P, contient j, éléments, donc
G, en contient p, + 2.

(ii) Par la forme linéaire u,l,, 'image d’un élément de N est entiére car
1o est en fait le déterminant de la matrice des coordonnées des vecteurs eq, ez, e3
dans une base de N. On obtient donc un homomorphisme de groupes p,l, de N
dans Z. Il induit un homomorphisme f de N dans Z/u,Z. Le noyau de f se réduit
au sous-groupe de N engendré par {ej,es,es}. En effet, si n est un élément du
noyau de f alors [,(n) est un entier et n —I,(n)e; appartient a N NKerl,. Or, le
triangle [e1; e2; e3] étant élémentaire, (ex — e1,e3 — e1) engendre N N Kerl,, d’ou

3
le résultat. Puisque I'indice du sous-groupe @ Ze; de N est u,, f est surjectif.
i=1

3
Finalement, la restriction a P, de la surjection N — N/ @ Ze; est bijective.

i=1
De plus, par i) on a G, ~ Sk* ¢ = P, ~ {0}. La restriction de I'application f
G, ~ Sk! ¢ donne donc une correspondance bijective entre G, ~ Sk* o et Z VTRV AN

{0}. =m

PROPOSITION 2.2. — Soit ¢ un cone fortement convexe de dimension 3 et
3¢ une subdivision simpliciale terminale minimale de o. On a

Go= ] G-.

TED:

Démonstration. — L’inclusion G, C |J G, est immédiate. Réciproquement,
TEXY
soit 7 un cone de Xy et v un point de G. Le cone 7 est inclus dans un céne v de

dimension 3 de la subdivision canonique X¢ de o (1.7). Le cone v est engendré par
une face F' de C' dont ’hyperplan d’appui ne contient pas 0. Pour une telle face
F, il existe un élément [y de Mq tel que C C I.'([1;4+00]) et F = 1" ({1})nC.
Comme les vecteurs extrémaux de 7 sont sur F', on a [, = [p. Par ailleurs, on a
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I (v) < 2. Comme pour tout point n de e NN \ {0}, on a lp(n) > 1, v appartient
aG,. m

Avant d’énoncer un corollaire des deux propositions précédentes nous rap-
pelons la notion de discordance (“discrepancy”) d’un morphisme (voir [19, appen-
dice 1] et [20, 0.2]). Soit X une variété normale. Soit U un ouvert non singulier
de X dont le complémentaire est de codimension supérieure ou égale a 2 et @
I'inclusion de U dans X . Soit wy le faisceau inversible des différentielles régulieres
sur U. On définit wy :=i.(wy). Sur X, il existe un diviseur de Weil K x tel que le
faisceau Ox (K x) soit isomorphe & wx. On dit que la variété X est d’indice fini ou
encore Q-Gorenstein s’il existe un entier r tel que r K x soit un diviseur de Cartier.

DEFINITION 2.3. — Soit X une variété d’indice fini et f : ¥ — X une
désingularisation de X. La discordance du morphisme f est le Q-diviseur de
Cartier A, a support dans le lieu exceptionnel de f, défini par A = Ky —
f*Kx, ou Ky désigne le représentant du diviseur canonique de Y qui vérifie
f*(OX(KX))|YO = Oy(Ky)|Y0 pour tout ouvert Y9 de Y sur lequel la restric-

tion de f est un isomorphisme.
Par exemple, si X est une variété torique associée a un éventail ¥ et f une

désingularisation de X associée & une subdivision ¥’ de ¥ alors wy est isomorphe
au sous-faisceau Oy (— Y. D,) de k(Y), la variété X est d’indice fini si et

vesk! 5
seulement si tous les cones de ¥ le sont, et la discordance de f est le diviseur
A:Ky—f*KXoflKX:— E D, et Ky = — E D,.
veSk! ® veSk! ¥/
COROLLAIRE 2.4. — Soit V' une variété associée a un cone de dimension

3 fortement convexe o dans Nq et = un point du systéme générateur minimal G, .
Pour toute désingularisation w : W — Va, associée & une subdivision réguliére &
de la subdivision canonique Y de o telle que x soit un vecteur extrémal de X,
Ie coefficient du diviseur D, dans la discordance du morphisme w est un nombre
rationnel appartenant a l'intervalle [0; 1].

Démonstration. — Notons [ 'application définie sur o, & valeurs dans Q,

qui coincide avec la forme linéaire [, sur chaque cone 7 de la subdivision canonique
Yo de o. Alors on a

et

veESk!
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Si x est un point de G, alors I(z) appartient & 'intervalle [1;2], d’ou la conclu-
sion. m

Les points du systéme générateur minimal G, définissent des diviseurs essen-
tiels équivariants relativement a V' (théoréme 1.10). Nous considérons maintenant
des désingularisations non nécessairement équivariantes de V. Pour le résultat
suivant on suppose que le corps de base est C.

THEOREME 2.5. — Soit V une variété de dimension 3 associée & un céne
o fortement convexe. Tout point x du systéme générateur minimal G, définit un
diviseur essentiel relativement a V.

Démonstration. — Notons p : Veps — V le morphisme birationnel
équivariant défini par I'inclusion <z > C . Si7 : X — V est une désingularisation
de V, alors lapplication birationnelle 7= o p est définie au point générique de
O«g>, par le critere valuatif de propreté appliqué a . La valuation v, de k(V')
définie par le diviseur O«g~ est donc centrée sur X. Il s’agit de montrer que la
codimension de ce centre est 1.

1l suffit de considérer le cas ou 7 est un morphisme projectif. En effet, s’il
existait une désingularisation 7 : X — V tel que le centre de v, sur X soit de codi-
mension strictement supérieure & 1, on pourrait construire une désingularisation

" X" = V projective ainsi : soit U un ouvert affine de X contenant le point
générique du centre de v,, il existe une immersion ouverte i : U — Z et un mor-
phisme projectif f : Z — V tels que 7r|U = f o, ensuite on désingularise Z par
une suite finie d’éclatements dont les centres ne rencontrent par i(U). Le centre
de v, sur X' serait lui-aussi de codimension strictement supérieure a 1.

Supposons que le morphisme 7 est projectif. Alors (cf. [14, théoreémes 0.3.5,
0.3.10 et 0.3.12]) on a un diagramme commutatif

P PLxX, > Py x, PV

P>

v
12



ou chaque variété X; a au plus des singularités Q-factorielles terminales, chaque
morphisme 7; est projectif et birationnel, chaque application birationnelle ¢; est
soit une contraction divisorielle élémentaire (c’est-a-dire le morphisme de contrac-
tion déterminé par une aréte extrémale du cone des courbes NE(X;_1/V') au sens
de [11, 3.2.3 et 5.1.6]), soit un flip dirigé (au sens de [11, 5.1.10]). La variété X,, est
un modele terminal minimal de V et ¢ est le morphisme déterminé par le systeme
linéaire |uK x, | pour un entier p suffisamment grand.

Chaque variété X; étant d’indice fini, la discordance d’une désingularisation
de X; est bien définie. D’autre part, il existe une désingularisation g; : Z; — X;
telle que le centre de la valuation v, sur Z; soit une sous-variété D; de codi-
mension 1 (on l'obtient au besoin en éclatant le centre de v, sur Z; apres Iavoir
désingularisé et en répétant ce procédé). Le coefficient a; de D; dans la discordance
du morphisme g; est alors indépendant de la désingularisation de X; considérée.
Par contre, pour 1 < i < mn, on a a;_1 < a;. La croissance du coefficient de dis-
cordance a; lors d’un flip dirigé p; : X;_1 —>X; est établie dans [11, proposition
5.1.11]. Si 'on passe de X;_1 & X; par la contraction ¢; : X;—1 —>X; d’un diviseur
integre F' elle résulte de la positivité du coefficient de F' dans la discordance du
morphisme ;, puisque les singularités de X; sont terminales. Finalement on a
ag < Gp.

Puisque z est un élément de G, le coefficient de D,, dans la discordance du
morphisme pog,, est un rationnel de 'intervalle [0; 1[. La discordance du morphisme
 étant nulle, ce coefficient est encore a,,. Or le coefficient ag du diviseur Dy dans
la discordance de gy est un entier positif, parce que X est lisse. De plus, il est
inférieur ou égal & a,. Il est donc nul et toujours parce que X est lisse, l'image de
Dy sur X est de codimension 1. m

PROPOSITION 2.6. — Soit o un cone terminal simplicial de dimension 3
non régulier, de multiplicité ji, et soit I, I’élément de Mq défini dans la proposi-
tion 2.1.

(i) 1l existe un unique point x, de o N N dans I, 1(]1;1+1/u,]) et on a

1
log(zy) =14+ — .
(@) .
En particulier, x, appartient a G, .

(ii) Pour toute subdivision élémentaire ¥. de o centrée en un point = de

o N N primitif, non extrémal, on a

> b >pe+1
reX3)
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ot ©3) désigne I'ensemble des cones de dimension 3 de ¥.

On a égalité si et seulement si x = x,.

Démonstration.

(i) Par la proposition 2.1, P, \ {0} est inclus dans I 1(]1;2]), et P, \ {0}
contient u, — 1 points xp, 1 < k < p, — 1 vérifiant
(@) =1+ 1<k<pp—1.
fho
Puisque de plus on a I }(]1;2[)Noe NN = P, {0}, 1 est 'unique point de c N N
appartenant & [ 1(J1;1 + 1/u,]), on le notera z,.

(ii) Soit z un vecteur primitif de ¢ NN, et ¥ la subdivision élémentaire de
o centrée en x. Alors on a

Z pr = pols () -
TEXNB)
Or d’apres (i), si « n’est pas un vecteur extrémal de o alors on a l,(z) > 1+1/u,,
et ’égalité n’a lieu que siz = z,. ®

LEMME 2.7. — Soit o un cone terminal simplicial de dimension 3, non
régulier. Soit xz, I’élément de G, vérifiant l,(x,) = 1 + 1/pu,. La subdivision
élémentaire de o centrée en x, est formée de cones terminaux simpliciaux. En
itérant pour chaque tel cone terminal simplicial non régulier la subdivision centrée
du type précédent, on obtient en un nombre fini de pas une G-subdivision réguliére
de o.

Démonstration. — Le tétraedre de sommets eq, ez, e3, T, est élémentaire
par la proposition précédente. Par conséquent, tous les cones de la subdivision de
o centrée en x, sont terminaux. Comme les faces de o sont simpliciales, ils sont
également simpliciaux. On peut donc itérer la construction pour chaque cone o’
non régulier (de dimension 3) obtenu. Comme z, appartient a l'intérieur de o’,
la subdivision élémentaire de o’ centrée en z, préserve les faces de o’. On obtient
donc une nouvelle subdivision de o en remplacant ¢’ par les nouveaux cones de sa
subdivision élémentaire centrée en .

Une subdivision réguliére de o contient au moins Card(G,) = p, + 2 arétes.
Dans chaque subdivision élémentaire centrée, on ajoute une seule aréte. Puisqu’au
départ on a trois arétes, il faut au moins p, — 1 subdivisions élémentaires centrées
pour obtenir une subdivision réguliere de o.

14



Dans chaque subdivision, on ajoute deux cones de dimension 3, car le centre
de la subdivision élémentaire appartient & I'intérieur du cone que ’on subdivise. Au
bout de u, — 1 subdivisions élémentaires centrées, on obtient donc une subdivision
¥ de o qui contient 1+ 2(uy — 1) cones de dimension 3. Par la proposition 2.6 (ii),
on a aussi, pour une subdivision ¥ ainsi construite,

> b =po+ (o —1) .
TEX(3)
Par conséquent, le nombre des cones de dimension 3 de ¥ est égal a la somme des
multiplicités de ces cones. Comme chacune des multiplicités est un entier stricte-
ment positif, chaque cone a pour multiplicité 1 et X est réguliere.

En particulier, les u, +2 points de G, figurent parmi les vecteurs extrémaux
de ¥ et, puisque X contient exactement u, + 2 arétes, c’est une G-subdivision
réguliere de 0. m

REMARQUE 2.8. — La G-subdivision réguliere de o précédente ne
dépend d’aucun choix a cause de 'unicité du point z, (proposition 2.6 (i)) et de
I'indépendance des différentes subdivisions élémentaires de cette construction.

THEOREME 2.9. — Soit V une variété torique affine de dimension 3, et
Vi un modeéle Q-factoriel terminal minimal torique de V. On obtient une G-
désingularisation de V' & partir de V; par des éclatements élémentaires successifs.

Démonstration. — Soit ¢ un cone fortement convexe de dimension 3 et
3; une subdivision simpliciale terminale minimale de ¢. On construit une G-
subdivision réguliere de ¢ & partir de ¥y comme suit.

Pour chaque cone non régulier 7 de X, on obtient une G-subdivision
réguliere de 7 en effectuant des subdivisions centrées successives en des points de
N intérieurs & 7 (lemme 2.7). Comme ces subdivisions n’affectent pas les faces
de 7, on peut appliquer cette construction simultanément a tous les cones non
réguliers de ¥;. On désigne par X, la subdivision réguliere qui en résulte. Alors
on a, par le lemme 2.7 et la proposition 2.6 (i),

Sk's. = ] G-
TED:
et par la proposition 2.2
Sk'E, =G, . m
REMARQUE 2.10. — Si V est une variété torique de dimension 3 qui

n’a que des singularités terminales Q-factorielles, alors sa GG-désingularisation est
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unique. En effet, les cones terminaux simpliciaux non réguliers de dimension 3 sont
d’indice > 1 par la proposition 2.14 (i) plus loin, et I'unicité de leur G-subdivision
réguliere résulte du théoreme 2.23. La G-subdivision réguliere d’un éventail termi-
nal simplicial que nous construisons ici coincide donc avec la subdivision minimale
obtenue par Danilov dans [4], dont la construction repose sur le théoréme de White
[22]. Ce résultat de White sur les tétraedres élémentaires n’est pas utilisé dans la
démonstration précédente.

DEFINITION 2.11. — Soit ¥ un éventail simplicial de Ng. On définit le
volume v(X) de ¥ :
v(X) = Z s
Tex(d

oil d = dimg Nq, £(? désigne ’ensemble des cones de dimension d de ¥ et u, la
multiplicité du cone .

Dans la construction du lemme 2.7, on a effectué les subdivisions centrées
d’un éventail simplicial terminal donné qui augmentent le volume du profil de fagon
minimale (proposition 2.6 (ii)). En fait, une G-subdivision réguliére d’un céne de
dimension 3 vérifie les propriétés de minimalité suivantes :

PROPOSITION 2.12. — Soit o un cone fortement convexe de dimension 3
et ¥ une G-subdivision réguliére de o.

(i) Si X' est une subdivision réguliére de o alors on a v(X') > v(X) et on
a égalité si et seulement si ¥.' est une G-subdivision réguliére de o.

(ii) Si X' est une subdivision simpliciale de o telle que Sk' X' = G, alors
on av(X') > v(X) et on a égalité si et seulement si X' est réguliére.

En particulier, toutes les G-subdivisions réguliéres de o ont le méme volume.

Démonstration. — Le nombre des cones de dimension 3 d’une subdivision
simpliciale de o ne dépend que du nombre de ses vecteurs extrémaux et du nombre
de ceux parmi eux qui appartiennent a l'intérieur o de 0. En effet, chaque subdi-
vision simpliciale ¥ de o induit une triangulation 7 (X) de la sphere qui porte 0,
de centre un point de 'intérieur de o. Les s(X) sommets de 7 (X) correspondent
a 0 d’une part et aux vecteurs extrémaux de ¥ d’autre part. On a donc

5(2) = Card(Sk' ©) + 1.

Les f(X) faces de dimension 2 de 7 (X) sont données d’une part par les cones de
dimension 3 de ¥, d’autre part par les cones de dimension 2 de ¥ contenus dans
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les faces strictes de 0. Le nombre de ces derniers est égal au nombre des vecteurs
extrémaux de ¥ appartenant aux faces strictes de o. On a donc

Card(2®) + Card (Sk' T\ (6 NSk' ) = f(T) .
Si a(X) désigne le nombre des arétes de 7(X), on a
f(B) —a(D) +s(8) =x(s*) =2.
Comme chaque aréte de 7(X) est contenue dans deux faces de 7(X) et chaque
face contient trois arétes, on a a(X) = 3f(X)/2, d’ou f(X) = 2s(X) — 4, puis
Card(2®)) = 2 Card(Sk' ) — Card (Sk' £ \ (¢ NSk' B)) — 2
= Card(Sk' ©) 4+ Card(c NSk' &) — 2.

Pour conclure, il suffit alors de savoir qu’un cone simplicial est régulier si et

seulement si sa multiplicité est 1. m

DEFINITION 2.13. — Soit v un coéne canonique. Son profil coincide avec
celui de 'une quelconque de ses subdivisions terminales minimales ¥;. On définit
son volume

v(7) = 0(E) -
Il est bien défini car v(X;) ne dépend que de Card(G,) et de Card(EEB)) (par les
propositions 2.1 (i) et 2.2), et le dernier est déterminé par A, (remarque 1.7) par
la démonstration précédente.

Soit o un cone fortement convexe et Y. sa subdivision canonique. On définit
son volume
v(Se) = > wv(y).
yexi®
C’est le volume de 'une quelconque des subdivisions simpliciales terminales min-
imales de o.

PROPOSITION 2.14.

(i)  Soit v un céne canonique de dimension 3 d’indice p et ¥y une subdi-
vision simpliciale terminale minimale de «y. Alors les cénes de dimension 3 de ¥
sont tous de multiplicité p, donc réguliers si p = 1. Par suite on a

v(y) = pCard(2(Y) .

(ii) Soit o un céne fortement convexe de dimension 3 et X sa subdivision
canonique. Soit ¥ une G-subdivision réguliere de o. Alors on a

W= Y o2t

et p(7)
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ou, pour chaque coéne v de dimension 3 de X¢, p(y) désigne 'indice de ~.

Démonstration.

(i) Les vecteurs extrémaux d’un coéne 7 d’une subdivision simpliciale ter-
minale minimale ¥ de v appartiennent & la face I *({1}) N+ du profil de +. Pour
un tel cone 7 de dimension 3 on a donc I, = /,. Comme g, est un élément de M,
i est un multiple de p. Par ailleurs, pour le point z, de 7N N on a (proposition

2.6)
1

1+ —=l(z;) =1,(z;) .
fir
Comme pl.,(z,) est un entier, p est un multiple de p,. Finalement, on a p = p,.
(ii) Soit ¥, une G-subdivision réguliere de o construite & partir d’une
subdivision simpliciale terminale minimale ¥; de ¢ selon le procédé décrit par
le théoréme 2.9. La subdivision ¥, induit une subdivision X, . de chaque cone 7

de X;. Si 7 est un cone de dimension 3 de ¥y non régulier, elle est décrite par le
lemme 2.7 et on a

’U(Er|7_) =2u, —1.
Cette égalité est encore vraie si 7 est régulier de dimension 3.
Par conséquent, en utilisant (i) on a

o= = 3 Card (%) )20() - 1)

(3)
VEXS

= Y W p0) -1y

e p(y

~—

ol X , désigne la subdivision de « induite par .

Ensuite, pour toute G-subdivision réguliere ¥ de o on a v(X) = v(X,), par
la proposition précédente. m

COROLLAIRE 2.15. — Si <y est un cone de dimension 3 d’indice 1 et V,, la
variété affine associée alors v est canonique et les modéles Q-factoriels terminaux
minimaux de V,, sont ses G-désingularisations.

Démonstration. — Les points entiers non nuls du profil de v appartiennent
a 'hyperplan l;l(l). Le cone «v est donc canonique. Soit Yy une subdivision sim-
pliciale terminale minimale de 7. Les cones de ¥; sont tous de multiplicité 1 par
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la proposition 2.14 et donc réguliers. De plus, les vecteurs extrémaux de X ap-
partiennent & G, par la proposition 1.6. Par conséquent ¥ est une G-subdivision
réguliere de v et G, est réduit & ’ensemble des vecteurs extrémaux de ;. On a
donc G = l;l(l) NyNN et toute G-subdivision réguliere de 7 est une subdivision
simpliciale terminale minimale de v. =

DEFINITION 2.16. — Nous appellerons transformation élémentaire un di-
agramme commutatif
X - > X'
X

ot X, X' et X sont des variétés toriques de dimension 3 associées respectivement
a des éventails X, ¥’ et ¥ vérifiant les conditions suivantes :

— les éventails ¥ et ¥’ sont terminaux simpliciaux ;

— I’éventail ¥ contient un cone de dimension 2, w = <ej,es> tel que les
vecteurs extrémaux eq,es, ez, eq4 des deux cones de dimension 3 qui ont w pour
face vérifient e; + es = e3 + e4.

— I’éventail ¥ (resp. ¥') est obtenu & partir de ¥ en remplacant les cones
<ep,eq, e3>, <ep,ea,e4>, <ep,ex> de X par le cone <eq,eq,e3,e4> (resp. par
les cones <ej,ez,eq4>, <eg,e3,64>, <e3,e4>).

On vérifie facilement qu’une telle transformation élémentaire est un D,, -
flop tel qu’il est défini dans [13], puis que tous les flops d’une variété torique
Q-factorielle terminale de dimension 3 sont de ce type.

Le résultat obtenu par Danilov dans [4 lemme 2.1] pour des éventails
réguliers s’étend de facon immédiate & des éventails simpliciaux terminaux :

PRrOPOSITION (Danilov). — Soient ¥ et ¥’ deux éventails terminaux sim-
pliciaux de dimension 3, et X et X' les variétés assocides a ¥ et ¥'. Si ¥ et ¥/ ont
le méme profil, alors X et X' sont reliées par une suite finie de transformations
élémentaires.

En particulier, deux modeles Q-factoriels terminaux minimaux d’une méme
variété V' associée & un cone o sont reliés par une suite finie de flop. Le profil de
I’'une quelconque des subdivisions simpliciales terminales minimales de o est en
effet celui de sa subdivision canonique.
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Nous envisageons maintenant le cas des cones canoniques d’indice stricte-
ment supérieur & 1. Nous reprenons ’étude faite dans [9] par Ishida et Iwashita.
Les démonstrations que nous indiquons ici utilisent la description du systeme
générateur minimal d’un cone terminal simplicial donnée dans la proposition 2.1.

PROPOSITION 2.17 . — Soit V' une variété associée & un cone canonique
~v de dimension 3 d’indice > 1. Il n’existe pas de transformation élémentaire d’un
modeéle Q-factoriel terminal minimal de V. La variété V' a donc un unique modéle
Q-factoriel terminal minimal.

Démonstration. — Soit y un cone canonique d’indice p > 1 de dimension 3.
Supposons que le polygone yNI; ' ({1}) contienne un parallélogramme élémentaire
P = [z1;22; x3; x4] dont les sommets sont dans N et les diagonales distinctes. Les
cones <xy,T, T3> et <y, T4,x3> sont alors terminaux simpliciaux de multi-
plicité p (proposition précédente(i)). Par la proposition 2.1, chacun des triangles

1
T = <ZT1,T2,T3> ﬁl;l({Q — ;})

et
1
Ty = <zy,24,23> 01 ({2 - ;})

contient exactement un point du réseau N et leur réunion Ty U T, = [y,_; en
contient exactement deux.

En fait, par des considérations élémentaires sur les réseaux, on trouve quatre
points de N distincts dans le parallélogramme [o,_;1. Le triangle [21;x2; 24] est
élémentaire. Son translaté [0; zo — x1, 24 — 1] Pest donc aussi et (z2 — x1, 24 — 1)
se complete en une base (xg, 2 — 21,74 —x1) de N. La premiere coordonnée de x;
dans cette base est la multiplicité p du cone <z, 2, x4 >. Soient b et d les deux
autres, de sorte que 'on a

x1 = pxo+b(xo —x1) + d(xg — 1), b,dEZ.
Alors on a
Oopr = {@- D)+ 2= D)l — 2) + 2~ D)slai-z1) s 0< 5, 5 <1}
p p p

= {(20-Dmo + 2 = D+B) (w2 =o1) + (2=5) () (@i—1) s 0B, <1

On définit quatre entiers p;, i = 1,2 et v;, j = 1,2 par
0<m<p—1 et p =b(p)
0<m<p—-1 et vy =d(p)
M2 = p1 +p

Vo =Vv1+p.
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Soient B; = wui/(2p—1), i = 1,2, et §; = v;/(2p—1), j = 1,2, alors les cou-
ples (8;,0;) pour i,j = 1,2 définissent quatre points distincts de N dans le par-
allélogramme [J5,_;. D’ou une contradiction. m

LEMME 2.18. — Soit v un céne canonique de dimension 3 d’indice > 1
de Nq. Si le polygone yN 15" ({1}) contient deux segments élémentaires [e1; e;] et
[el;e5] avec eq, ez, e],e5 € N et eg + ey =€} + €}y, alors on a [e1;e2] = [e]; €5].

Démonstration. — On considere 'ensemble A des parallélogrammes con-
tenus dans [eg;e]; es; eh] dont les sommets appartiennent & N, dont le centre est
(e1 + e2)/2 et dont les diagonales ne sont pas portées par une méme droite.

Supposons que A soit non vide. Comme A est un ensemble fini, 'un de
ses éléments est alors minimal pour l'inclusion. Un tel parallélogramme P, est
élémentaire. En effet, son centre n’appartient pas a N car le segment [e;;es] est
élémentaire. Donc si Py contenait un point z de N autre que ses sommets, son
symétrique z' par rapport au centre (e; + e3)/2 serait un point de P, distincts
de z. D’olt un parallélogramme appartenant & A, de sommets z, ' et deux des
sommets opposés de Py, contenu dans Py et strictement plus petit que Py. Ce qui
contredit la minimalité de Fy.

Or, par la proposition précédente, le polygone 7ﬂl;1 ({1}) ne contient pas de
parallélogramme élémentaire a sommets dans NV dont les diagonales sont distinctes.
Par suite A est vide. En particulier le parallélogramme [e;; e} ; e2; e,] n’appartient
pas & A. Les points e, e}, e, €5 sont donc alignés et comme les segments [eq; €3]
et [e};eh] sont élémentaires, on a bien [e1;ez] = [e];e}]. m

DEFINITION 2.19. — Soit ¥ un éventail de Nq et o un coéne de Ng. On
note E|J I’ensemble des cones de ¥ contenus dans o.

REMARQUE 2.20. — L’ensemble de cones ¥, ainsi défini est encore un
(o

éventail. C’est une subdivision de o si et seulement si son support |J 7 est o

. >
tout entier. TEY |,

LEMME 2.21. — Soient ¥ et X' deux éventails de Ng dont les supports
sont confondus et de dimension pure d. L’éventail ¥’ est une subdivision de ¥ si et
seulement si pour chaque céne w de codimension 1 (ou mur) de ¥ I’éventail E’|w

est une subdivision de w.
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Démonstration. — Si ¥’ est une subdivision de ¥ alors pour tout coéne o’
de ¥’ et tout mur w de ¥, o’ Nw est une face de o’ et appartient donc & E’|w. Par

conséquent X’ | est une subdivision de w.
w

Réciproquement, soit o’ un céne de ¥’ distinct de {0}. On considere un
point v appartenant & lintérieur o ' de o', et un cone o de dimension maximale
d de ¥ qui contient v. Alors ¢ contient ¢'. Sinon, il existerait un point v’ de ¢’
hors de o et le segment [v;v'] couperait une face w de codimension 1 de ¢ en un
point P distinct de v'. L’éventail E’|w a pour support w donc 'un des cones de

dimension maximale de ¥'; |, w’, contient P. Le cone w' N ¢’ est une face de o'
w

qui contient P. Comme v’ n’appartient pas & w', w' No’ est une face stricte de o”’.
Cette face de ¢’ ne contient donc ni v, ni v', et elle est donnée par un élément [
de Mq tel que I(P) =0, I(v') > 0 et I(v) > 0. Comme P appartient au segment
[v;0'], on obtient 1a une contradiction. m

THEOREME 2.22. — Toute G-désingularisation d’une variété V associée a
un cone fortement convexe de dimension 3 domine un modéle Q-factoriel terminal
minimal de V.

Démonstration. — Soit o un cone de dimension 3 fortement convexe et ¥
une G-subdivision réguliere de o. On vérifie tout d’abord que ¥ est une subdivision
de Y. Pour cela, on montre que si w est un mur de ¢ et W sa subdivision
réguliere minimale (proposition 1.8) alors chaque cone de W appartient & X. On
conclut grace au lemme 2.21.

Soit <ep,es > un cone de la subdivision réguliere minimale W d’un mur
w = <ni,ns > de X, ol e, ez, ny,ny sont primitifs. Le point e; + es appartient
a un cone de dimension 3 de ¥ dont les vecteurs extrémaux v;, 1 < i < 3, forment
une base de N, et donc au semi-groupe engendré par vy, vs et v3. On note a, b, c
les entiers tels que e; + es = avy + bvy + cvs. On peut supposer a > b > c.

Comme le segment [ny;n2] est une face de C' = Conv(oc NN \ {0}), il existe
une forme linéaire [,, de Mq telle que C NI, ({1}) = [n1;n2] et 1,(C) C [1;400].
Comme e; et es appartiennent au segment [n1;ns] on a l,(e; + e3) = 2. D’autre
part I, (avy +bvs +cv3) > a+b+e, douta+b+c<2et ¢c=0.De plus, b n’est
pas nul. Sinon, <e; + e3> = <w; > serait une aréte de ¥ et comme <eq, ez > est
régulier, e; + e, serait extrémal pour X, ce qui est impossible puisqu’il n’appartient
pas & G,. Il vient e; + €2 = vy +v2 et [,,(v;) = 1,4 = 1,2. Par conséquent v; et vy
appartiennent au segment [nl; n2], et e; = v ou ey = V.
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F>
cone < F'> engendré par F' . Par conséquent, G, N < F > contient G -y~ et comme

Soit F' une face de C. Alors ¥ induit une subdivision réguliere E|< du

I'inclusion inverse est évidemment vraie, on a Gops =G, N<F> et ¥ est

|<F>
en fait une G-subdivision réguliere de < F >.

Si <F > est un cone d’indice 1 de X, alors ses G-subdivisions régulieres
sont exactement ses subdivisions simpliciales terminales minimales (corollaire
2.15).

Si < F > est un cone d’indice > 1 de X alors toute G-subdivision réguliere
¥’ de < F'> est une subdivision de 'unique subdivision simpliciale terminale min-
imale ¥¢ r de <F > (proposition 2.17).

En effet, soit w un mur de ¢ g, de vecteurs extrémaux e; et ez. Alors e; +e2
appartient & un cone de dimension 3 de ¥’ de vecteurs extrémaux v;, 1 < i < 3.
On a ey + es = avy + bvs + cvg avec a,b,c € N et a > b > ¢ > 0. Par ailleurs,
lp(er) =lp(es) = letlp(v;) > 1,1 <i<3.Doita+b+c<2etc=0.Le
cone w est terminal de dimension 2, il est donc régulier et e; + ey est primitif.
Comme le vecteur e; 4+ es n’appartient pas & G g~ il n’est pas extrémal pour ¥'.
Par conséquent b n’est pas nul. On en déduit que e; +e; = vy + v2 et que vy et vy
appartiennent a F'. Par les lemmes 2.18 et 2.21, les cones <ej,es > et <vp,ve >
sont confondus, w est un mur de ¥’, et ¥’ est une subdivision de X p.

Comme un mur de ¢ n’a qu’une subdivision terminale minimale (sa subdi-
vision réguliere minimale), les subdivisions terminales minimales des cones < F >
pour les différentes faces F' de C' coincident sur les murs de Y. Par conséquent, la
réunion des éventails E|< s, bour les cones < F'> d’indice 1 de X ¢ et des éventails

Y, F pour les cones < F'> de ¥ d’indice > 1 est une subdivision simpliciale ter-
minale minimale ¥; de o dont ¥ est une subdivision. m

THEOREME 2.23. — Soit V une variété affine associée a un céne de di-
mension 3 canonique d’indice > 1. Alors V' a une G-désingularisation unique.

Démonstration. — Soit v un cone canonique de dimension 3, d’indice > 1,
et ¥ une G-subdivision réguliere de . Soit ¥ la subdivision simpliciale terminale
minimale de 7 (proposition 2.17) et X, la G-subdivision réguliere de -y construite
a partir de X selon le procédé décrit dans la démonstration du théoreme 2.9. Il
suffit de montrer que X est une subdivision de ..

Nous savons par la proposition 2.17 et le théoreme 2.22 que ¥ et X, sont
des subdivisions de ¥;. Donc pour chaque cone terminal simplicial 7 de Xy elles
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induisent des subdivisions régulieres X et pIN . de 7. Il s’agit de montrer que

pour chaque cone 7 de Xy, E| est une subdivision de Er| .
T T

Pour cela, il suffit de remarquer que si § est un cone terminal simplicial non
régulier sur lequel ¥ induit une subdivision ¥ 5 alors I’éventail E|5 est également

une subdivision de la subdivision élémentaire de ¢ centrée en x5 (voir proposition
2.6). La subdivision X, . est en effet construite & partir de 7 par itération de telles

subdivisions élémentaires centrées.

On suppose donc que ¥ induit une subdivision E|5 d’un tel cone termi-

nal simplicial non régulier 4, et on montre que chaque mur de la subdivision
élémentaire de § centrée en x5 est également un mur de ¥ 5 Un tel mur est

soit une face de §, et alors il appartient & 3|, car les faces de § sont régulieres

67
et ¥ est une G-subdivision réguliere de ~y, soit un cone <zs,v> pour un vecteur

extrémal v de 9.

Comme 1’éventail E|5 est une subdivision de §, le point z5 + v appartient
a un cone de dimension 3 de X 5 de vecteurs extrémaux v;, 1 < i < 3. On a

s + v = avy + bvy + cvz avec a,b,c € N et a > b > c¢. Comme vy, vy et v3
appartiennent & §, on als(v;) > 1,1 < ¢ < 3. D’autre part, on a (proposition 2.6 (i))
ls(xs +v) :2-i-i .

s
Dota+b+c<2+1/us et ¢ =0. Comme <z45,v> est régulier et v, appartient
a G, b est non nul, et on a x5 + v = vy + vz et l5(vy) + l5(v2) =24+ 1/ps. Sin
est un élément de 6 N N distinct de z5, non nul et non extrémal pour §, alors on
als(n) > 14+ 1/us. Donc l'un des vecteurs vy ou vo est égal & x5 et par suite on a
<Ts, V> = <1,V >.

Nous avons donc vérifié que ¥ est une subdivision de ¥,. Comme par ailleurs
¥, est un éventail simplicial qui a les mémes vecteurs extrémaux que ¥, les subdi-
visions ¥ et X, sont confondues. Donc toute G-subdivision réguliere de v coincide
avec I’éventail ;.. =m

COROLLAIRE 2.24. — Sim : X1 - V et ma : X9 — V sont deux G-
désingularisations d’une variété torique affine V' de dimension 3 alors I’application
birationnelle 7r2’1 om : X1 —>X» est une composition de flops.

Démonstration. — Deux G-subdivisions régulieres d’un cone o de dimen-
sion 3 ont le méme profil. En effet, ce sont des subdivisions de la subdivision
canonique Y de o, par le théoreme 2.22. Elles coincident sur chaque cone de X ¢
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d’indice > 1 (théoréme 2.23). Sur un cone de X d’indice 1, elles induisent deux
subdivisions simpliciales terminales minimales qui ont le méme profil et par suite
Ty Lo 7 est une composition de flops par le résultat de Danilov. m

3 — Un contre-exemple en dimension quatre

Une variété associée a un cone de dimension 4 n’admet pas nécessairement
de GG-désingularisation.

EXEMPLE 3.1. — Soit o le céne simplicial de Q* engendré par e; =
(1,0,0,0), e2 = (0,1,0,0), e5 = (0,0,1,0), es = (1,3,4,7). Alors Ie systéme
générateur minimal G, de o est {e1,ea,e3,e4} U P, \ {0}. Le céne o est terminal
d’indice 1 et n’admet pas de G-subdivision réguliére.

Le cone o n’est pas régulier. Le parallélotope fondamentale P, contient six
points non nuls zx, 1 < k < 6 avec

ou= (1] e (9] 9+ (4] $)ev b

oll, pour un rationnel A, {/\] désigne le plus petit entier supérieur ou égal a .
Ces six points se trouvent dans le plan 7 qui contient e; + es, 1 + e3, eq4 + €9,
e4 + e3. Ils appartiennent tous au systeme générateur minimal de o. Pour chaque
k,1<k<6onals(x) =2, ce qui montre que o est terminal d’indice 1. Dans le
plan 7, on a la disposition de la figure 2.

e1+en ea+eq

z3

e1+es e3tea

Par ailleurs, dans I'hyperplan H = I;1({2}) de Q% le plan 7 sépare les
points 2e; et 2e4 d’une part des points 2e, et 2e3 d’autre part. Le parallélogramme
[e1 + e3;e1 + ea;eq + e2;e4 + €3] est la trace sur 7 du tétraedre T'= H N o.
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A partir des faces de o et des éléments de G, on détermine des cones qui
appartiennent nécessairement a toute G-subdivision réguliere de o :

Par un calcul élémentaire, on trouve, pour k et k' entiers, 1 < k, k' <6
det(er, e, e3,z) =k
det(zg,eq,e3,21) = k' — k
det(zg,ea,e3,€4) =T —k
puis

det(er,xy,e3,e4) =7+ 4k — 7[%1
k

det(er, zy, xpr,€4) = 7({45’] — [47-|) —4(kK' — k)
det(eq, e, zp,€4) = 7[%1 — 4k.

De plus, pour tout entier ¢, 1 < i < 6, il existe un unique entier k;, 1 < k; <
6, tel que 'on ait k; = 5¢mod 7. Pour cet entier k; on a —4k; = imod 7, puis

7[47’“]—4@:1'.

Supposons maintenant qu’il existe une G-subdivision réguliere Y. de o. Alors
la trace de ¥ sur 7 contient les segments représentés dans la figure 3.

e1+es exteq

Ts5

T3

Ze6

e1+es eztes

En effet, comme le cone <ep, ez, es> est régulier, ¥ contient un cone de
dimension 4 qui a <ej,es,eq> pour face. C'est un cone <ey,es, Tk, eq4> pour
un élément zp de P, tel que det(eq,es, zx,eq) = 1. Comme det(eq, es, g, e4) =
7{4k/7] — 4k, on doit avoir —4k = 1mod 7 et donc k = k; = 5. Par conséquent,
3 contient le cone <ejp,es,x5,e4>. Ensuite, ¥ contient deux cones de di-
mension 4 ayant <ej,eq,x5> pour face. Puisque det(er,zs5,es,e4) = —1 et
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det(er, x5, e3,e4) = 6, ces cones sont < ey, Ts,,es,e4> et <ey,Ts, T, €4 > POUr UN
point zj de P, tel que det(er, x5, g, eq) = 1. Or on a

det(ey, x5, T, e4) = —7[%1 + 4k + 7[%1 —dk=-1+ 7[%1 — 4k .

Donc 7[419/7] —4k = 2 et k = ko = 3. Par conséquent ¥ contient le cone

<€1,TkyyThy,€4>=<E€1,T5,T3,E4 >.

De méme, si ¥ contient le cone <ej,xy; ,,Tr;,€4> pour un entier ¢ avec
2 <4 < 5 alors 'un des deux cones de dimension 4 de ¥ ayant <ej, zg,,e4 > pour
face est <ey,zy; ,,Tk;,es> et comme det(er, Ty, Tk, ,,e4) = —1 et det(er, xy;,
es,e4) = 7 — i, le deuxiéme est <ej,xy,, Tk, eq4 > pour un point xp de P, tel que
det(er, k,, Tk, €4) = 1, Cest-d-dire 7[4k/7| — 4k =i + 1 ou encore k = k;1,. Par

conséquent, ¥ contient également le cone < ey, xy,, Tk, ,,e4 >. Enfin, comme on

i1
a det(er,zr;,es,eq) = 7—1, 1 < i < 6, X contient le come <ey,x,,e3,e4 >=

<e1,T2,€3,64 >.

En particulier, ¥ contient le cone <zp,,xr, >= <x1,26> puisque c’est
une face de <ey,xp,, Tr,, €4 >.

De facon analogue, on montre que ¥ contient les cones < e, es,e3,x1 >,
< Xp,e2,6e3,Tpr1 >, 1 < k < 5, et <xg,e2,e3,e4 >. D’ou le dessin partiel 4 pour
YN

e1+ez estea

Ts5

Ze6

T4

e1t+es estes
En particulier, ¥ contient le céne < x3,x4 > puisque c’est une face de
<l’3, €2,€3,T4 >.

Or lintersection des cones <x3,x4> et <x1,rg> est la demi-droite en-
gendrée par e = x1 + x5 = 3 + 24 = »_ €;, 1 < i < 4. Comme les cones <xzq, x>
et <x3,r4> appartiennent tous deux a X, le vecteur primitif e est un vecteur
extrémal de . D’olt une contradiction, puisque e n’appartient pas & G,. &

27



REMARQUES 3.2.

(a) Si o est un cone terminal simplicial de dimension 4, on ne peut pas
en général caractériser les points de G, par la valeur que prend la forme linéaire
I, sur ces points, comme on ’a fait pour les cones de dimension 3 (proposition
2.1). Soit par exemple le cone simplicial o de vecteurs extrémaux e; = (1,0,0,0),
es = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), eq = (5,6,9,16) dans Q*. C’est un cone terminal.
Le point ¢ = (2,2,3,4) appartient & G, et l'on a l,(g) = 2 + 1/4 et le point
x = (4,4,6,10) n’appartient pas & G, alors que l'on a l,(x) =2+ 1/8.

(b) Les résultats du paragraphe 2 et ’exemple 3.1 montrent une différence
importante, au sujet des G-subdivisions régulieres et des diviseurs exceptionnels de
désingularisations, entre les variétés toriques de dimension 3 et celles de dimension
supérieure. Pour ces dernieres il y a de nouvelles questions naturelles, par exemple :

— lorsqu’elles existent, les G-subdivisions régulieres d’un cone de dimension
4 ont-elles toutes le méme volume ?

— comment se traduit, dans la géométrie du cone o, le nombre minimum de
diviseurs exceptionnels intervenant dans une désingularisation de la variété V, ?
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