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Amas, idéaux a support fini et chaines toriques
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Résumé — Un amas est une constellation pondérée de points infiniment voisins du point fermeé
défini par un anneau local régulier R. Soit IcR un idéal ayant une constellation C de points base,
Z la variété obtenue en éclatant C. On monire des inégalités pour les nombres d'intersection du
diviseur défini par 1¢, avec les diviseurs exceptionnels et que Z est une désingularisation plengée
de I'hypersurface définie par un élément général de 1. On caractérise les idéaux menomiaux
*-simples au sens de Zariski-Lipman.

Clusters, finitely supported ideals and toric chains

Abstract — A cluster is a weighted constellation of infinitely near points to the clused point defined
by a regudar local ring R, Let T R be an idea! having a constellation C of base points, Z the variety
obtained by blowing-up C. We prove some inequalities for the intersection numbers of the divisor
defined by €y with the exceptional divisors, and that Z is an embedded desingularization of the
hypersurface defined by a general clement of 1. We characterize the *-simple monomial ideals in the
sense of Zariski-Lipman. .

Soit R un anneau local régulier de dimension d=2, contenant un corps k algébri-
gquement clos, Soit X:=S8pecR, OeX le point fermé.

1. CONSTELLATIONS ET AMAS DE POINTS INFINIMENT vOISINS. — On dit qu'un point  est
infiniment voisin de Q si Q est un point fermé appartenant & une variété Z obtenue &
partir de X par une suite d’éclatements de points. Une constellation est la donnée d’une
famille finie C={Q,, Q,, ..., Q,}, 00 Qu:=0eZ,:=X et chaque Q;, 1=<iZn, est un
point infiniment voisin de O appartenant a la variété Z, obtenue par I'éclatement
o Z;—=7Z,_, de centre Q,_,. Soit p:Z=27,,, — X la composition o;°...°G,,,. S0it
piZ—7Z,=:X, la composition ,°...°0g,, 'ensemble C, des points images des
diviseurs contractés par p,, et soit m, : X, — X, 'éclatement de centre C,. Alors il existe
un morphisme p,:Z — X, tel que p, =, °p,. Pour chaque Qe il existe un seul indice
i tel que X, et Z; soient isomorphes aux voisinages de Q et de Q, respectivement; en
identifiant Q et Q;, C, est une partie de C. Si C; #CN\{Q, }, soit n;: X, - X, I'éclate-
ment de centre Pensemble C, des points images des diviseurs contractés par p,, et on
identifie C, 4 une partie de C. Par récurrence, et en posant Co={Q,}, on obtient une
partition de C. Si Q,;eC, on appelle /=1{(Q,) le niveau de ,, et quitte 4 reordonner les
indices i on suppose que si /(Q;)>1(Q,) alors on a j>i. Pour chaque Q=Q,C on note
Bg (ou By le diviseur exceptionnel de I'éclatement de , et E, (ou E,) ses transformées
strictes (et Bg). On &grit Q=P si Q est infiniment voisin de P. On définit une relation de
proximité dans C: Q; est proche de Q; si Q,eE; on la note Q; -+ Q, (ou j-—i). On
appelle matrice de proximité la matrice (n-+ 1) x(n-+1), M=({n;;)), avec p;=1, p;=—1
si i—j, et n;=0 dans les autres cas ([1], [2]). Le groupe libre @ Z E, des diviseurs de Z
a support exceptionnel est muni de la forme d-linéaire symétrique d’intersection. Pour
chaque QeC, soit E§ la transformée totale de Bé dans Z; la famille des diviseurs EZ,
QeC, ¢st aussi une base de HZE,, et on démontre :

Prorosimion 1. — (a) Pour chagque QeC on a Eq=E§— Y E} La matrice de

P-Q
proximité M est donc la matrice de changement de hase des By aux BE.



(b) Le produit d'intersection B} @ .. @ Ef vaut (— 1Y 1 sii;=. .. =i, et vaut 0 sinon.
On appelle amas une constellation pondérée A=(C, m) avec C une constellation, et
avec m="(my, ..., m,), ou chaque m;=mg eZ est le poids de Q,. On associe 4 chaque

amas A le diviseur D (A) 4 support exceptionnel dans Z défini par D(A)=Y m,E¥. On
aD(A)=>d,E, ot d=M~"'m [par prop. 1 (a)].

2. IDEaux A sUPPORT FINI. — Un idéal I< R est & support fini s'1l existe une constellation
C de points infiniment voisins de O telle que le faisceau d’idéaux [, soit inversible
pour le morphisme p:Z — X défini par la constellation C. On associe & chaque idéal a
support fini T un amas A,=(C,, m), ou C;=(Q,. Q,, ..., Q,) est la constellation mini-
male telle que 1@, soit inversible (les QQ; sont appeles les points base de I), mig est la
multiplicité de I en Qg et m; est la multiplicité de la transformée faible Fy, (ou F;) de |
au voisinage de Q,e C, dans X,, 1=i=u. La fransformée faible F; est définic par
récurrence; on pose Fy=I, et si Q;&B; dans X, alors F;=x""/F,; 0y, ou x=0 est une
équation locale de B; en Q, [3]. L’idéal I &, est inversibie; il définit un diviseur de Cartier
D, dans Z, 4 support exceptionnel, D=3 d, Eq. tel que 1 ¢, =0, (—D;). Ona D(A)=D;,
et ¥ doEq=3 mqE§. On dit que I'idéal I est complet s'il est intégralement clos ({4], [3]).

ProrosiTion 2. — (@) L'application o gqui a chague idéal 1 compler et a support fini
associe lamas A, est injective.

(5) Pour chaque constellation C, soit £ application gui associe @ chaque idéal 1 dont la
constellation de points base est C, le diviseur Dy tel que 10, =0,(— D)), Alors Uimage de
g est l'ensemble des diviseurs D dans Z, a support exceptionnel, tels que application
canonique p*p, 0, (—D)— 0, (—D) soit surjective, ot p:Z — X est le morphisme défini
par C.

Pour montrer (@), on remarque que 'amas A, détermine I'idéal I, car D;=D (A}, et 1
étant complet, on a I=p, (¢, (—Dy)) (voir aussi [3], prop. 1.10). L’assertion (b) résulte
de[5,§18. W

PRrOPOSITION 3. — Soir I un idéal & support fini, D=D=% mgE¥ le diviseur défini par
10, Soit kel, |=k<d=dim(R), et T ={i;<...<i.} une partic de cardinal k de
{1, ..., n}, ou n est le nombre de points base de 1 infiniment voisins de 0. Alors on a
Pinégalité suivante pour le produit d'intersection ry:=(—D)* "o E, o ... e E;, 20

En effet Z est lisse, donc normal, et 1@, est inversible, donc le morphisme p: 7 =X
se factorise par I'éclatement normalisé o:Y —Z de centre I, avec un morphisme
g:Z-Y. On adonc (—D)' *eE, ... e¢E, =c, (10" *eq,(E, e...eE) (par la
formule de projection). Or on a dimg, (E;,®... ®E )<d—k; si on a égalité le produit
précédent est positif, et sinon il est nul, car [ @7 est ample et g, (E,®...0E;) est un
cycleeffectit. H

CorOLLAIRE 4. — Ona (— 1}t Y ([| w)mi 20 doumi *=z 3 mi %

i=0 iedF joivVied

La premiére inégalité équivaut a celle de Pénoncé de la proposition 3, compte tenu de
la proposition 1; on en déduit la deuxiéme expression par la définition de M. W

Les mégalités r- =0 ont aussi une autre interprétation géométrique.

Lemme 5. — Soient Q— O et Fy, g, l'image de F dans Op o d=3. Alors on a

ordg (Fo)=ordg (Fq g,)- 7
En effet on a ordy (Fg) Zordg (Fg | g,); dou I’égalité car Fy, est & support fini. W



Soit 7 ={i<...<i}, avec 1=k<d, tel que si i, ', i">i alors on a i’ - i. On
note Fy la transformee faible de T au voisinage de Q,, S, P'anneaun local en Q, de
Es:=E, M ... ME, _,et Fs g, 'image de F; dans S,. On a dimSz;=d—k+ L.

THEOREME 6. — (a) L'idéal F 5 g, est a support fini. Son amas a pour constellation les
points QzQ, , proches de Q;, . ... Q, _,, pondérée par les poids de I'amas de 1.

(b)Y Le morphisme p:Z — X est une desingularisation plongée de Uhypersurface définie
par un élément général de 1. [car (k) =0].

(¢} Sik=1, alors ry est le nombre de branches de la courbe intersection compléte définie
par d—1 éléments généraux de 1 qui rencontrent B, . En général, pour k21, ry est le
nombre de branches de la courbe intersection compléie générale de F 4 ¢ [car(k)=0].

La démonstration de (a) repose sur le lemme 5. L’assertion (b) résulte de (a) et du
théoréme de Bertini. On utilise (5) et la définition de r, pour le cas k=1 de (¢); puis on
Papplique & I'idéal g |¢,. W

3. CHAINES TORIQUES ET IDEAUX MONOMIAUX A SUPPORT FINI. — Soit N~Z* un réseau de
dimension d, N* le réseau dual. Soit £ un éventail dans Ng=N®;R; on note X; la
variété torique associée a £, munie de ['action d’un tore Tz (k*)". Il existe une correspon-
dance bijective entre les T-orbites de X; et les cones de . Soit A={ # ) un cdne simplicial
régulier de dimension d ou #={v,, ..., vd} est une base ordonnée de N qui engendre
A. Soit X,~k? la variété torique affine associée a I'éventail Z, formé de toutes les faces
de A, Q, la T-orbite de dimension 0 de X,; et g, :X; = X, l'éclatement de Q,. La
variété X, est associée 4 P'éventail X,, subdivision minimale de £, qui contient I'aréte
qui porte le vecteur u=Y v, Pour chaque i, | £i=d, soit %, la base ordonnée obtenue
en remplagant dans # le vecteur o, par u, et soit A;:=<{4,>. Le diviseur exceptionnel
By=0'(Q,) contient I'orbite dense correspondant a Varéte qui porte u; chaque orbite
de dimension 0 de X, correspond 4 un céne A, 1=i<d Une chaine torigue de points
infiniment voisins de Qg est une constellation (Q,, Q,, ..., Q,) telle que Q, soit une
orbite de dimension 0 et Q;eB,_,, 1<i<n, ou B,_, est le diviseur exceptionnel de
Iéclatement o,: X; - X;_, de centre Q,_,. Le choix du point Q, équivaut a celui d’un
entier a,, 1 =4, =4, qui détermine un céne A, de ¥,. La subdivision £, de £, correspon-
dant a Péclatement de Q, est obtenue en remplagant A, par les cones A, ,={#,, ),
avec 4, ; la base ordonnee ou I'on remplace le i-éme vecteur de 4, par 3o, ved, . Le
choix de Q,eB, équivaut au choix d’un entier a,, 1=a,=<d, qui délermine un cbne
A,, 4, Par récurrence sur n on a :

ProrosiTiON 7. — Il existe une bijection entre les suites dentiers (a, ..., a,), ou
1Sa;5d, 1 £iZn et les chaines iorigues (Qq, ..., Q,) : pour chague i, le point Q, est
l'orbite de dimension § de X; correspondant au cone A, =, de L.

ProrosiTion 8. — Soif (Qy, ..., Q) la chaine torigue correspondant a une suite d'entiers
(@i, ..., a,). Soient j et k deux indices, 0=j<k<n. Alors Q, est proche de Q; si et
seulement si on a a;, ¢{a;|j+2=i<k}.

Soit I un idéal monomial (7. e. T-équivariant) de Oy, q.; soit x=(x;, ..., x,) le sys-
téme de coordomnées de X, correspondant & la base #; pour chaque j, 1£;<d,
soit U; l'ouvert affine de X, défini par le cone A, et soit y(H=(y; (), - .., va(D) le

systétme de coordonnées de U; correspondant 4 la base 4. Soit x*=nx{T un mondme
appartenant 4 I, Alors la fransformée faible de x® dans @Uj est le monéme y (5, ol
S=1e=({f1, ....[f,) est donné par (TF):f=e; si i#); f;=Ze;—m. Si1 & est un sous-
ensemble fini de Z%, tel que {x°|ec&} soit un systéme générateur de I, alors



{y(j) ©@lec &'} est un systéme générateur de F, @y, ol F, est la transformée faible de
.Ona: '

LemmMe 9. — Soit k un entier, 1VZk=d, O, lorbite de dimension 0 de U, Alors la
transformée faible ¥, de 1 est mg -primaire (ou mq, est Uidéal maximal de Oy o) si et
seulement si

(@} x7el, pour tout i#k, 1 =i<n, ou m=mult, (I).

(b) inf{s{xel}= M>m.

THEoREME 10. — (@) Seit % wune base ordonnée de N, C=(Qg, ..., Q,) la chaine
torigue déterminée par une suite a=1(a,, ..., a,). Alors la suite de multiplicités minimale
(pour Uordre lexicographique inverse) des idéaux monomiaux & support fini ayant C comme
points base est m=(mg, ..., m,) ou m,=m, =1, et pour 1Zk<n, m_ =m si
=0y 1, My g =T+ My ST QF# Gy . AVEC rk:max{ilak+l =Gy = .. =

(b) Pour chaque chaine torigue C la suite de multiplicités de Uidéal *-simple complet
associé d C [3] est celle déterminée en (a).

Exemple. — Sig=(3,1,1,2, 1,1, 1), alorsonam= (14, 5,5, 4,1, 1, 1, 1}.

Pour démeontrer le théoréme, on pose F,=mg , d’ot m,=1, et on montre qu’il existe
un contracté F,_, tel que m, _,=1. Ensuite on fait une récurrence en supposant que la
transformée faible d’un idéal F soit a4 support 'orbite O, de A,, on utilise le lemme 1, et
on fixe un entier j qui détermine le type de contraction ¥_, de F. On obtient les entiers
m_, et M_, analogues & ceux du lemme |; si k=jonam_,=met M_,=m+M, et sl
k#jonam_ ;=M et M_;=m+M. Pour montrer finalement que I est effectivement
contractable, on inverse les formules (TF) et on montre que les conditions » /;<M si

# 5
j#k (resp.<m si j=k) sont satisfaites pour les exposants f; de chaque mondme d’un
systéme générateur de F. La partie () résulte de [3], proposition 1.10, en considérant la
cléture intégrale de 1'idéat construit dans la démonstration précédente. W
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