MODELES CANONIQUES PLONGES |

Gérard GONZALEZ-SPRINBERG — Monique LEJEUNE-JALABERT

Como una figura de tarot, algo que tiene que resolverse, un
poliedro donde cada arista y cada cara tiene su sentido inmediato,
el falso, hasta integrar el sentido mediato...

Rayuela J. Cortdzar

1. Introduction

Soit S une variété algébrique de dimension d avec un point singulier isolé O,
définie sur un corps de base & algébriquement clos de caractéristique nulle.

Une désingularisation de S est un morphisme propre birationnel 7 : S — 8,
isomorphisme en dehors de 7 ~1(0), avec S une variété lisse. Etant donné un plongement
de S dans une variété lisse V de dimension d + 1, on appelle désingularisation plongée
de S — V un morphisme propre birationnel = : V=V, isomorphisme en dehors
de 7=1(0), ou V est lisse, la restriction de 7  la transformée stricte S de S est une
désingularisation de S, et 771(S) est un diviseur 4 croisements normaux. L’existence
de désingularisations (resp. de désingularisations plongées) a été démontrée par H.
Hironaka.

Les résultats classiques sur la structure des morphismes birationnels des surfaces
lisses et sur les diviseurs de premiére espéce (lemme de Castelnuovo) ont permis de
démontrer I’existence d’une désingularisation minimum pour les surfaces.

Par ailleurs, il existe une désingularisation plongée standard pour les courbes
planes, obtenue par des éclatements de points.

La réalité est loin d’€tre aussi simple en dimension plus grande, en ce qui
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concerne 1’unicité de désingularisations (plongées ou non) ayant des propriétés de
minimalité, ou de constructibilité standard.

On doit se résigner a la “prolifération” de désingularisations plongées de surfaces
et 3 la non unicit€¢ d’une désingularisation minimale des variétés de dimension trois.

Dans la théorie birationnelle des variétés de dimension trois développée principa-
lement par S. Mori [M], on a été amené a considérer des vari€tés ayant des singularités
appelées canoniques (étudiées par M. Reid) qui généralisent les points doubles rationnels
des surfaces. Les variétés considérées dans cette théorie qui n’ont que des singularités
canoniques sont appelées mode¢les canoniques.

Dans ce travail, nous considérons des modéles canoniques plongés de surfaces
dans un espace ambiant de dimension trois qui admet des singularit€s canoniques.

Plus précisément, nous utilisons une structure supplémentaire, celle des variétés
toriques, qui permet pour une classe nombreuse d’hypersurfaces (4 savoir les hypersur-
faces non dégénérées pour leur polyédre de Newton) ’obtention de désingularisations
plongées en utilisant les éventails (méthode due & Hovansky et Varchenko).

On fait d’abord une traduction de la premiére partie de cette méthode en
termes d’un éclatement normalisé équivariant, appelé éclatement de Newton. Ensuite,
on construit un modéle canonigue plongé dans une variété torique n’ayant que des
singularités canoniques, tel que la surface n’a que des singularités de type A,, (qui sont
les seules singularités toriques canoniques de surfaces). Ce modéle canonique plongé
ainsi construit posséde des propriétés de minimalité parmi les modeles obtenus a partir
de I’éclatement de Newton.

Dans le §2, on fait des rappels et on donne des résultats préliminaires sur les
éventails, les éclatements équivariants et les singularités canoniques toriques.

La description détaillée d’un exemple est faite au §3.

La construction des modeles canoniques plongés des surfaces hypersurfaces non
dégénérées pour leyr polyeédre de Newton, 1’étude des singularités de ’espace ambiant
et de la transformée stricte de la surface, et les propriétés de transversalité constituent
le §4. Certains de ces résultats sont facilement généralisables en dimension supérieure
a trois. Nous nous sommes bornés a la dimension trois car les €noncés sont plus précis
et plus simples.

2. Rappels et résultats préliminaires

2.1. — Nous rappelons d’abord, en dimension quelconque, les notations et les
définitions de base concernant les plongements toriques et les éventails. La théorie est
développée par exemple dans [T-El, [O 1], [O 2], [D] auxquels on pourra se reporter
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pour plus de détails.

Soit L un Z—module libre de rang d. On désigne par cone convexe rationnel
polyédral ou plus simplement céne tout sous-ensemble C de Lg = L @ R tel qu’il
z

existe une famille finie v;, 1 € 7 € p, d’éléments de L telle que :
C:{ Z )\.."U,'I/\,' ER, )\,20} .
1gigp
On dit que C est régulier s’il peut €tre engendré par une partie d’une base de L.
La dimension du R—espace vectoriel engendré par C sera appelée la dimension de C.
Soit L™ = Homgz(L,Z) le dual de L. C’est un Z—module libre et L = L* c? R

s’identifie naturellement & Homg(Lg, R). Un Ayperplan d’ appui & C est 'ensemble des
zéros dans Lg d’une forme linéaire £ € L* telle que £ > 0. Une face F de C est
I'intersection de C avec un hyperplan d’appui; c’est un cone. On dit que ¢ € F' est
dans I'intérieur de F' si ¢ n’appartient 3 aucune face stricte de F.

Soient M et N deux Z—modules libres de rang d duaux ’un de I'autre. Un cOne
o de Ng détermine un céne & (resp. un sous-espace vectoriel o) de Mg en posant &
(resp. o) = {m € Mg|m, > 0 (resp. = O}

La correspondance ¢ — & €tablit une bijection des cones de Ng dans ceux de
Mg puisque 0 = {n € Ng|n|; = 0}.

Soit k£ un corps, £* son groupe multiplicatif. T := Homz(M,k*)= N ? k" est
un tore algébrique sur & de dimension d.

M s’identifie aux caractéres de T' en faisant correspondre 2 m € M le caractere
x" T — k", ¢ — @(m). On a canoniquement I'(T", Or) = k[M] "algebre du groupe
M sur le corps k. N s’identifie aux sous-groupes a un paramétre de T en faisant
correspondre & n € N, A,, : k* — T défini par :

A@Gm) =t™™  tek* meM.

Etant donné un tore algébrique sur k, une variété torique V est une variété algébrique
contenant T' comme ouvert de Zariski dense et munie d'une actionde 7', T'x V — V,
prolongeant T' x T" — T. Toutes les vari€tés toriques que nous considérerons dans la
suite seront normales. Soit ¢ un cdne fortement convexe de Ng, i.e. ne contenant pas
de sous-espace vectoriel # (0) de Ng. & est alors un cone de dimension d de Mg,
& N M est un sous semi-groupe de M et V, = Spec k[& N M] est une variété torique
affine normale sur laquelle le tore obtenu précédemment & partir de (M, N) agit. V, est
non singuliére si et seulement si o est régulier. On sait que si n € N, n est dans o si
et seulement si ,liné Ap(t) € V.

En effet ’existence de cette limite équivaut & Ia possibilité de factoriser par k[¢]
le morphisme composé :
I'(Vo,0v,) = k[6 N M] — k[M] — k[t,1 ']
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Or il en est ainsi si et seulement si {m,n) 2 0, Vm € &N M. Ceci montre qu’alors
An(0) =tli“é An(t) € V, est donné par le morphisme :

1 si{m,n)=0

KlonM)—k; x *“"{0 si(m.n) >0 °

Il en résulte alors facilement que si n; et np appartiennent & I'intérieur d’une méme
face de o, A, (0) = A,,(0) et que dans toute orbite de V/, il existe un unique point
de la forme A, (0). La correspondance qui, & une face 7 de o associe ’orbite O de
An(0), n étant un point quelconque de N choisi dans Pintérieur de cette face, est donc
une bijection de ’ensemble des faces de ¢ dans celui des orbites de 7" dans V,. On a :
dim7+dimO, = det ; C 7 si et seulement si O, est contenue dans 1’adhérence de
0O;,.

2.2. — On considére maintenant une face 7 de dimension d — 1 de . On va
montrer que V, s’identifie au voisinage de O, au produit de ©, par une variété torique
affine.

Notations. — Soit U; = |J O,.. C’est la réunion des orbites de T dans V,
T'CT
qui contiennent O, dans leur adhérence.

Soit E, le sous R—-espace vectoriel de Ng engendré par 7. N, 1= N N E; est
un Z--module libre de rang d — 1. La suite :
0— N, — N — N/N, — 0

est exacte et scindée car N/N, étant sans torsion est un Z—module libre. Soit N* =
Homgz(N,Z) (égal 4 M), NX = Homg(N;,Z). La projection canonique 7 : N* — N
définie par m(m) = myy,_ est donc surjective et son noyau Ker 7 est un Z—module libre

de rang un. Dans le diagramme commutatif :

60— Kerr — N* & NI —0

l l l

0— (Kermg — Np 2% N7 —0

les deux suites horizontales sont exactes et scindées. On constate que 7+ = Kermg =
(Ker m)g et que Kern = 7+ N M. Or 7 étant une face de o, il existe m € M, m # 0 tel
que m, = Oet 7 = {n € o | {(m,n) = 0}. m appartient donc a Ker 7. Nous désignerons
par mg le générateur de Ker = dont m est un multiple positif. Ainsi my € &N M.

LEMME 1. — U, = Speck[& N M],me = Spec k[T N M].

Si 7 estr une face de T,

O, = Speck[r'* n& N M)
0, NU, = Speck[rt Nn¥AM].

En particulier, O, N U, = 0, = Spec k[7+ N M] = Spec k[x™°, x~™°].
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Démonstration. — Soit 7" une face quelconque de ¢. Pour montrer la premigre
égalité, il suffit de montrer que 7’ C 7 st et seulement si x™ ne s’annule pas
sur O, ~. Or n étant quelconque dans I'intérieur de 7", il en est ainsi si et seulement si
x™(A,(0)) # 0 donc encore {mgy,n) = 0. Or 7 = {n € o|(mp,n) = 0}

kg N M],mo est I'algébre du semi-groupe engendré par & N M et —myg. Or
moETINM CHFNMetdNM C ¥ M, puisque 7 C o. C'est donc un sous semi-
groupe de ¥ N M. D’autre part, soit m € ¥ N M. Soit ny,...,n, € N des générateurs
de o. Puisque mp € & et n; € o, alors {mg,n;) = 0. Si {(mg,n;) = 0, alors n; € 1,
d’ol {m, n;) > 0. Par suite, si {m,n;) <0, on a {mg, n;) # 0. Il existe donc un entier
s positif tel que (m +smp,n;) 20, 1 i< p,etm+smp € N M.

Soit I I"idéal de k[ N M] définissant O, - Y™ € I si et seulement si :

Vn € Intérieur 7/, x™(A,(0)) = 0 ou {m,n) > 0. Mais pour m € § N M, les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

i) Vn € Intérieur 7', {m,n) >0
ii) In € Intérieur 7/, {m,n) >0
i} 3n € 7', {m,n) > 0.

Par suite, k[c N M] =1 @ k[r'* n& N M].

L'anneau des fonctions réguliéres sur O, N U, est le localis€ en y™ de
k{v'+ N & N M] donc I"alggbre du semi-groupe engendré par 7'+ N & N M et —my.
On vérifie que ¢’est 7'+ N ¥ N M. Comme précédemment J étant 1’idéal de k[+ N M|
définissant O, N U, dans U, k[FNM]=J @ k[~ NnFAM]

LEMME 2. — Soit o une section de = : N* — N}.Le diagramme commutatif :
n

0— rinM — N'=M = N; S

&

[ I I
M — itnirnM — a(tninM)
posséde les propriéiés suivantes :
simertninMemerinM, alorsm+myertninM
ii) acn(rtNninM)CcrtnInM
i) "tNIFNM=con(tNn¥aM)erinM
iv) 7't AFAM) = N* Aag('L n#).

N*, N, détermine un tore algébrique de dimension d — 1. 7 qui est un cbne
fortement convexe de (N;)r détermine une variété torique affine v, de dimension
d — 1, 7/ qui est une face de 7 détermine une orbite o_, du tore dans v,. L'inclusion
k[t O M] — k[¥ N M] définit une rétraction U, — O,.

PROPOSITION. — a détermine un O, —isomorphisme équivariant :

U'r — 07 XVr
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identifiant O, N U, avec O, x,,.

Démonsiration. — C’est une conséquence immédiate des lemmes 1 et 2 apres
avoir vérifi€é que 7(F N M) = {m € N}|m, > 0} et que 7(7'* N¥ N M) =
{m € Nre|my, 20, Myrs = O},

2.3. — On appelle éventail une famille finie ¥ de cones rationnels fortement
convexes de Ny satisfaisant

(i) si T est une face d’un céne ¢ € X, alors 7 €
(ii) si 01,02 € X, alors oy N oy est une face de o et de o3.

Si 7 est une face de o, I’inclusion k[& N M] C k[# N M] induit I’identification de
V; avec un ouvert de V,. On associe a un éventail ¥ la variété algébrique Vx obtenue
en recollant les V,,, ¢ € X, par les identifications précédentes. Une subdivision de %
est un éventail ¥’ tel que pour chaque ¢’ € ¥/ il existe ¢ € £, ¢’ C o, et les supports
Z|={J cet|E]= |J o coincident.

gEXD ag'el!

Si ¥’ est une subdivision de X, il existe un morphisme propre birationnel
équivariant 7 : Vg, — Vg induit par les inclusions k[¢ N M] C k[&' N M] pour
o Co,0e€¥, 0c.

La fibre exceptionnelle ' de = est le lieu (réduit) dans Vs, oll 7 n’est pas un
isomorphisme.

ProPosSITION. — La fibre exceptionnelle E de w est la réunion des orbites
O,/ de T dans Vs, pour o' € X et o' ¢ L.

En effet, m est équivariant, donc £ est réunion d’orbites de T dans Vx/. Pour
chaque ¢’ € ¥, notons 7(¢') le cOne de dimension minimum appartenant 3 ¥ tel que
o' C n(c’); m(c’) est unique car §’il y en a deux, leur intersection appartient 4 X et
contient o, donc la dimension n’était pas minimum. On a 7(0,:) = Oy -

Par suite, si dim ¢’ < dim 7(¢”), alors dimQ,/ > dim 7(©,.) et O, C E, d’ou
O, C F car 7 est propre. 8i o/ ¢ %, alors il existe une face 7' de ¢’ telle que
dim ' < dim #(7"), d’'o0 0, C O C E .

Inversement, si O, C F, alors Q, est contenue dans une composante
irréductible de £ qui est adhérence d’une orbite O,., d’ot O, C O, et 7’ est une
face de o'; par suite dim 7(0,/) < dimQ,., d’ol dim 7’ < dim#x(+) et o' ¢ Z. B

Si I est un idéal monomial d’une variété torique affine V,, on a la description
suivante de ['éclatement normalisé de V, de centre { en termes d'une subdivision de
I’éventail des faces de o (noté aussi ¢ par abus de notation). Soit # un idéal du semi-
groupe §NM, ie. n C §NM, tel que n+(FNM) C n. Soit I = k[n] I’'idéal (monomial)
de k[& N M] associé a 7.



Soit h,, : ¢ — R définie par h,(n) = min{{m, n}|m € n}; h, est continue et
linéaire par morceaux.

Soit T la subdivision la moins fine de o telle que la restriction de & a chaque cone
de ¥ soit linéaire. Le morphisme cancnique 7 : V& — V,; est I’éclatement normalisé€ de
V., de centre I.

Par exemple, on peut décrire de cette fagon les éclatements des adhérences
d’orbites. En particulier, voici la description des subdivisions correspondantes aux
éclatements de ’origine ou d’un axe de k*, par les dessins (a) et (b) suivants, o
on a représenté l'intersection de 1’éventail avec une sphére S? centrée & I’origine de R®
(identifié avec Ng en ayant choisi une base ny,nz,n3 de N).

n3 : n3
ny+ny+ns
(a) S —
1 7y n; ,;2
hy c
n3 ny
(d) —_—
n o on+n i ni n2
b o

Un autre exemple d’éclatement normalisé que nous utiliserons dans la suite est
celui que ’on peut appeler éclatement de Newton; c’est une traduction, en termes
d’éclatements normalisés équivariants d’éventails, d’une partie de la construction utilisée
pour désingulariser des hypersurfaces ([V], voir aussi [L] et [O 3]). Soit & un cOne
régulier de dimension maximum de Mg et £ un sous-ensemble de & M M. On peut
considérer ¢ comme les exposants d’une famille de monémes de £[& N A ). On associe
4 ¢ I'idéal n du semi-groupe & M M engendré par ¢, i.e. n = € + (¢ N M ). On appelle
éclatement de Newton 1’éclatement normalisé de centre 1'idéal k[n] de &fd N M]. En
fait 1a fonction h,, est déterminée par le bord A (polyedre de Newton) de I’enveloppe
convexe de 1 dans Mg, car on a hy(n) = min{(m,n), m € N'}.
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2.4. — On rappelle la définition des singularités canoniques et terminales ([R]).
Soit X une variété normale quasi-projective de dimension d, wx le bidual du faisceau
des d—différentielles de X, K x un diviseur (de Weil) tel que wx = Ox{Kx). Si rKx
est un diviseur de Cartier pour un entier » > 0, on appelle indice de X un tel » qui
soit minimum. X a des singularités canoniques (resp. terminales), si X est d’indice fini
etsim: X — X étant une désingularisation de X, on a rKir' = 1 (rKx)+ Za; E;,
avec a; = 0 (resp. avec a; > 0), ot {£;} est la famille des diviseurs irréductibles
exceptionnels de .

En dimension deux, les singularités canoniques sont les points doubles rationnels,
et terminal implique lisse (Duval).

Une variété torique affine V, associ€e a un cOne fortement convexe o € Ny est
d’indice r s’il existe m € M et un entier » > 0 tels que {m,n;) = r pour les points
primitifs n; € N des faces de dimension un de o, 1 < 7 < s; et V, est canonique
(resp. terminale) si de plus on a {;m, n) > r pour tout n € ¢ NN ~ {0} (resp. si de plus
{m,n) >rpourtout n € c NN~ {0,ny,...,n,}).

On dit qu’un cbne & est canonique (resp. terminal) si V, est canonique (resp.
terminal).

Les singularités toriques canoniques de surfaces sont celles de type A, i.e. telles
que la fibre exceptionnelle de la désingularisation minimale est une chaine de courbes
rationnelles lisses avec auto-intersections —2.

On dit qu’une subdivision ¥' d’un éventail ¥ est canonique (resp. terminale) si
tout ¢’ € %' est canonique (resp. terminal). Etant donné un cone fortement convexe
o, on appelle subdivision canonique minimale celle induite par les faces du bord de
’enveloppe convexe de ¢ NNV ~ {0}, que I'on notera ¥ ; chaque cone de dimension
positive de ¥¢ est la réunion des demi-droites de Ng d’origine O qui portent les points
d’une face de ce bord.

3. Exemple

Soit § I’hypersurface de ¥V = k* d’équation X%+ Y3 + 2% = 0. Le graphe dual
de la désingularisation minimale de S est Eg :

d dy ds & db

dy

Chaque sommet représente une composante irréductible (courbe rationnelle lisse)
de la fibre exceptionnelle, et chaque aréte un point d’intersection des composantes

8



correspondant aux extrémités. Cette désingularisation est obtenue par quatre éclatements
de points et les indices indiquent l'ordre d’apparition des composantes; on obtient
successivement des singularités de type As, Az et A,. Pour obtenir une désingularisation
plongée A partir de cette désingularisation de S il faut éclater la courbe dy deux fois
dans la variété ambiante de dimension trois {G}. On peut représenter la variéi€ ambiante
obtenue par ces éclatements par un éventail, car en ce cas ce sont des éclatements
d’adhérences d’orbites du tore standard &™>.

€3

ny

(3.1

g

€1 €2

(Le diagramme est déformé mais respecte les alignements des sommets). Les quatre
éclatements de points donnent lieu & des subdivisions de type (a), les deux derniers &
celles de type (b) de 2.3. Les sommets sont : e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0, 1),
n=(1,1,1), n =(2,2,1), n3 = (4,3,2), ng = (6,4,3), ns = (2,1, 1), ng = (3,2,2).

Cette désingularisation plongée de .5 est obtenue en suivant la méthode de
Hironaka. Elle peut e obtenue aussi par la méthode de Hovansky et Varchenko.

Si on fait I’éclatement de Newton on obtient Ia subdivision Xz ol le seul sommet
ajouté dans l’intersection avec la sphere est n4, car I’équation de .S est quasi-homogéne
de poids les coordonnées de ngy.

Soient o1 = (n4,ez,e3), o2 = {n4,e1,e3}, 03 = (n4,e1,e3} les trois cones de
dimension maximum de ¥,r. Pour o, (resp. pour o3) il existe une seule subdivision
terminale minimale qui est en fait réguliére; c’est celle indiquée dans (3.1). Mais pour
o1 il y a cing subdivisions terminales minimales, qui sont toutes réguliéres :
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1 i1 111

v vV

Ces cinq subdivisions réguliéres de o sont reliées par des flips symétriques (ou
flops, voir des références dans [M]), représentés par le diagramme suivant :

I —1i v —YV

1

117

La subdivision I de o; avec celles de o7 et o3 donnent 1’éventail représenté en (3.1).

Toutes ces désingularisations plongées de Eg sont minimales car on ne peut pas
contracter un diviseur exceptionnel sans détruire la lissité de I’espace ambiant, ou celle
de la surface, ou les croisements normaux.

La variété obtenue par I'éclatement de Newton est canonique (ainsi que la
transformée stricte de la surface) et elle est dominée par les cing désingularisations
plongées minimales. C’est un modéle canonique plongé an sens du paragraphe suivant.
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4, Modéles canoniques plongés

Soit M = Z> muni de sa base standard ey, €2, e3. On identifie M avec son dual
N par la forme bilinéaire standard {e;,e;) = 65,1 <7,7 € 3. 81 A := (e1,e3,e3) estle
cone simplicial standard de R® et par extension I’éventail associ€, on a V := Va = &°.

Soit S une hypersurface de V, ayant en O une singularité isolée, f = Z : crx’ €
relso

k[z1, 2, z3] une équation de S. La construction qui suit s’étend au cadrc;formel ou
analytique complexe. Soient e(f) 1= {rle, # 0} et I'.(f) 'enveloppe convexe de
{r + R>03|r € s(f)}. Si a € N, on désigne par v(a) la face de T.(f) contenue
dans I’hyperplan d’appui 2 I',.(f) d’équation (r,a} = h(a). Elle est compacte. Soient
Y la subdivision de A correspondant a ’éclatement de Newton de centre 1'idéal
I(f) associé a £(f) (2.3), E¢ la subdivision canonique minimale de ¥ . Enfin, soit
7V = Ve, — V.

On a la proposition suivante sur les singularités de 1’espace ambiant Vetsurla
fibre exceptionnelle du morphisme 7 :

PrROPOSITION. — Soit £ la fibre exceptionnelle de =. Si I(f) est m—primaire
on m = (z1,x2,23), B = 7 1(0).

1) 'V nr’a que des singularités canoniques.

Soient ©;, ¢ = 0,1 la réunion des orbites de dimension 1 de T contenues dans
le lieu singulier SingV de V.

Sing?:@aU@: CFE.

Soit L une orbite de dimension un contenue dans Oy, I?L U ouvert affine de V réunion
des orbites qui contiennent L dans leur adhérence. 1l existe n 2 1 et un isomorphisme
équivariant @

?L = L x An .

2) Soit D une composante irréductible de . Sing D C Qg. Si L est contenue
dans D et si Dy désigne la trace de D sur ‘?L, I"isomorphisme ci-dessus induit un
isomorphisme :

Dy — Lxk.

L est contenue dans au plus deux composantes irréductibles de F ayant le long de L
des plans tangents distincis.

Démonstration. — Tout d’abord, /(f) est m—primaire si et seulement si aucune
aréte de Xz n’est contenue dans l'intérieur d’une face de dimension deux de A. %¢
possede alors la méme propriété et E = 7~ 1(0) (2.3).
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Sing V est une réunion d’orbites de dimension zéro ou un, puisque V est normal.

L est associée a un cOne de dimension deux 7 de ¥¢, Dy est I'adhérence
d’une orbite de dimension deux associée d une aréte e de 7. Nous avons construit
un isomorphisme équivariant : 17,; = L xv, envoyant Dy sur L x @, (2.2). T est
canonique, v, est donc un A,, (n 2 1), ©, est I’adhérence de 'une des deux orbites de
dimension un du tore dans v.., donc la drone affine.

Rappelons ([V]) qu’on dit que f est non-dégénérée (relativement a son polyedre
de Newton) si pour toute face compacte ¥ de T (f), le lieu singulier de la surface

d’équation :
fr=2_ e
rey

ne rencontre pas le tore &*> de k3.

On va voir que cette hypothese est nécessaire pour obtenir la transversalité de la
transformée stricte S de S dans V avec E.

On a le théoréme suivant sur les singularités de S et sur ses propriéiés de
transversalité et de minimalité :

THEOREME. — On suppose que I{f) est m—primaire et que [ est non
dégénérée. Soit Oy la réunion des orbites de dimension un de T dans V' contenues dans
Sing V' et dont I'image dans Vx,, est de dimension un. On a les propriétés suivantes :

1) Sra que des singularités canoniques, des R,,, et SmgS C O

2) Soit O € ENS. Alors O est contenu dans une ou deux composantes
irréductibles de E. Elles sont non singuliéres en Q.

{a) Si 0 ¢ Sing S, alors O ¢ Sing Vet 7~ 1(S) est un diviseur & croisements
normaux en Q.

(b) Si Oe Sing 5, alors O est un point non singulier de Smg V.Les composantes
irréductibles de E passant par O contiennent localement Sing V.Sl y en a deux, Sing 1%
est leur intersection et elles ont des plans tangents distincts. Soit DD I'une d’elles.

A[ors S Intersecte transversalement Sing V et D en O. Précisément, au vozsmage
de 0, 5n Sing V est schématiquement le point O avec sa structure réduite et SN D
est une courbe non singuliére.

C et T désignant respectivement le cdne tangent ou I'espace tangent & I espace
indiqué, on a :

Top5=Cs6NTp5 -

3) V a la propriété de minimalité suivante : si V' est une variéié torigue n’ ayant
que des singularités canoniquis telle que V — V' — Vx,, out les morphismes sont
propres et équivariants, alors V = V',

On appelle 5 < V le modele canonique minimal plongé de § < V.
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On explique d’abord le plan de la démonstration.

La fibre exceptionnelle £ étant une réunion d’ orbites, on regardera I’intersection
de S avec chacune d’elles. Dans (i), on montre que_ S ne contient aucune orbite
de dimension 0. Les équations des intersections de S avec les autres orbites sont
déterminées dans (ii). Dans (iii), d’une part on étudie les intersections de S avec
les autres orbites, en utilisant (ii); d’autre part, on obtient la transversalit€ de ces
intersections en utilisant 'hypothése de non dégénérescence. On explique dans (iv)
comment les résultats ci-dessus et ceux de la proposition impliquent 7 et 2) de I’énoncé
du théoréme. Enfin dans (v}, on démontre 1’assertion 3).

Démonstration. — 1’idéal I(f) étant m—primaire, £ = 7~ 1(0) est le réduit
sous-jacent au diviseur de Cartier E(f) de V tel que I(f)0; = 0;;( — EX f)). En
dehors de E, S est non singuliére.

(i} S évite toutes les orbites de dimension zéro de 7 dans V :

Soit O I'une d’elles et o le cone de dimension trois de £¢ lui correspondant. Si
O était dans .S, on pourait construire un germe de courbe formelle 4 : (k,0) — (V,, O)
tracée sur 5, i.e. un k—morphisme local :

0 k{3 N2 = k[V,] — Op 5 — k{[1]]
se factorisant par Oz 5

Soit 1= 7w, 0 h : (k,0) — (V,0). Ce serait un germe de courbe tracée sur
S. On peut supposer qu’il n’est contenu dans aucun hyperplan de coordonnées. On a
alors z; o h = w;(1)t*, 1 € i € 3 ol 4;(0) # 0 et a; € N. Soit a = (ay,az,a3) et
soit 7 € & N Z2. Puisque #(z") = u"t{"%) € k[[]), c’est que {r,a) 2 0, donc que
a € o. D’autre part, K := (2"),¢sn25_0 est I'idéal qui définit O dans V,. Comme
G(K) C @)k[[t]], pour tout » € 5N 23, r # 0, (r,a) > 0. a est donc dans I’intérieur
de o et a fortiori dans !'intérieur du ¢one de dimension minimum de s contenant o.
v(a) contient alors un seul point rg.

f(h(t)) = Z Crurt(:-,a) = Crou(O)"’ih(a) mod (i)h(a).ﬂ
res(f)
n’est pas identiquement nulle,

(ii) 11 suffit donc de déterminer la trace de S sur les ouverts affines U, de 17, T
parcourant ’ensemble des cOnes de dimension deux de ¥, qui ne sont pas des faces
de A. Soient a;, ay les arétes d’un tel cdne. y(a) ne dépend pas de a choisi a I’intérieur
de 7; nous désignerons par y(7) cette face de I'.(f). Elle est compacte. On a :

y(r) = ¥(ar) N y(az) .
Choisissons rp € v(7) N e(f)
IO, = IHEFNT] = @W[FNT] .
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Eneffet, ¥ NZ> = {r € ®}{r,a;) 20, i = 1,2}. Sir€e(f){ra) = ha) =
{ro,a;), t = 1,2. Donc r — rg € k[¥ N 73 et z" = g™z 0.

Soit f:= Y crz”"™. On a, dans k[¥ NZ3), f = z™f.

rce(f)

On a vu (2.2) que O, = Spec k[r+ NZ3]. Soit r € e(f); r € ¥(7) si et seulement
si, a € 2;03 étant dans l'intérieur de 7, (r,a) = h(a) = {ro, a).

La projection &{¥ N Z3] — k[t N Z*] envoie donc f sur ﬁ, = Y, e’

rey(r)

Puisque ¢,, # 0, O, n’est pas contenue dans la variété des zéros de f dans U.
Or O, C FE (2.3). f est donc I’équation de la trace de S sur U, f, I'équation de
I’intersection schématique de S avec O,.

Soit D,, = ©,, i = 1,2. C’est une composante irréductible de E si et
seulement si a; n’est pas une aréte de A et alors vy(a;) est compacte. On a vu (2.2) que
Dy, NU; = Spec k[af NFNZ°]. » € v(a;) si et seulement si, {r, a;) = ha;)} = {ro, a;}.

La projection £[¥NZ%] — k[a} N¥NZ?] envoie done fsur fu, := 3 cpz” 7o

rEy(a;:)
C’est I’équation de I'intersection schématique de S avec D;, NU, = 0, U0,,.

Or, le morphisme £*> — Speck[a; N Z’] = O, induit par I’inclusion
kla} N Z%] — k[Z%)] est la projection de k** sur son quotient par l'action de k*,
(A, ) — A%z, L'intersection schématique de S avec 0., est donc isomorphe au quotient
par I’action de k™ ci-dessus, de la trace sur k"2 de la surface d’équation fy(,).

(iii) Soit & la dimension du plus petit cdne & de %4 contenant 7, une face
exceptionnelle de dimension 2.

Si & = 3, I'int€rieur de 7 est inclus dans I’intérieur de &. Par suite, v¥{7) contient
un seul élément rp, donc fT = ¢y, ;é 0, ce qui veut dire que S ne rencontre par O-.
Puisque D,, N U, = O,, UO,,ona SN D, NU, CO,,.

Sia; € A, alors O, C E. Si 5 (= § No,,, ? et D,. sont non singuliers en

O. Mais la surface’ d’equatlon fv(ay n’a pas de singularités dans k“3 et ¢lle est stable

par I’action de &£*, (A, z) — A%z, L'intersection schématique de S avec 0O, est donc

une courbe non singuli¢re. Par suite S est non singuliére en O, transverse 2 0, ie.
7~ 1(S) est un diviseur & croisements normaux dans V en O.

Si é = 2, y(7) est une aréte compacte de I',(f). Mais la surface d’équation fy(r)
na pas de singularités dans k™3, Elle est stable par Daction de
k* x k"(A1, Ao, z) — A{'AS%z. Le morphisme &3 — Speck[rL N Z%] = O, induit
par linclusion k[71 N Z3] — &[{Z>] est la projection de &*> sur son quotient par cette
action. L'intersection schématique de S avec O, est donc un ensemble ﬁni de points
simples de O, (exactement la longueur de v(7), le vecteur unitaire sur 71 étant mg tel

que k[t N 23] = k[moZ]). Soit O un de ces points. Le morphisme O, 5 — O &

envoie f sur un générateur u de 1’idéal maximal. On peut alors identifier C) G le

T;
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complété de (90 & pour la topologie définie par son idéal maximal a k[[«]], ’anneau
des séries formelles en la variable u. Le ©, —isomorphisme : U, — O, xv, de 2.2
induit alors un isomorphisme :

0, 5 = 0., lfull

U,,0

ol O est I’orbite fermée de v, et " signifie le complété de 'anneau local concerné,

isomorphisme qui envoie f sur S hpu® tel que h,(0) = h, mod fi, o = 0 si
neEN
n # 1, h1(0) = 1. Le théoréme de préparation de Weierstrass [B] permet de réécrire, a

une unité prés, cette série sous la forme u — g ol g € iy, o. O 5 est donc isomorphe

a Oy, ollull/(u — g) = O, o. Puisque T est canonique, Saen O une singularité de
type A,. (I se peut que 7 soit régulier, V et S sont alors non singuliers en 0).

Examinons maintenant les propriétés d’incidence de S et D,, supposé contenu
dans E. Puisque SN0, est non singulier en O, a fortiori SN D,, , est non singulier en
0. On a, de plus, (schématiquement) :

Tnp. 6= 56"y, 5"

11 suffit en effet de vérifier que CA 5 NTy, 5 est une droite.
Or dans C; o= Tm,,o x Cy, 0, CA est deﬁm par I’équation u — g mod fiZ Loct
TD,.,S Ta)?,” x Ty o barun 1dcal de formes indépendantes de u.

Si 7 est régulier, 7-1(S) est encore un diviseur A croisements normaux dans V
en O.

(iv) La discussion précédente (iii} a montré que S na que des singularités
canoniques, des A,,, et que Sing S C Oy, d’ot 7).

L.a premiére remarque de 2) résulte de la proposition précédente.

Démontrons 2) (a). Si O estun point singulier de V appartenant a S, alors O est
dans le cas 6 = 2 discut€ en (iii). En effet, S évite les orbites de dimension 0, par (i) et
on ne peut pas avoir § = 3, par (ii). Or, si 6 = 2, on a un isomorphisme V~kxSau
voisinage de 0, par (iii), et par suite O est un point singulier de S. D’od I'implication
9] ¢ Sing 5=0 ¢ Sing V.La propriété des croisements normaux est démontrée dans
(iii). -

Finalement, les premiéres assertions de 2) b) résuitent immédiatement de 1’inclu-
sion Sing S C Oy, et de la description des singularités de I’espace ambiant V' donnée
dans la proposition; les suivantes sont dans (iii).

(v) Par construction de X, si ¢’ est un céne convexe qui est égal & une réunion
de plusicurs cones & € X¢, avec dim & = dim ¢’, alors ¢’ n’est pas canonique. Par suite,
si >’ est une subdivision canonique de X4 qui admet ¥ comme subdivision, alors tout
o’ qui appartient & ¥’ appartient aussi 2 ¥¢, d’ou ’égalité &' = X¢.
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Remarques. — a) Les points ) et 2) de la démonstration restent valables si
%' est une subdivision canonique quelconque de T ,r. A I’exception de la propriéié de
minimalité 3) le théoréme reste donc valable pour S’ « V&, ot S’ est la transformée
stricte de S. S’ — Vs est un modéle canonique plongé de S — V.

b) Dans 2) b) I’hypothése de canonicité n’est utilisée que pour déduire que 5a
des singularité€s canoniques. En particulier, la transformée stricte de S dans Vg, a des
singularités toriques. (c¢f. [L] et [O 3], théoréme 6.1).

¢) On a une caractérisation des orbites de Vv qui rencontrent la surfaces S:en
utilisant I’expression de 1’équation f de § (voir (ii) de la démonstration du théoréme),
on voit que I'orbite O, associée & un cdne T de I’éventail canonique ¢ rencontre S si
et seulement si

(i) la dimension de = est au plus 2

(i1) la dimension du plus petit cdne de I’éventail de Newton ¥ 5r contenant 7, est
au plus 2.

Ces orbites sont done, celles qui ne se contractent pas en un point de Vy,, .
L’ensemble des cdnes de Lo ayant les propriétés (i) er (ii) est un éventail. La variété
définie par cet éventail s’identifie naturellement & 1’ouvert de V obtenue en lui enlevant
toutes les orbites qui ne rencontrent pas S,
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