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“.. (he) walks in pentagons, parallelograms, six-
pointed stars, and then in abstract and increasingly labyrin-
thine patterns for which there are no names, as though unable
to find a simple line.”

(Salman Rushdie : The Satanic Verses)

1. Introduction, définitions et méthodes.

On appelle arrangement de droites une famille finie de droites dans le plan
projectif réel RP2. On dit qu’un arrangement est simple si aucun point n’appartient 3
plus de deux droites. On associe a un arrangement le complexe cellulaire dans lequel
les droites décomposent RP?: les sommets, arétes et faces du complexe cellulaire sont
considérés, par abus de langage, comme faisant partie de I'arrangement.

On dit que deux arrangements sont isomorphes si les complexes cellulaires
associés sont isomorphes, i.e. s’il existe une bijection qui préserve les incidences entre
les sommets, arétes et faces d’un arrangement et ceux de 1’autre.

L'intérét dans I’étude des arrangements remonte déja 4 Steiner et Von Staudt;
plus récemment les arrangements ont ét€ considérés pour la classification des bitangentes
des courbes quartiques planes (voir [C]), pour la classification topologique de courbes
algébriques lisses obtenues par déformations infinitésimales d’arrangements (voir [G-
R1), ou pour I'étude des classes de Chern de surfaces algébriques associces & des arran-
gements (voir [H]). On peut trouver d’autres points de vue, des exposés systématiques
et des références dans le livre de Griinbaum [G].

La classification des arrangements de droites & isomorphisme prés est un
probléme ouvert, méme pour les arrangements simples qui ont un intérét particulier
pour le 16° probléme de Hilbert. On connait le nombre de classes d’isomorphisme
d’arrangements simples de n droites pour n < 9 par des résultats diis & Cummings,
White, Klee, Griinbaum, Goodman, Pollack, Ringel, Richter (voir [G], [G-P], [B-S]).

Pour n = 8 et 9, nous avons obtenu la classification de maniére indépendante
comme application de 1I’algorithmique ici exposée, voir §6 (le cas n = 8 a été annoncé
dans {G-L}, sans connaitre la référence [G-P] que nous avons découverte dans [B-S]).

~

La classification des arrangements de droites est liée a celle de courbes d’un
type plus général que les droites, les pseudo-droites. Une pseudo-droite est un cercle
plongé topologiquement dans le plan projectif de telle sorte que son complémentaire soit
connexe; une droite projective est un cas particulier de pseudo-droite. Le complémen-
taire d’un cercle plongé dans RP? est soit connexe, soit formé de deux composantes.
Par suite, deux courbes fermées simples qui n’ont qu’un point commun sont des pseudo-
droites (Jordan).

Ces courbes apparaissent naturellement comme 1'une des composantes connexes
des courbes algébriques lisses de degré impair. Un arrangement de pseudo-droites
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est une famille finie de courbes fermées simples dans RP? telles que deux courbes
quelconques de la famille se coupent en un et un seul point ol elles se traversent.

On définit les arrangements simples de pseudo-droites et les isomorphismes de
maniére analogue a celle des droites.

Le point de vue adopté ici est algorithmique. On a traduit les données géométri-
ques et topologiques des objets considérés en termes essentiellement combinatoires, au
moyen des matrices d’ incidence (§2). La classification d’arrangements de pseudo-droites
est réalisable par un algorithme qui permet d’obtenir les classes d’isomorphismes des
arrangements de (n + 1) pseudo-droites a partir de celles de n pseudo-droites (§3 et §5).

On dit qu’un arrangement est étirable (“stretchable™) s’il est isomorphe & un
arrangement de droites.

Il existe des arrangements de n pseudo-droites, avec n > 9, qui ne sont pas
étirables. Le premier exemple, pour n = 9, est un arrangement qui donnerait une
contradiction avec le théoréme de Pappus-Pascal s’il était étirable (th. 3.1 de [G]).
Nous avons trouvé que cet exemple est en fait la seule classe d’arrangements simples
de 9 pseudo-droites qui n’est pas étirable (§6) (& comparer avec le résultat de Richter).

Le probléme de la classification des classes d’isomorphismes d’arrangements
de droites est équivalent & celui de 1'étirabilité des pseudo-droites. Ce travail est une
premiére étape dans le but de résoudre ce probléme.

Notre méthode de construction de classes d’arrangements simples de droites
repose sur I’idée d’utiliser Ia dualité projective de RP?, dualité qui échange droites et
points en préservant les relations d’incidence et I’ordre entre les droites d’un pinceau et
les points de la droite duale. L'utilisation de cette dualité est un moyen d’expliciter la
spécificité des droites. Etant donné un arrangement simple .4 de n droites, on détermine
(@ isomorphisme prés) tous les arrangements simples de (n + 1) droites obtenus en
ajoutant une droite & A. On définit I’arrangement dual A* comme 1’arrangement formé
des droites définies par chaque couple de points choisis parmi les n points duaux (i.e.
un arrangement de points).

Le dual d’un arrangement simple de droites n’est pas un arrangement simple si
n 2> 4 car il y a n sommets de multiplicité (n — 1). Choisir une droite supplémentaire
d qui ne porte ancun des sommets de A équivaut A choisir un point P qui n’appartient
a aucune droite de A*, donc appartenant 4 I'intérieur d’une face de la décomposition
cellulaire de A*. Le nombre de faces de I"arrangement dual .4* est un majorant pour le
nombre de classes d’isomorphismes des arrangements simples obtenu en ajoutant une
droite 4 A. En effet, deux points P et P’ appartenant 3 I'intérieur d’'un méme face
induisent par dualité deux arrangements isomorphes dans le plan de départ, car on peut
joindre P et P' par un segment qui ne traverse pas les bords de la face, donc on peut
joindre les droites duales par une famille de droites ( appartenant & un pinceau) sans
traverser aucun sommet de A et, par suite, sans modifier les relations d’incidence dans
le complexe cellulaire associé.

La classe d’isomorphisme d’un arrangement ne détermine pas en général la classe
d’isomorphisme de ’arrangement dual. Pour n > 6, il existe des arrangements simples
isomorphes dont les duaux ne le sont pas.



Ce fait est la difficulté principale pour obtenir, par récurrence sur le nombre
de droites, une classification des classes d’isomorphismes d’arrangements. Néanmoins,
la méthode de construction d’arrangements simples de droites utilisée (§4) produit
suffisamment de classes pour pouvoir conclure pour n = 8 et 9 (§5 et §6) en connaissant
la classification des arrangements simples de pseudo-droites (§3).

Les calculs effectifs ont ét€ réalisés avec des programmes en Pascal et en C sur
un micro-ordinateur et un mini-ordinateur SUN 3/60 a ’Institut Fourier.

2. Matrices d’incidence et complexes cellulaires.

Soit .4 un arrangement simple de n droites (ou de n pseudo-droites). On associe &
A une matrice d’incidence M(A) qui est une donnée combinatoire définie de la maniére
suivante. On numérote les droites et les () = n(n — 1)/2 sommets de 4. Pour chaque
droite d de A, on construit une liste ordonnée ¢,; des (n — 1) sommets appartenant & d
4 partir d’un sommet et dans 1’ordre dans lequel on rencontre les autres en parcourant
la droite dans un sens quelconque. Alors M (A4) est une matrice & n lignes et (n — 1)
colonnes ou les lignes sont les listes £4. Une telle matrice est loin d’étre unique car elle
dépend de tous les choix faits (numérotations, premier point et sens de parcours).

Soit C(A} le complexe cellulaire associ€é 4 A. La classe d’isomorphisme de A
est déterminée par C(.A). On définit un isomorphisme dans ’ensemble des matrices & n
lignes et (n — 1) colonnes a coefficients dans [1,n(n — 1)/2] telles que les éléments de
chaque ligne sont distincts et deux lignes différentes ont un et un seul élément commun.
Deux telles matrices sont isomorphes si elles sont égales modulo les permutations de
I’ensemble [1,n(n — 1)/2], les permutations circulaires et inversions de chaque ligne et
les permutations de ligne.

Les matrices d’incidence considérées peuvent avoir 'information d’un modéle
affine de I’arrangement; on choisit pour cela une droite “4 I'infini” d., qui ne porte
aucun des sommets de .4, et on choisit comme premier point de chaque ligne £; une
des extrémités de ’aréte de d qui rencontre d.

Les matrices d’incidence déterminent la classe d’isomorphisme de 1’arrangement :

2.1. PROPOSITION. — Soit A (resp. A') un arrangement simple de droites ou de pseudo-
droites, M(A) (resp. M(A")} une marrice d’incidence associée a A (resp. a A'). Alors
A est isomorphe & A' si et seulement si M(A) est isomorphe & M(A").

Démonstration. — Si C(A) est isomorphe & C(4") alors il existe une bijection
de A sur A' qui préserve les relations d’incidence. Par suite il existe un choix de
numérotation des droites et des sommets de A’, un sens de parcours des droites et un
choix d’un premier sommet pour chaque droite déterminés par cette bijection & partir
des choix pour .4 qui induit un isomorphisme entre M(.A) et M(A"). Pour montrer la
réciproque, il suffit de montrer qu’une matrice d’incidence M (A) associée 4 A détermine
le complexe cellulaire C(.A). Ceci résulte du fait qu’il existe un algorithme qui détermine
les faces de C(.A) a partir de M(.A).



2.2. AL1 : Algorithme pour déterminer la liste des faces.

On détermine d’abord la liste des secteurs.

Un secteur est la donnée de son sommet et des deux points, ses bouts, limitant
les 2 arétes qui le bordent. Il y a un ordre sur les deux points.

La liste des secteurs est trés facile & construire dans 1’espace original puisqu’il
n'y a que 2 droites qui passent par chaque sommet, et donc il y a 4 secteurs ayant
un sommet donné : il suffit donc pour chaque sommet de déterminer les 2 droites qui
passent par ce point, et sur ces 2 droites de trouver les 2 points voisins du sommet.

Une face est représentée par la liste des secteurs que 'on trouve en parcourant
son bord. Cette liste dépend du sens de parcours et du sommet de départ. Chaque secteur
appartient A une face et une seule.

Au fur et & mesure de la construction de la liste des faces, on note les secteurs
déja utilisés.

On choisit le premier secteur libre Sp et on procede par récurrence.

On suppose connus les secteurs S, pour m < k appartenant 3 une méme face.
On cherche le premier secteur libre S dont I'une des arétes coincide avec la deuxiéme
aréte de Sy, si la deuxiéme aréte de S coincide avec la deuxi¢me arfte de Sx_; on
retourne Sy, c’est-a-dire que I’on échange ses bouts.

Si le deuxiéme bout de Si est égal au premier bout de Sp, la face est fermée et
on note le secteur fermant pour ne plus utiliser et la face est terminée.

Sinon on cherche le deuxiéme secteur S; dont I'une des arétes coincide avec la
deuxieme aréte de Sg_1. Si on ne trouve pas S}, alors S, convient et on continue en
cherchant Sy,1.

On retourne éventuellement S}. Si S permet de fermer la face, on a terminé la
construction de Ia face.

Sinon il faut choisir entre 5 et 5. Le complémentaire des 2 droites qui portent
les arétes de S;_; admet 2 composantes connexes dont 1'une I{ contient 1’intérieur de
la face en cours de construction. Le secteur 4 choisir est celui dont le deuxiéme bout
appartient 2 4.

Soient B le sommet de S;_1, A son premier bout et C son deuxi¢me bout. Alors
Sy a pour sommet C et pour premier bout B. Soit D son deuxiéme bout. La droite CD
coupe la droite AB en (). Soit [ une droite de I’arrangement passant par A distincte de
AB. La droite ! coupe la droite C(Q) en R.

\
C D R

B/A Q
pd

Un critére pour voir si .S, convient est de parcourir la droite C'D de maniére que
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C soit le premier point et D le deuxi®me : on doit alors rencontrer R avant (.

2.3. Remarque.

L’ensemble des matrices n x {(n — 1) défini avant la proposition 2.1 contient
strictement 1’ensemble des matrices d’incidence associées aux arrangements simples
pour n > 5. En effet, pour n = 5, il y a deux classes d’isomorphismes de telles
matrices; mais il y a une seule classe d’isomorphisme d’arrangements simples pour
n=23.

2.4. AL1* : algorithme des faces dans le dual.

Soit .4 un arrangement simple de n droites. Supposons que trois sommets de A
sont alignés si et seulement s’ils sont porté€s par une droite de A. On peut toujours se
placer dans cette hypothése, quitte & bouger A dans sa classe d’isomorphisme. Alors
I’arrangement dual .4* de A4 posséde les nombres de sommets, arétes et faces suivants
(respectivement) : s* = n + 3(2)("7%), a* = (3) ((";) +2) et f* = 1+a* — s* car
v(RP?) = 1.

On associe & A* une matrice d’incidence M(A*) a (7) lignes et ("5 2) +2)
colonnes a coefficients dans [1, s*].

Dans la suite, les matrices d’incidence utilisées provenant de l'espace dual
contiendront toujours I'information 3 I’infini.

L’équivalent de la proposition 2.1 est démontré de manigre analogue.
On détermine d’abord la liste des secteurs.

Pour les sommets de multiplicité¢ égale a 2, on procede comme dans AL1. C’est
un peu plus compliqué pour les points de multiplicité n — 1.

Soient A un point de multiplicité n — 1 dans le plan projectif dual et d une droite
ne passant pas par A.

l’/-Dﬂ -2

Les points Dy, ..., D, 2 de d sont donnés par la matrice d’incidence et ordonnés
par elle. On peut ainsi ordonner le pinceau de sommet A.

6



La matrice d’incidence est supposée contenir I’information & I’infini. On peut
alors ordonner le pinceau de demi-droites affines issues de A.

Soit d; une droite de I’arrangement passant par A : elle coupe d en D;. Soient B;
et C; les 2 points voisins de A sur D;. On choisit B; tel qu’il appartienne au segment fini
AD;. Les points B; et C; sont donc bien déterminés. Les 2(n — 1) secteurs de sommets
A sont alors connus : il y a les secteurs B; AB;,; et C;AC; pourt=90,...,n—3 et
les 2 secteurs Bg AC,,_3 et CoAB, 3.

La liste des faces s’obtient de la méme fagon que dans AL1.

3. Arrangements simples de pseudo-droites.

3.1. AL2 : construction d’arrangements simples de pseudo-droites.

La classification des arrangements simples de n pseudo-droites dans RP? se fait
par récurrence sur n. On suppose que I’on dispose d’une liste de représentants des classes
d’isomorphismes d’arrangements de (n — 1) pseudo-droites donnée sous la forme d’une
liste de matrices d’incidence.

Un arrangement de n pseudo-droites est obtenu en ajoutant une pseudo-droite
a un arrangement de (n — 1) pseudo-droites. La nouvelle pseudo-droite coupe chacune
des (n — 1) autres en un seul point. Ces nouveaux points appartiennent & des arétes et
deux ar€tes traversées consécutivement appartiennent i la méme face,

Pour ajouter une pseudo-droite, on choisit une face et une aréte de cette face;
on détermine la deuxiéme face qui contient 1’aréte traversée et on continue ainsi en
ne traversant pas deux fois la méme pseudo-droite. La matrice d’incidence du nouvel
arrangement est alors déterminée.

Quand ce travail est fait pour tous les choix possibles, on dispose d’une liste de
représentants de toutes les classes. Chaque classe est obtenue plusieurs fois, en particulier
chaque nouvelle pseudo-droite est parcourue dans les deux sens.

3.2. PROPOSITION, -— Soit C' une courbe simple qui traversent chacune des (n — 1)
pseudo-droites données en un point et un seul, alors les points initial et final de C
appartiennent & la méme face.

Démonstration. — On temarque qu'une face est égale a l'intersection des
secteurs qui la contiennent. Chaque secteur est limité par deux pseudo-droites. En
traversant chaque pseudo-droite une fois et une seule on voit qu'au point final de la
courbe ' on est revenu dans les secteurs qui contiennent la face qui contient le point
initial de C.

La classification a isomorphismes pres est expliquée dans §5 (algorithme AL7);
des résultats sont présentés au §6.



4, Construction d’arrangements simples de droites.

4.1. AL3 : (M(AX), F) = M(A,.n).

Soit F une face de 'arrangement A,. A chaque face F' de 4} on associe une
matrice M (A1) en ajoutant un point dans la face F'; en passant au dual, on a ajouté
une droite. La classe d’isomorphisme de .A,;; ne dépend pas de la position du point
ajouté dans F.

Une ligne de M(A,.1) correspond 2 un pinceau de droites passant par un point
de multiplicit¢ > 2 de 4% ou bien au pinceaun passant par le nouveau point.

Pour ordonner le pinceau d’origine un point S de A% de multiplicité > 2, on
choisit une droite d de A qui ne passe pas par S et qui porte une aréte 5p5; de la
face F'. Le pinceau d’origine S contient (n — 1) droites et partage la droite den (n — 1)
intervalles. L’aréte Sp.S1 est contenue dans un de ces intervalles et alors la droite qui
joint .S au nouveau point dans F rencontre d i I'intérieur de cet intervalle.

Le pinceau d’origine S est ainsi ordonné en parcourant la droite d.

Pour le pinceau d’origine le nouveau point, on utilise des déformations infinitési-
males.

Si F a un sommet S de multiplicité¢ > 2, on place le nouveau point trés prés
de S et le pinceau cherché s’obtient en déformant le pinceau d’origine S que 1’on sait
ordonner d’aprés ce qui précéde.

Si F n’a pas de sommet multiple, on choisit une droite d portant une aréte AB
de F. On détermine sur cette droite un point § de multiplicit€ > 2 de sorte que le
deuxiéme point de multiplicité > 2 de d ne soit pas entre .S et AB. On sait ordonner
le pinceau de droite pasant par un point ajouté a une face ayant S comme sommet.
On prend un tel pinceau et on déplace le point ajouté le long de d jusqu’a ce qu’on
arrive 2 la face F. L’ordre sur le pinceau doit étre modifi€ chaque fois que 1’on traverse
une droite de I’arrangement A* : la modification consiste & échanger les 2 droites qui
joignent le point que 1’on déplace aux 2 point de multiplicité > 2 de la droite traversée.

Il faut aussi ne pas traverser d. Il faut donc bien choisir la face de sommet S :
le probléme est le méme que pour construire une face a partir de la liste des secteurs.
On détermine les points S’ et A’ sur d de sorte que S’ et A’ appartiennent au segment
fini AS, que S’ soit voisin de S et que A’ soit voisin de A. On détermine le sommet C'
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de F' tel que C soit voisin de A et distinct de B. On a alors un secteur de sommet A
et de bouts A’ et C. On a 2 secteurs S et &' de sommet S admettant S’ comme bout.

Soient N le bout de S distinct de S’ et [ la droite portant SN'. On calcule
I'intersection U de la droite ! avec la droite portant AC.

s 4/
s

Si les arétes AC et SN sont finies ou infinies A la fois, S est le bon secteur si
SN /SU ale méme signe que AC /AU ; si une seule des 2 arétes AC et SN est finie,
le secteur & convient si les 2 quantités SN /SU et AC/AU ont des signes opposés.
La face a choisir est donc celle qui contient dans sa liste le secteur que 'on vient de
déterminer.

On termine en revenant a la face F le long de d : pour chaque point rencontré,
on cherche la droite ! passant par ce point distincte de d et on procéde & I'échange dans
le pinceau des 2 droites passant par les points de multiplicité > 2 de la droite {. On a
terminé quand on a traversé la droite qui porte AC.

42. ALA 1 (M(A}),8) — M(AT,).

n

On se donne une matrice d’incidence de A}, ainsi qu'un secteur S de A% de
sommet S de multiplicité > 2.

On ajoute un point N 1'arrangement de points A} du dual. Ce point est ajouté
tout pres du sommet S : plus précisément, le nouveau point N est dans le secteur, de
telle sorte qu’aucune droite de I'arrangement de (n + 1) points ainsi déterminé ne le
sépare du sommet ou du premier bout de S.

Pour déterminer le nouvel arrangement, il faut introduire les n droites qui joignent
N aux n points de multiplicité > 2. Ces droites rencontrent les droites déja existantes :
il faut ajouter (n — 2) points aux anciennes droites. Les nouvelles droites portent
(2+ (";1)) points d’intersection.

Notons f; la droite portant la premiére aréte du secteur choisi et [; la droite
portant la deuxiéme. Soit S le sommet du secteur.

Les nouvelles droites sont des déformations infinitésimales des droites passant
par S. La matrice d’incidence contient I’information a l'infini. On choisit un repére
affine d’origine S, 'axe des x est portée par Iy et est orienté par la premiére aréte du
secteur @ les points proches de S sur lp appartenant i la premiére aréte du secteur ont
leur premiére coordonnée > (). L’axe des y est port€ par [; et est orienté de la méme
fagon par la deuxieme aréte du secteur.



1. Ancienne droite d ne passant pas par S.

Soient H le point d’intersection de d avec Iy et C le point courant de
I’arrangement A% sur d.

a. C n’appartient pas a lp.

Si la multiplicité de C est > 2, ce point n’est pas modifié. Sinon
soit [ la deuxiéme droite passant par C'. Si ! ne passe pas par S, il n’y a
pas de changement.

Sinon on obtient 2 points : le point d’intersection avec ! et celui
avec la déformation de /. 1l faut ordonner ces couples.

Soit M le point de ! de multiplicité > 2 distinct de 5. L’ordre est
changé quand on traverse Iy et quand ’abscisse de H change de signe et
quand M traverse sur [ les points S ou C.

Le point créé est entre C et H si et seulement si ’abscisse de H
est > 0 et M est extérieur au segment SC ou si I'abscisse de H est <0
et M est intérieur & SC.

lo

b. C appartient a Ip.

Soit M le point de lp distinct de S de multiplicité > 2. Un
des points créés est l'intersection de la droite NS avec d, l'autre est
I’intersection de la droite N M avec d. On a donc 3 points si la multiplicité
de C est 2 et 2 points sinon. L’ordre change avec le signe de 1’abscisse
de H et quand M traverse les points .S ou C sur ly. Il faut aussi savoir si
on rencontre D = Iy N d avant ou aprés C.

Le point créé sur la droite SV est toujours entre C et D.

Si I'abscisse de C est > O et si M n’est pas entre C et S le point
créé est entre C et D.

Si le point créé sur M N est entre C' et D, alors il est plus prés de
C' que "autre point créé. Enfin le point créé sur M N est entre (' et D
si et seulement si 1’abscisse de C' est > ( et M est extérieur 2 SC ou si
I’abscisse de ' est < 0 et M est intérieur a4 SC.
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2. La droite d passe par S.

Les points ne changent pas sauf S qui est remplacé par n — 1 points. Ces
points sont le point S lui-méme et la trace du pinceau de sommet de sommet N.
Ce pinceau est une petite déformation du pinceau de sommet S. On ordonne le
pinceau de sommet S en prenant sa trace sur une droite qui ne passe pas par S
de sorte que la droite I soit en premiére position et [; en deuxiéme position.

Si d # lo, on oriente la droite d dans le sens des y positifs et on la prend
comme axe des y, sinon on garde /; comme axe des y.

Soit (zo, yo) les coordonnées de N ; elles sont > 0. Le pinceau de sommet
le nouveau point N est une petite déformation du pinceau de sommet S : les
droites ont des pentes aussi voisines que 1’on veut dans les 2 pinceaux. La droite
d’équation y = Az devient la droite d’équation y = Xz + (yo — A'zo).

a. d ;é lo.
Les points sur d a créer sont les points d’ordonnée yo — A'zp. Le
choix de N implique que yp est négligeable devant les autres termes et

que ) est aussi proche que I’on veut de A. Donc si A < 0 le point sur d

correspondant a une ordonnée > 0 et il monte quand ) décroit et si A > 0
le point a une ordonnée < O et il descend quand A croit.

On ordonne le pinceau de sommet S de sorte que la droite d soit en
premiére position et que Ip soit aprés /1. Si d est orientée dans le sens des
y croissant, on met sur d les points correspondant aux droites du pinceau
en commengant 3 la deuxiéme et en s’arrétant juste avant lp. On met alors
S puis les points restants en parcourant la fin du pinceau.

b. d = Ip.

Toutes les pentes A sont < 0. Les points & créer sont les points
d’abscisses 2p — yo /M. Ils ont donc des abscisses > 0 et s’€loignent de
I’origine quand X croit.

11 suffit donc d’ordonner le pinceau d’origine S en mettant [y en
premigre position et /; en deuxiéme position. On place S sur d puis un
point pour chaque droite du pinceau a partir de ;.

3. Les nouvelles droites.

Les nouvelles droites joignent le nouveau point N aux points de multipli-
cité > 2. Ce sont des déformations des droites passant par S. Soit M un point
multiple de Aj.

a. M n’appartient pas & lp.
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La nouvelle droite N M est une déformation de la droite d qui joint
S a4 M. Le point M ne change pas. Soit C' un point de multiplicité 2 sur
SM, il y a une droite / qui passe par C et qui ne passe pas par S. Cette
droite [ a déja été complétée et on connait donc le point proche de C sur
! : ce point est sur NM.

Le point S va donner sur la nouvelle droite [V la trace du pinceau
de sommet S. On oriente d dans le sens des y > 0 et on la prend comme
axe des y. Soit (xo, yo) les coordonnées de NV, elles sont > 0. La droite
N M a une équation proche de z = x¢. Les droites du pinceau de sommet
S ont des équations de la forme y = Az. Les points d’intersection de ce
pinceau avec © = xo ont pour ordonnée Azg. Leur ordre est donc le méme
que celui des pentes des droites passant par S.

On oriente donc le pinceau de sommet .5 en mettant d en premiére
position et Iy avant [;. On parcourt le pinceau a partir de la deuxiéme
droite en ajoutant un point pour chaque droite et en mettant N entre
et [1. Les numéros des points ajoutés doivent &tre lus sur les droites déja
traitées (d passe par 5).

b. M appartient a [p et M # S.
On fait de méme en gardant /; comme axe des y.
c. M=25.

La nouvelle droite est une déformation de la droite . Il faut
remplacer S par S suivi de N. Soit ' un point de multiplicité 2 de
lo. Soit d la droite distincte de Iy passant par C, sur d on a déja ajouté un
point proche de C'; on met ce point sur la nouvelle droite.

Le point multiple M’ de [y distinct de S est changé en la trace du
faisceau de droites passant par M'. On oriente ce pinceau en prenant sa
trace sur /; parcourue dans le sens positif. Les droites de ce pinceau ont
des équations de la forme y = A(z — z') ol «' est I’abscisse de M’. La
droite SN a une équation de la forme y = «x. Donc les abscisses des
points 2 créer sont de la forme ' /(1 —eA™1) = z'(1+eA~ +...). Donc
I’ordre des points a créer est déterminé.

4.3. ALS : Récurrence dans le dual par calcul numérique.

Pour construire des arrangements de points dans le dual, on peut se donner
numériquement les coordonnées d’un arrangement de 5 points dans un plan affine. On
ajoute alors des points dans les faces qui donnent en revenant a ’espace initial par dualité
un arrangement de droites qui a la classe désirée. Si on trouve 2 arétes consécutives
finies sur la face, le centre de gravité des 3 sommets trouvés donne un point dans la
face. Sinon on cherche une aréte finie, ce qui donne 2 sommets A et B; sur I'aréte
infinie BC on choisit un point C' & distance finie de B et on prend le centre de gravité
de ABC'. 1l suffit alors de calculer les points d’intersection des droites joignant les

points ainsi déterminés et de comparer leurs coordonnées pour construire une matrice
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d’incidence.

5. Invariants et isomorphismes.

5.1. Invariants.

Soit p lintersection de deux droites d et d' d’un arrangement simple A,,. Le
complémentaire de d U d' dans RP? a deux composantes connexes Uy, Us. Soit a; le
nombre de sommets de A, dans U; ; ona ay +az = (’2‘) — 2n + 1. On appelle indice
de p le minimum de {a1,az}. On appelle indice de A, la liste du nombre de sommets
de A, pour chaque indice. L’indice de .4,, est invariant par isomorphisme.

On définit la fréquence des faces d’un arrangement simple .4,, comme la suite
(A,) ot A,, est le nombre de faces de A,, ayant m cotés.

On définit la fréquence d ajacence d’un arrangemnt simple A,, comme la suite
double (v, 4) ol v, , est le nombre de faces & p cOtés ayant une aréte commune avec
une face a g cOtés.

5.2. AL6 : calcul de 'indice.

Etant donné une matrice d’incidence M(A,) d'un arrangement simple, on peut
calculer 1’indice d’un point S de A,,. On détermine les 2 droites dy et dy de A,, passant
par S et une droite lp de A, ne passant pas par S. On modifie la ligne de M(A,)
correspondant a lp de sorte que le premier point rencontré soit I’intersection A de I et
de d().

d

BJ’
C

s /A A'\l

Soit B le point d’intersection de d; avec ly. Soit s;, le nombre de points de ; que
I’on rencontre en parcourant {y de A 2 B dans le sens donné par la matrice d’incidence,
sans compter A et B.

do

Soit | une autre droite de A,,; elle recoupe dy en A, dy en B' et lp en C. On
met A’ en premiére position sur ! et on choisit le sens de parcours sur [ de sorte que
les points A', B’ et C sur [ soient dans le méme ordre que les points A, B et C sur
Ip. Soit s; le nombre de points rencontrés en parcourant [ de A’ & B' dans le sens
choisi sans compter A' et B’. Le nombre de points d’'une des composantes connexes du
complémentaire de dp U1 est alors la somme des s; ou [ parcourt ’ensemble des droites

de A,, qui ne passent pas par M. L’indice du point S est donc déterminé.
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5.3. AL7 : test d’isomorphisme.

Soient A4 et A’ deux arrangements simples de n droites dans RP?. 1l s’agit de
voir §’ils sont isomorphes.

On calcule d’abord les indices des 2 arrangements, s’ils sont différents les 2
arrangements ne sont pas isomorphes. Sinon on essaie de construire un isomorphisme

f de A dans A’

Pour cela, on choisit un point A de 4, alors f(A) = A’ est un point de A’ qui
a le méme indice que A.

On essaie tous les points A’ qui ont pour indice I'indice de A. §’il n’y en a pas,
f n’existe pas.

Les droites dg et d qui passent par A sont envoyées par f sur les deux droites
qui passent par A'. Sur chacune de ces 2 droites, il faut choisir un sens de parcours, ce
qui donne 8 fagons d’envoyer les 2 droites passant par A sur les 2 droites passant par
A :

Soit d une droite de .4 ne passant pas par A. La droite d rencontre dp en un point
M, donc f(d) est la droite passant par f(M) qui n’est pas f(dy). La droite d rencontre
di en N, donc f(d) rencontre f(d;) en f(N).

Chaque droite de A a (n — 1) points de 1’arrangement, donc un nombre impair
de points si n est pair. On peut alors distinguer les 2 segments M N par la parité de
leur nombre de points. On n’a donc pas de choix sur le sens de parcours sur f(d) si n
est pair.

Si n est impair, il y a un choix a faire pour le sens de parcours. On verra au
paragraphe 6 que tout arrangement de n < 8 pseudo-droites a un point qui a un indice
< 1 et que tout arrangement de 9 pseudo-droites a un point d’indice < 2,

On choisit alors A d’indice < 1si n < 8 et d’indice < 2 si n = 9. Alors un des
segments M N a un nombre de points de 'arrangement < 1sin=8et <2sin =209,
ce qui permet de distinguer les 2 segments M N. On évite ainsi le choix du sens de
parcours sur f(d).

La construction de I'isomorphisme se fait alors en déterminant I’image des points
de I’arrangement.

On parcourt dp; si M € Dy, on détermine la droite d passant par M distincte de
dp. Les images des points de d sont déterminées d’aprés les remarques précédentes. S’il
y a une contradiction avec les valeurs déja trouvées, il y a échec dans la construction
de f et on passe & un autre choix de I’'image de dy et de d; ou de A’, sinon on passe a
un autre point de dy. '

§’il n’y a pas de contradiction lorsque le dernier point de dy a ét€ traité, on a
réussi 4 déterminer un isomorphisme.

6. Quelques applications et exemples.

6.1. PROPOSITION. —  Soit p, le nombre de classes d'isomorphisme d’arrangements
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simples de n pseudo-droites de RP2. Alors m=ps=ps=1ps =4 pr = 11,
ps = 135, po = 4382, '

Démonstration. — On part d’une matrice d’incidence correspondant & la classe
d’arrangements de 5 droites. Puis on applique plusieurs fois I’algorithme AL2 de
construction d’arrangements simples de pseudo-droites suivi du test d’isomorphime
AL7. A chaque étape on obtient une matrice d’incidence par classe d’isomorphime
d’arrangements de n pseudo-droites dans RP2.

6.2. ProposSITION, —  Soit I(n) le nombre d'indices différents d’ arrangements simples
de n pseudo-droite de RP?. Ona 14 =I5)y=1, I(6) =4, I(7) = 11, I(8) = 131,
1(9) = 4348. En outre si n < 8 il y a toujours un point d'indice < 1,sin=9ilya
toujours un point d'indice < 2.

Démonstration. — On calcule les indices pour chaque matrice d’incidence
obtenue par le calcul précédent.

En fait cette proposition évite de construire explicitement de nombreux isomor-
phismes et on calcule les indices de toutes les matrices obtenues par AL2 avant de tester
les isomorphismes.

On voit que l'indice n’est pas suffisant pour distinguer toutes les classes
d’isomorphismes mais ¢’est un bon invariant.

Pour n = §, il y 4 indices qui proviennent chacun de 2 classes distinctes. La
fréquence des faces et les indices des 4 familles d’arrangements qui donnent lieu & deux
classes d’isomorphisme sont les suivants :

Mgl AT A As L Ag | As tolirii2]2alealis|ig| ey

@ 00|10} 6(13]10 114121713 (4|13(4
Gg 0]10710G] 51151 9 213(412|5(3|5(4
Gi) 0|10 11{3116) 9 3111414141414 |4
vy 010 13|16 9O 3121116(|5(4]12(5

(ot A, dénote le nombre de m—gones et {,, le nombre de sommets d’indice n).
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