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Sobre las resoluciones inmersas de superficies.
G.Gonzalez Sprinberg (Institut Fourier, Université Grenoble )
1.Introduccion.

La resolucidon o desingularizacion de superficies algebraicas o
analiticas ha sido obtenida por diferentes métodos propuestos por gedmetras
italianos, principalmente por 8. Levi y G. Albanese, quienes disponian de la
resolucion de curvas obtenida en el siglo pasado por L. Kronecker y Max
Noether. La primera demostracion rigurosa y compieta, para superficies, es
debida a R. Walker en 1938, y esta basada en la reduccién al caso de
singulandades particulares gue habian sido estudiadas por H. Jung. Con
métodos puramente algebraicos, O. Zariski obtiene una demostracion para
superficies sobre un cuerpo de caracteristica cerc, poco después. Desde
entonces han habido resultados importantes y en un contexto mds general
{esquemas excelentes) de H. Hironaka y resultados parciales en
caracteristica positiva de S. Abhyankar. lLa existencia de resoluciones
inmersas, on las que se preserva la informacién de la inmersion de la
variedad singular en una variedad lisa, ha sido también obtenida {y en un
cuadro mas general que el de superficies). Pero la realizacién efectiva y la
descripcion de tales desingularizaciones plantean adn numerosos
problemas. por ejemplo ta determinacion de resoluciones inmersas
canomcas y la refacién con la geometria intrinseca de la singularidad.
Comenzamos con algunas definiciones precisas.

Sea (S.0) un representante de un germen de superficie compigja,
en el que O es un punto singular aislado.

Una resolucién o desingqularizacidn de S es un morfismo propio
a: & » S donde § es una superficie lisa, & \ o 1(0)es densoen Sy
tal que la restriccion de @ es un isomorfismo de & \ & 1O} sobre S\{C}
Dada wuna inmersién de S en una variedad lisa V, se Hama resolucién
inmersa de S T V un morfismo propic & . ¥ » V donde ¢ es también una
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variedad lisa. ¥ \ @ "H(O) es denso en ¥, la restriccién de @ es un
isomorfismo de Y \ @ “1(0) sobre V \ {0}, y tal que ¢ induce una
resolucién de S con cruces normales. Esta ultima condicion significa:

{a) Sea § = g (0N el ransformado estricto de S, iLe.la adherencia

de ¢ 1(S\O) en ¥ La restriccion @ ,» de @ a & es una desinguiarizacion

|8
de S.

(b) @ 1(0) es un divisor de V. union de hipersuperficies lisas irreductibles
D 1<i<r ylatfamilia (€, D4...Dy} es con cruces normales .

La propiedad de cruces normales de la familia {‘3 D1....D¢} quiere

decir que, para cada punto x ¢ @ ~1(O), existe un sistema local de
coordenadas de ¥ en un entorno de x tal que las variedades de a familia
{S,D1.... Dy} que contengan x son subespacios lineales de coordenadas, en

posicion general,

El divisor ¢ '1(0) de V . cuya descomposicidn en componentes
irreductibles es Dyu . .uD,, es llamado el divisor excepcional de ¢

La descomposicién en componentes irreductibles de g1 (S) es
S vD4y . .UD; Eldiagrama siguiente es conmutativo:

-

Como consecuencia de fa condicion de cruces normales se obtienen
las propiedades siguientes:

\
-
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1) Por cada punto de x ¢ a H{O)N 8 pasan a lo sumo dos componentes
irreductibles de a-1(0), pues € es una variedad de dimensién dos.

-1
2) Las componentes irreductibles de la fibra excepcional 14 {O)de la

restriccion o |4 son lisas y con cruces normales en S ( ie. la resolucion

de S inducida por  es lo que se llama una buena resolucién de S

En efecto, se tiene la igualdad cr1 Q) = gn g 10y, por lo que ta

& {
familia de las componentes irreductibles de la fibra excepcional
(Din §,i=1 .-.»T} €8 con cruces normales y en particular cada componente es

lisa.

Las definiciones precedentes han sido dadas en el contexte analitico
complejo: definiciones analogas existen en el contexto algebraico.

La obtencion y la descripcion de resoluciones inmersas de supertficies
es de una complejidad equivalente a 1a de las resoluciones de variedades de
dimensién tres. En este articulo resumimos algunos métodos y resultados
Hustrados con un ejemplo de una hipersuperficie, caso de una singularidad
con dimension de inmersién (es decir la dimensién del espacio tangente de
Zariski) minimo.

Los resultados resumidos aqui son una parte del contenido de varias
conferencias realizadas en las Universidades de Harvard y de Northeastern
en 1987 ( en un seminario conjunto organizado por H. Hironaka, DT. Lé,
M. Spivakovsky, y el autor), y en el instituto Fourier en 1988.
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2."Blow-up",superficies regladas y ciclo fundamental.

2.1 Uno de los métodos efectivos para el calculo de resoluciones reposa
sobre la utilizacion de "blow-up" (estallido) de centro puntos o curvas lisas en
las que la superficie considerada es singular, o bien donde existe tangencia
de un transformado estricto de ésta con los divisores excepcionales
introducidos por estallides anteriores. Los centros de los estallidos son
subvariedades de la superficie, pero los estallidos son realizados en la
variedad ambiente lisa. En el ejemplo considerado la variedad ambiente lisa
es de dimension tres; sera suficiente, para los estallidos puntuales, fijar la
notacion standard dei estallido de T 3 de centro el origen: la variedad
estallada C3 ests recubierta por los abiertos afines Uj, 1<i<3, donde cada
Ujes una copiade T3 con coordenadas (X;, Yj, Zj), de tal manera que Uj
es el abierto en el que la imagen del i-ésimo generador del ideal maximal
m= (X,Y,Z) de! origen de C3 es un generador del ideal principal m@ﬂ’is (i.e.
(X1) en U4, (Y2) en Uo, (Z3) en Ug); dicho generador en cada abierto Uj es
una ecuacidn local del divisor excepcional D del estallido, divisor que es
isomorfo a un plano proyectivo  IP2. Las funciones de transicion entre los tres
abiertos son;

(X1, Y1, Z4) = (X2Y2, 1/Xp, L2/ X2)
(X2, Y2, Zp) = (X3/Y3, Y323, 1/Y3}
(X3, Y3, 23) ={1/Z1,Y1/Z1 X4Z1)

Denotaremos < un estallido puntual, & un estallido de centro una
curva (lisa). En el ejemplo considerado, la notacion utilizada para un
estallido de tipo < es analoga a la precedente, pero sobre cada abierto afin
considerado, la variedad estallada es recubierta por dos abiertos afines en
lugar de tres.
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2.2 Los componentes irreductibles Dj del divisor excepcional son
superficies racionales en el caso en que provengan de un estallido puntual, o

superficies regladas si provienen de un estallido de una curva Para las
primeras utilizaremos 1a notacién Rp para denotar un superficie isomorfa a

un plano proyectivo complejo 1P2 estallado en n puntes, indicando también
el grafo dual de las n curvas excepcionales de Ry, grafo ponderado por ias

auto-intersecciones de dichas curvas. Por ejemplo:

D= Ry — e

i

denota un divisor isomorfo a IP? estallado en dos puntos, tales que el
segundo punto estallado pertenece a la fibra excepcional del primero. En el
caso general este grafo dual no es suficiente para determinar el orden de los
estallidos, pero o es en los ejemplos considerados.

Para los divisores excepcionales que son superficies regladas,
denotaremos F, una superticie isomorfa al espacio total de un fibrado

proyectivo TP (€ & €3 (m)) sobre la recta proyectiva P!,
P P

12

La consideracion de estas superficies regladas es suficiente para los
casos en los gue ia curva estallada es racional (lisa), i.e. isomorfa a IP!. En

este caso, todas las superficies regladas obtenidas por estallido de una curva
racional en una variedad lisa de dimensidn tres son del tipo Fm, con mz20. En

particular si m=0, entonces Fg = 1P'x P!, si m= 0 identificaremos la Gnica
curva en Fmy cuya auto-interseccién s -m.

Es de notar que Ias superficies Fy y R4 son isomorfas, pero es el Gnico
tipo comun entre las Fryy vy fas Rp.
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La determinacién del entero m depende de la ciase de isomorfismo del
fiborade normal N » de Ia curva racional € en V, que es del tipo

O}p’_(a)@ (Y]

entonces m=b-a, pues el producto tensoriai por © P1(va) no modifica la

P (b), donde a y b son enteros, a < b; se obtiene

clase de isomorfismo del fibrado proyectivo asociado.

2.3 Probablemente el caso méas accesible de singularidad de superficie a
ser considerado para obtener una resolucidn inmersa es el de las
singularidades agbsolufamente aisladas, para las que se obtiene una
resolucion (no inmersa) por medio de estallidos puntuales. Una vez obtenida
dicha resolucién, se podra considerar la condicion de transversalidad o cruce
normal de los divisores excepcionales con el transformade estricto de
la superficie.

Si g:8& - S es una resolucion de S, donde O ¢ S es una
singularidad absoclutamenta aislada, el ideal m@é es localmente principal

{m denota el ideal maximo en 0); por lo tanto m@é define un divisor Z en §
tal que mOé = Oé(- Z ). Sean dq...dr las componentes irreductibles de la

fibra excepcional o~1(0). Si la multiplicidad de interseccién (Z .dj) de Z con
d; es diferente de cero, entonces d; pertenece a la fibra excepcional del
primer estallido; si dicha interseccion es cero, entonces ia componente dj 1o

aparece en la fibra excepcional del primer estallido. {La multiplicidad de
interseccién considerada esta dada por Ia forma interseccién en el grupo de
Picard de §). La iteracién de este procedimiento permite determinar el orden
de aparicidn de las componentes d; en la sucesién de estallidos puntuales.
Si la singularidad es racional, ef divisor Z coinicide con el giclo fundamental,
que es el Unico ciclo divisorial minimal en la famiiia de los ciclos divisoriales
positivos con soporte en la fibra excepcional ¢~1(0), tales que (2 dj) < 0, ¥i.

De hecho el ciclo fundamental es determinado por la matriz interseccién
(d;. dp), 1< ij<r lo que reduce varios caiculos al dominio de la combinatoria.
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3. Eiempio de una hipersuperficie.

Sea S la superficie de ecuacion f= X2 + Y{Y2+73)=0 inmersa en
V=C3; el origen es el Gnico punto singular de S ( de tipo lamado E7).

La resolucion (minimal) de S es obtenida mediante siete estallidos
puntuales. ElI grafo dual de las componentes irreductibles de la fibra
excepcional es;

[3.1}

P}
+a
Eng
T
»

Cada vértice representa una componente, y cada arista un punto de
interseccidén entre las componentes representadas por los dos vértices
correspondientes. La auto-interseccion de cada vértice es
(dj.djj =-2,1<i<7; lo que completa la matriz interseccion. El orden de los
indices de las componentes dj respeta e! orden de aparicion de las mismas al
efectuar los estaliidos.

En efecto, el ciclo fundamental es:
Z=2d{ + 2do + d3 + 4dgq + 3d5 + 3dg + 2d7,

que se puede representar indicando la muitiplicidad de cada componente
irreductible de Z en un diagrama analogo a [3.1]:
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El calculo de las intersecciones (£ .d;) es inmediato a partir del grafo
[3.1] ¥ de las auto-intersecciones; se obtiene (Z .dj) =0 paratodoi# 1. En
consecuencia el transformado estricto de S por el estallido T ; de centro el
origen es una superficie con un Gnico punto singular en cuya resolucién

minimal las componentes irreducibles de la fibra excepcional son
di, 2<i< 7.

Filemos algunas notaciones: para cada estallido puntual i, 1 <i<7,
notaremos éi el transformado estricto de S por la composicién T4 cdy,
D; el divisor excepcional de la variedad ambiente de dimensidén tres
introducido por @, yd; = iDj Sil la curva reducida traza de D; en §;. Se
conservara por abuso de notacién, la misma denominacion para los
transformados estrictos de Dj y de dj en ios estallidos posteriores a ;.
Finalmente denotaremos (i i) la curva interseccion de B con Dj, para i#], s
dicha intersecciéon no es vacia, asi como sus transformados estrictes. La
ecuacién del transformado total de S en el abierto Uz (ver 2.1} de ia
variedad estellada en:

2 2 2
T1* () =Zq+ X3(Y3 Z3 (Yq+23))=0

La ecuacidn local en Usg del divisor excepcional es Z3 =0, y el factor
en paréntesis corresponde a §i; se verifica gue el Unico punto singular de §;
es el origen de Ug (de tipo Dg).

Un caleule analogo de los ciclos fundamentales de las singularidades
sucesivas de Sj, 2 <i<6, determina el orden de aparicion de las curvas

excepcionales restantes: ég posee dos puntos singulares (de tipec /Aqy
D4), §3 obtenida con el estallido @ 3 del punto de tipo /A {posee un solo
punts singular en  dyNdp, cuyo estallido T4 permite obtener la superficie
§4 con tres puntos singulares de tipo A en dqNdyq, en daNdp y un
tercero en d4 que son resueltos respectivamente con los estaliidos 75, Tg,
J7.
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El caleulo local muestra que tres de los divisores excepcionales D; son
tangentes al transformado estricto €7 a lo largo de las curvas (racionales
di= ID; N §+I, para los indices i=1,2, 4.

En estes tres casos en los que la condicidn de cruce normal no es
satisfecha, el tipo de tangencia es e! mismo, con orden de contacto 2; en
consecuencia se obtiene una resolucion inmersa luego de efectuar dos

estallidos de centro dj para cada i= 1, 2, 4. Mas precisamente, sea T el
estallido de centro d; y sea Dy la supetficie reglada obtenida como divisor

excepcional. Las superficies Dy y los transformados estrictos de Dj y de §7
tienen una interseccién comun a lo largo de una curva que es centro del
estallido siguiente, denotado &, estallido que introduce otra superficie
reglada, DT. Las cuatro superficies Dt Di;. Djy g presentan cruces

normales (S denota el transformado estricte final de Si; la unica
interseccién no vacia de S con los tres otros divisoreses S N DT que sera

denoctado d7. Los divisores Di y Dj son disjuntos y sus intersecciones con

D7 son denotados ( i ye {i? y respectivamente. Finalmente, si
(H)) = Dy 0 0; = < la curva djes tangente a (i j} en diN dj. y despues de
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Esta informacion permite la construccion del diagrama _de_incidencia
de los divisores §7, Dj, 1 <i<7en el espacio ambiente de dimension tres
resultante de los siete estallidos. En sste diagrama de incidencia son
representadas todas las curvas que aparecen como interseccién de los ocho
divisores obtenidos; cada curva es representada por un segmento, y un punto
comun a dos segmentos representa un punto de interseccién de dos curvas.
Las curvas consideradas son reducidas; los divisores excepcionales Dj son

transversales entre ellos pues son superficies lisas obtenidas todas por
estallidos puntuales. La condicién de cruce normal de los D, 1<i<7 con éy
sera analizada postericrmente. La irreductibilidad de cada interseccion
Dy N §7, 1<i<7, implica que si el diagrama de incidencia conjuntista de tres
divisores corresponde a la posicién general de tres hiperplanos, entonces el
diagrama de incidencia del estallido de centro el punto de interseccién de
los tres divisores se obtiene reemplazando este puntb por un triangulo que
representa las intersecciones del nuevo divisor excepcional con los tres
precedentes, como en el diagrama siguiente:

El diagrama de incidencia conjuntista para la resolucién minimal
resulta de la regla precedente y de ia informacion dispenible sobre el orden y
los centros sucesivos de estallidos; y es obtenido faciimente sin necesidad de
conocer las ecuaciones locales del atlas de los abiertos afines. E resultado
es el diagrama siguiente:
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El calculo local muestra que tres de los divisores excepcionales Dj son
tangentes al transformado estricto §7 a lo largo de las curvas (racionales)
di= IDj N é—,—\, para los indices i=1, 2, 4.

En estos tres casos en 108 que la condicién de cruce normal no es
satisfecha, el tipo de tangencia es el mismo, con orden de contacto 2; en
consecuencia se obtiene una resolucion inmersa luego de efectuar dos

estallidos de centro dj para cada i= 1, 2, 4. Mas precisamente, sea 7 el
estallido de centro dj y sea D; 1a superficie reglada obtenida como divisor

excepcional. Las superficies D; y los transformados estrictos de D; y de §7
tienen una interseccién comuin a lo targo de una curva que es centro del
estallido siguiente, denotado ;. estallido que introduce otra superficie
reglada, DT_ Las cuatre superficies Df D;, Dy g presentan cruces

normales (S denota el transformado estricto final de Si: la Gnica
interseccion no vaciade S con los tres otros divisoreses S N Df que sera

denotado d7. Los divisores D y Dj son disjuntos y sus intersecciones con

D7 son denotados { ii)e (i1 )respectivamente. Finalmente, si
(ip=0;n Dj = ¢ la curva dj es tangente a {i |} en 4N dj, y despues de

28



efectuar los estallidos & y &, las intersecciones de Dj con Dy y Dy son

denotadas (ij). (7j) respectivamente.

Se puede representar graficamente estos estallidos en las trazas
reales de las superficies de ia manera siguiente:

PN Iy
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/‘,f.’ .-"j.f
e - P
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En consecuencia, e} diagrama de incidencia local de &, D;, D

bl

i
Dj se obtiene a partir del diagrama de =, By, Dj de la manera siguiente:
[3.3]
. (iT)
{137 '
< Lan
___.._.....} /—__-

(%)
I

(3h -

-
=

El diagrama final de incidencia de la resolucion inmersa de S se
obtiene a partir de [3.2] con las sustituciones [3.3] parai=1, 2, 4.; se tiene
simultaneamente =5 para i=1; =3, 6 para i=2 y |=5,6,7 para i= 4. K
resultado es el siguiente :

[3. 4]
{123
(44) 7 T (24
o~ e
_-“_J.- M‘-ﬂ.,‘_
(11 J“\ (15)", (45) (463 /™, (26 Py
. S \'. - = !_-" 1"'. = f{'
N4 S (44) 44y /7 N, 22y
(15 {5 dnl wan lide (363 (3z)
1 s 43 43 d, 43 dz
(1s) (3= (374 i (353 (3¢ (33)
(39 | @9 (32)
— J! .".\ _ \-. - \1 - n \-\r
(11 // AL BN B ¢ W (36Y M (36 \(23)
o \'1 \\‘ l‘“ a, ‘\
5 " " "
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Para determinar el tipo de superficies racionales y regladas gue
aparecen como divisores excepcicnales hay que retomar la sucesidén de
estallidos puntuales y de curvas que las generan.

La superficie D1 que es isomorfa a un planc proyectivo compiejo
P, divisor excepcional de ¢4, es estallada en tres puntos por s, T4, I5,
por lo que es isomorfa a una superficie racional de tipo R3 (ver § 2.2}, siendo
las curvas excepcionales en D4, {12), (14), (15). Los puntos estailados
pertenecen a dy o a su transformado estricto en cada estallido; dy es una
recta en el primer estallido, pues el cono tangente de S en 0 es un plano
(doble), su autointerseccion en Dy es 1. Pero como la autointerseccion de
una curva estallada en uno de sus puntos decrece de una unidad, al cabo de
los tres estallidos ésta es -2. Los estallidos de centro dq no modifican la
superficie D4 pues la curva ya es un divisor de Cartier; en cambio separan
D1 del transformado estricto de la superficie g, por lo que la curva que

denotamos d{ deviene (1 T}. es decir la interseccion DyN Dy . Cada curva

gue aparece en el diagrama de incidencia posee una autointerseccion para
cada superficie que la contiene, autointerseccion que es el grado de su
fibrado normal en 1a superficie considerada.

Para completar la descripcién de la resolucion inmersa, determinamos
todas las autointersecciones, resumidas en [3.51. En éste se describe, para
cada divisor excepcional, el grafo dual de 1as curvas de interseccidn con los
otros divisores, grafo ponderado por las autointersecciones. Las curvas
excepcionales de los n estallidos de Ry, asi como la énica curva de
autointerseccion -m<0 de Fp,, son distinguidas (en recuadro) de las
restantes. Para Dq= Ry, eigrafo es

: -2
i

Faa
wa
—il

(123 £14) 015




El divisor excepcional Dy obtenido por el estallido @1 de centro dy
es una superficie reglada de tipo Fp. En efecto cuando se efectda el primer
estallido, @ 4, el divisor excepcional D1= P2 tiene un fibrado normal de
grado -1 en la variedad ambiente de dimensién tres estallada \71 (pues

ND1/Q~ = @D1('1))) y la curva di= 101 n §1l es una recta en Dy, por fo

= &3 i 1 .
que Nd1/ D, ._.d1(1). En consecuencia, se obtiene:

Ng,/ 0, = rE::'d1(1) s @dw(-”

Para cada estallide de centro puntos de dy, T, T4, 75, el grado de

cada uno de los dos sumandos del fibrado normal disminuye de una unidad,
por o que se obtiene finalmente

fi:sdj(-z) & l?:f-‘dlf—d).

Este resultado se puede verificar también con célculos locales y
funciones de transicion; con las notaciones adoptadas en § 2.1, un entorne
de dy en \/ esta dado por {os segundos abiertos de {a descripcidén de T4 y
de @5, cada uno de elios isomorfo a (3, con funciones de transicion:

(X, Y,2)={xy2, y%z 1/y

El ideal de definicidén de d4 es { X, Y ) (respectivamente (x,z}) en el primer

(resp. segundo) abierto. por o que se verifica el resultado enunciado sobre el
fibrado normal, y el tipo de la superficie reglada

Df = Py (D (2% Ty (4) = P (O &0 (@)
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Considerando ahora fa curva dy =103 N § 1 el estallido & 1de

centro dy tiene el divisor excepcional Dy isomorfo a Fg ¢ es decir P'x PY),
pues el fibrado normal de dy en la variedad ambiente es isomorfo a

|;'£:Jd1.(-2) ® @d{ (-2).
Para D? y Di‘, con i =2,4, se obtienen resultados analogos al obtenido

para i=1.

Si la curva dj intersecta transversalmente un divisor Dj, fa restriccién a

Dj del estallido o de centro dj es un estallido puntual de Dj. En el cuadro

siguiente se resume el tipo de isomorfismo de cada divisor excepcional y el
grafo dual de fas curvas de la configuracion [3.4} que contiene.
[3.5]

2 =2 -t |-z
D1 - R3 $r————p————p————
(121 (123 (14) {173
-1 -2 -1 -2 K]
D2 ~ RS . - > - *
LZEI| (220 (2R1 (24) (12)

D3~ Ry M

SR S
(-"-“": LE RN
(22) (243 .

(23}
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D7 = Ry

-1 o

f——a
-1 _o 4 4B) (24)
P——

T _ O
F477 | (4d) o1
’ R —

4331 (14

- "\.
-1 /_"’ df_. =1 -7

b
'ff';45) (45)
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( grafo igual al de Dg reemplazando

los indices 1 por 2, 5 por 6).

¢ grafo igual al de D3, reemplazando

los indices 2 por 4, 3 por 7}
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0
D- = Fp = P'x P!
1 97
B = F
DEA:FO— Pix P
0. = F
4 2
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I2

Fo= P'x P

P it

Sea o el morfismo de la resolucion inmersa de S, composicién de los
estallidos puntuales y de centro las curvas indicadas. El transformado tota!
T°4S) de S por ¢ se descompone como ciclo en suma del transformado
estricto § y de ios divisores excepcionales ceon coeficientes enteros,
coeficientes iguales a las multiplicidades genéricas de los divisores. Dichas

muftiplicidades son calcuiadas a partir del orden de los estaliidos y de Ia
multiplicidad det centro estallado Sea m; la multiplicidad de Dj ,i= 1,2, 4;

entonces la multiplicidad de D;- es (mj+ 1) v la de D7 es (2m;+2). E

transformado total es:

[3.6]
g US)=5 - 2Dy + 4Dy +6Dg+8D, + 12Dg + 14Dg+ 10D

+3D:| +SDQ +9§3£1

+6D§ + 10Dé +18Dji

Los cuadros [3.4], [3.5] y [3.6] compietan la descripcion de incidencias,
autointerseccidén y multiplicidades de |la desingularizacién inmersa de S.
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