G. GON.ZALFZ-SPIEINBERG et J.-L. VERDIER .
Structure multiplicative des modules réflexifs

sur les points doubles rationnels

0. INTRODUCTION

Seit 0 € S un point double rationnel ([A1],[L]), olr S est le
spectre d'un anneau local complet Gg de dimension 2 sur un corps

k algébriquement clos, d'idéal maximal @ , tel que @S/hxz k.

31 k est de caractéristique nulle un tel ammeau est l'anneau des
invariants d'un groupe fini G < SL(2,%) qui op®re linéairement sur
k[[x,y1] ([¥1,[D],[B]). En ce cas il existe une correspondance bi-
jective (dite de McKay) entre les sommets du graphe de Dynkin com-
plété T(S) associé & § et les classes d'isomorphisme de repré—
sentations irréductibles de G , ou encore les classes d'isomorphisme
de @g-modules réflexifs (i.e. isomorphes & leurs biduaux) indécom-
posables sur &g (LM}, [G-v],[A-V]). Cette correspondance permet de
reconstruire le graphe de Dynkin (i.e. les arétes) en ce sens que le
produit tensoriel par la représentation canonique Ge»SL(2,k)} four-
nit un graphe isomorphe au graphe associé au point singulier ([M],
[G-V]), et plus généralement le graphe de Dynkin détermine uniquement
la structure'multiplicative des représentations par produit tensoriel,
ou des modules réflexifs par produit tensoriel réflexif. 81 k est
un corps de caractéristique positive, la correspondance bijective
entre sommets de T(S8) et @S—modules réflexifs indécomposables
reste valable ([A-V]), mais on ne dispose plus, en général, du groupe
G . Ie candidat naturel & le remplacer, le groupe fordamental qui
classifie les revétements finis étales de 5-{0} , ne coincide pas en
général avec celui qu'on a en caractéristique nulle, et la classifi-
cation des points doubles ratiomnels en caractéristiquelz, 3 et 5

est plus compliquée ([A2]). Ie but de ce travail est 1'étude de 1la
structure multiplicative de 1i'anneau des @S—modules réflexifs. On

caractérise un 6g-module réflexif @ (unique & isomorphisme prés) qui
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joue le réle, en caractéristique positive, de la représentation cano-
nique de G en caractéristique nulle. On démontre que, sauf cas
exceptionnels que nous étudions, le produit par Q est le mfme gu'en
caractéristique O ; dens le cas ol la structure multiplicative est
préservée, on peut donc, & partir de 1'annean 6y » Teconstruire
1'anneau des représentations d'ua groupe qui, lui, a pratiquement

disparu.

1. IE MODULE CANONIQUE Q.

Proposition-Définition (1.1)

(1) On a Ext; (m,@s) ~k ; par suite il existe un gg-module Q
S

de rang 2, unique & isomorphisme prés, extension non triviale

de m par 64

O-'@S—'Q-*m—'O

*
(i1) Soit @ = Hom@ (Q,@S) le duaide @ .0na Q~Q , donc
gy S e e ey e e
Q est réflexif.

Démonstration

En appliquant R*Hom( ,@S) & la suite exacte

(s1) O—- - 6 = k> 0

on obtient un isomorphisme

1 2
(1) Ext@s(m,es) ~ Ext@ (k,@s)

S

Or, 6y est Gorenstein (car intersection compldte [A2]), done 6

est dualisant, d'ol

(2) Exts (k,eg) ~tk
S

ce qui prouve (i).

Par ailleurs, 6g est Cohen-Macaulay (car intersection compléte)

d!ou Hom(k,@s) = Ext1(k,@s) = 0 3 par suite on a
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;- 1 z
(3) Hom®s(m,@s)_: 6g » Bxt (msbg) ~ Ext(k,64) >~k .

En appliquant R°Hom (k,.) 2 la suite exacte

G5
(s,) 0O-gg~>QR->m—0
or chiient
(4) Hom  (k,9) = 0 (car Hom (kM) = 0)

Sg S

et la suite exacte

1 1 2
0 — Ext© (k,2) Ext@ {(k,m) Ext@ (k,@s) .

S S 5

Ia dernidre fléche est injective (par définition de (82)) d'ton

(5) Ext!| (k,Q) = 0 .
6g

En conséguence de (4) et (%), Q@ est de profondeur 2, d'ol (Iemme 1.7
de [A-V]),

1 _
{(6) Ext@S(Q,@S) =0 .

Finalement, R’Hom@ ( ,@S) de (82), (1), (2), (3) et (6) fournissent
S
la suite exacte

*

d'oll. Q ~ o (par {i)), ce qui prouve (ii). =

Notations (1.2)

Soit g : S - 5 une dédsingularisation minimale de & ; Pic(8) 1le
groupe de Picard de S, Irr D = {d1""’dn} l'ensemble des classes,
dans Pic(S) , des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel
D = q_1(0) c S . Notons ( . ) 1a forme intersection dans Pic(8S) ;
Pico(g) le sous-groupe de Pic(S) engendré par les diviseurs &

support dans. D , et {d,, l1<isa} la base de Pic(8) qui stidentifie,
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par la matrice intersection, & la base duale de {d;, 1sisn)} ([A1]) ;
on a donc (di.dg) = 6ij . On note Pic™(¥). (resp. Picg(g) ) les
éléments de Pic(B) (resp. de Pico(g) ) positifs par rapvort & 1a
base {d;} (resp. {d;} ), i.e. {a"¢€ Pic(B) !(dv-di) = 0, Vi}

(resp. {4 ¢ Pico(g) I (d-d;) = 0; ¥i} . la classe, dans Pic('él)r du
cycle fondamental est désignée par Z , suivant la tradition ([A1]).

Si M est un @S—module , son transformé strict sur S est 1e

* *
6 -module M = : q*M/T(q (1)), ot T(q M) est la ¢ _-torsion de
¥ S
q*M . et on déncle bar c1(M) la premidre classe de Chern de ¥ ,

qui appartient & ric(s) .

Lemme (1.3)

Sbit O— M — M- M"~ 0 une suite exacte de 6g-modules libres

en dehors du point fermé. Alors, le ccmplexe induit de ¢ -modules
S
0 -t - - ¥ - 0 & une cohomologie située uniguement en

Démonstration

Immédiate, car les modules ne possédent pas de torsion (par construc-

tion) et le complexc est exact en dehors de la fibre exceptionnelle .s

Proposition (1.4)

(1) Ie module & ne posséde pas de facteur libre.

(ii) on = 01(9) =-Z .

Démonstration

Ia suite exacte de @S—modules (82) fournit le complexe de @g—modules

(1) 0-6. 2> m—0 .
S

ona M~ (-2) car S est ratiomnel ([A1]), donc, en considérant

]
la premiére classe de Chern on a, par le lemme précédent
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(2) d = d1(9) + 2z € pic’(Y) .

Démontrons (i). Ie module @ Iui-méme n'est pas libre, car 65 n'est
pas régulier. Supposons que §Q admette un facteur libre de rang 1.
Alors Q = 6y & R ol R est réflexif non trivial de rang 1. Par
suite on a (lemme (1.10) de [A-V])

(3) 01(3) € PicT () et (51(R).Z) = rang R = 1

Ie cycle fordamental satisfait (Z.d;) >0, vi ([4]), done (3)
implique

v v v
- .d. = -
(4) 01(3) d, avec d = tel que (z z) 1.

Par ailleurs on a (par {(2))

(5) 01(3) € Pico(ﬁ) .

Or (4) et (5) donnent une contradiction, car dans le cas E_ on a

8
(z.d;) > 2,¥i , dans les cas A, (nz1) aucun élément de la base
duale (d;) n'appartient & Pico(g) , et dans les cas Dn (n=4) ,
Eg, B, 51 d: ¢ Pic (¥) , on & (z.ai) > 2, comme on le vérifie

par inspection, d'ou (i).

Démontrons (ii). BEn utilisant (i)} et le lemme (1.10) de [A-V] , on a
(6) ¢, (2) ¢ PicT(¥) et (e ,(@).z) =2 ,

car rang @ = 2 . Puisgue 8 est un point double rationnel, on a

(L4710
(7) (2.2)

_2’

et par suite de (2), (6) et (7) on déduit

I

(8) (@.z) =0 .

Soit dj tel que (z.d.) <0 . On a (z.di) < 0, ¥i (propriété
v

de z ([4,1), d'od (d.d;) =0 par (2) et (8). 0r (d.47) =0

et d ¢ Picg(§) impliguent
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(9) '(a.dj) > 0 .

Soit 7z = % nidi ; par (6) on a les valeurs possibles pour 01(9)

v .
dz avec nz = 2 dans les cas Dn’ E6’ E7, E8
A" v . .
d + d avec ¢ Vet n =n = 1 dens les cas
(10) 01(9): y) L' . 7 2 4!
Ah’ n’ E6'

2dz avec 1, = dans les cas # Eg

Par agilleurs, on a

v
—dj, avec nj = 2 dans les cas Dn’ E6’ E7, EB
(11) z = Fd;—dg,, avec j £ ', nj = nj, = 1 dans les cas An, n>1
—2dV avec n, = | dans le cas A, .

17 1 1

En considérant les intersections (01(9).dj) et (z.dj) et en tenant
compte de (2) et de 1'inégalité (9) on obtient le résultat par inspec-—

tion des différents cas énumérés dans (10) et (11).

A titre d'exemple traitons le cas Dn

v
EBan cecas ona Z=-d. , et 1'une des deux possibilités suivantes
pour 01(9)
v
(a) 01(9) = dz , avec n_ = 2
v v
(b) 01(9) = d£ + dl' ; avec n, = mn , = 1
Dans (a) on = (CT(Q)°dj) =95, J', dtot (par (9)) £ =13, i.e.
H
c, (@) = -z
Dans (b) on a (01(9).dj) = 65 5t 6£, 5 dtol (par (9)) 4 =1
] H
ou %' = ] ce qui est contradictoire car n, # n, et n # noy .o
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| Remargue (1.5)

Ia proposition précédente montre gue le module canonique @ défini

en (1.1) est isomorphe, en caractéristique nulle, au module réflexif
associé a la représentation canonique du groupe & , car le caractere
de Chern est le méme pour les deux et ce dernier classifie les classes

d'isomorphisme de g-modules réfiexifs (Th.(2.2) de [G-V] et Th.

(1.11) de [A-V]). On peut aussi le voir de fagon directe : Soit
¥ = Spec k[[x,¥]] , p ¢ V-8 le morphisme de passasge au quotient

-modules

par l'action de G . On a la suite exacte de _@V

Lo 2 .
O—)@V-—)QV—A»@V—»}:-» ,

ol Q%, est le module des différentielles sur V , f2 est induit
par le champ d'Euler x L. v g% et f, par xdy - y éx

OX 1

En considérant les invariants par G de 1'image par P, » on obtient
ila sulte exacte de @S—modules

G
1
0 - &g (p, QV) -6 k-0 ,
et par suite
1 G

On a donec Q ~ (p, Q&)G . Or ce dernier module est réflexif et coin-

cide avec l1le meodule Q; , en dehors de 0 , On a donc aussi

Ty** : 1
Q ~ (QS) , i.e. le bidual de Q,

1'inclusion de S-{0} dans 5 . En caractéristique 2, 3 ou 5 ce
3

L% 1 .
» Ou encore 11 QS , ou 1 est

+Y5=O),
car Q; possede un facteur libre, ce qui n'est pas le cas pour @
(Prop. (1.4)(i)). =

dernicr isomorphisme n'est plus valable dans le cas de E8(22+X

On dispose d'une autre caractérisation de Q :

Proposition {1.6)

Ie module Q@ est le deuxiéme syzygie de 1'idéal maximal W : on a

une suite exscte

3
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Démonstration

Tout'point double rationnel a une dimension de plongement égal a 3,
donc on peut considérer 6g comme quotient de k{[%X,Y,2]] par
1'idéal principal engendré par son éguation f(X,Y,2) ; équation
gui est de degré 2 par rapport & une dé ces varisblies, disons 2
([Az]) . On considere la projection =m : 8 — W = Spec(k[[X,¥]]) .
On en déduit comme dans [G-V] prop. 4.4 une résolution minimale

T T+ P

4 4
-oo—’ég“—bgé‘ -——)@S —%@S—-&:Q—’O ,

De plus T se déduit de Tf en appliquant l'unigque automorphisme

¢ d'ordre 2 de ® lorsque © est séparabie, et T = T  lorsque

7 est inséparable. Posons Q = ker T , et soit M= ker(@g - m) ,
ol cette dernidre fliche a pour matrice (X,Y,2) . Alors on a un

diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

0 0
s T TS
v
0 > QV > @g —_— Q —> 0
0 —> U —> 8] —>h —s0
: |
0 0

ol la dernidre colonne est la suite (52) (Prop. (1.1)), et la colonne
intermédiaire est induite par une fliche @é — @g qui rend le diag-
gramme commutatif. Cette derniére fléche est surjective (par minima-
lité), et de plus les noyaux des deux dernidres colonnes sont iso-
morphes (aussi par minimalité). Par conséquent (lemme du serpent)

Q¥

change pas W , donc M non plus, mais QY est changé en @ , d'olu

et M sont isomorphes. Par ailleurs, si on applique « , on ne

la propoéition. ]
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Si M et N sont des @S—modules réflexifs, leur produit réflexif,

noté M.N , est par définition l'enveloppe réflexive de leur produit

¥* *
tensoriel, ou encore Hom@ (M ,N) , o M est le dual de M .
S

Proposition (1.7)

Soit M un @S—module réflexif sans facteur libre, Alors on a

C1(M.Q) = 2 01(M) + &(M)

avec &(M) € Pic;(g)

Démonstration

N _
Fn appiiquent R°'Hom(M , ) & la suite exacte (52) (Prop. (1.1)) on

obtient la suite exacte

* *
(1) 0~ M- Hom(M ,Q) - Hom(M ,m) - O .
De manieére analogue pour (81) on obtient la suite exacte

0 — Hom(l ,m) — M — Hom(M k) — Ext (M ,k) - 0

Ia fléche Hom(M#,@S) = M - Hom(M%,k) ~est nulle, car si on avait un
é1lément non trivial de Hom(M*,k) gqui provenait d'un élément de
Hom(M#;gS), alors Nﬁ aurait un facteur libre et par suite M aussi,
contrairement & 1'hypothése. On obtient donc un isomorphisme :

(2) Hom(M ,m) _'“_,Hom(M*,@S) -u .

Par suite de (1), (2) et de la définition du produit réflexif, on en

déduit une suite exacte

O+ M-~ MN.Q-> M-~ 0
qui induit un complexe de @ -modules
0-HM- (M) -M¥-0 .

En considérant la premiére classe de Chern de ce complexe, on a le

résultat, par le lemme (1.3).=
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(1.8) En caracféristique nulle le module & est isomorphe au modulie
réflexif correspondasnt & la représentation canonique du groupe G
(remargue 1.5). Ia régle dite de-NbKay dit (en ce cas) que si
{M1,...,Mh} est la famille des classes d'isomorphismes de modules

réflexifs indécomposables non triviasux, alors on a, pour chague i ,

(%) c,l(Q.Mi) =2 c,l(Mi) + 4,

ot d, est 1'élément de la base de Pico(§) correspondant & I, ,

. v
i.e. tel que d; = 01(Mi) .

91 cette regle est vérifiéde, alors la correspondance bijective

Mi!a di dtablit un isomorphisme de graphes (i.e. une dgalité de la
matrice ((aij)) définie par 01(Q.Mi) = I 8 5 d; , avec la matrice
intersection associde & la désingularisation q : S - S ), car 1l'ex-
pression de chaque d, deans la base duale est (~2d; + Z a¥) ob

J = 1 dénote la famille des indices J tels que dj sg;i voisin de

d.
1

On se propose d'étudier la validité de la régle (*) sur un corps de

caractéristique positive, en prenant pour & le module canonigue

défini en (1.1). Par ia prop. (1.7), la regle (¥*) éguivaut & 1'éga-
- - v

1ité 6(Mi) = d, , lorsque 01(Mi) =d; .

Dans la suite on donne lé démonstraticn des résultats suivants
(cf. (2.9.1) et (2.9.2)).

-

Théoréme (2.9)

i) Soit M wun module réflexif indécomposable non libre sur S s

dV=c1(M) . 0n a

c,l(M.Q) =2 ci(M) + §(M)
ou &(M) =0 ou d .

ii) S8i le corps de base k est de caractéristigue positive 1p ,

et si (rang M,p) = 1, alors on a &(M) =4 .
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Corollaire

la reglie de MecKay est vraie pour les poinfs doubles raticnnels de

type A en toute caractéristique, de type D _en caractéristigue £ 2,

de type E6 ou E., en caractéristique £ 2 et 3, de type E8 en caracté-

i
ristique # 2, 3 et 5.

2. PASSAGE DE LA CARACTERISTIQUE O A LA CARACTERISTIQUE P.

Notations (2.1)

Soit GU un anneau complet de valuation discréte ;3 on suppose que k
est son corps résiduel, gue son corps de fractions K est de caracté-
ristigue nuille et que X posséde suffisamment de racines de 1'unité.
On note O (resp. n ) le point fermé (resp. le point générique) de

¥ = Spec ) .
P (@U

Soit @g un amneau local complet de dimension 3, piat sur '@B tel

que les fibres S =g et gn de § = Spec(@g) , sur 0 et 7

respectivement, Soieni des points doubles ratiomnels. On note ¢ la
section de § - B des points singuliers. On identifie 1 & son
image dans & par la section o , et on note t une uniformisante
de ®U . Soit g - g une désingularisation simultanée de & , plate
sur y , teile que g = §O (resp. g ) soit une désingularisation
minimgle de So (resp. de gn ) . Soit g le diviseur exceptionnel

de € » 8=y 8 sa décompositicn en composantes absolument irré-

i
ductibles (décomposition qui existe si K posséde suffisamment de
racines de 1'unité). On sait que 8; = Qi ® k est irréductivle. Ia

o]
décomposition de g permet d'établir une correspondance bijective

Pic(gn) = Pic(go) en associant .&i a §;  pour tout i (bijec-

m 0
tivité qui résulte du fait que les points doubles rationnels sont

absolument isolés [L]). Nous identifions dans la suite les groupes
de Picard spéciaux et généraux par ces isomorphismes, et on le mote
Pic(8) . On garde les notations pict(8) , Pico(g) et Pic;(g)

introduites au § 1.2.
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Soit M un @s—module . On note M (resp. o ) sa fibre en 0

(resp. en n ). Son transformé strict sur § est le @_-module

s
M- :wm = 6_/Torsion . On dira que M est relativement réflexif

8 8 _ )
8'il1 est de type fini, plat sur GU et si Mb est de profondeur 2.

Proposition (2.2)

Soit M un @g—module relativement réflexif. Alors on a

i) N% est de profondeur 2.

ii) 01(MT]) - c1(M0) EPicB('S‘) .

Démonstration
Comme M est plat sur @U on a une suite exacte 0 - M-E M -~ MO -~ 0,
d'ou une longue suite exacte des Ext; (@U’_) . Comme @U est plat
g ) .
i i
sur @U et MO un @SO-module , On & E?tGS(SU’MO)': Ext@go(k,MO) .

Comme MO est de profondeur 2, on obtient que la multiplication par

t dans Extg (@U,M) est bijective pour a = 0,1 . Donc

24
Extz (@B,M) = 0 pour a = 0,1 d'aprés le lemme de Nakayama. En se
4
restreignant & la fibre ouverte on obtient Extg (K,Mﬁ) = 0 pour

8
: 4l
a=0,1, ou K est le corps résiduel de gn . Par suite Mﬁ est de

profondeur 2, d'ou i).

Démontrons ii). Comme la torsion de 1'image inverse de M sur E
est & support contenu dans g , M n'a pas de t-torsion et par suite
M est plat sur vy . Par spécialisation plate, on en déduit que
d1(Mh) (égale par définition & 01(ﬁ%)) est égale & 01((ﬁ)0) .

o J
Ie module (M)O est un quotient de 1'image inverse de M, par un
sous-module de torsion ; on .a donc une suite exacte O A_RO - (ﬁ)0 -
ﬁo -0, ol Ry est un module & support dans 8y On a donc
c1((m)0)_= c1(Mb) + 01(50) . Par définition on a ci(Mb) = 01(MO) ,
de plus 01(30) € PicO(S) , d'olt la proposition. = :
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Proposition (2.3)

Soient M et P deux @S—modules , avec M de type fini et P

relativement réflexif. On suppose que Exté (M,P) est plat sur v .

24
Alors Hom(M,P) est relativement réflexif et le morphisme canonigque

Hom(M,P)O - Hom(Mo,PO)' est un isomorphisme.

Démonstration

Comme P est plat on a une suite exacte 0 - P z P - PO ~ 0 .0n a

donc ume suite exacte O - Hom(M,P) % Hom(Mf,P) ~ Eom(M,P,) — Ext' (M,P)
Y mxt'(1,P) . Comme Ext'(M,P) est plat, la multiplication par 1
est injective. De plus le morphisme canonique Hom(M,PO) - Hoﬁ(MO,PO)
est un isomorphisme. Il en résulte que Hom(M,P) est plat et que
Hom(M,P)O = Hom(Mb,PO) . Ie module P, est de profondeur 2 donc ré-
flexif. Par suite Hbm(MO,PO) est de profondeur 2, d'ou la proposi-

tion. =

Coroliaire (2.4)

Soient M un @S—module relativement réflexif, M = Homg (M,@S) .

* . N . * * %S *
Alors M est relativement réflexif, (M )O = (MO) , (M )ﬂ = (Mﬂ) ,

- 3 ** I 3
le morphisme canonique M - M est un isomorphisme.

Démonstration

Résulte de ce que Ext;(M,@S) =0 ,

Notons WB 1'idéal de la section singuliére g g .

Proposition (2.5)

i) On a EXt1(”b’@g) ~ @U . Un générateur o EE. @U—module

Extq(mb,@s) fournit donec une suite exacte :

(s (a)) 0~ 6y = Q=M =0 ,

ol le module Qg est défini & isomorphisme prés indépendamment

de o .
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ii) Ie module Qg est 'relativement réflexif. La restriction de (31)

-

2 g, (resp. 5, ) est une suite exacte non itriviale et en

particulier la restriction de @, _& 85 (resp. 8 ) est

isomorphe au module canonique (§ 1.1).

Démonstration

Ie schéma g est de Gorenstein (en fait une intersection compldte) .

Par suite o est dualisant. Donc Ext (@U,@g) =0 pour i # 2

G
3
et Extg (@U,@g) est dualisant pour 6, * ctest-a-dire qu'on a un
3
isomorphisme Ext2(® ,6.) ~ 6 . De la suite exacte
@g v 8 — T .

e . . 1 2 N

on déduit alors un isomorphisme Ext(9 (mg,@g) ~ Ext® (@U,@S) , dfol

8 2
la premidére assertion, 1l'indépendance par rapport & o étant immé-

diate . Comme L est plat sur @U ’ Qg est plat sur ¢ . Soit
1

B € Extfg (@U,mc) 1'élément correspondant & (82)° On déduit de la
S .
suite exacte des Extg (@U,—) associde a (32) que Ext1(®B,mG) est
g .

un @U—module libre de générateur B . Par définition de (81(a)),
o0 B est un générateur de Exts (@U,@g) . la sulte exacte des

. s
Extl(@u,—) associde & (31(a)) donne une longue suite exacte :

1 1 2 o
O -— -— — — —
Ext (@U,Qg) Ext (@U’"B) Ext (@U,@S) Ext (@U’QS)

2 -
- Ext (®u’"b) -0 .

Ie morphisme EXt1(©u’nB) - Extg(@U,@g) transforme le générateur B
en le générateur o o B ; c'est donc un isomorphisme. Donc on a
Ext1(@U,QS) = 0 et un isomorphisme Extz(@U,Qg) ~ Extg(@U,HB) .

De la suite exacte des Extg (®U’_) associdée & la suite exacte
b3
0 - g : 6. - k- 0, on tire une suite exacte 0 - Ext] (. ,6. ) A
v U ; GS TR Ut

1 1 . 1
Ext - Ext k et par suite Ext est un
eg(Qu’@u) X‘@g(@k’ ) D QS(GU’GU)
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@U—module plat donc iibre car il est de type. fini sur ®U . La suite

exacte des Ext; (@U,u) déduite de (s1(a)), fournit la suite exacte

g
1 2 2
0 - Ext - t - .
6 (@u’@u) Ext (@U,mc) Ext (@U,eg)
=3 s =3
Comme les modules extrémes sont libres sur @U ’ Exté (@U,mc) et
&
donc aussi Extg (@U,QS) est libre sur @U . De ce qui précede
résulte que Ext® (k,Ext] (6 ,9.)) =0 pour b <2 et b« 2,
& c} v 8
a4 s
a=0 ., Ia sulte spectrale
Ext? (k,Ext’ (6,9 )) = Bxt>'P(k,0 )
@U ®8 v 8 @g 8

montre alors que Extg (k,Qg) =0 pour p <3 et par suite Q
s
est relativement réflexif. Ses restrictions aux fibres spéciale

et générique respectivement sont de profondeur 2 (prop. 2.2 i)),
donc les restrictions de la suite exacte a4 ces fibres sont non tri-

viales, d'oh ii).

lemme (2.6)

Soit M un @S—module relativement réflexif tel que Mh ne possede

pas de faciteur libre non trivial. Alors 1'homomorphisme

Hom@ (M,mg)c;a Hom@ (M,@g) déduit de 1'injection canonigue Mg <=6
a8 8
est un isomorphisme.

8

Démonstration

Soit 4 ¢ M-~ @g un homomorphisme. Il s'agit de montrer que

(M) Mg o« I1 suffit de voir que Lﬂ(Mﬁ) - (mc)n , car tout idéal
I de og tel que In c.(md)n est contenu dans M (1'adhérence
schématique du point singulier générigque est 1y ). Sinon on aurait

un morphisme surjectif Mﬁ — @S contrairement & 1'hypothése. n
n.
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Proposition (2.7)

Soit M un @g—module. relativement réflexif, tel que M  ne

posséde pas de facteur libre non trivial. Alors Hom(9 (M,Q) est
2
relativement réflexif et HomG (M,Q)O = Hom@ (MO,QO) .

8 8,

Démonstration

1
Dtaprés la proposition (2.5) il suffit de montrer que IBxt (M,Q)
est plat sur @U . Comme Extl(M5®S)=:0 pour i = 2 , on déduit

de la suite exacte (ST) un isomorphisme Ext1(M,Q) ~ Ext1(M,mg) .

De la suite exacte O — mc -5 - @U - 0 et du lemme, on tire

g
Hom(M,@U) ~ Ext1(M,mG) . Comme M est plat, WM R O, est libre

S
de type fini sur 6, donc Hom(M,@U) est plat sur s, "

Proposition (2.8)

Soit MO un module réflexif sur $o - Il existe un module M sur

s , relativement réflexif, dont la restriction a o est isomorphe
& M, et tel que de plus 01(Mh) = C1(MO) .

Démonstration

On peut supposer M, indécomposable. On a alors 01(Nb) =d ou 4

est la ciasse d'une courbe lisse CO transverse a do composante

de 30 . Cette courbe lisse CO est la restriction ¢ 'une courbe lisse

C transverse & d composante de g . Soit L < g 1l'image de C

C'est une courbe sur Vv , plate sur | . Par suite Exté (@L,@S) »

8
module dualisant de L , est plat sur | . Sa restriction a vy ,
section singuliére de g , est un @U—module libre. Soit fi""’fn
une suite d'éléments de Exté (@L,@g) dont la restriction a 1y est une
1

Sq

I r s g rd - -
base. L'élément (f1,...,fn) € Ext (@L,@g} définit une extension

n
0= &g =M=~ 6,~0,
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et tous les modules de cetie suite exacte sont plats sur y . L'homo-

1 ( n 1 1
6.96,.) — BExt_ (&, ,0, )
6 L1787 @30 Ly "8g

phisme. Il résulte donc de [A-V] que la restrictionde ¥ & §

morphisme canonigue Ext est un isomor-

0

est isomorphe & M, et que 01(Mh) =d .=

Ie théoréme (2.9), énoncé au § (1.8), résulte des propositions

suivantes :

Proposition (2.9.1)

Solt MO m module réflexif indécomposable non libre sur Sy -

Soit 4 = 01(MO) , o 4 est une composante de g8, - On 2

01(MO'QO) = 201(MO) +-6(MO)

ol 8(My) =0 ou 4 .

Démonstration

Soit M un g-mecdule relativement réflexif, tel que sa restriction

N

& g, soit M, et tel que 01(Mﬂ) =d (Prop. 2.8). Comme on a
rg(Mﬁ) = rg(Mb) = (a .2) [A-V] , Mﬁ est indécomposable et ne pos-
seéde pas de facteur direct libre non trivial. Alors M.Q est défini

et on a (M.Q)n = M%.Qn et (M.Q)O = My.Q4 (Prop. 2.7). On a donc
(Prop. 2.2)

' . .+
01(Mb.90) = 01(Mﬁ.9n) -p , ou p € Picy .
D'apreés la regle de McKay en caractéristique 0, on a
M .Q) =2 (M) +d 1.8) .
e, (M, .2,) = 20,(i) (1.8)
Par suite on a
01(MO.QO) = 201(Mb) +d -p .

Or on-a (d-p) € Picg (Prop. (1.7)) , et p € Picg , ce qui implique
que d-p =0 ou d-p =4 , c.qg.f.d. »
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On garde les notations de lsa ﬁfoposition précédente .

Proposition (2.9.2)

Soit MO un module réflexif indécomposable non libre de rang m
yremier & la caractéristique positive p du corps de base k .

On a 6(Mb) =d , i.e. le produit Q,.M, satisfait la regle de

MeKay .

Démonstration

En caractéristicque 0 mnous diroms gu'un module :éflexif est régulier
s'il est associé & la représentation régulidre de ﬂ1(S—{O}) . En ca-
ractéristique p > O mnous dirons qu'un medule réflexif est régulier
s'il a méme rang et méme ¢ qu'un module régulier en caractéristi-

1
gue 0 . La proposition 2.9.2 va résulter des deux lemmes suivants.

lemme (2.9.3)

Soit P wn module réflexif ncn nul et P =@ ay Pi y By £ 0, sa
T - i
décomposition en modules inddcomposables. Supposons gu'on ait

QO.P ~ 2P . Alors deux cas seulement sont possibles

(a) Pour tout i , ona Q P, = 2 P,

0 i

(b) P est un muliiple du module récsulier et pour tout module indé-

composable réflexif sur 80 » la régle de McKay est satisfaite.

Démonstration :
Supposons qu'on ne soit pas dans le cas (a). Montrons alors quton

- est dans le cas (b). Soit P' 1le facteur direct de P obtenu en
supprimant tous les facteurs Pi tels que QO.Pi o~ 2 Pi . O g
P' £0 et Qy.P' = 2P' . Pour fout facteur indécomposable de P*
la r2gle de McKay est satisfaite (2.9.1). Pour montrer que ©P' est
un multiple du medule régulier on peut donc supposer gu'on est en
caractéristique O . Alors P'" correspond & une représentation de

caractére %' de G = ﬂ1(g—{0}) et '@, correspond 4 la représen-—
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tation canonique de rang 2 de caractére XO de G :‘La relation
QO.P' ~ 2P' entraine xO.x‘= 2x', Comme Xo est une représentation
fidele, xo(g) = 2 <==> g =1id ., Donc ' X' est un multiple non nul du
caractére régulier. Comme tous les modules indécomposables intervien-

nent dans P' ona P' =P et Db).»

Temme (2.9.4)

Soit MO un module réflexif indécomposable. Supposons gu'il existe

un module réflexif non nul W' tel que MO.M' possdde un facteur

ind écomposable qui satisfasse 8 la régle de McKay. Alors Nb satis-

fait & la végle de McKay.

Démonstration
Supposons, par 1lfabsurde, qu'on ait QO'MC o QMO (2.9.1). Alors on
a QO.Mb.M' = ZMO.M’ « Par hypothése on n'est pas dans le cas (a)

du lemme (2.9.3) d'aprés (2.9.1). On est donc dans e cas (b) et M,

satisfait & la ri&gle de McKay ; contradiction. Donc M, satisfait a

la regle de McKay.s

Démontrons maintenant (2.9.2). Ia trace MO.MS - ®S est surjective
G
*
car (m,p) = 1 . Donc My.My possiéde un facteur libre non trivial

“qui satisfait par conséquent & la régle de MeKay.s
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3. STRUCTURE MULTIPLICATIVE DES MODULES REFPLEXIFS.

Soit S un point double rationnel, g(S) 1l'anneau des classes d'iso-
morphisme de @S—modules réflexifs muni de 1'involution * définie

par la dualité des @S—modules.

Proposition (3.1)

(1) 8i 1e corps de base est de caractéristique nulle, la structure

dtanneaw & involution sur (R(S),*) possdde les propriétés

suivantes :

A1) EBlle vérifie la régle muitiplicative de-NbKay.

AZ) Pour la classe de tout module réflexif indécomposable g«

*
de rang 1 on a a.¢ = 1 . Pour tout couple «,f de

classes de modules réflexifs indécomposables de rang 1,

o.p est la classe d'un module de rang 1.

(2} I1 existe sur (R(S),*). une seule structure d'anneau & involu-—

tion possédant les propriétés Al et A2.

Démonstration

En caractéristique nulle la propriété At est comnue ([G-V]) et 1la
propriété A2 est évidente en toute caractéristique, d'olr (1). .
Démontrons (2). I1 suffit de démontrer 1l'unicité aprds tensorisa-
tion par @ . Posons R = @(S) @ @ et notons encore * 1l'involu-

tion étendue & R .

Notons @ = ﬁ+ @ g la ddcomposition en éléments symétriques et
antisymétriques par rapport & * ; G C R 1la sous @-algébre
engendrée par @ et g le sous-espace vectoriel engendré par les

modules réflexifs de rang 1.

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer en utilisant unigue-
ment la regle de McKay et les propriétés de 1l'involution * les
falts suivants :

+

(a) Ona g =g ‘dans les cas A, D2n+1"E6’ Eg.
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