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Introduction

Soit S une variété algébrigue complexe singuliere. Les classes
de Chern de S ont été définies, dans l'homologie de S par M.H.
Schwartz et R. Mac Pherson. D'autre part, pour de telles variétés,
1'homomorphisme de Poincaré, cap-produit par la classe fondamentale

de S, se factorise par l'homologie d'intersection IH/(S) .

J.L. Verdier ét M. Goresky ont construit des exemples montrant,
1'un que le morphisme canonique ¢ : IH, (S8) - H_(S) n'étant pas in-
jectif, les classes de S pouvaient &ire réalisdes de plusieurs ma- .
nieéres comme images de classes de Chern de variétés lisses, le second
" que les classes de Chern de S mne sont pas toujours dans 1l'image de
P .

En fait, ce sont deux cas particuliers d'une méme situation :

5 est un espace de Thom sur une variété lisse B , compacte. Dans
ce cas, l'homomorphisme ¢ se décrit de manidre naturelle, ce qui

permet d'expliciter le calcul de ces deux exemples,

1. Rappels
Pour toute variété algébrique complexe S , on notera [S8] 1la

classe fondamentale de S et =8 = dimc s .

Classes de Chern [M] : Pour toute fonction counstructible o« sur

S , les classes de Chern c,(a) , définies dans H (S) satisfont & :

(1) f.e,(a) = c £, (a)



(11) c (at+B) = c (a) + ¢, (B)

(111) e, (8y) = <"(x) n [x] ,

oi. £ est un morphisme de S dans une gutre varidté S' , X est

*
une variété lisse, 1., 1la fonction comstante 1 sur X et c (X)

X
la classe de Chern (en cohomologie) du fibré tangent & X .

Homologie d'intersection [GM] : Etant donnée une filtration de

S en strates de dimensions paires

5 = szs = S2s—2 > S2s-4 5 .e2 3, So

ol dimR(Sk—Sk_z) = k , les groupes d'homologie d'!'intersection, pour

la perversité "moitié", sont définis comme suit :

On note Oi(S) le groupe des i-chafnes P.L. de S et ICi(S)
le sous—-groupe de Ci(S) formé des chafnes & dont le support ||
satisfait & :

dim {|g] n S ) s i=k-1 , dim (|3g] n S ) < i-k=2

2s=-2k 2s~-2k

Ie i-&me groupe d'homologie d'intersection de § : IHi(S) ,
est le i-tme groupe d'homologie du complexe IC_(8) .

Propriétés des groupes d'homologie d'intersection

1) Cas des singularitds isoldes [CGM]

31 S est une variété compacte, de dimension complexe S ,

admettant une singularité isolée en x , on a :

H; (S-{x}) . i<s
IR (8) = Im(Hi(s-{x})—l’fe Hi(S)) i=s
Hi(S) | 7 i>g

ol,, pour un espace localement compact, l'homolegie est & supports

compacts .

2) Fectorisation de I1'homomorphisme de Poincaré [GM]

L'homomorphisme de Poincaré st‘l(s) - Hi(S) , cap-produit par

-

ila classe fondamentale de S , notée [S] , se factorise au travers




de 1'homologie d'intersection

28""1 — H (S)

S,

IH (s)

ou ¢ est induit par l'inclusion naturelle des chafnes.

IT. Homologie d'intersection et espaces de Thom

Soit B une variété lisse compacte, de dimension complexe u ,
et W : E—-B un fibré vectoriel réel orienté, de rang 2r sur B
L'espace de Thom S , associéd & E , est une variété de dimension

25 = Zn+2r , admettant un point singulier isolé {x} . On note [8]

ia classe fondamentale de S danms st(S) et e ¢ Hzr(B) la classe

d'EBuler du fibré E .

Proposition. On a, pour i £ 0 et i # 28 , un diagramme commutatif

n [s]

5281 (g) . H, (S)

Hi(S-{X}) l

Hi(E) Hy (8,E-B
Ty A e Thom

Hi(B) > Hﬁ—Er

ot i : 8-{x} -8 et j : (E,®) — (E,B~-B) sont les inclusions
canoniques et wW E -+ B 1a projection du fibré.

Démonstration. Ies fléches verticales sont des isomorphismes et

commitent avec les fléches horizontales. En particulier, le carré
inférieur commute par définition de la classe d'Euier et par fac-

torialité du cap~produit.

Proposition. Soit S espace de Thom associé au fibré E , de rang

2r gur B, alors on a :

»

.
.




Hi(B) ) i<s

e
I%}S): ﬁ“%ﬁB)'_**%:%yaﬂB” i = s
Hi~2r(B) i>s

Démonstration : évidente, & partir des résultats précédents.

Pour un espace de Thom, l'homomorphisme de Poincaré s'identifie
donc & l'homomorphisme 3

N e
H (B) ———— H,
1 1

(B)

=-2r

et, suivant les valeurs de i , IHi(S) en est la source, l'image

ou le but.

IiT. Bxemples de Verdier et de Goresky

1. Description

Dans ces deux exemples, l'espace B est une surface complexe
1 L n2
et P

B considéré est un fibré en droites, de bidegré (1,1) (resp.

projective lisse, P! x P respectivement. Ie fibré E sur

0 2(2) ). L'espace de Thom S associd &3 B est construit de la
P

facon suivante., On considere le complété projectif X de l'espace
total de E, i.6. B(E@® 1) , qui est muni de deux sections de 1la
projecticn canonique m® : X - B , aprelées sections zéro et infinie,
avec images B et B dans X, et on contracte Bm' en un point.
Ia variété de dimension complexe trois ainsi obtemue est S ; elle
a un point singulier isolé. Pour vérifier que la contraction utili-
sée est algébrique, on peut décrire cette construction d'une autre
facgon, en construisant d'abord S et en obtemant X comme une

désingularisaticn de S

On considére B plongé dans un espace projectif B" de sorte
que la restriction & B du fibré en droites canonigues de P soit

isomorphe & E (quadrique dans EB obtenue par le plongement de

1 5

Segre de P x E1 y et surface quartigue dans P obtenue par 1le

plongement de Veronese de degré 2 de EZ , respectivement). Ensuite,
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on comnsiddére ©® plongé dans @?+1 comme un hyperplan H , et on
cheisit un point p de P en dehors de H . Alors S est le

cone sur B de sommet p , et X est 1'éclaté de 5 de centre p ,

a

car S-{p} est isomorphe a 1l'espace total du fibré E et par suite
X est isomorphe au complété projectif de E . On vérifie donc gue
X est lisse et le morphisme birationnel ¢ : X - S une désingula-

risation de S .

Lz fibre exceptiomnelle sur p est isomorphe & la base B du

cBne S .

2. Homologie d'intersections et classes de Chern

Dans les deux exemples on a d.im.C S=3.Pour i>3 on a donc

IHi(S) = Hi(S) et ¢ est un isomorphisme. Un cas intéressant au

regard de ces exemples est le cas i = 2 , pour lequel on a :

N [S
H%(S) L5] > H2(S)
IHZ(S) = HZ(B) ; > HO(B)

Ia classe d'Buler e s 1.2 01(E) s, €8t représentée par une

section hyperplane de 3B plongée dans P" . Dans le premier exem-
ple, on prend comme base de H,(B) =2 @ Z deux droites d,,d,
appartenant aux deux systémes de génératrices de la quadrique, res-~

pectivement le morphisme ¢ envoie d1 et d2 sur le générateur

canonique de HO(B)'.

En fait, on peut réaliser IH_(S) de deux fagoms comme 1'homolo-
gie d'une désingularisation de S T

4

Soit D1 (resp. D, ) le plan dans S < P’ qui porte la droite

d1 (resp. d, ) et le point p 3 c'est un diviseur de Cartier de

S en tout point sauf en p . L'éclaté X1 (resp. X, ) de S8 de

centre D1 (resp. D2 ) est une variété lisse, désingularisation

oy * X, =8 (resp. o, : X, - S ) de 8 dont la fibre exception-
nelle est isomorphe a E1 .

Ia désinguiarisation ¢ : X - 5 se factorise par chague




-

o, X, - S , car on obtient Xi en contractant, dans X , le sys-
téme de génératrices de 0_1(p) qui ne contient pas d; , 1= 1,2 .
On a des morphismes canonigues formant un diagramme commitatif :

F ~4

H, (X '“——————?IH (s)-~———-}q (X )

LT

H, (8)

*

Dans le deuxiéme exemple, on a H2(B) = 2Z (resp. HO(B) = 2Z )
avec générateur une droite (resp. un point) de P2 S B et le mor-

phisme ¢ est la multiplication par 2.

Pour calculer les classes de Chern de S , on calcule d'abord
les classes de Chern du désingularisé X (en homologie), et ensuite
on applique la naturalité des classes de Chern pour le morphisme de
désingularisation ¢ : X—- S5 . '

On rappelle qu'on a une projection canonique % : X+ B .

*
En regardant le fibré m E sur X comme le fibré tangent le

‘long des fibres de = (car X=P(E® 1) ), on a la suite exacte
suivante

* *
Q- E - TX -7 TB - 0,

ol TX {(resp. ) est le fibré tangent de X (resp.de B ).
a done l’égalite dans i (%)

(1) C(TX)-= c(nE) . c(n*TB)

ot c¢( ) dénote la classe de Chern totale du fibré considéré. Par
ailleurs on a, en identifiant fibrés en droites et faisceaux inver-
sibles,

r * ~
(ii1) = E = GX(B0+BW)

* , .
car on peut aussi regarder n E comme le fibré normal a BO+BOO
et

(iii) c(n*TB) = n*c(TB) )

Ies relations (i), (ii) et (iii) donnent un moyen de calculer c(TX)
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d'oll on obtient c(X) = c(TX) N [X] (avec [X] 1a classe fondamen-
tale de X ).

En particulier, dans le deuxi®me exemple, ol B = p°

, O a

1g = o, (1) - 2 1

1%

car la caractéristique d'Euler-Poincaré x(EZ) = 3, et par suite
c(8) =c (1g) =c (o, 1g) - 2p = o, {c(X)) - 2p .

Fn calculant 02(8) € H2(S) , on obtient

CZ(S) =9 O'*(z) ’

ot 4 est la classe dans HZ(X) de la droite qui est fibre généri-

que de la projection = , d'olt o,(4) est la classe dans KE_(S)

5
d'une geénératrice du cbne S .

On trouve domc gue 02(8) £ @(IHz(S) , Car on a

p(IH,(8)) = 2Z.0,(4) .

IV. Quelgues guestions

Dans les deux exemples, l'application canonique ¢ : IH&(S) - H*(S)
est de rang maximum (et m@me surjective, dans le premier). Est-ce
toujours le cas pour les variétés algébriques complexes ? Si la
réponse est négative, on peut finalement se demander si la classe de
Chern appartient toujours & l'image de 1l'homologie d'intersection
dans l'homologie & coefficients rationnels.
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